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Sehr geehrte Horerinnen und Hérer!

Das vorliegende Skriptum zur Mathematik 2 fiir Bauingenieurwesen unterscheidet sich
von der Ausgabe vom Februar 2019 durch einige Verbesserungen. Sinnstérende Druck-
fehler wurden korrigiert. Dariiber hinaus reichende Verbesserungen wurden in den er-
sten beiden Kapiteln und in Teilen von Kapitel 3 vorgenommen. (Die urspriinglich fiir
diese Ausgabe beabsichtigte Revision auch der iibrigen Teile wurde durch die Corona-
Pandemie und den durch sie bedingten unermesslich explodierenden organisatorischen
Aufwand fiir alles und jedes, vor allem fiir Priifungen, vereitelt.) Jedenfalls mochte ich
die aktuelle Fassung auch jenen ans Herz legen, die schon eine frithere Ausgabe besitzen.

Aus dem erwédhnten Grund muss ich um Nachsicht bitten fiir diverse immer noch
vorhandene Unvollkommenheiten. Trotz der vielen Zeit, die ich schon an die Revision
und Anpassung an meine Vorlesung investiert habe, konnte ich immer noch nicht allen
Abschnitten jene Gestalt geben, die mir eigentlich vorschwebt. Betréchtliche Teile waren
entstanden, bevor ich erstmals die Vorlesung hielt, und wurden von anderen Personen
und unter anderen Rahmenbedingungen verfasst. Auch wenn ich die Autorenschaft ein-
zelner Abschnitte gar nicht mehr eindeutig zuzuordnen weif}, gilt mein Dank all jenen,
deren Arbeit ich hiermit weiter verwenden darf. Insbesondere stammen die zahlreichen
(sehr aufwendig zu erstellenden) Grafiken durchwegs nicht von mir, sondern aus dlteren
Texten. Daraus erkldren sich manche Redundanzen, uneinheitliche Notation und Termi-
nologie, Unvollstdndigkeiten im Index und bei Querverweisen, spiirbare Briiche zwischen
Abschnitten unterschiedlicher Herkunft etc.

Der Stoff ist sehr umfangreich, und der zeitliche Rahmen wird es nicht erlauben, alle
Inhalte des Skriptums auch in der Vorlesung durchzunehmen. (In diesem Punkt unter-
scheidet sich Mathematik 2 deutlich von Mathematik 1.) Was genau in der Vorlesung
gemacht werden kann, ergibt sich teilweise erst aus dem Fortgang der Lehrveranstaltung
wahrend des Semesters. Nur Themen, die auch in der Vorlesung angesprochen werden,
sind Priifungsstoff. Folglich empfiehlt es sich, die Vorlesung moglichst regelméflig zu ver-
folgen. Trotz der Distanzlehre, mit der das Semester beginnen (und voraussichtlich auch
enden) wird, empfiehlt es sich, die Vorlesungen moglichst regelméfig zu verfolgen oder
wenigstens nachzuhoren. Ich werde mich bemiihen, Ersatz zu bieten fir die Interakti-
on, die normalerweise im Horsaal moglich ist, um die wir in Zeiten der Pandemie vom
Schicksal aber weitgehend betrogen werden.

Wie schon in Mathematik 1 haben Herr Maresch und ich als Orientierungshilfe fiir
den Umgang mit den Ubungsaufgaben eine Zuordnung zu drei Kategorien T (Test),
P (Prifung) und E (Ergénzung) vorgenommen. Fiir die Vorbereitung auf die beiden
Ubungstests empfehlen wir vor allem die Beschiftigung mit den T-Aufgaben (T* be-
zeichnet Aufgaben, die zur Testvorbereitung empfohlen werden, die aber etwas langer
oder aufwendiger sind, als es bei tatsdchlichen Testaufgaben zu erwarten ist), fir die
Priifung dariiber hinaus mit den P-Aufgaben. Von den E-Aufgaben sind einige etwas
anspruchsvoller. Lassen Sie sich nicht entmutigen, wenn Sie manche davon nicht 16sen
kénnen. Wenn Sie sich aber bei jeder E-Aufgabe wenigstens klar machen, worin die Auf-
gabenstellung besteht, so wird das Ihr Verstdndnis ganz wesentlich vertiefen und daher



eine sehr sinnvolle Vorbereitung auf die Priifung sein.

Fir spezifische Anwendungen der Mathematik im Bauingenieurwesen verweise ich auf
die Sammlung, die Spezialisten aus Ihrer Fakultit zusammengestellt haben und die ich
Thnen per TISS elektronisch zukommen lasse. Priiffungsstoff fiir Mathematik 2 sind diese
Inhalte nicht, sie sollen vor allem Threr Motivation dienen. Es gilt, Mathematik nicht nur
als ein wesentliches Instrument fiir IThre eigene Wissenschaft zu begreifen, sondern auch
als eine Sprache, ohne die viele fiir die Ingenieurswissenschaften grundlegende Sachver-
halte vor allem aus der Physik nicht einmal formuliert werden kénnten.

Einige Empfehlungen zur Priifungsvorbereitung: Der erste Schritt in Threr Vorberei-
tung kénnte darin bestehen, sich einen groben Uberblick iiber den gesamten Stoff zu
machen. Es ist sicher kein Luxus, sich die Themen der fiinf Kapitel (oberste Gliede-
rungsebene) und ihrer 6+4+3+4+43 Abschnitte (zweite Gliederungsebene) einzuprigen.
Dabei konnte es hilfreich sein, zunéchst die Einleitungen zu den Kapiteln und zu den
Abschnitten zu lesen. Bei der genaueren Erarbeitung des Stoffes empfehle ich, von den
Kurzfassungen am Beginn jedes Unterabschnitts (dritte Gliederungsebene) auszugehen.
Diese bestehen in der Regel nur aus wenigen Zeilen, in denen die wichtigsten Schlagworte
und Grundideen erwahnt werden. Fragen Sie sich zu jedem dieser Schlagworte nicht nur
»Wie rechne ich damit?“, sondern vor allem auch: ,,Was ist das?“ Mathematiker stel-
len mit Vorliebe zuerst die zweite Frage, und das gilt insbesondere bei Priifungen. Zwei
Beispiele: Zum Schlagwort ,,Ableitung® sollte Thnen jedenfalls die Assoziation ,lokale
lineare Approximation® kommen, noch bevor Sie dariiber nachdenken, wie Sie partielle
Ableitungen ausrechnen und zur Funktionalmatrix als Darstellung der Ableitung zu-
sammensetzen. Oder: Zum Schlagwort ,,Wahrscheinlichkeit“ sollten Sie den Begriff des
Wahrscheinlichkeitsraumes mit seinem wichtigsten Drumherum parat haben und nicht
hilflos lediglich nach ein, zwei trivialen Beispielen suchen. In Verbindung mit den allge-
meinen Begriffen jedoch sind fiir das Verstdndnis von Mathematik auch charakteristische
Beispiele nicht nur niitzlich, sondern eine ganz wesentliche Hilfe. Versuchen Sie daher,
abstrakte Begriffe immer auch in Verbindung mit typischen Beispielen zu sehen.

Vielleicht fragen Sie sich, wie intensiv Sie sich mit den im Skriptum enthaltenen Bewei-
sen auseinandersetzen sollen. Auch dazu ein paar Worte: Beweise sind fir Fachmathema-
tiker das Herz ihrer Wissenschaft. In Anwendungsdisziplinen wie dem Bauingenieurwesen
kommt es aber nicht so sehr darauf an, dass man komplizierte Beweise mathematischer
Satze aktiv wiedergeben kann. Deshalb priife ich auch keine langen Beweise. Trotzdem
habe ich zahlreiche Beweise im Skriptum aufgenommen, weil ich glaube, dass man das
Bemerkenswerte von mathematischen Ergebnissen viel besser versteht, wenn man die
Beweise wenigstens in ihren Grundideen studiert. Meine Empfehlung fiir die Priifungs-
vorbereitung lautet daher: Versuchen Sie, auch moglichst viele Beweise lesend zu verste-
hen; lassen Sie sich aber nicht verunsichern, nur weil Ihnen das wahrscheinlich nicht bei
allen zur Génze gelingt. Nur wenn Sie viele Beweise iiberhaupt nicht verstehen, ist das
ein Alarmsignal. Dann ist ndmlich zu befiirchten, dass Ihr Verstdndnis des Stoffes noch
nicht ausreicht, um die Priifung zu bestehen. Denn die Priifung versuche ich gerade so
zu gestalten, dass es auf ein sinnvolles (nicht notwendig detailreiches) Verstédndnis der



wichtigsten mathematischen Konzepte, Resultate und Methoden ankommt.

Wenn Sie unsicher sind, ob Sie sich bei Threr Priifungsvorbereitung auf einem guten
Weg befinden, steht es Thnen jederzeit frei, sich an mich zu wenden. So lange die Corona-
Pandemie personliche Kontakte weitgehend unmoglich macht, kann ich keine Sprechstun-
den in tblicher Form, d.h. zu fixen wochentlichen Terminen in meinem Dienstzimmer
anbieten. Ich mochte aber Zoom-Konferenzen in dhnlicher Weise veranstalten wie schon
zur Mathematik 1 im Wintersemester. Sollte sich die Situation im Laufe des Semester
hinsichtlich persénlicher Begegnungen doch noch zum Positiven wenden — umso besser.

Ich hoffe, dass diese Praambel fiir Sie von Nutzen ist, insbesondere bei der Priifungs-
vorbereitung. Fir die Priifung selbst wiinsche ich Thnen viel Erfolg!

Reinhard Winkler, im Februar 2021
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1 Lineare Algebra

Unter Linearer Algebra versteht man jenes Teilgebiet der Mathematik, in dem vor al-
lem Vektorrdume als Grundstruktur fungieren. Aus dem ersten Semester sind bereits
die Standardvektorrdume R™ bekannt. Fiir uns sind sie auch weiterhin sehr wichtige
(wenn nicht gar die wichtigsten) Beispiele. Zu einem besseren Verstdndnis und fiir spa-
tere Anwendungen ist eine systematische Theorie, auch mit gewissen Abstraktionen,
unerlédsslich. Sie ist Gegenstand dieses Kapitels.

Die allgemeine Theorie beschéftigt sich mit Vektorrdumen iiber beliebigen Kérpern,
wéahrend wir uns hier vor allem fiir reelle Vektorrdume interessieren, die sich auch hervor-
ragend fir die Beschreibung geometrischer Sachverhalte eignen. Die wichtigste Kennzahl
eines Vektorraums ist seine Dimension. Diese kann eine natiirliche Zahl oder auch un-
endlich (genauer: eine unendliche Kardinalzahl) sein. Im Fall endlicher Dimension und
bei vorgegebener Basis ist die Beschreibung von Vektoren als Linearkombinationen der
Basisvektoren besonders einfach und gehorcht sehr vertrauten Mustern. Abschnitt
behandelt die grundlegenden Konzepte.

So wie in der Mathematik generell Funktionen/Abbildungen iiberall eine entscheidende
Rolle spielen, sind es fiir Vektorrdume speziell lineare Abbildungen. Sie sind, wie man
sagt, mit der Vektorraumstruktur vertréglich und erméglichen ein wesentlich besseres
Verstdndnis von Vektorrdumen. Sie werden in Abschnitt eingefithrt und begleiten
uns durch das gesamte Kapitel.

Die Darstellung linearer Abbildungen beziiglich gegebener Basen fiihrt fast zwangs-
ldufig zum Matrizenkalkiil , dem hoherdimensionalen Analogon des elementaren
Rechnens mit Zahlen mit Hilfe der iiblichen Zifferndarstellung zur Basis 10.

Héngen Funktionen von mehr als einer Variablen (von mehr als einem Vektor) in
jeweils linearer Weise ab, so spricht man von multilinearen Abbildungen, im skalarwer-
tigen Fall von Mulitilinearformen. Die wichtigsten Beispiele sind Skalarprodukte und
Determinanten, womit die wichtigsten Themen von Abschnitt benannt sind.

Die haufigste Anwendung hoherdimensionaler Vektorrdume jenseits unmittelbarer An-
schaulichkeit (also mit Dimension n > 3) sind lineare Gleichungssysteme. Thre praktische
Bedeutung ist offensichtlich. Bei ihrer Untersuchung erweisen sich die Begriffe aus der
allgemeinen Theorie (Dimension, lineare Abbildung etc.) als die geeigneten Instrumente.
Mit dem Gaufschen Eliminationsverfahren, das im Zentrum von Abschnitt steht, gibt
es einen Algorithmus, der sowohl fiir die Losung linearer Gleichungssysteme, als auch fiir
die Berechnung der Determinanten und der Inversen einer quadratischen Matrix keine
Wiinsche offen lasst.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit den besonders fiir An-
wendungen besonders wichtigen Eigenvektoren und Eigenwerten sowie mit der damit
zusammenhédngenden Transformation von quadratischen Matrizen auf Diagonalgestalt.



1 Lineare Algebra

1.1 Vektorraume und ihre Geometrie

Die Definition eines Vektorraums ergibt sich in natiirlicher Weise als Abstraktion ver-
trauter Rechenregeln (siehe . Sehr naheliegend sind dann auch die Begriffe Unter-
raum, Linearkombination und Erzeugnis oder lineare Hille . Letzteres fiithrt in
Verbindung mit dem fiir die weitere Theorie besonders wichtigen Begriff der linearen
Unabhéngigkeit von Vektoren (|1.1.3]) zu dem der Basis und, nachdem man er-
kannt hat, dass je zwei Basen ein und desselben Vektorraums stets gleich viele Elemente
enthalten, zu dem der Dimension ([1.1.5]). Je zwei Vektorrdume mit derselben Dimension
haben ndmlich dieselbe algebraische Struktur, wéhrend sich solche mit unterschiedlicher
Dimension strukturell unterscheiden.

1.1.1 Vektorraum als abstrakte Struktur

Inhalt in Kurzfassung: Definition des Begriffs (reeller) Vektorraum, die Standardvek-
torraume R™ als wichtige und bereits aus Mathematik 1 vertraute Beispiele, einfache
Rechenregeln in beliebigen Vektorraumen

Von den bekannten Standardvektorrdaumen R™ abstrahieren wir zu folgender allgemei-
nen Definition.

Definition 1.1.1.1. FEin (reeller) Vektorraum ist gegeben erstens durch eine Menge V
(ihre Elemente x heiffen Vektoren, die wir mit fetten Buchstaben schreiben, gelegentlich
auch als ) auf der eine Vektoraddition +, ein Nullvektor o und eine (additive)
Inversenbildung (Subtraktion) — derart definiert sind, dass eine abelsche Gruppe vorliegt.
(Zur Erinnerung: Abelsche Gruppe zu sein, bedeutet in diesem Fall, dass fir alle x,y,z €
V' das Assoziativgesetz (x +y) +z = x+ (y + z), das Kommutativgesetz x +y =y + X,
das Nullelementsgesetz x +0 = x und das Inversengesetz x —x := x+ (—x) = o gelten.)
Zweitens muss eine Skalarmultiplikation (Zahl mal Vektor) definiert sein, die jedem
r € R und jedem x € V' den (r-fachen) Vektor rx zuordnet, so dass fir alle r,s € R und
x,y eV

die Distributivgesetze r(x +y) = rx+ry und (r + $)x = rx + sx ,

das Assoziativgesetz (rs)x = r(sx) und

das Finselementsgesetz 1x = x
gelten. Beziehen sich die Skalare r,s nicht auf reelle Zahlen, sondern auf rationale,
kompleze etc. (jedenfalls miissen sie einem Korper — Definition siehe Mathematik 1 —
entnommen sein), spricht man statt von einem reellen von einem rationalen, komplexen
etc. Vektorraum.

Wir kennen aus Mathematik 1 die Standardvektorrdume R". Die Vektoren sind
dabei die n-tupel x = (x1,...,x,) reeller Zahlen. Dabei nennt man x; die i-te Kom-
ponente oder Koordinate von x. Oft schreiben wir Vektoren aus R™ (spdter auch
Vektoren aus einem beliebigen Vektorraum) beziiglich einer Basis lieber als Spaltenvek-
toren

10



1.1 Vektorraume und ihre Geometrie

I
L2

Tn

Alle Operationen werden komponentenweise definiert:

x1 Y1 1+
. 2 Y2 T2 + Y2
Vektoraddition x+ty=| . |+]| . |:= . )
Tn Yn Tn + Yn
0
0
Nullvektor o=1.1,
0
I —X1
To —X9
negativer Vektor - .| = ,
T —Tp
I rri
i) rxo
Skalarmultiplikation rx=r| . |:= .
Tn TXp

Dass fiir die Standardvektorrdume die fir einen Vektorraum geforderten Gesetze gel-
ten, ist unmittelbar einzusehen und wurde bereits in Mathematik 1 festgehalten. Also
sind die bekannten Standardvektorrdume tatsédchlich auch Vektorrdume im abstrakten
Sinn. Auch viele vertraute Rechenregeln gelten in beliebigen Vektorrdumen, weil sie allein

aus der Definition [I.1.1.1] folgen:

Proposition 1.1.1.2. Sei V' ein Vektorraum, x,y € V und r,s € R. Dann gilt:

1. 0x=o0
2. ro=o0
3. (—Dx=—-x

4. Aus rx = o folgt r =0 oder x = o.
Das nachzurechnen ist Gegenstand der folgenden Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 1. (E) Beweisen Sie Proposition indem Sie ausschliefSlich die
durch Definition [1.1.1.1] gegebenen Gesetze verwenden.

11



1 Lineare Algebra

Neben den Standardvektorrdumen R"™ seien noch weitere Beispiele von Vektorrdumen
erwahnt:

o die Menge C aller komplexen Zahlen a + ib (indem man (a,b) fiir a 4 ib schreibt,
kann man C mit R? identifizieren)

o die Menge R|x] aller reellen Polynome (Beispiel eines unendlichdimensionalen Vek-
torraums)

o die Menge R[z], C R[z] aller reellen Polynome vom Grad < n (Beispiel eines
n + 1-dimensionalen Vektorraums)

o die Menge C([a,b]) aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R (ebenfalls unendlichdi-
mensional)

 Die Losungsmenge einer homogenen linearen Differentialgleichung (siehe [3.2.1))

Ubungsaufgabe 2. (P) Erkliren Sie genau, warum C, Rlx] und C([a,b]) Vektorriume
sind. Dazu miissen Sie erkldren, was Addition, was Nullvektor, was negativer Vektor
und was Skalarmultiplikation ist. Auflerdem sind die Gesetze aus Definition [1.1.1.1] zu

verifizieren.

1.1.2 Unterraum, Linearkombination und Erzeugnis

Inhalt in Kurzfassung: Unter den Teilmengen U eines Vektorraums V sind jene von be-
sonderem Interesse, die selbst einen Vektorraum bilden, die sogenannten Unterrdume.
U = {o} und U =V sind stets Unterrdume (die sogenannten trivialen). Zu einer beliebi-
gen Menge T' C V', auch wenn sie selbst kein Unterraum ist, gibt es stets einen kleinsten
Unterraum U, der T enthélt: das Erzeugnis oder die lineare Hiille von T'. Sie besteht aus
allen Linearkombinationen von Vektoren aus 1. Beispielsweise ist der Standardvektor-
raum R" das Erzeugnis der kanonischen Basis.

Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' ist dann von besonderem Interesse, wenn U
mit den gegebenen Operationen selbst wieder ein Vektorraum ist. Dabei kommt es nur
darauf an, dass die auf V definierten Operationen, wenn man sie auf Vektoren aus U
anwendet, nicht aus der Menge U hinausfithren:

Definition 1.1.2.1. Ist V ein Vektorraum, dann heifit eine Teilmenge U C V Unter-
raum von V', (manchmal schreibt man dafir symbolisch auch U <V ), wenn gilt:

Fiir alle x,y € U und r € R liegen auch die Vektoren x +y und rx in U, auflerdem
der Nullvektor: o € U.

Der Durchschnitt U von zwei oder auch beliebig vielen Unterraumen U; eines Vektor-
raumes V ist wieder ein Unterraum von V', denn: Liegen x,y in U, so in allen U;. Weil
die U; Unterrdume sind, liegen daher auch x + y und rx fiir beliebige r € R in allen U;
und somit auch in deren Durchschnitt U. Also erfiillt U die Bedingungen in Definition

L1221
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1.1 Vektorraume und ihre Geometrie

Diese Beobachtung hat zur Folge, dass es auch zu jeder Teilmenge M C V eines Vek-
torraums einen kleinsten Unterraum U von V mit M C U gibt, ndmlich den Durchschnitt
aller Unterrdume, die M als Teilmenge enthalten. (V selbst ist sicher so ein Unterraum.)
Dieser Unterraum U (den wir auch mit LH(M) bezeichnen werden) lisst sich wie folgt
auch anders beschreiben. Dazu holen wir etwas weiter aus.

Ist V eine Vektorraum, xi,...,X, € V und r1,...,7, € R, so heiflt der Vektor

n
X = E X5
i=1

eine Linearkombination (Abkiirzung LK) der x;. Die Zahlen r; heiflen in diesem Zu-
sammenhang auch Koeffizienten. Offenbar sind Unterrdume gerade so definiert, dass
sie abgeschlossen sind gegeniiber LKen, d.h. wenn die x; in einem bestimmten Unter-
raum U liegen, so auch x. Umgekehrt bildet zu jeder Menge M C V von Vektoren die
sogenannte lineare Hiille

LH(M) = {ZT’Z‘Xi: neNr, e Rx,; € M}
=1

von M, also die Menge aller LKen aus Vektoren in M, einen Unterraum. Folglich ist
LH(M) der kleinste Unterraum, der M enthélt, und heit deshalb auch der von M
erzeugte Unterraum, (oder das Erzeugnis von M oder der von M aufgespannte
Unterraum , symbolisch oft auch span(M)). Dieser Sachverhalt l4sst sich auch so for-
mulieren: LH(M) ist der Durchschnitt aller Unterrdume von V, die M als Teilmenge
enthalten, als Formel:

LHM)=({U<V: M CU}

Ist LH(M) = V, so heifit M ein Erzeugendensystem von V. Klarerweise gilt fiir
M, C My C V stets LH(M;) C LH(Mz). Fur ein Erzeugendensystem M ist folglich
auch jede Menge M’ mit M C M’ C V ein Erzeugendensystem. Ist M = {a;,...,a,}
endlich, schreiben wir fiir LH(M) auch LH(ay,...,a;) (ohne Mengenklammern).

Ubungsaufgabe 3. (P) Begriinden Sie all das sorgfiltig, indem Sie fiir einen Vektor-
raum V folgende drei Behauptungen dberpriifen:

1. Ist U ein Unterraum von V. mit x1,...,%x, € U, auflerdem r1,...,r, € R, so folgt
X = Z?:l rix; € U.

2. Sei M C V irgendeine Teilmenge von V. Dann bildet die Menge LH(M) aller
LKen aus Vektoren von M einen Unterrraum von V.

3. Sei wieder M C 'V irgendeine Teilmenge von V und U ein Unterraum von V mit
M CU. Dann gilt LH(M) CU.

Jeder Vektorraum hat die Unterrdume {o} (der Nullraum, der nur aus dem Nullvek-
tor besteht) und V selbst, die beiden sogenannten trivialen Unterrdume. Im Fall des
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1 Lineare Algebra

zweidimensionalen Standardvektorraums V = R? kommen zum Nullraum {o} (nulldi-
mensional) und zu V' = R? (zweidimensional) noch die (eindimensionalen) Unterriume
dazu. Jeder von ihnen l&sst sich als Gerade durch den Ursprung auffassen. Der dreidi-
mensionale Standardvektorraum V = R? enthilt auerdem noch zahlreiche nichttriviale
zweidimensionale Unterrdume, von denen sich jeder als Ebene im Raum durch den Ur-
sprung o deuten lasst. Warum genau das alle sind, wird die nun zu entwickelnde Theorie
zeigen. Zuvor aber noch einige Ubungsaufgaben.

Ubungsaufgabe 4. (P) Begriinden Sie, warum fiir jeden Vektorraum V der Nullraum

{o} ein Unterraum von V ist, indem Sie die Eigenschaften aus Definition|1.1.2.1 nach-
priifen.

Ubungsaufgabe 5. (T) Welche der folgenden Mengen sind Vektorrdume (mit den tibli-
chen Operationen auf R? bzw. R?)? Falls kein Vektorraum vorliegt, geben Sie an, welche
Eigenschaft verletzt ist!

1. {(xl,x2,1‘3) € R3 . 3x1 = 2x9 = 1'3}
2. {(z1,72) € R?: 21 - 29 = 0} 3. {(x1,72) € R?: 2z + a9 =0}

4. {0 M) eR?: A e R} 5 {(0%,N?) eR?: A e R}

6. {(N3,)\3) e R2: X e R} 7. {(u+ X \p—XA) €R?:pu, X €R}
8. {(

r1,T2) € R?:xy > 29}

Ubungsaufgabe 6. (T)

Welche der folgenden Mengen von reellen Funktionen sind Vektorrdume (mit den bli-
chen punktweise definierten Operationen)? Falls kein Vektorraum vorliegt, geben Sie an,
welche Eigenschaft verletzt ist!

{fR=>R: f(z)=f(—x)} 2.{f:R—=>R:f>0}

{f:R = R: f besitzt mindestens eine Nullstelle}

{f :R = R: f besitzt hichstens eine Nullstelle}

{f:R = R: f stetig} 6. {f R —R: f stetigund [*| f(z)dx =0}
{f :R = R : f monoton steigend oder monoton fallend}

{f:R = R: f differenzierbar}

o N G Lo~

Eine besondere Rolle spielen im Standardvektorraum R" die sogenannten kanoni-
schen Einheitsvektoren

1 0 0

0 1 0
e = egn) = ,€e9 = egn) =1.]:-en= eg") =

0 0 1

Den oberen Index werden wir oft weglassen, sofern aus dem Kontext klar ist, dass ein Ein-
heitsvektoren im R™ gemeint ist. Der i-te Einheitsvektor e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) hat
1 als i-te Komponente, alle anderen Komponenten von e; sind 0. Gemeinsam bilden die e;

14



1.1 Vektorraume und ihre Geometrie

ein Erzeugendensystem von R", weil sich jeder beliebige Vektor x = (z1, z2,...,2,) € R”
in (sogar eindeutiger Weise) als LK der e; schreiben ldsst, namlich:

1 1 0 0

) 0 0 n
Xx=(21,29,...,0n) = | | =a | [+ [+t | | =D ze

: : : : =

T 0 0 1

3

Ubungsaufgabe 7. (P) Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Zahlen R einen ratio-
nalen Vektorraum bildet.

1.1.3 Lineare Unabhangigkeit

Inhalt in Kurzfassung: Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren bereitet
erfahrungsgeméfl manchen Anfingern Schwierigkeiten. Deshalb ist ihm hier ein ganzer
Unterabschnitt gewidmet. Die kanonische Basis des R™ liefert das einfachste Beispiel,
mit Hilfe dessen man sich auch die allgemeine Situation besser einprigen kann.

Der Begriff der linearen (Un-)Abhéngigkeit von Vektoren, genauer: einer Familie von
Vektoren, ist grundlegend fiir die Theorie der Vektorrdume. Im dreidimensionalen Raum
beispielsweise sind drei Vektoren linear abhéngig, wenn sie in einer Ebene liegen oder,
dquivalent dazu und allgemeiner gesprochen, wenn einer von ihnen sich von den anderen
erzeugen lasst. Dabei bedeutet erzeugt werden: sich als LK darstellen lassen. Insbeson-
dere ist jede LK x = Y"1 ; r;x; der Vektoren x; von diesen linear abhéngig. Bringt man
auch x auf die rechte Seite dieser Gleichung, so ist der Nullvektor o = —x + > /" 7ix;
eine LK der Vektoren x,x1,...,X,, die nichttrivial in dem Sinn ist, dass der Vektor x
auch wirklich auftritt, weil vor ihm der Koeffizient —1 # 0 zu denken ist. Wenn man
will, kann man auch sagen: Die lineare Abhéngigkeit einer Menge von Vektoren be-
deutet, dass sie in Bezug auf den Erzeugungsprozess redundant ist, weil sie wenigstens
einen Vektor enthélt, der weggelassen werden kénnte, ohne dass deshalb die lineare Hiille
kleiner wiirde. Eine exakte Definition lautet wie folgt:

Definition 1.1.3.1. FEin n-tupel (xi1,...,%,) (n € N, n > 1) von Vektoren x; eines
Vektorraumes V' heifit linear abhingig, wenn es Zahlen rq,...,r, € R gibt, die nicht
alle = 0 sind und fiir die

n
E riX; =0
i=1

gilt. Fine Menge M C 'V won Vektoren in V heift linear abhdngig, wenn es ein n € N
gibt und paarweise verschiedene Vektoren xi,...,x, € M, so dass (x1,...,Xy) linear
abhdngig ist.

Ein n-Tupel (X1,...,%x,) mit x; € V bzw. eine Teilmenge M C V heifit linear unab-
hingig, wenn es bzw. sie nicht linear abhdngig ist. (Die leere Menge ist definitionsgemdyfs
linear unabhdngig.)
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1 Lineare Algebra

Wie die dieser Definition vorangegangene Diskussion zeigt, ldsst sich — vielleicht leich-
ter fasslich — auch formulieren:

Proposition 1.1.3.2. Eine Menge M C V wvon Vektoren eines Vektorraumes V ist
genau dann linear abhdngig, wenn einer der Vektoren aus M sich als Linearkombination
anderer Vektoren aus M darstellen lisst, formal:

FEs gibt ein n € N und paarweise verschiedene Vektoren x,X1,X2,...,X, € M sowie
Zahlen r1,79, ..., 1y mit

n
X = E TiXi.
=1

Eine triviale Beobachtung lautet: Jede Menge von Vektoren, die den Nullvektor ent-
hélt, ist linear abhéngig (insbesondere der Nullvektor fir sich). Denn dann kann man
x1 := o und n = 0 setzen, weil die leere Summe ja immer den Nullvektor darstellt.

In Definition [[.1.3.1] mag die Unterscheidung zwischen Mengen und n-Tupeln etwas
verwirren. Dazu ein paar Worte zur Erklarung und teilweise auch zur Entwarnung bezie-
hungsweise Vereinfachung der Sprechweise: Ob ein n-tupel (x1,...,X,) linear abhéngig
oder unabhéngig ist, hdngt nicht von der Reihenfolge der Komponenten ab, weil man mit
den x; ja auch die Koeffizienten r; in einer LK umnummerieren kann. Deshalb sagt man
auch einfach die Vektoren xi,...,x, seien linear abhingig bzw. unabhéngig. Dennoch
bedeutet das nicht unbedingt, dass das Gleiche auch fiir die Menge {x1,...,x,} gilt.
Die Tiicke, deretwegen wir so sorgfiltig unterscheiden miissen, liegt ausschliellich dar-
an, dass zwei der x; gleich sein konnten. Beispiel: Das 2-Tupel (Paar) (x1,x2) = (x,X)
ist ndmlich linear abhéngig, weil fir die Koeffizienten 1 = 1 und ro = —1 die LK
r1X1 + roxg = X — x = 0 ergibt. Hingegen ist die Menge M = {x1,x2} = {x,x} = {x}
linear unabhéngig, sofern x # o, denn dann ist rx = o nur fir » = 0 moglich (siehe
Ubungsaufgabe (1, Teil 4). Aulerdem wird spéter vor allem bei den Matrizendarstellun-
gen die Reihenfolge der zugrunde gelegten (linear unabhéngigen) Basisvektoren wichtig
sein, weshalb die Darstellung als Tupel der als (ungeordnete) Menge vorzuziehen ist. Der
entscheidende (weil erfahrungsgemaf von vielen als schwierig empfundene) Punkt in der
Definition der linearen Unabhéngigkeit besteht darin, dass nur die triviale LK (mit allen
Koeffizienten = 0) den Nullvektor darstellt. (Dass die triviale LK den Nullvektor dar-
stellt, ist hingegen trivial, weil es auch fiir linear abhéngige Vektoren gilt, und verdient
keine besondere Hervorhebung.)

Ubungsaufgabe 8. (P) Begriinden Sie fiir Teilmengen My C My C 'V des Vektorraums
V. Ist My linear abhdngig, so auch Ms. Ist My linear unabhdngig, so auch M;.

Eine fiir das Weitere typische Situation besteht darin, Vektoren xi,...,x, € V auf
lineare Abhingigkeit iiberpriifen zu miissen. Zur Ubung spielen wir diese Situation nun
flir kleine Werte von n durch.

Fir n = 0 geht es um die leere Menge, die definitionsgeméf} linear unabhéngig ist.

Fiir n = 1 haben wir schon oben gesehen: Ist x; = o der Nullvektor, so liegt lineare
Abhéngigkeit vor, jeder andere Vektor ist fiir sich linear unabhéngig.
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Fiir n = 2 bedeutet lineare Abhéngigkeit, dass es Zahlen r1, 9 gibt, von denen wenig-
stens eine, z.B. 19 # 0 von 0 verschieden ist, und r1x; + rexs = o gilt. Dann kénnen wir
umformen zu xg = (=75 lrl)xl, was bedeutet, dass xs2 ein Vielfaches (eine LK) von x;
ist. Anschaulich lésst sich sagen: x; und x liegen auf einer Geraden, sind also kollinear.
Sind x; und x2 hingegen linear unabhéngig, so spannen sie eine Ebene auf.

Fiir n = 3 {iberlegt man sich dhnlich zum Fall n = 2, dass im linear abhéngigen Fall
einer der drei Vektoren (dessen Koeffizient von 0 verschieden ist) als LK der anderen
beiden darstellbar ist, d.h. in der von diesen aufgespannten Ebene liegt. Drei linear
unabhingige Vektoren hingegen haben nicht Platz in einer Ebene, sondern spannen, wie
wir uns gleich noch genauer iiberlegen werden, einen dreidimensionalen Raum auf.

Fiir n > 4 entzieht sich die geometrische Illustration n-dimensionaler Rdume unserer
unmittelbaren Anschauung. Dennoch lohnt es, sich gewisse Intuitionen dafiir zu erar-
beiten, weil vor allem beim Loésen linearer Gleichungssysteme in mehreren Variablen
entsprechende Situationen auch in der Praxis auftreten.

Ein wichtiges Beispiel linear unabhéngiger Vektoren in R™ bilden die kanonischen
Einheitsvektoren e;. Denn der Nullvektor ldsst sich als LK

0 1 0 0 71
0 n 0 1 0 )
= :Zrieizrl A+l |+ = .
: Pt : : : :
0 0 0 1 Tn
nur dann schreiben, wenn r{ =ro = ... =r, = 0 ist.

Ubungsaufgabe 9. (T) Zeigen Sie, warum die folgenden Teilmengen des R3 linear
abhdngig sind, indem sie jeweils einen Vektor dieser Menge (nicht den Nullvektor) als
Linearkombination der anderen darstellen.

1. {(a?,0%,¢?) : a,b,c € R}
2. {(1,2,n) : n=2,3,4}

3. {(1,n,n?) :n=12 .5}
4o {(t,2t,30):0<t <1}

Ubungsaufgabe 10. (T) Geben Sie fiir die Mengen aus Aufgabe@jeweils den erzeugten
Unterraum von R3, gegebenenfalls in Form einer Ebenen- bzw. Geradengleichung an.

In den folgenden Aufgaben steht 1 auch fiir die konstante Funktion mit dem Wert 1:

Ubungsaufgabe 11. (T*) Sei pu, A\ # 0 fest. Ist {1,e"* e} eine linear unabhingige
Teilmenge des Vektorraums C[—1,1]7

Anleitung: Unterscheiden Sie die beiden Falle = X\ und p # X (einer davon ist sehr
leicht). Nehmen Sie an, es gibt eine Linearkombination des Nullvektors

a-14+b-e 4c- e’ =0
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1 Lineare Algebra

und differenzieren Sie diese Gleichung! Dividieren Sie anschlieffend durch e** (oder
durch e®).

Ubungsaufgabe 12. (T*) Wie Aufgabe aber mit {1,sin px,sin Az} C C[0, 27]. Hin-
weis: Euler’sche Formel.

Ubungsaufgabe 13. (T) Ist die Menge {1, cos? z,cos 2z} C C[0, 27| linear unabhdingig?
Ubungsaufgabe 14. (T) Wie Aufgabe|19 aber mit {1,sin? z, cos 2z} C C]0, 27].

1.1.4 Basen

Inhalt in Kurzfassung: Eine Basis B eines Vektorraums V ist definiert als linear un-
abhingiges Erzeugendensystem von V. Aquivalent dazu sind folgende drei Aussagen:
1. B ist ein minimales Erzeugendensystem. 2. B ist eine maximale linear unabhéngige
Menge. 3. Jeder Vektor in V lasst sich in eindeutiger Weise als LK von Vektoren aus B
schreiben. Die dritte Charakterisierung rechtfertigt es, von den (eindeutig bestimmten)
Koordinaten oder Komponenten eines (beliebigen) Vektors aus V' beziiglich B zu spre-
chen. Beispiel: Die Komponenten eines Vektors aus dem Standardvektorraum R"™ sind
gleichzeitig seine Komponenten beziiglich der kanonischen Basis.

Ist V wieder ein Vektorraum und M C V, so wissen wir bereits: Ist M ein Erzeu-
gendensystem von V so auch jede Obermenge M’ mit M C M’ C V. Ist M linear
unabhéngig, so auch jede Teilmenge M’ mit M’ C M C V. Also sind Erzeugendensyste-
me in einem gewissen Sinn grof, linear unabhéngige Teilmengen klein. Von besonderem
Interesse sind Teilmengen B C V, die beide Eigenschaften in sich vereinen:

Definition 1.1.4.1. Jedes linear unabhdngige Erzeugendensystem eines Vektorraumes
V' heifst eine Basis von V.

Bei einer Basis kommt es oft auf die Reihenfolge der Vektoren an, weshalb man
statt B = {by,bg,...,b,} (mit paarweiser verschiedenen b;) manchmal genauer B =
(b1, ba,...,by,) schreiben sollte.

Das wichtigste Beispiel einer Basis des Standardvektorraums R™ kennen wir schon.
Denn die kanonischen Einheitsvektoren eq,es, ..., e, bilden sowohl ein Erzeugenden-

system (siehe [1.1.2]) als auch eine linear unabhéngige Menge (siehe [1.1.3). Man nennt

{e1 = egn), ese;’ =,...,e, = e&”) =} die kanonische Basis von R".

Basen eines Vektorraumes lassen sich auf vielfache Art charakterisieren.

Satz 1.1.4.2. Fir eine Teilmenge B C V eines Vektorraums V sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. B ist eine Basis.

2. Jeder Vektor x € V' hat eine eindeutige (!) Darstellung als LK

n
X = Z Tibi
i=1
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1.1 Vektorrdume und ihre Geometrie
von Vektoren b; € B d.h.

n n
X = Zribi = ZTibi impliziert v, =s; fir i=1,...,n.
i=1 i=1

Das bedeutet genauer: Zu jedem x € V gibt es genau eine endliche Teilmenge
By :={by,..., by} C B (die b; paarweise verschieden), so dass sich x wie oben
mit r; # 0 darstellen ldsst. Die zugehorigen Koeffizienten r; sind durch x eindeutig
bestimmt. (Fir x = o ist By = () leer und die LK die leere Summe.)

3. B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h.: Entfernt man irgendeinen Vektor
b € B aus B, so ist die verbleibende Menge B\ {b} kein Erzeugendensystem von
V.

4. B ist ein maximales linear unabhdngiges System, d.h.: Fiigt man zu B irgendeinen
Vektor x € V' \ B hinzu, so ist BU{x} linear abhdingig.

Beweis. Wir fiihren den Beweis der Aquivalenz der vier Aussagen zyklisch, indem wir
die Implikationen 1 -+ 2 — 3 — 4 — 1 beweisen:

1 — 2: Sei B eine Basis. Nach Definition [[.1.4.1]ist B insbesondere ein Erzeugenden-
system, weshalb jeder Vektor x eine Darstellung als LK der b; hat. Wir beweisen nun
die Eindeutigkeit der Darstellung. Wir nehmen an, zwei Darstellungen

mit n,n" € N, b;, b} € B und r;,7; € R seien gegeben. Sollten nicht alle b; unter den
b;- vorkommen oder vice versa, ergdnzen wir die Summen rechts und links entsprechend
mit Koeffizienten = 0, so dass die Menge der b; mit jener der b} iibereinstimmt. Durch
Umnummerierung erreichen wir b; = b}. Wir kénnen also Darstellungen

n n’
X = ani = ZT’;bZ
i=1 i=1

annehmen (wobei jetzt auch r; = 0 oder 7} = 0 erlaubt ist). Die Differenz

n n n

Zribi — Zr;bl = Z(TZ — T‘;)bz =0

=1 =1 i=1

stellt den Nullvektor dar. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B ist das nur moglich,
wenn r; —r, = 0, also r; = 7} fir alle i = 1,2,...,n gilt. Damit ist die Eindeutigkeit der
Darstellung bewiesen.

2 — 3: Wir setzen voraus, dass sich jeder Vektor x € V in der beschriebenen Weise
eindeutig als LK von Vektoren aus B darstellen lasst. Jeder Vektor b € B lasst sich in
trivialer Weise als Summe von sich selbst als einzigem Summanden mit Koeffizienten 1
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1 Lineare Algebra

darstellen: b = 21121 r1b; mit b; = b und r; = 1. Wegen der vorausgesetzten Eindeu-
tigkeit der Darstellung gibt es keine Darstellung von b als LK von Vektoren aus B\ {b}.
Folglich ist B\ {b} kein Erzeugendensystem von V.

3 — 4: Nun lautet unsere Voraussetzung, dass B ein minimales Erzeugendensystem
ist. Daraus miissen wir ableiten, dass B eine maximale linear unabhéngige Menge ist.

Zunéchst zur linearen Unabhéngigkeit: Ware B linear abhéngig, so liefle sich ein b €
B als LK anderer by,...,b, schreiben. Wir behaupten, dass dann auch B \ {b} ein
Erzeugendensystem von V ware. Denn ein beliebiger Vektor x € V lésst sich als LK
gewisser bl,..., bl € B schreiben. Kommt b unter diesen nicht vor, haben wir bereits
x € L({b},...,bl,}) € B\ {b}. Andernfalls ersetzen wir jenes b} mit b, = b durch
die Darstellung von b als LK der by,...,b, # b. Auch in diesem Fall erhalten wir
eine Darstellung von x, die x € L(B \ {b}) belegt. Also ist wie behauptet B\ {b} ein
Erzeugendensystem von V. B wiére also nicht minimal mit dieser Eigenschaft, was im
Widerspruch zur Voraussetzung steht.

B ist unter den linear unabhéngigen Teilmengen von V' maximal: Sei x € V' \ B. Weil
B ein Erzeugendensystem ist, gilt x = >°7' ; 7;b; mit geeigneten b, € B und r; € R.
Damit ist o = —x + Y _i*_; 7;b; eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors als LK von
Vektoren aus B U {x}. Also ist B U {x} linear abhéngig und (weil x € V \ B beliebig
war) B als linear unabhingige Menge maximal.

4 — 1: Sei nun B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. Um zu zeigen,
dass B eine Basis ist, miissen wir einen beliebigen Vektor x als LK von geeigneten
Vektoren aus B darstellen. Ist x = b € B, so ist x = 1b bereits so eine Darstellung (mit
nur einem Summanden). Fir x ¢ B ist B U {x} eine echte Obermenge von B, laut der
vorausgesetzten Maximalitdt von B als linear unabhéngige Menge also linear abhéngig,
weil ja B maximal linear unabhéngig ist. Somit gibt es eine nichttriviale Darstellung des
Nullvektors als LK o = rx + Y1 r;b;, also rx = —>°1 | mb;. Wére r = 0, so miisste
wegen der Nichttrivialitdt der Darstellung einer der Koeffizienten r; von 0 verschieden
sein. Somit ldge eine nichttriviale Darstellung von o als LK der b; € B vor, was der
linearen Unabhéngigkeit von B widerspriche. Also ist » # 0, und wir kénnen umformen

mx=r lrx = A —r_lribi, eine LK der b;, was zu zeigen war. O

In der eindeutigen Darstellung
n
X = Z T‘ibi
i=1

eines Vektors x € V als LK der Basisvektoren b;, wie sie in Aussage 2 von Satz
beschrieben ist, heiflen die r; auch die Koordinaten oder Komponenten von x beziig-
lich der Basis B = {by,...,b,}. Man beachte, dass die Indizes i die Zuordnung der r; zu
b; beinhalten. Deshalb wire es préziser, als Basis das n-tupel (bq,...,b,) statt der (un-
geordneten) Menge B = {bq,...,b,} anzusehen. In diesem Fall schlieen wir uns aber
der traditionellen Sprechweise an, die zwar etwas ungenau, aber weniger umstandlich ist.

Ubungsaufgabe 15. (1) Welches der folgenden Systeme (ay,as,az) bzw. (b, b, bs)
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1.1 Vektorraume und ihre Geometrie

stellt eine Basis im R3 dar?

1 1 -1

a] = 1 , Ay — -1 , Az — 1 N
1 -1 -1
3 -1 —2
bi=| -1 |, by= 2 |, b3=| -1
-2 -1 3

Ubungsaufgabe 16. (T) Seien n,m,k die ersten drei Ziffern Ihrer Matrikelnummer
und by = (n,m,k),ba = (—m,n,0). Lasst sich das System (b1,b2) zu einer Basis des
R3 erginzen?

Ubungsaufgabe 17. Ist die Menge der Elemente x € R3, die der Bedingungn-x =0
(Skalarprodukt) mit n = (—1,7,2) geniigen ein Vektorraum? Bestimmen Sie gegebenen-
falls ein minimales Erzeugendensystem und fertigen Sie eine Skizze an! Welche Rolle
spielt der Vektor n?

Ubungsaufgabe 18. (P) Zeigen Sie, dass die Menge R[z]3 aller reellen Polynome vom
Grad hochstens 3 einen reellen Vektorraum bildet. Geben Sie ein minimales Erzeugen-
densystem von R[x]s an.

Ubungsaufgabe 19. (P) Zeigen Sie, dass die Menge aller komplexen Zahlen C einen
reellen Vektorraum bildet. Geben Sie ein minimales Erzeugendensystem dieses reellen
Vektorraums an.

Ubungsaufgabe 20. (T) Betrachten Sie die Menge
E::{(az,y,z)eR?’:aj—y:z}. (1.1)

Ist E (mit den 1blichen Operationen) ein Vektorraum? Wenn ja, finden Sie eine maxi-
male linear unabhdngige Teilmenge von E.

1.1.5 Dimension

Inhalt in Kurzfassung: Der Austauschsatz von Steinitz zeigt (wenigstens fiir endlichdi-
mensionale, d.h. von endlich vielen Vektoren erzeugte Vektorrdume), dass jeder Vek-
torraum V eine Basis hat und dass je zwei Basen von V gleich viele Elemente haben.
Deshalb ist es sinnvoll, die Dimension von V' zu definieren als Kardinalitit einer (belie-
bigen) Basis von V. Die kanonische Basis von R™ besteht aus n Vektoren. Deshalb hat
der Standardvektorraum R™ auch im Sinne dieser Definition die Dimension n.

Fiir den n-dimensionalen Standardvektorraum R”™ besteht die kanonische Basis aus
genau n Vektoren eq,...,e,. Ist es moglich, den R™ durch geschickte Wahl auch mit
weniger Vektoren aufzuspannen? Die Antwort lautet nein. Die entscheidende Uberlegung
wird sich auf Satz bezichen, der wiederum auf folgender einfachen Beobachtung
beruht:
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1 Lineare Algebra

Hilfssatz 1.1.5.1. Ist V ein Vektorraum und
n
X = Zriai
i=1
mitn €N, r; €R, x,a1,...,a, €V, wobei ry # 0 gelte. Dann gilt:

LH({a1,a9,...,a,}) = LH({x,a2,...,a,})

Beweis. Nach Voraussetzung gilt x € LH({ai,...,a,}), folglich ist die rechte lineare
Hiille in der linken enthalten. Es bleibt die umgekehrte Inklusion C zu zeigen, wofiir
wiederum der Nachweis von a; € LH({x,as,...,a,}) geniigt. Der ergibt sich aber un-
mittelbar, weil sich die vorausgesetzte Gleichung x = > 7" ; r;a; wegen r; # 0 zur LK

a; =7 (X —ray — ... — rpay)
umschreiben ldsst. Also ist tatsdchlich a; € LH({x,aqs,...,a,}. O

Damit lédsst sich rasch der Austauschsatz von Steinitz beweisen, der die Grundlage
der eindeutigen Definition der Dimension eines Vektorraums sein wird:

Satz 1.1.5.2. In jedem Erzeugendensystem E = {ai,...,a,} eines Vektorraums V und
zu jedem linear unabhdngigen k-Tupel (by,...,bg) CV mit b; € V lassen sich die a;
so umnummerieren, dass {bi,ba, ..., bg, ag11,a512,...,a,} ebenfalls ein Erzeugenden-

system von V' ist. Insbesondere ist k < n, d.h. in der linearen Hiille von n Vektoren
konnen nie mehr als n Vektoren linear unabhdngig sein.

Beweis. Wir gehen mittels Induktion nach k vor. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir den
Induktionsschritt haben wir unter der Voraussetzung, dass die Behauptung fiir irgendein
k € N gilt, zu schlielen, dass sie auch fiir k + 1 gilt.

Sei dazu (bq,...,bg,bgy1) linear unabhéngig in V. Nach Induktionsvoraussetzung
lassen sich die a; so umnummerieren, dass Ej := {by,bo,...,bg,ax11,a511,...,a,} ein
Erzeugendensystem von V ist. Insbesondere lasst sich bg41 € V als LK aus Ej schreiben,
also

k n
b1 => ribi+ Y sia
i=1 i=k+1
mit r;, s; € R. Wéren alle s; = 0, so ware by eine LK der iibrigen b;, was der linearen
Unabhéngigkeit der b; widerspréache. Also ist mindestens eines der s; von 0 verschieden.
Wir nummerieren die a; so um, dass das fiir ¢ = k+1 der Fall ist. Hilfssatz[1.1.5.1] besagt,
dass dann V = LH(Ey) = LH(Eyy1) mit Exyq := {b1,ba,...,bg,brr1,a542,...,a,}
gilt, was zu zeigen war. O

Ein Vektorraum heifit endlichdimensional, wenn er ein endliches Erzeugendensy-
stem hat, andernfalls unendlichdimensional. Mit dieser Sprechweise kbnnen wir nun
den folgenden wichtigen Satz beweisen:

Satz 1.1.5.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann gilt:
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1. V hat eine endliche Basis B.
2. Jedes beliebig vorgegebene Erzeugendensystems E von V' enthdlt eine Basts.

3. Jede beliebig vorgegebene linear unabhdngige Teilmenge von V' kann zu einer Basis
erwestert werden.

4. Je zwei Basen haben gleich viele Elemente.

Beweis. Im ersten Schritt {iberlegen wir uns, dass V eine Basis hat, die Teilmenge eines
beliebig vorgegebenen Erzeugendensystems F = {aj,...,a,,} von V ist. Sollte F linear
abhingig sein, dann ldsst sich einer der Vektoren als LK der anderen darstellen. Nach
geeigneter Umnummerierung sei das der Vektor a,, = Z?;l r;a;. Dann koénnen wir a,,
aus F streichen, ohne dass dadurch die lineare Hiille der verbleibenden Vektoren kleiner
wiirde. Also ist Ey := {ai,...,am,_1} weiterhin ein Erzeugendensystem von V. Diese
Prozedur setzen wir so lange fort, bis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also
eine Basis B := {aj,as,...,a,} mit n < m iibrig bleibt. Also ist eine Basis B C E mit n
Elementen gefunden. Damit ist Aussage 2 bewiesen und, weil V' als endlichdimensionaler
Vektorraum ein (endliches) Erzeugendensystem enthélt, auch Aussage 1.

Ist eine linear unabhingige Menge {b1,...,bx} C V gegeben, und ist die Menge B :=
{ai,a9,...,a,} eine Basis von V' (wie sie nach 1 existiert), so lassen sich wieder nach dem
Austauschsatz die a; so umnummerieren, dass {bi,...,bg,ar1,8512,...,a,}
eine Basis von V ist, die also alle b; enthalt. Das beweist Aussage 3.

Es bleibt Aussage 4 zu zeigen, ndmlich dass auch jede andere Basis B’ genau n Elemen-
te hat. Weil V' die lineare Hiille von B ist, folgt aus dem Austauschsatz |B'| <n,
also B' = {by,...,b;,} mit m < n. Doch auch mit vertauschten Rollen von B und B’
sind die Voraussetzungen erfiillt, weil B’ ein Erzeugendensystem von V und B linear
unabhéngig ist. Folglich gilt auch n < m, insgesamt also m = n. O

Satz gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume. Fur einen strengen Be-
weis sind mengentheoretische Methoden erforderlich, die bereitzustellen hier den Rah-
men sprengen wiirde. Im Wesentlichen geht es aber schlicht darum zu rechtfertigen, dass
jede linear unabhéngige Teilmenge A eines beliebigen (moglicherweise also auch unend-
lichdimensionalen Vektorraums V') so lange durch linear unabhéngige Elemente ergéanzt
werden kann, bis es keine weiteren gibt. Auf diese Weise erhélt man eine maximale li-
near unabhéngige Menge B, die nach Satz eine Basis von V ist und {iberdies A
enthilt. Weil man auch noch zeigen kann, dass es zwischen je zwei Basen B; und By
eine bijektive Abbildung f : By — Bs gibt, gilt (hier ohne formalen Beweis) insgesamt:

Satz 1.1.5.4. Jede linear unabhangige Teilmenge A eines (eventuell auch unendlich-
dimensionalen) Vektorraums V kann zu einer Basis B O A von V' erweitert werden.
Insbesondere (A =0 setzen) enthdlt jeder Vektorraum eine Basis. Je zwei Basen von V.
haben gleich viele Elemente.

Fiir unsere Zwecke wird die endlichdimensionale Fassung aber vollauf gentigen. Durch
Satz [1.1.5.3]| bekommt die folgende Definition ihren Sinn:
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1 Lineare Algebra

Definition 1.1.5.5. Die Dimension dim V' eines Vektorraumes V ist definiert als die
Anzahl |B| der Elemente einer (und somit, nach Satz jeder beliebigen) Basis B
von V, welche nach Satz auch existiert.

Der Vektorraum R™ hat die n-elementige Teilmenge {ei,...,e,} als Basis. Also gilt
im Sinn von Definition dim R™ = n, so wie wir das durch die Sprechweise schon
vorweggenommen haben. Der 1-dimensionale Standardvektorraum R! ist identisch mit
den reellen Zahlen R, aufgefasst als Vektorraum (beziiglich der tiblichen Operationen).
Seine kanonische Basis besteht aus einem einzigen Vektor e, ndmlich der Zahl e; = 1.
Thre LKen re; = r1 = 1 sind genau sadmtliche reellen Zahlen r» € R. Es gibt sogar
0-dimensionale Vektorrdume. Diese bestehen nur aus einem Nullvektor o. Basis ist die
leere Menge B = (). Die einzige LK, die sich daraus bilden ldsst, ist die leere Summe,
die definitionsgem#f den Nullvektor darstellt. Also ist auch dim R = dim{o} = 0. Am
vertrautesten sind die Standardvektorriume R? und R? der Dimensionen 2 und 3, die
wir uns als Ebene bzw. als Anschauungsraum vorstellen.

Der Begriff der Dimension spielt fiir Vektorrdume eine dhnliche Rolle wie der der
Kardinalitét oder Méchtigkeit fiir Mengen ohne weitere Struktur. Eine Analogie zu |A| <
| B| fiir eine Teilmenge A C B zeigt folgende Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 21. (E) Zeigen Sie: Ist U ein Unterraum von V, so folgt dimU <
dim V', wobei Gleichheit der Dimensionen nur im Fall von U =V gilt.

Ein weiteres Beispiel ist der Dimensionssatz, dessen Analogie zum Inklusions-Ex-
klusionsprinzip (|A U B| + |A N B| = |A| + |B| fiir beliebige Mengen A, B) ins Auge
springt:

Satz 1.1.5.6. Sind Uy und Us Unterrdume eines Vektorraums V. Dann gilt:
dim(LH(Ul U Ug)) + dim(U1 N UQ) = dim(Ul) + dim(Ug)

Beweis. Wir filhren den Beweis fiir den endlichdimensionalen Fall. Fiir den unendlich-
dimensionalen verlduft er sehr dhnlich, allerdings verwendet er hier nicht zur Verfligung
stehende unendliche Kardinalitaten.

Sei Uy := Uy NUsy, d; := dlm(Uz) fir ¢ = 0,1,2, U := LH(U1 U UQ) > di,ds und
d := dimU. Dann gibt es eine Basis By = {b1,...,bg,} von Upy. Diese ldsst sich durch
Vektoren bg,11,...,bg, zu einer Basis B; von U; ergénzen, analog durch b&o IRTRR 212
zu einer Basis By von Us. Wir behaupten, dass dann B := B; U By eine Basis von U ist.
Unter Verwendung des Inklusions-Exklusionsprinzips folgt daraus die Behauptung

Klarerweise ist B ein Erzeugendensystem von U. Zum Nachweis der linearen Unab-
héngigkeit miissen wir fiir eine LK u = ug + u; + uy mit

do d1 do
AN
Ug = Zribi elpy, u= Z Sjbj el, uy= Z Skbk e U,
=1 j=do+1 k=do+1
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zeigen, dass u = o nur fir r; = s; = §;, = 0 moglich ist. Ist u = up + u; + vz = o,
so bedeutet das u; = —(ug + uz). Weil sowohl ug € Uy C Us als auch ug in Us liegen,
bedeutet das u; € Us. Auflerdem gilt u; € U; gilt, also u; € Uy NUs = Up. So ein
Vektor hat eine Darstellung als LK aus By C B;. Wegen der linearen Unabhéngigkeit
von B; muss die Darstellung von u; als LK u; = Z;ll:do 41 8jbj trivial sein: s; = 0 fir
j=do+1,...,dq, also u; = 0. Somit gilt up = —ug € Up, was aus analogen Griinden
(lineare Unabhéngigkeit von By O Bp) nur dann moglich ist, wenn auch r; = 0 fur
i=1,...,dound s) =0 fir k =dyp+1,...,ds gilt. Nichts anderes war zu zeigen. O

1.2 Lineare Abbildungen

Zwischen Vektorrdumen V7, V5 sind solche Abbildungen f : V43 — V5 von besonderem In-
teresse, die mit den Vektorraumoperationen vertraglich sind. Solche Abbildungen nennt
man linear. In werden erste einfache Eigenschaften behandelt, in ihre Wir-
kung auf Unterrdume. Dass lineare Abbildungen insbesondere Linearkombinationen (mit
Hilfe derer ja lineare lineare Abhéngigkeit und daran anschlieSende Begriffe definiert
sind) in entsprechende Linearkombinationen {iberfithren, hat wichtige Zusammenhénge
zwischen den durch sie miteinander in Beziehung gesetzten involvierten Vektorrdumen
und ihren Dimensionen zur Folge . Jede lineare Abbildung ist durch ihre Werte
auf einem Erzeugendensystem B; von Vi eindeutig bestimmt. Ist B; sogar eine Basis,
so gibt es zu jeder Vorgabe der Werte f(b) € V5, b € By, genau eine lineare Abbildung
f: Vi — V5 mit diesen Werten . Die Menge aller linearen f : V3 — V5 bildet in
natiirlicher Weise selbst wieder einen Vektorraum .

1.2.1 Der Begriff der linearen Abbildung

Inhalt in Kurzfassung: In Mathematik 1 wurden zwei wichtige Eigenschaften von Dre-
hungen der Ebene um den Ursprung beobachtet (und fiir die Ableitung der Additions-
theoreme fiir Cosinus und Sinus verwendet), ndmlich ihre Vertraglichkeit mit Addition
(Parallelogramme gehen wieder in Parallelogramme iiber) und mit der Streckung von
Vektoren. Genau diese Eigenschaften nehmen wir zum Anlass fiir die Definition linearer
Abbildungen f : Vi — V5 zwischen Vektorrdumen V; und V5. Bilder und Urbilder von
Unterrdumen unter einer linearen Abbildung f sind wieder Unterrdume. Das Urbild des
Nullvektors nennt man den Kern von f. Verkettungen und Umkehrungen (sofern vor-
handen) linearer Abbildungen sind wieder linear.

Definition 1.2.1.1. Sind Vy und V, (reelle) Vektorrdume, so heifst eine Abbildung f :
Vi — V5 linear, wenn fir alle x,y € V1 und alle r € R die beiden Gleichungen

fx+y)=Fx)+fly) und f(rx)=rf(x)

gelten. (Im Falle von Vektorraumen tiber einem anderen Korper als R, etwa Q oder C, ist
r aus diesem zu wdhlen.) Ist Vi = Vo =V heifit f auch eine lineare Transformation
von V.
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Die Menge aller linearen Abbildungen f : Vi — Vi bezeichnen wir mit L(Vy, Vo), im
Falle Vi = Vo =V auch mit L(V).

Ein sehr einfaches Beispiel einer linearen Abbildung ist die identische Abbildung idy :
V — V, x — x auf einem Vektorraum V. Weniger triviale Beispiele sind die bereits
erwahnten Drehungen, aber auch Projektionen oder, allgemeiner gewisse (eben lineare)
Verzerrungen. Letztere kann man sich beispielsweise in der Ebene so vorstellen, dass
das von den beiden Einheitsvektoren e; und ez erzeugte Gitter (Schachbrettmuster)
in jenes schiefwinkelige Gitter iibergeht, das von den Bildvektoren f(e;) von e; und
f(e2) von ey unter der linearen Abbildung erzeugt wird. Wir kennen aber auch schon
lineare Abbildungen, die sich nicht so leicht geometrisch veranschaulichen lassen. Die
Differentiation f + f’, definiert auf dem (unendlichdimensionalen) Vektorraum V aller
auf R (oder einer geeigneten Teilmenge D C R) definierten reellen Funktionen f ist
wegen der Differentiationsregeln (f +¢) = f'+ ¢ und (¢f) = ¢f’ (f,g € V, ¢ € R)
linear. Analoges gilt wegen f;(f—kg) = ff f+f;g und f;)(cf) = cf;’ f auch fir bestimmte
Integrale. Achtung: Bei unbestimmten Integralen liegen die Dinge wegen der additiven
Konstanten etwas komplizierter.

Ubungsaufgabe 22. (E) Uberlegen Sie sich eine Moglichkeit, die Vektorriume Vi und
Va so zu definieren, dass die Bildung der Stammfunktion f — [ f (unbestimmte Inte-
gration) als lineare Abbildung von Vi nach Va aufgefasst werden kann. Anleitung: Die
Elemente von Vo miissen statt Funktionen f Mengen von Funktionen der Gestalt f + ¢
mit ¢ € R sein. Fine Alternative Méglichkeit besteht darin, sich auf Stammfunktionen F
mit der zusdtzlichen Eigenschaft F(0) = 0 zu beschrinken.

Die Verkniipfung (Hintereinanderausfiihrung, Verkettung) linearer Abbildungen ist
wieder linear:

Proposition 1.2.1.2. Sind Vi, Vs, V3 Vektorrdume und f : Vi — Vo und g : Vo — V3
lineare Abbildungen, so ist auch ihre Verkettung go f : Vi — V3, x +— g(f(x)) linear.

Bewets. Es gilt sowohl

(go x+y)=g(f(x+y)) =9(f(x)+ f(y) = 9(f(x)) + g(f(y)) =
= (9o f)(x)+ (g0 f)y)

als auch
(g0 f)(rx) =g(f(rx)) = g(rf(x)) = rg(f(x)) =r(g0 f)(x)
fir alle x,y € V1 und r € R. ]

Auch Umkehrabbildungen injektiver linearer Abbildungen sind linear. Genauer:

Proposition 1.2.1.3. Ist die Abbildung f : Vi — Va zwischen den Vektorrdumen V1
und Vo linear und injektiv, also bijektiv als Abbildung f : Vi — f(V1), so ist auch die
Umkehrabbildung fY : f(V1) — Vi linear.
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Beweis. Wegen Proposition ist f(V1) ein Unterraum von V3, also selbst ein Vek-
torraum. Somit ist es iiberhaupt sinnvoll von Linearitét der Umkehrabbildung f(=1) :
f(V1) = Vi zu sprechen. Seien irgendwelche x,y € f(V) gegeben. Dann gibt es x',y’ €
Vi mit f(x') =xund f(y') =y. Weil f linear ist, gilt f(x'+y') = f(x')+ f(¥') =x+Y,
folglich

A x+y) =V +y) = (Vo X +y)=x+y = fCVx) + FT(y),

die erste Linearititseigenschaft fiirr (-1, Die zweite, namlich f(V (rx) = rf(-1(x) fiir
alle r € R sieht man ganz ihnlich ein (Ubung). O

Ubungsaufgabe 23. (P) Beweisen Sie die im Beweis von Proposition verwen-
dete Beziehung f(V (rx) = rfD(x) fiir alle r € R.

Aquivalent zu Deﬁnitionkénnte man lineare Abbildungen auch dadurch definie-
ren, dass sie beliebige LK erhalten, genauer: Fiir Vektorrdume Vi, V5 ist eine Abbildung
f Vi — V5 genau dann linear, wenn fiir alle n € N, alle Vektoren x1,...,x, und alle
Zahlen rq,...,7r, € R gilt:

f (i TiXi> = rif(x)
i i=1

Ubungsaufgabe 24. (E) Beweisen Sie, dass diese Bedingung tatsdichlich dquivalent
ist zur Definition [1.2.1.1. Anleitung: Es sind zwei Implikationen zu zeigen. Um von
der Bedingung mit den Linearkombinationen auf die beiden Bedingungen in Definition
zu schlieflen, hat man lediglich zweimal zu spezialisieren. Fiir die andere Richtung
gehe man mittels Induktion nach n vor. Fiir den Induktionsanfang n = 0 verwende man,
dass die leere Summe definitionsgemdf$ den Nullvektor darstellt, und Ubungsaufgabe .

Ubungsaufgabe 25. (T) Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear?

R* = R?*  (z,y) = (z+y,9)

R—R, x+ax+b fira,beR fest gewdhlit

R3 = R2, (2,9,2) = (z— 2,y — @)

R =R, (z,y,2) |z|+ |yl + 2]

C—-C, z—7z 6. C[0,1] — C[0,1], f(z)— [ f(z)dz
Cl0,1] = R, f(z)— [y f(z)dx

NG Lo o~

1.2.2 Linearitat und Unterraume

Inhalt in Kurzfassung: Linearitdt von Abbildungen vertrégt sich sehr gut mit den Struk-
turelementen von Vektorrdumen, die wir bereits untersucht haben: Sie bilden den Null-
vektor wieder auf den Nullvektor ab, Unterrdume auf Unterrdume, und auch die Urbilder
von Unterrdumen unter linearen Abbildungen sind wieder Unterrdume.

Fiir eine lineare Abbildung f : V3 — V2 mit Nullvektoren o; € V; fir i = 1,2 (diese

und dhnliche selbsterkldrende Schreibweisen werden wir hdufig verwenden, auch ohne sie
jedes Mal ausdriicklich zu erkléren) gilt stets f(01) = 02.
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1 Lineare Algebra

Ubungsaufgabe 26. (E) Beweisen Sie die behauptete Beziehung f(01) = 02. Anleitung:
Von den beiden Gleichungen in Definition|1.2.1.1 miissen sie nur eine verwenden, welche
kénnen Sie sich aussuchen.

Eine lineare Abbildung ist vertriiglich nicht nur, wie wir in Ubungsaufgabe 24| gesehen
haben, mit LKen, sondern auch mit Unterrdumen in dem Sinn, dass Bilder und Urbilder
von Unterrdumen unter linearen Abbildungen selbst Unterrdume sind:

Proposition 1.2.2.1. Sind Vi, Vy Vektorrdume, f : Vi — Vo linear sowie Uy < V7 und
Us; < Vo Unterrdume, dann gilt:

1. Das Bild f(Ur) ={f(a): a€ Vi} von Uy unter f ist ein Unterraum von Va.

2. Das Urbild f~Y(Uz) = {a € Vi : f(a) € Uy} von Us unter f ist ein Unterraum
von Vj.

Beweis. Fiir die erste Behauptung ist von Elementen in f(U;), also solchen der Form
f(a), f(b) mit a,b € U; auszugehen und zu zeigen, dass auch Summe f(a) + f(b) und
jedes Vielfache rf(a) mit r € R wieder in f(U;) liegen. Wegen der Linearitat von f gilt
f(a)+ f(b) = f(a+b) und rf(a) = f(ra). Weil U; ein Unterraum ist, liegen mit a, b
auch a + b und ra in U;. Also folgt tatsdchlich f(a) + f(b) = f(a+b) € f(U;) und
rf(a) = f(ra) € f(U7).

Der Beweis der zweiten Behauptung erfolgt ganz dhnlich, lediglich ist von zwei Vek-
toren a,b € f~1(Us), d.h. mit f(a), f(b) € Us auszugehen. Die Linearitit von f zeigt
wieder f(a+ b) = f(a)+ f(b) und f(ra) = rf(a). Wegen der Unterraumeigenschaft
von Us liegen beide Elemente in Us, also ist auch a +b € f~1(Us) und ra € f~1(Us)
gezeigt. O

Besondere Hervorhebung verdienen die Félle U1 = V; und Us = {02}. Nachsind
f(V1) und f~1({02}) Unterrdume von Vz bzw. von Vi. Man schreibt fiir das Bild f(V;)
der linearen Abbildung f symbolisch auch Im(f )E| Das Urbild f~!({o2}) des Nullraums
in V5 nennt man Kern der linearen Abbildung f, symbolisch ker f := f~1({02}).
Nitzlich ist die folgende Beobachtung;:

Proposition 1.2.2.2. FEine lineare Abbildung f : V1 — Vo zwischen den Vektorrdumen
Vi und V; ist genau dann injektiv, wenn ker f = {01} (mit dem Nullvektor oy von V7).

Beweis. Sei zundchst f injektiv. Fiir die behauptete Mengengleichheit ker f = {o} sind
zwel Inklusionen zu zeigen. Weil ker f, wie soeben bemerkt, ein Unterraum von V; ist,
muss er insbesondere den Nullvektor o1 € V; enthalten, also {01} C ker f. Es gilt aber
auch die umgekehrte Inklusion. Zum Nachweis sei x € ker f, also f(x) = o2 (Nullvek-
tor von V3). Gleichzeitig gilt wegen der Linearitdt von f aber auch f(o1) = o2 (siehe
Ubungsaufgabe . Die vorausgesetzte Injektivitdt von f erzwingt deshalb x = oq,
womit auch ker f C {01} bewiesen ist.

Sei nun ker f = {01} vorausgesetzt. Um daraus die Injektivitdt von f zu folgern,
haben wir aus f(x) = f(y) fiir irgendwelche x,y € V; die Gleichheit x = y abzuleiten.

'Im fiir englisch image.
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In der Tat erzwingt die Linearitdt von f, dass f(x —y) = f(x) — f(y) = o2 gilt, somit
x —y € ker f = {0}, folglich x — y = 07 oder x =y. O

1.2.3 Lineare Abbildungen und Dimension

Inhalt in Kurzfassung: Lineare Abbildungen iibertragen Linearkombinationen und somit
lineare Abhéngigkeiten. Das hat zur Folge, dass die Dimension des Bildes einer linearen
Abbildung nie die des Ausgangsraumes iibersteigen kann — analog wie unter beliebigen
Abbildungen Kardinalitdten nicht gréfler, sondern nur kleiner werden kénnen. Die Be-
griffe Rang und Defekt ermdéglichen eine sehr konzise Formulierung der Zusammenhénge
in der Rangformel.

Die Linearitéit einer Abbildung f : Vi — V5 zwischen Vektorrdumen V; und V5 zieht
gewisse Beziehungen zwischen den Dimensionen nach sich. Denn jede lineare Abhéngig-
keit Yi' | ma; = o zwischen Vektoren a; € V; vermittels Koeffizienten r; geht durch f
iiber in die entsprechende lineare Abhdngigkeit

n

> rif(ai) = f (i Tiai> = f(o)=o0

=1

zwischen den f(a;) € V5. (Die Linearitdt von f wurde fiir die erste Gleichheit verwen-
det.) Sind die Vektoren a; linear abhéngig, so sind es folglich auch ihre Bilder f(a;). Mit
anderen Worten: Im Bild f(V7) einer linearen Abbildung kann es nicht mehr linear unab-
héangige Vektoren geben als in Vi, die Dimension kann bei der Anwendung einer linearen
Abbildung also nicht zunehmen. Zur Prézisierung dieser Zusammenhéinge definieren wir:

Definition 1.2.3.1. Seien Vi und Vo Vektorraume und f : Vi3 — Vo linear. Dann heifst
die Dimension dim f (V1) des Bildes von f Rang von f, symbolischrg f := dimIm f, die
Dimension dim f~1({o}) des Kerns von f Defekt von f, symbolisch def f := dimker f.
Ist Vi =Vo =V und f: V — V bijektiv, so nennt man f auch regulir.

Damit kénnen wir das Ergebnis unserer Uberlegung zur Ungleichung rg f < dim V4
zusammenfassen. (Man beachte die Analogie zur Formel |f(A)| < |A|, die fiir beliebige
Abbildungen gilt.) Noch genauere Auskunft gibt die Rangformel:

Satz 1.2.3.2. Seien Vi, Vo Vektorrdume und f : Vi — Vi linear. Dann gilt
dimV; =def f +rg f.

Beweis. Sei By eine Basis von ker f, also |By| = def f. Wegen Satz gibt es eine
Basis B von Vi, die By enthélt. (Wir haben diesen Satz nur fiir endlichdimensionales V;
bewiesen, er gilt aber allgemein, siehe auch Satz [I.1.5.4]) Sei By := B\ By. Dann gilt
dim Vi = |B| = |By U By| = |Bo| + |B1| = def f + |By|. Der Beweis ist fertig, wenn wir
|Bi| = rg f zeigen konnen. Das wiederum folgt, wenn die f(b) mit b € B; eine Basis
von Im f bilden. Dafiir sind zwei Behauptungen zu zeigen, ndmlich dass diese Vektoren
ganz Im f erzeugen und dass sie linear unabhéngig sind.
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Die f(b), b € By, erzeugen Im f: Jeder Vektor aus Im f hat die Gestalt f(a) mit einem
a € V;. Weil B eine Basis ist, gibt es eine Darstellung von a als LK a = >_7* | r;b; mit
geeigneten b;, wobei wir die b; so nummerieren, dass die ersten k£ davon zu B; gehoren,
die restlichen n — k zu By. Dann ist a = a; + ag, wobei a; eine LK ausschliellich
von Basisvektoren aus B ist und ag eine von Basisvektoren aus By. Insbesondere ist
ap € ker f, also f(ap) = o, woraus

k
f(a) = fla1) + f(ao) = f(ar) = Y rif(bs)
i=1
folgt, Das ist eine Darstellung von f(a) als LK von gewissen f(b) mit b € By, wie
behauptet.
Die f(b), b € By, sind linear unabhéngig: Angenommen, die f(b), b € B;, wiren
linear abhéngig. Dann gébe es gewisse paarweise verschiedene b; € B; und Skalare
r; € R\ {0} mit 3%, r;f(b;) = 0. Wegen der Linearitéit von f bedeutet das

k k
f (Z Tibi> =Y rif(b;)=o,

i=1 i=1
alsoa := Zle rif(b;) € ker f. Weil By eine Basis von ker f ist, hat jeder Vektor aus ker f
eine Darstellung als LK der b € By; weil B = By U By eine Basis von Vj ist, ist so eine
Darstellung auch unter Einbeziehung der b € B eindeutig. Fiir die Koeffizienten r; von
a beziiglich der b; € B folgt daraus r; = 0, was die behauptete lineare Unabhéngigkeit
der f(b), b € By, beweist. O

1.2.4 Die Festlegung einer linearen Abbildung auf einer Basis

Inhalt in Kurzfassung: Die grofle Bedeutung von Basen liegt zu einem guten Teil daran,
dass jede auf ihnen definierte Abbildung in einen anderen Vektorraum ein eindeutige
lineare Fortsetzung hat. Dabei liegt die Eindeutigkeit daran, dass jede Basis ein Erzeu-
gendensystem ist. Die Existenz folgt aus der linearen Unabhéngigkeit, weil die Linea-
ritdtsbedingung fiir LKen dann zu keinen Widerspriichen fithren kann. Im Abschnitt
[I.3] wird uns diese Eigenschaft von Basen zur Darstellung linearer Abbildungen durch
Matrizen fithren. Fiir die Theorie werden wir schon unmittelbar die Konsequenz ziehen,
dass zwei Vektorrdume genau dann isomorph (strukturgleich) sind, wenn sie dieselbe
Dimension haben.

Das Zusammenspiel zwischen linearen Abbildungen einerseits und Erzeugendensyste-
men, linear unabhéngigen Mengen bzw. Basen andererseits wird durch den sogenannten
Fortsetzungssatz beschrieben.

Satz 1.2.4.1. Seien V1, Vs Vektorraume und A C Vi eine Teilmenge von V.

1. Sind f,g : Vi — Vo lineare Abbildungen, A ein Erzeugendensystem von Vi und
f(a) = g(a) fir alle a € A, so folgt f = g. (Mit anderen Worten: Lineare Abbil-
dungen sind durch ihre Werte auf einem Erzeugendensystem eindeutig bestimmdt.)
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2. Ist A eine Basis von Vi, so ldsst sich jede Abbildung fo : A — Vs, in eindeutiger
Weise zu einer linearen Abbildung f : Vi — Vo fortsetzen.

Bewets. 1. Weil A ein Erzeugendensystem von V; ist, ldsst sich ein beliebiger Vektor
x € Vj als LK x = >1' | ma; mit geeigneten r; € R und a; € A schreiben. Wegen
der Linearitdt von f und g folgt daraus

n

f(x)=f <Z Tiai> =Y rif(a) =) riglai) =g <Z Tiai> = g(x).
=1 =1 =1

=1

2. Wegen Teil 1 geniigt es, ein lineares f : V43 — Vo mit f(b) = fo(b) fir alle b € A zu
konstruieren. Nach Satz [LT.5.4] 14sst sich A zu einer Basis B erweitern. Zunéchst
setzen wir fy fort zu einer Abbildung f; : B — Vb, indem wir fi(a) := fo(a)
fir alle a € A und fi(b) := o fiir alle b € B\ A setzen. Jeder Vektor x € V}
hat eine Darstellung als LK x = Y ; r;b; mit geeigneten r; € R und paarweise
verschiedenen b; € B. Deshalb ist auch die Festsetzung

fx) =D rifi(by)
i—1

eindeutig. Fiir b € A kann n =1, r; = 1 und b; = b gewahlt werden, folglich ist
f(b) = fi(b) = fo(b). Zum Nachweis der Linearitdt ist f(x +y) = f(x) + f(y)
und f(rx) = rf(x) fir alle x,y € V; und r € R zu zeigen, was man leicht als

Ubungsaufgabe nachrechnet.
O

Ubungsaufgabe 27. (E) Rechnen Sie die Linearitdit der Abbildung f in Teil 2 von Satz
1.2.4. 45 nach.

Ubungsaufgabe 28. (T*) Sei P ein Punkt im R? mit Vektordarstellung (Z) Betrachten
Sie die lineare Transformation f welche P auf den Punkt P mit den Koordinaten ' =
ax + by und y' = bx — ay abbildet (dabei seien a,b reelle Parameter, die die Bedingung
a’ +b? =1 erfiillen).

Berechnen Sie fiir die Vektoren (i) und ((1)) das Bild unter der Transformation f :
R? — R2. Zeigen Sie weiters, dass (}) und (}) eine Basis von R? bilden und entscheiden
Sie, ob auch f(}) und f((l)) eine Basis bilden. Ist f injektiv? (Anmerkung: Wir werden
mn systematische Methoden zur Behandlung derartiger Aufgaben kennen lernen. Zur
Vorbereitung sollen Sie sich schon hier mit den bisherigen Mitteln anhand dieser noch
recht einfachen Aufgabe selbstindig eine mogliche Vorgangsweise tberlegen.)

Haben zwei Vektorrdume Vi, V5 dieselbe Dimension n = dim V] = dim V3, so gibt
es Basen (aj,...,a,) von Vi und (by,...,b,) von Va. Die zweite Aussage von Satz
garantiert, dass es genau eine lineare Abbildung f : V4 — V5 mit f(a;) = b;
fir i = 1,...,n gibt. Weil f(V7) ein Unterraum von V; ist, der alle Basisvektoren b; =
f(ai),...,b, = f(a,) enthilt, muss dieser ganz V5 sein, also Im f = V5 und somit
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rg f = dimIm f = dim V4, = n. Der einzige Unterraum von V2 der Dimension n ist V5
selbst, also f(V7) = V4. Das bedeutet, dass f surjektiv ist. Die Rangformel liefert
n =dimV; = def f +rg f = def f + n, woraus dimker f = def f = 0 folgt. Der einzige
Unterraum der Dimension 0 ist der Nullraum, also ker f = {0}, was wegen Proposition
die Injektivitit von f bedeutet. Also ist f sogar bijektiv. Es gibt somit eine
Umkehrabbildung f(=1) : V4 — V4, die nach Proposition ebenfalls linear ist. Man
beachte die Analogie zu bijektiven Abbildungen ganz generell: Bijektive Abbildungen
lassen Kardinalitdten unverdndert, bijektive lineare Abbildungen auch Dimensionen.

Eine bijektive lineare Abbildung f : Vi — V5 mit Umkehrabbildung f-Y : V5 — 1
wie im obigen Absatz ermdéglicht es, zwischen LKen in Vi und V5 nach Belieben hin und
her zu wechseln. In diesem Sinn haben die Vektorrdume V7 und Vs die gleiche Struktur.
Man spricht deshalb von einem Isomorphismus f und nennt die beiden Vektorrdume
V1 und V5 isomorph, symbolisch V; = V5. Damit haben wir im vorangegangenen Absatz
fur den endlichdimensionalen Fall bewiesen, dass zwei Vektorrdume derselben Dimension
isomorph sind. Ganz dhnliche Argumente funktionieren auch fiir unendlichdimensionale
R&ume. Umgekehrt haben zwei isomorphe Vektorrdume V; und V5 aber auch dieselbe
Dimension, weil durch einen Isomorphismus f : V; — V5 jede Basis B von Vj in eine
gleich michtige Basis f(B) von Vs iibergeht (sieche Ubung . Damit ist insgesamt
bewiesen:

Satz 1.2.4.2. Je zwei Vektorrdume V, und Vo sind genau dann isomorph, wenn dim V; =
dim Va. Insbesondere ist jeder n-dimensionale (reelle) Vektorraum V isomorph zu R™.
(Analoges gilt auch fiir Vektorraume tber anderen Kéorpern.)

Fiir jede bijektive Abbildung fo : B1 — Bs zwischen einer Basis By von Vi und
einer Basis By von Vy ist ein Isomorphismus durch die (laut Fortsetzungssatz
eindeutige) lineare Fortsetzung f : Vi — Vi von fy gegeben, die durch

f <Z Tibz‘> = rifo(by)
i=1 i=1
fiir alle b; € B1 und r; € R charakterisiert ist.

Dieser Satz lisst sich auch so verstehen: Uber die Struktur eines Vektorraums wissen
wir alles, wenn wir seine Dimension kennen. Bei Fragen iiber (reelle) Vektorrdume geniigt
es deshalb oft, die Situation im Raum R™ zu studieren, weil die Antwort dann auf jeden
zu R™ isomorphen Vektorraum, also auf jeden (reellen) Vektorraum der Dimension n
iibertragen werden kann.

Ubungsaufgabe 29. (E) Zeigen Sie folgende weiter oben verwendete Behauptung: Ist
f: Vi =V ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen Vi und Vo und B C Vi eine
Basis von Vi, dann ist f(B) eine Basis von Va.

1.2.5 Vektorraume linearer Abbildungen

Inhalt in Kurzfassung: Ist V' ein Vektorraum und X irgendeine Menge, so bildet auch die
Menge A(X, V) aller Abbildungen f : X — V in natiirlicher Weise einen Vektorraum der
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Dimension | X|-dim V. Ist X selbst ein Vektorraum, so bilden die linearen Abbildungen
einen Unterraum L(X, V') von A(X, V).

Fir Abbildungen f,g: X — V von einer beliebigen Menge X in einen Vektorraum V'
(man beachte auch den Spezialfall V = R = R!) lassen sich die Abbildungen f + g und
rf in natiirlicher Weise durch

(f+9)x) = f(x)+9(x) und (rf)(x):=rf(x)

definieren. Unmittelbar rechnet die Gesetze einer abelschen Gruppe nach: (f +g¢g) +h =
f+(@+h), f+g=g+f, f+oaxy) = f mit der Nullfunktion o, x ) auf X und
[+ (=f) = oax,y) fiir (=f)(x) := —f(x). Gleiches gilt fiir die Vektorraumgesetze:

r(f+g9)=rf+rg, (r+s)f=rf+sf, (rs)f=r(sf) uwd 1f=f

Die Menge A(X, V) aller f : X — V bildet mit dieser Addition und Skalarmultiplikation
daher selbst einen Vektorraum.

Ubungsaufgabe 30. (P) Uberpriifen Sie die Vektorraumgesetze auf A(X, V) im Detaill.
Machen Sie insbesondere deutlich, was genau gezeigt werden muss und was Sie in Ihrer
Rechnung wo verwenden.

Ist X endlich, so ist dimA(X,V) = |X|-dim V: Ist namlich B eine Basis von V, so
kénnen wir fiir jedes Paar (z,b) € X x B ein f,p) € A(X,V) definieren, indem wir
fap)(x) = b setzen und fi, (') = o fiir alle 2’ # 2 aus X. Dann bilden (Ubung)
sdmtliche f(, 1), (z,b) € X x B eine Basis von A(X,V), und wie behauptet ist ihre
Anzahl dim A(X,V) = |X|-dim V. Ubrigens ist uns ein Spezialfall bereits bekannt: Fiir
V =R (eindimensional) und X = {1,2,...,n}, so ist jede Abbildung f: X -V =R
durch ihre Werte gegeben, die wir als 21 = f(1),z2 = f(2),..., 2, = f(n) schreiben und
zu einem n-Tupel (z1,z2,...,2,) € R™ zusammenfassen konnen. Also ist A(X,V) =
A({1,...,n},R) im Wesentlichen der n-dimensionalen Standardvektorraum R".

Besonders interessieren wir uns fiir die Situation, dass auch die Menge X ein Vektor-
raum ist, und fiir lineare Abbildungen f. Wir betrachten also die Menge A(V7, V) und
darin die Teilmenge L(V7, V3) aller linearen Abbildungen f : Vi — V5, zwischen zwei Vek-
torrdumen Vi und Va. Fir f,¢g € L(V1,V2) und r € R sind, wie man sofort nachrechnet
(Ubung), auch f + g und 7 f linear, folglich auch beliebige LKen linearer Abbildungen.

Ubungsaufgabe 31. (P) Priifen Sie die Linearitit von f 4 g und rf ausfihrlich nach.
Geben Sie in jedem Schritt sorgfiltig an, was Sie dabei verwenden. Schlieffen Sie dar-
aus, dass auch beliebige LKen Y1 | r;f; linearer Abbildungen f; linear sind. (Hinweis:
Betrachten Sie zundchst n = 2 Summanden und gehen Sie dann mittels Induktion nach
n vor.)

Das zeigt, dass L(V1, V3) ein Unterraum von A(V7, V3), also selbst ein Vektorraum ist.
Zur deutlichen Unterscheidung schreiben wir o1 und o fiir die Nullvektoren in V; bzw.
V. Der Nullvektor o = or,y; v;) in L(V4, V2) ist die konstante Abbildung x + oz (die
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natiirlich selbst linear ist), das additive Inverse — f einer linearen Abbildung f : Vi — V5
ist gegeben durch die gleichfalls lineare Abbildung —f = (—1)f : x — — f(x). Wir fassen
zusammen:

Proposition 1.2.5.1. Fir eine beliebige Menge X und einen beliebigen Vektorraum
V' bildet die Menge A(X,V) aller Abbildungen f : X — V beziiglich der punktweise
definierten Operationen einen Vektorraum. Ist X = Vi ebenfalls ein Vektorraum und
V = Vs, so bildet die Teilmenge L(Vy, Vo) aller linearen f € A(Vy,Va) einen Unterraum,
symbolisch: L(V1,Va) < A(Vh, Va).

Um auch die Dimension d := dim L(V7, 3) zu bestimmen, erweist sich die schon mehr-
mals angekiindigte Matrizendarstellung linearer Abbildungen (siehe als hilfreich.
Zuvor widmen wir uns aber der geometrischen Deutung linearer Abbildungen.

1.2.6 Beispiele linearer Abbildungen und ihre geometrische Deutung

Inhalt in Kurzfassung: Beispiele linearer Abbildungen in den Standardvektorrdumen,
gegliedert nach der Dimension.

Zur besseren Veranschaulichung des abstrakten Begriffs der linearen Abbildung lohnt
es, sich einige Beispiele anhand der Standardvektorrdume in verschieden Dimensionen
vor Augen zu halten. Sei also f : R™ — R” linear. Die Nullvektoren seien mit o,, € R™
bzw. 0, € R™ bezeichnet. Kommen Basen in Spiel, so wihlen wir die kanonischen.

m = 0 oder n = 0: In diesem Fall ist R™ = {o,,} oder R” = {0,}, und es gibt nur
eine einzige lineare Abbildung, ndmlich die konstante Nullabbildung f : x — o, fiir alle
x € R™.

m = n = 1: Eine lineare Abbildung f : R — R im Sinn der Linearen Algebra ist ein-
deutig bestimmt durch den Wert r := f(1) auf dem kanonischen Basisvektor e; =1 € R.
Dann haben wir es mit f(x) := rz, der homogenen linearen reellen Funktion mit Stei-
gung 7 zu tun. Damit erklart sich auch die Bezeichnung linear: Im eindimensionalen Fall
handelt es sich bei linearen Funktionen genau um jene, deren Graph eine (gerade) Linie
(durch den Koordinatenursprung) ist.

m = 1, n beliebig: Wieder ist jedes lineare f : R — R" eindeutig bestimmt durch den
Wert x := f(1) € R™ an der Stelle 1, namlich als Abbildung r — rx.

m beliebig, n = 1, d.h. f : R™ — R: In diesem Fall spricht man von Linearformen.
Ist f(e1) =r1,..., f(em) = rm, so hat f die Gestalt

Tl m
f:R™ >R, : r—)ZTj:cj.
=1

Tm
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Handelt es sich bei f nicht um die Nullabbildung (d.h. sind nicht alle r; gleich 0), so
ist 0 <rgf <dimR =1, also rg f = 1. Die Rangformel besagt in diesem Fall
m=dimR™ =def f +rg f = def f + 1, woraus dim ker f = def f = m — 1 folgt.

Fiir m = 2 lasst sich daraus eine sehr ansprechende geometrische Veranschaulichung
ableiten. Denken wir uns den Definitionsbereich R? in iiblicher Weise mit Hilfe eines zwei-
dimensionales Koordinatensystems dargestellt und interpretieren wir zur Veranschauli-
chung gleichzeitig (zum Beispiel) die z-Achse als Zielmenge R. Dann werden genau die
x aus dem Kern ker f, der laut obiger Uberlegung ein m — 1 = 2 — 1 = 1-dimensionaler
Unterraum von R? auf o, = 0 abgebildet. Allgemeiner gilt f(x1) = f(x2) genau dann,
wenn f(x; —x2) = f(x1) — f(x2) = 0, also wenn fiir die Differenz x; — x3 € ker f
gilt. ker f ist als eindimensionaler Unterraum von V; = R? eine Gerade g durch den
Ursprung. Geometrisch bedeutet das: Das Bild f(x) eines Punktes x der Ebene erhalten
wir, indem wir durch x eine Parallele zu g legen und diese mit der z-Achse schneiden.
Man spricht von einer (im Allgemeinen nicht orthogonalen Parallel-) Projektion des
zweidimensionalen Raumes R? auf R!. Im allgemeinen Fall ist der Zielbereich aber kein
Unterraum, weshalb er in einem anderen Koordinatensystem gedacht werden muss. Fiir
m = 3 ist die Situation analog, nur dass der Kern von f zweidimensional, also eine Ebene
im Raum durch den Ursprung ist, parallel zu der auf eine Achse projiziert wird. Spéter
werden noch einige Ubungsaufgaben dazu folgen.

m = n = 2: Als wichtige Beispiele haben wir bereits in Mathematik 1 die Drehun-
gen d, der Ebene um einen Winkel o kennengelernt. Der allgemeine Fall einer linearen
Abbildung lasst sich geometrisch am besten wie folgt veranschaulichen. Man stelle sich
das von den Einheitsvektoren e; = (1,0) und e2 = (0, 1) aufgespannte Einheitsquadrat
Q vor, welches wie ein Schachbrettmuster periodisch fortgesetzt wird und die gesamte
Ebene R? iiberzieht. Durch f wird @ zu einem Parallelogramm verzerrt, dessen Erzeu-
gende die Vektoren f(e;) und f(ez) sind. Dieser Verzerrung wird die gesamte Ebene
unterworfen, so dass das Schachbrett mit quadratischen Elementen in ein Muster aus
Parallelogrammen iibergeht. Ein Sonderfall liegt vor, wenn f(e;) und f(e2) linear ab-
héngig sind, wenn also def f > 0. Dann ist rg f < 2 und das Bild nicht mehr eine Ebene,
sondern bei rg f = 1 eine Gerade, auf die die Ebene durch f zusammengequetscht wird,
bei rg f = 0 die Nullabbildung.

m = 2,n = 3: Eine lineare Abbildung f : R? — R3 kann man sich vorstellen als eine
Verzerrung der Ebene, wie wir sie fiir m = n = 2 besprochen haben und wo das quadra-
tische Schachbrettmuster in eines aus Parallelogrammen iibergeht, verkniipft mit einer
Schrigstellung der Ebene im Raum R3. Die Erzeugenden der Parallelogramme sind die
(nun dreidimensionalen) Vektoren f(e;) und f(ez). Auch hier sind die entsprechenden
Sonderfille bei def f > 0 moglich.

m = 3,n = 2: Fiir f:R3 — R? muss ker f wegen der Rangformel nichttrivial,
also def f > 0 sein. Eine typische Veranschaulichung ist ein Schrégriss. Man gibt sich eine
Richtung (die von ker f) im R? vor. Ein beliebiger Punkt x € R? im Raum wird auf die
Basisebene R? projiziert, indem man eine Parallele zu ker f durch x zieht. Der Schnitt-
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punkt dieser Geraden mit der Grundebene ist dann f(x). Diese Veranschaulichung ist
fir def f = 1, also rg f = 2 sinnvoll. Fiir rg f = 1 ist das Bild unter f eine Gerade
in der Grundebene R?, auf die parallel zu einer Ebene, dem 2-dimensionalen Kern von
f projiziert wird. Bei rg f = 0 werden alle Punkte auf oy € R? abgebildet. So wie fiir
m = 2,3 und n = 1 ist auch hier zu bemerken, dass im allgemeinen Fall Definitions- und
Zielbereich jedoch in verschiedenen Koordinatensystemen zu denken sind.

m = n = 3: Lineare Abbildungen f : R* — R? veranschaulicht man sich am besten in
Analogie zur Situation bei m = n = 2. So wie dort ein quadratisches Schachbrettmuster
zu einem unendlichen Muster aus gleichférmigen Parallelogrammen verzerrt wird, ist es
hier eine dreidimensionale Unterteilung des Raumes R3 in Wiirfel, die zu einer solchen
aus Parallelepipeden (Spaten) verzerrt wird.

Hoéhere Dimensionen: Lineare Abbildungen f : R™ — R™ mit m > 3 oder n > 3 entzie-
hen sich naturgeméfl dhnlich einfachen Veranschaulichungen wie den bisher behandelten.
Im Laufe der Beschiftigung mit den abstrakten Begriffen kann man aber eine recht ver-
lassliche Intuition dafiir entwickeln, inwiefern man sich dabei von den anschaulicheren
Féllen leiten lassen kann. Sicherheit geben einem dabei die allgemeinen Sétze aus der
Theorie.

Zur Férderung der Intuition folgen nun einige Ubungsaufgaben, insbesondere zu Pro-
jektionen:

Definition 1.2.6.1. Eine lineare Abbildung p : V — V heisst Projektion, falls p* :=
pop=p.
Ubungsaufgabe 32. (E) Seip:V — V eine Projektion.

1. Finden Sie jeweils ein konkretes Beispiel einer Projektion fir V. =R? und V = R3.
2. Zeigen Sie, dass wenn p eine Projektion ist, auch idy —p eine Projektion ist.

3. Bestimmen Sie fiir Ihre Beispiele aus 1. jeweils auch die Projektion idy — P.

Ubungsaufgabe 33. (E) Gegeben sind zwei Projektionen p1,ps : R3 — R3, mit pjopy =
p2 o p1. Zeigen Sie, dass dann auch p1 o ps eine Projektion ist. Worauf projiziert pi o pa ?
Ubungsaufgabe 34. (E) Finden Sie zwei Projektionen pi,ps : R — R3, sodass py o
p2 # p20oDp1.

Ubungsaufgabe 35. (E) Die Menge V aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
f:[-1,1] — R. bildet mit den ublichen punktweise definierten Operationen einen Vek-

torraum. V' enthdlt insbesondere alle Monomfunktionen my,(x) = ™ mit n = 0,1,2,...
Auf V' wird nun fir festes n € N eine lineare Abbildung py, : V — V definiert durch

n_ p(k)
pn f(2) = Z / k'(O) z".
k=0

Begriinden Sie, warum p, eine Projektion ist! Auf welchen Unterraum von V wird dabei
projiziert?
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1.3 Matrizen

Matrizen lassen sich zunéchst ohne Bezugnahme auf algebraische Zusammenhénge als
rechteckige Zahlenschemata (mit gewissen Spalten- und Zeilenzahlen m und n) definie-
ren. Sofort fillt aber die Moglichkeit ins Auge, damit zu rechnen wie mit Vektoren in
einem Standardvektorraum der Dimension mn (1.3.1). Fiir die Lineare Algebra wird
das interessant, weil mit solchen Matrizen offenbar in eindeutiger Weise die linearen
Abbildungen von einem m- in einen n-dimensionalen Vektorraum beschrieben werden
konnen, sofern Basen dieser Rdume gegeben sind . Das Anliegen, damit auch die
Verkettung linearer Abbildungen zu erfassen, fithrt zum Matrizenprodukt . Die
zahlreichen Rechenregeln, die insbesondere fiir lineare Abbildungen gelten, fiihren zu
entsprechenden Rechenregeln fiir Matrizen, wodurch ein sehr handlicher Rechenkalkiil
entsteht (1.3.4). Den Abschluss des Abschnitts bildet die Anwendung dieses Kalkiils auf

die Beschreibung des Transformationsverhaltens von Koordinaten bei einem Basiswech-
sel (T3.5).
1.3.1 Matrizen als n x m-Vektoren (-Zahlenschemata)

Inhalt in Kurzfassung: Matrizen werden als rechteckige Zahlenschemata mit n Zeilen
und m Spalten eingefithrt. Zunédchst kann man das verstehen als lediglich eine andere
Notation fiir Vektoren im mn-dimensionalen Standardvektorraum.

Am einfachsten kann man eine n x m-Matrix definieren als rechteckiges Zahlenschema

ailr ai2 ... G1m

a1 a2 ... Qa2m
A =

ap1 QAn2 ... QApm

mit n Zeilen und m Spalten, bestehend aus sogenannten Eintrédgen, Elementen oder
auch Komponenten a; ; € R. Wir schreiben auch

A= (am-) bzw. ausfihrlicher A = (ai,j)lgign,lgjgmu

Die Zahl a; ; heifit in diesem Zusammenhang der Eintrag von A in der i-ten Zeile und
j-ten Spalte. Der Vektor
(aiyl, a; 2, ... ,a@m) e R™

heifit der i-te Zeilenvektor und
al,j

a2,
eR"

an?]

der j-te Spaltenvektor von A. Stimmen die Anzahl n der Zeilen und die Anzahl m der
Spalten von A iiberein, so heifit A eine quadratische Matrix.
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1 Lineare Algebra

Oft schreibt man a;; statt a; j. Um den Doppelindex aber vom Produkt ij der Indizes
zu unterscheiden, bevorzugen wir (wenigstens vorldufig) die zweite Schreibweise.

Eine Matrix A ist also durch mn reelle Zahlen gegeben, so wie ein Vektor im Stan-
dardvektorraum R™*™ der Dimension mn. Wollen wir diese Analogie weiter ausnutzen,
liegt es nahe, auf der Menge M(n,m) aller n x m-Matrizen Vektorraumoperationen
komponentenweise durch

A+ B = (a;;)+ (bij) :==(a;; +b;j) und rA=r(a;;): = (ra;;)
fir A= (ai;), B = (b;j) € M(n,m) und r € R zu definieren. Sei
v : M(n,m) - R"™
die Abbildung mit

@ : A= (ai,j) — (0171, a1,2,---,01,m;021,022,...,02m,...,0n1,0n2,. .., anym),

die aus einer n x m-Matrix A jenen Vektor mit nm Komponenten, in dem alle Kom-
ponenten von A (in einer bestimmten, zum Beispiel der hier angedeuteten Reihenfolge)
enthélt. Offensichtlich ist ¢ bijektiv und wegen

o(A+ B)=p(A) +¢(B) und ¢(rd)=re(A)

auch linear, d.h. (beziiglich der oben definierten Matrizenoperationen) ein Isomorphis-
mus zwischen M(n, m) und R™*™. Folglich (siehe Satz ist M(n, m) selbst ein
mn-dimensionaler Vektorraum. Die kanonische Basis von M(n,m) ist gegeben durch die
Menge der Matrizen A; ; (1<i<mn,1<j<m).Dabeihat A; j nur einen einzigen von
0 verschiedenen Eintrag, und zwar den Eintrag 1 in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Jede Matrix (quadratisch oder nicht) ldsst sich transponieren, indem man Zeilen
und Spalten vertauscht, genauer: Ist A = (a;j) eine Matrix, dann versteht man unter
der transponierten oder auch adjungierten Matrix A7 (manchmal auch als A’ oder
A* notiert) von A, die Matrix AT := (aj;), ausfiithrlicher geschrieben:

T
aipr a2 - A1m aii a21 o anl
a1 a2 - a2m _ a12 aze - A2
anl An2 - Oanm G1m  A2m - Omp
(n,m) — Matrix (m,n) — Matrix

Eine n x m-Matrix wird also zu einer m x n-Matrix. Die tiefere Bedeutung der Transpo-
sition (Adjunktion) fiir die dargestellte lineare Abbildung ist auf den ersten Blick nicht
ersichtlich und wiirde hier zu weit fithren. Die Definition der Transponierten ist aber
einfach und immer wieder niitzlich.

Was wir bisher getan haben, war nicht mehr als ein Umschreiben von Vektoren mit

mn Komponenten in rechteckige Schemata. Matrizen haben aber eine tiefere Bedeutung
der wir uns nun zuwenden wollen.
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1.3.2 Die Matrix einer linearen Abbildung beziiglich gegebener Basen

Inhalt in Kurzfassung: Ihre iiberragende Bedeutung in der Linearen Algebra erhalten
Matrizen deshalb, weil sie sich in natiirlicher Weise auch als Darstellungen linearer Ab-
bildungen beziiglich gegebener Basen der zugrunde liegenden Vektorrdume ergeben. Wie
genau das zu verstehen ist, wird nun erklart.

Seien V7 und V2 Vektorrdume mit Basen By = (X1,...,Xy) bzw. By = (y1,...,¥n)
und f : V4 — V5 linear. Aus Satz wissen wir, dass f eindeutig bestimmt ist,
wenn die Bilder f(x1),..., f(xm) gegeben sind. Jedes dieser Bilder wiederum lésst sich
in eindeutiger Weise als Linearkombination

fx5) =" aijyi
i=1

der y; schreiben. Also ist f (beziiglich der gegebenen Basen B; und Bs) eindeutig be-
stimmt durch die Gesamtheit der insgesamt m - n Koeffizienten a;;, 1 < i < n und
1 < j < m. In diesem Sinn kann der linearen Abbildung f auf eindeutige Weise die
n x m-Matrix

aii1 air2 ... Qaim

a1 G222 ... a2m
A=Ay =ApB B, =

aml ang e aan

zugeordnet werden. Diese Matrix A heifit auch die Matrix oder Matrixdarstellung
von f beziiglich der Basen B; und By. Ganz allgemein verwenden wir die Schreibweise
A = (a;j), um festzuhalten, dass die Eintragung in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer
Matrix A mit a; ; bezeichnet wird.

In analoger Vorgangsweise Zu wo wir einen Isomorphismus ¢ : M(n,m) — R"*™
gefunden haben, legt der nun aufgedeckte Zusammenhang einen Isomorphismus zwischen
dem Vektorraum L(V7, V3) aller linearen Abbildungen f : V3 — V5 und dem Vektorraum
M(n,m) aller nx m-Matrizen nahe. Weil es notationell etwas angenehmer ist, kehren wir
die Richtung der obigen Argumentation um und ordnen jeder n xm-Matrix A = (a; ;) die

lineare Abbildung ¢(A) = ¥, B,(A) = fa = fa,B,,B, 2zu, die laut Satz|1.2.4.1| eindeutig
definiert ist durch

n
fA:XjHZai,jyia j=1....,m.
i=1

Diese Abbildung ¢ ist nicht nur bijektiv (wegen Satz [1.2.4.1)). Man iiberzeugt sich un-
mittelbar, dass der Summe und dem Vielfachen von Matrizen die entsprechende Summe
bzw. das entsprechende Vielfache der zugeordneten linearen Abbildungen entspricht:

fA14+45,B1,B, = fa1,B1,Bo + fa1,B1,B, und  fra B, B, =7fAB B,-
Somit gilt Y(A + B) = ¢(A) +¢(B) und (rA) = ri(A). Also ist
P : M(n,m) — L0V, Vo), A fa
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1 Lineare Algebra

iiber die Bijektivitdt hinaus auch linear, folglich ein Isomorphismus zwischen den Vek-
torraumen M (n,m) und L(V1, Va).

Ubungsaufgabe 36. (P) Erkliren Sie ausfiihrlich die oben verwendeten Beziehungen
* fAi4+A42,B1,B; = fA1,B1,B: + [A1,B1,B, und

e frA.Bi,B, =T[AB,Bs-

Bezieht man sich auf die Standardvektorrdume Vi = R™ und V5 = R™ und sind keine
anderen Basen gegeben, so interpretiert man eine Matrix in Bezug auf die kanonischen
Basen von V7 und V5. In diesem Fall ist also x; = egm) firj=1,...,mundy; = ez(»n) fiir

i =1,...,n zu setzen. Dann entspricht die Matrix A = (a; ;) jener linearen Abbildung

f:R™ — R™ die den kanonischen Basisvektor e( ™)
von A abbildet, also

€ R™ auf den j-ten Spaltenvektor

aij
az,j <

f=rfa: e§-m) — . = Zai,jegn) e R"™
Qn,j

Die Spaltenvektoren von A sind also die Bilder der kanonischen Einheitsvektoren unter
f. Damit ist aber auch klar, wie f auf einen beliebigen Vektor

m
X = Z xjegm)
J=1

wirkt, ndmlich (Linearitét!)

fa(x) = fa (Z wje§-m)) = Z$ij(e§-m)) =D @iy aiyi=y (Z a; u%)
P =1

j=1 =1 i=1 \j=1
Die Koordinaten y; des Bildvektors f4(x) =y = (y1,...,Yn) von x = (21,...,Ty,) sind

also gegeben durch y; = >, a; jz; fir i = 1,...,n.

Haben wir es statt der kanonischen Basis mit irgendwelchen vorgegebenen Basen By =
{ai,...,ay} € Vi3 und By = {by,...,b,} C V5 zu tun und beziehen wir die Matrix
A = (a;;) darauf, so wird dadurch natiirlich eine andere lineare Abbildung dargestellt.
Dem m-tupel (x1,...,z,,) entspricht dann der Vektor

m
X = Z ajjaj.
j=1

Die A beziiglich By und B; zugeordnete lineare Abbildung f4 g, B, bildet diesen Vektor
x auf

faBy,B,(X) = fa (Z ﬂ?yaa) =Y zifala;) => ;> aijbi =) (Z az‘ﬂj) b;
j=1

Jj=1 =1 i=1 \j=1
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ab. Die Koordinaten y; dieses Bildvektors sind also gegeben durch y; = Z}n:l ;i ;T
fir ¢ = 1,...,n. Dieser Wert y; lasst sich auch deuten als das Skalarprodukt des i-ten
Zeilenvektors von A mit dem Vektor (z1,...,z,) € R™, der x beziiglich der Basis By
darstellt. Ist dieser Vektor (z1,...,zy,) = €; € R™ der j-te kanonische Einheitsvektor in
R™, soist x = a; und y; = a;;,% = 1,...,n. Das bedeutet: Der j-te Spaltenvektor von A
besteht aus den Komponenten des Bildes f4(a;) des j-ten Basisvektors a; € B; beziiglich
der Basis By. Wenn wir x = (1, ..., %) nicht als Zeilen-, sondern als Spaltenvektor
schreiben, bedeutet das:

m
ailr air2 ... Qa1m x1 Zj:l Q1,525 1
m
azi a2 ... Gam | | %2 2 jo1 02,55 Yo
Ax=1| . . = : =" |=v
m
an1 An2 ... Onm ITm Zj:l Un, T4 Yn

Im allgemeinen Fall sind die xz; Koordinaten beziiglich einer Basis By von Vi, die y;
beziiglich einer Basis By von V5. Beziehen wir alles auf die Standardvektorrdume V; =
R™ und Vo = R” sowie auf die kanonischen Basen, so kénnen wir A mit jener linearen
Abbildung identifizieren, die x € R™ selbst (und nicht nur den durch x beziiglich B;
dargestellten Vektor) auf den Vektor y € R™ abbildet. Obiger Zusammenhang Ax =y
lasst sich also sowohl als Matrizenprodukt (n x m-Matrix mal m x 1-Matrix, siehe etwas
spater) wie auch als Abbildungsgleichung A : x — y lesen. Von diesen Moglichkeiten
wird im Matrizenkalkiil permanent Gebrauch gemacht werden.

Der Nullabbildung Vi — V5 mit x + o9 fiir alle x € V; entspricht beziiglich belie-
biger Basen die Nullmatrix, deren sdmtliche Eintragungen = 0 sind.

Da jede Matrix n x m-Matrix beziiglich der kanonischen Basis einer linearen Abbildung
f: R™ — R"™ entspricht, lassen sich sédmtliche Begriffe fiir lineare Abbildungen zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen auf Matrizen iibertragen. Zum Beispiel:

Definition 1.3.2.1. Sei A eine nxm-Matriz und f = fa4 : R™ — R"™ die A beziiglich der
kanonischen Basen von R™ und R™ zugeordnete lineare Abbildung. Dann definieren wir
Rang, Kern und Defekt von A durch rg A :=rg f, ker A := ker f und def A := def f.
Ist m = n, so heifit A regular, wenn f requldr (d.h. bijektiv) ist, sonst singular.

Weil jeder reelle Vektorraum der Dimension m bzw. n isomorph ist zu R™ bzw. R"”,
ubertragt sich der in[l1.3.2.1| definitorisch festgeschriebene Zusammenhang von den Stan-
dardvektorrdumen beziiglich der kanonischen Basen sehr leicht auf beliebige Vektorrdu-
me:

Proposition 1.3.2.2. Seien A eine n x m-Matriz, V1 und Vo Vektorrdaume mit dim V7 =
m und dim Vo = n, By, By Basen von Vi bzw. Vo und f : Vi — Vo die A beziiglich dieser
Basen zugeordnete lineare Abbildung. Dann gilt rg A = rg f und def A = def f. A ist
genau dann regulir/singuldr, wenn f reguldr/singuldr ist.

Ubungsaufgabe 37. (E) Beweisen Sie Proposition |1.5.2.4 Hinweis: Verwenden Sie
Isomorphismen zwischen R™ und V sowie zwischen R™ und V5.
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1 Lineare Algebra
Ubungsaufgabe 38. (T*) Schreiben Sie die folgenden geometrisch definierten linearen
Abbildungen im R? in Matrizform um!

1. Spiegelung am Ursprung.

2. Spiegelung an der Gerade mit der Gleichung ax + by = 0.

3. Orthogonale Projektion auf die Gerade mit der Gleichung ax + by = 0.

4. Streckung um den Faktor ).

5. Drehung um den Winkel ¢.

Wie kinnte jeweils eine Verallgemeinerung in den R? bzw. den R™ aussehen?

Ubungsaufgabe 39. (T) Gibt es eine lineare Transformation, die den Vektor (1,0,1)
um den Faktor (—2) streckt, den Vektor (0,2,0) um den Faktor § staucht und den Vektor
(—=1,1,1) am Ursprung spiegelt? Falls ja, geben Sie die zugehorige Abbildungsmatriz an
und machen Sie die Probe.

Ubungsaufgabe 40. (T) Wie Aufgabe aber mit den Vektoren (1,1,1),(2,1,0) und
(0,1,2).

Ubungsaufgabe 41. (E) Sei a,b,c,d € R. Betrachten Sie die Menge M aller 2 x 2
Matrizen, sowie die Teilmengen S bzw. A, bestehend aus Matrizen der Form

(i) e ().

1. Zeigen Sie, dass S und A Vektorrdume sind und bestimmen Sie jeweils eine Basis.

2. Weisen Sie nach, dass man jede reelle 2 x 2 Matriz M eindeutig als Summe M =
S + A schreiben kann, wobei S aus dem Unterraum S und A aus dem Unterraum

A ist.

3. Bestimmen Sie speziell diese Zerlequng fiir die Matriz
a b
( c d )’
wobei a, b, c,d die letzten vier Ziffern Ihrer Matrikelnummer sind.

1.3.3 Das Matrizenprodukt

Inhalt in Kurzfassung: Das Produkt zweier Matrizen ist so definiert, dass es der Verket-
tung linearer Abbildungen entspricht. Zu seiner Berechnung hat man die Skalarprodukte
der Zeilenvektoren der ersten Matrix mit den Spaltenvektoren der zweiten zu bilden.
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Seien Vi, V2 und V3 Vektorrdume mit Basen By = (ai,...,an), Bs = (b1,...,b;)
und B3 = (¢1,...,¢,), und f : V3 — Vo und g : Vo — V3 lineare Abbildungen sowie
h = g o f ihre Verkettung. Wir wollen das Produkt C' = AB von zwei Matrizen A und
B so definieren, dass es der Verkettung h = g o f entspricht. Um in der Notation die
Reihenfolge beibehalten zu kdnnen sei also A die Matrixdarstellung von g beziiglich By
und Bs, B die von f beziiglich By und Bs. Dann ist A eine n x [-Matrix, B eine [ X m-
Matrix. Das Produkt C' zweier Matrizen kann also nur dann sinnvoll definiert werden,
wenn die Spaltenzahl der ersten mit der Zeilenzahl der zweiten iibereinstimmt, namlich
gleich der Dimension des Vektorraums V5 ist.

Zur Berechnung der Eintrdge des Produktes C' = (c¢; ;) erinnern wir uns daran, dass
die Spaltenvektoren die Bilder der Basisvektoren unter der durch die Matrix (beztiglich
der vorgegebenen Basen) dargestellten Abbildung sind. In unserem Fall ist also ¢; ; die
i-te Komponente des Vektors h(a;) = g(f(a;)). Die Matrixdarstellungen B = (by ;) von
fund A = (a; ) von g beziiglich By, B und B3 besagen

l

f(a Zbk]bk und g(by) Zazkcz

k=1

fuir j = 1,...,m bzw. kK = 1,...,[. Ineinander eingesetzt liefert das unter Ausnutzung
der Linearitét von g sowie nach Vertauschung der Summation

n

l
mwwwWFm@pmg Z%mm XXZ%MQQ
k=1

Hieraus sind die gesuchten Eintrage c¢; ; von C' als die Ausdriicke in der letzten grofen
Klammer abzulesen:

bl,j
bgj

I
Cij =Y aipb; = (ai,l a2 .- ai,l) 2 I
k=1 :

bn2 J

das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A und des j-ten Spaltenvektors von B.
Deshalb definiert man das Matrizenprodukt AB fiir Matrizen A und B, wo die Spal-
tenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt wie folgt.

Definition 1.3.3.1. Sei A = (a; 1) eine n x I-Matriz, B = (b ;) eine | x m-Matriz,
so ist das Produkt AB definiert als n x m-Matriz C = (c; ;) mit den Eintragungen
Cij = Zk:lai,kbk,j: 1= 1,...,n und] = 1,...,m

(123) - _(52)
2114 0 1 45

Der Eintrag 4 in der Matrix rechts steht in der zweiten Zeile und ersten Spalte, ist also
das Skalarprodukt des zweiten Zeilenvektors (2,1,4) des ersten Faktors mit dem ersten

Ein Beispiel:
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1 Lineare Algebra

Spaltenvektor (1,2,0)7 des zweiten Faktors, also tatséchlich 2-1+1-24+4-0 = 24240 = 4.
Die anderen Eintrdge ergeben sich entsprechend.

Manchmal sind folgende Rechenregeln fiir transponierte Matrizen niitzlich:

Proposition 1.3.3.2. Die Transposition von Matrizen gehorcht folgenden Rechenregeln:

(i) (AT = A fiir alle Matrizen A,
(ii) (A+ B)T = AT + BT fiir alle Matrizen A, B vom selben Typ,
(iii) (AB)T = BT AT fiir alle Matrizen A, B, fir die man AB bilden kann.

Ubungsaufgabe 42. (E) Uberpriifen Sie Proposition

1.3.4 Matrizenkalkul

Inhalt in Kurzfassung: Lineare Abbildungen und ihre Verkniipfungen (Vektorraumope-
rationen, Verkettung) geniigen Rechenregeln, die sich auf die dargestellten Matrizen
iibertragen. Daraus ergibt sich ein Rechenkalkiil fiir Matrizen, wo die aus dem Rechnen
mit Zahlen vertrauten Assoziativ- und Distributivgesetze weiterhin gelten. Auch Rechen-
regeln fiir neutrale Elemente (Null- und Einheitsmatrix) folgen gewohnten Mustern. Das
Kommutativgesetz allerdings gilt nur beziiglich der Addition von Matrizen, nicht aber
beziiglich der Multiplikation.

Weil die Matrizenmultiplikation der Komposition der zugehérigen linearen Abbildun-
gen (z.B. zwischen den Standardvektorrdumen beziiglich der kanonischen Basen) ent-
spricht, vererben sich Assoziativgesetz (ho g)o f = ho (go f) sowie die beiden Dis-
tributivgesetze f o (g1 +g2) = fogi+ fogaund (g1 +g2)o f = g10 f+ g2o f auf
Matrizen:

(AB)C = A(BC), A(Bl + Bg) = ABy + ABy und (Al + AQ)B = A1B + AyB.

Ubungsaufgabe 43. (P) Uberpriifen Sie diese beiden Distributivgesetze fiir lineare Ab-
bildungen und erkldren Sie jeden Rechenschritt sorgfiltig.

Wegen dieser formalen Ahnlichkeit mit der Multiplikation gewohnlicher Zahlen spricht
man auch von der Multiplikation linearer Abbildungen und, in weiterer Folge, der zu-
gehorigen Matrizen. Besonders iiberzeugend wird das fiir Vi = Vo = V3 = V. Dann bildet
die Menge L(V, V) aller linearen Abbildungen f : V' — V beziiglich dieser Operationen
(und analog die Menge M (n,n) aller n x n-Matrizen) einen sogenannten Rindﬂ ahnlich
den ganzen Zahlen mit Addition und Multiplikation. Es gibt auch ein Einselement, weil
die identische Abbildung idy : V — V, x +— x, linear ist. Beziiglich einer beliebigen
Basis B = By = By = Bj eines n-dimensionalen Vektorraums V = V; = V5, = V3 wird
sie von der (n-dimensionalen) Einheitsmatrix I = I,, = (J; ;) dargestellt. Dabei ist J; ;

2Von einem Ring verlangt man Ahnliches wie von einem Koérper, namlich additiv eine abelsche Gruppe,
auBlerdem das Distributivgesetz. Man begniigt sich aber multiplikativ mit dem Assoziativgesetz.
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1.3 Matrizen

das sogenannte Kronecker-Delteﬂ welches fiir ¢ = j den Wert 1 und sonst den Wert
0 annimmt. Die n-dimensionale Einheitsmatrix

In: . ;
0 0 1

ist also jene quadratische n x n-Matrix, die in der sogenannten Hauptdiagonale lauter
Finsen und sonst lauter Nullen hat.

Stellt eine quadratische Matrix A (beziiglich gewisser Basen) eine bijektive lineare
Abbildung f : V3 — V5 dar, dann gibt es ein wegen gleichfalls lineare Umkehr-
abbildung f(-Y. Diese hat (beziiglich derselben Basen) eine Matrixdarstellung, die man
mit A~! bezeichnet und Inverse von A nennt. Wegen (Vo f = idy, und fof (=1 — idy,
gilt erwartungsgemaéi

AT'A=AAT =1,

mit n = dimV; = Vs,

Die Analogie zwischen Zahlen und Matrizen hat allerdings auch ihre Grenzen. So ist
die Multiplikation von Matrizen und somit auch von linearen Abbildungen in der Regel
nicht kommutativ ist. Ein Beispiel dazu:

(55) (32) = (23)(60) - () G3)

Eine Folgerung daraus: Man kann zwar Matrizenpotenzen genauso zum Beispiel re-
kursiv definieren wie Potenzen gewdhnlicher Zahlen, ndmlich AY := I (Einheitsmatrix,
neutrales Element beziiglich der Multiplikation) und A"+ := A" A, es gelten auch die
Rechenregeln A™A™ = A™*" und (A™)" = A™" es kann aber (AB)" # A"B" gelten.

Ubungsaufgabe 44. (E) Finden Sie quadratische Matrizen A und B und ein n € N
mit (AB)™ # A"B™.

Ubungsaufgabe 45. (E) Finden Sie ein Beispiel eines Vektorraums V und linearer
Abbildungen f,g:V —V mit fog+# go f. Hinweis: Die Dimension von V muss min-
destens 2 sein, denn im Eindimensionalen entspricht alles dem Rechnen reeller Zahlen,
die ja eine kommutative Multiplikation haben.

Als Beispiel und gleichzeitig als Wiederholung aus Mathematik 1 erinnern wir an die
Hintereinanderausfithrung von Drehungen und ihre Matrizendarstellung: Die Matrizen

A:<cosg0 —smg@) and B:<cosw —smgb)

sin ¢ cos sin vy cos Y

*benannt nach dem Mathematiker Leopold Kronecker (1823-1891)
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1 Lineare Algebra

stellen die Drehungen der Ebene um die Winkel ¢ und v dar, die Matrix

o [ cosle+v) —sin(p+)
sin(p +¢) - cos(p +¢)

jene um den Winkel ¢ + 1. Aus dem Additionstheorem fiir Sinus und Cosinus folgt
cosp —singp cosy —siny
sin ¢ cos @ sin Y cos Y

[ cospcosty —sinpsiny —cosgsiny — sin g cos
~ | singpcosty + cospsinty —sin@siny + cos @ cos

_ [ cos(p+v) —sin(p+1)
sin(p+¢)  cos(p+9) )

Zur Erinnerung: Diese Rechnung haben wir schon in Mathematik 1 beim Beweis der
Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus durchgefiihrt.

Ubungsaufgabe 46. (T) Berechnen Sie fiir die Matrizen

1 1 -1 2
21, B=|0 1 5
4 1

0
A= 4
1 g§ -1

w O ot

die Ausdricke AB + BA und AB — BA.

Ubungsaufgabe 47. (T) Gegeben sind die Matrizen

1 1 1 1 2 2 010
A= 2 1 2 , B=]10 -2 3 , C=1010 3
2 2 -1 0o 3 -3 0 00
Berechnen Sie
1. A+ B und B+ A. 2. AB und BA.

3. C? und C3.
und geben Sie an, welche Rechenregeln, die fiir reelle Zahlen gelten, hier verletzt sind.

Ubungsaufgabe 48. Berechnen Sie fiir die Matrizen A, B

35 7 1 -1 2
A=|46 8|, B=|l0 3 5
1 3 4 1 8 -7

die Ausdriicke A%, B2, AB, BA und (A+ B)?. Finden Sie eine ,binomische Formel” fiir
(A + B)?, d.h. stellen Sie (A + B)? mit Hilfe von A%, B2, AB, BA dar.
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1.3 Matrizen

Ubungsaufgabe 49. (T) Berechnen Sie fiir die Matrizen

35 110
A=| 4 6 |, B:<é_31§>, C=]|011
1 3 100

alle Produkte, die aus zwei Faktoren gebildet werden konnen, d.h. etwa A-B,C - C, ...

Ubungsaufgabe 50. (T) Wie Aufgabe aber mit Produkten, die aus drei Faktoren
gebildet werden kénnen.

Ubungsaufgabe 51. (T) Berechnen Sie mittels vollstindiger Induktion alle Matrizpo-

1 1\"
t N .
enzen <O 1) ,TLG

.. 1
Ubungsaufgabe 52. (T*) Wie Aufgabe|51|, aber fir die Matriz (0 T) mit a € R.

.. 1
Ubungsaufgabe 53. (T*) Wie Aufgabe|51|, aber fir die Matriz (5 5) mit 8 € R.

Ubungsaufgabe 54. (E) Betrachten Sie die beiden Matrizen

_ [ cosh¢ sinh¢ [ cosh sinh
B(9) = ( sinh ¢ cosh¢ ) ’ B(v) = ( sinhvy cosh®y |’
Berechnen Sie B(¢)B(y) und zeigen Sie durch Einsetzen in die Definition (zur Erin-

nerung: cosh ¢ = 1(e? + e~?) bzw. sinh¢ = L(e? — e™%)), dass B(¢)B(y) = B(¢ +1)).

Ubungsaufgabe 55. (E) Fiir eine beliebige n x n Matrix

aix a2 - Aln

azy a2 - a2n
A=

anl1 Aap2 - Aapp

bezeichnet Tr(A) := a1 + age + assz + ... + an, die Spur (trace) von A.

1. Rechnen Sie nach, dass Tr (MA + puB) = X Tr(A) + p Te(B) gilt (1, A € R).
2. Rechnen Sie nach, dass Tr(AB) = Tr(BA) indem Sie in die Definition einsetzen.

3. Weisen Sie nach, dass i.A. Tr(AB) # Tr(A) Tr(B), indem Sie ein Gegenbeispiel
finden.
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1 Lineare Algebra

Ubungsaufgabe 56. (T) Berechnen Sie fiir die Matrizen

2 1
2 1 3 -1 1
A= _fg ’ B_<001>’ C‘( 11)’

die Spur (siehe Ubungsaufgabe aller Produkte, die aus drei Faktoren gebildet werden
konnen (und sofern die Spur fiir dieses Produkt definiert ist).

Hinweis: Uberlegen sich zuerst, fiir welche Ausdriicke in A, B,C die Spur iiberhaupt
definiert ist. Wenn Sie dann noch geeignete Rechenregeln fiir die Spur verwenden, kinnen
Sie sich das Berechnen einiger Matrizenprodukte ersparen.

Ubungsaufgabe 57. (E) Es sei A eine Diagonalmatriz und A eine allgemeine Matriz

A0 - 0 ailz a2 - Qp

0 A2 - ag azg - a2
A — y A =

0

0 e A Gpl Qp2 - Adnn

Berechnen Sie AA und AAN. Wie kénnte eine Bedingung an A lauten, damit AN = AA
sichergestellt ist?

Ubungsaufgabe 58. (E) Zeigen Sie: Fiir eine feste n x n Matriz B gilt AB = BA fiir
alle n x n Matrizen A dann und nur dann, wenn B = A\, (dabei ist A € R und I, die
n x n Einheitsmatriz).

Mit anderen Worten: wenn B kein Vielfaches der Einheitsmatriz ist, gibt es immer
ein A sodass AB # BA.

Anleitung: Berechnen Sie die Produkte von B mit Matrizen A der Form: a;; ist immer
0 aufler an einer Stelle.

1.3.5 Transformation bei Basiswechsel

Inhalt in Kurzfassung: Die Darstellung der Koordinaten von Vektoren beziiglich einer
Basis erfihrt beim Ubergang zu einer anderen Basis eine Transformation, die sich als
linear erweist. Folglich ldsst sich dieser Ubergang durch eine (reguldre quadratische)
Matrix beschreiben. Analoges wie fiir die Koordinaten von Vektoren gilt auch fiir die
Eintrdge von Matrizen, die ja lineare Abbildungen beziiglich bestimmter Basen darstel-
len.

Es sei V ein Vektorraum mit zwei Basen B = (by,...,b,) und B’ = (b},...,bl).
Dann hat jeder Vektor a € V Darstellungen

n n
A=Y ab =3 alp)
i=1 j=1
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1.4 Multilinearitét

mit eindeutigen z; und 2. Wir bezeichnen mit x = (x1,...,2,) und x" = (29,...,7,)
die resultierenden Koordinaten-n-Tupel und fassen diese als Elemente des Standardvek-
torraums R™ auf. Die Zuordnung x — a ist bijektiv und linear ebenso wie die Zuordnung
a — x/, folglich auch deren Verkettung x +— x’. Folglich gibt es quadratische und zuein-

ander inverse Matrizen S, S™!, die diesen Ubergang in beide Richtungen beschreiben:
x'=Sx bzw. x=S5"1x

fiir beliebige x € V. Sei nun A die (quadratische) Matrix fiir die lineare Abbildung
f 'V — V beziiglich B und A’ die Matrix fiir f beziiglich B’. Weiters seien x und
x" wie oben die Koordinaten des Vektors a beziiglich B bzw. B’, analog y und y’ die
Koordinaten des Vektors f(a) beziiglich B bzw. B’. Dann folgt aus dem Bisherigen

Ax =y =Sy =SAx = SAS X'

Da dies fiir alle x € V' gilt und die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung eindeutig
ist, folgt
A'=SAS™! bzw. A=S5T'A'S.

Die Matrizen S und S~! erméglichen also auch die Umrechnung von quadratischen
Matrizen, aufgefasst als Darstellungen linearer Abbildungen, zwischen den Basen B und
B’

Analoge Uberlegungen lassen sich allgemeiner anstellen, wenn es namlich um lineare
Abbildungen f : V4 — V5 zwischen zwei verschiedenen Vektorrdumen V; und Vo geht
mit jeweils zwei verschiedenen Basen B; und Bj bzw. By und Bj. Vermittle S; den
Ubergang zwischen By und B}, Sy jenen zwischen By und Bj. Aufilerdem sei A die
Matrixdarstellung von f beziiglich By und Bs, A’ jene beziiglich B} und Bj, tiberdies
y = Ax und y’ = A’x’. Dann zeigen analoge Uberlegungen wie oben

Ax =y = Soy = SoAx = Sy AST X/,

also
A= SAST! baw. A= S;'A'S;.

1.4 Multilinearitat

Lineare Abbildungen, wie wir sie in Abschnitt kennengelernt haben, hingen von nur
einer Variablen ab. Kaum weniger wichtig sind Abbildungen, die von zwei oder meh-
reren Komponenten abhéngen, und in jeder Komponente linear sind. Man spricht von
multilinearen Abbildungen. Ahnlich wie die linearen Abbbildungen von einem festen
Vektorraum in einen anderen, bilden fiir gegebene Vektorrdume V; auch die multilinea-
ren Abbildungen m : V; x ... x V;; = Vj in natirlicher Weise wieder einen Vektorraum.
Als besonders interessant werden sich spater gewisse Multilinearformen (skalarwertige
multilineare Abbildungen, d.h. mit dim Vp = 1) erweisen, die symmetrisch oder schief-
symmetrisch sind. Die Grundlegenden Definitionen sind Inhalt von[I.4.1} in werden
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1 Lineare Algebra

tiberblicksartig einige Beispiele vorgestellt. Vertieft wird in [T.4.3] der Begriff des Skalar-
produktes, der von den Standardvektorrdumen R™ schon aus Mathematik 1 bekannt ist.
Abstrakt gesprochen handelt es sich bei einem Skalarprodukt um eine Bilinearform (zwei-
stellige Multilinearform), die zusétzlich symmetrisch und positiv definit ist. Studiert man
Skalarprodukte, so werden automatisch auch orthogonale Transformationen und Matri-
zen interessant, denen gewidmet ist. Im letzten Unterabschnitt [I.4.5] geht es um
Determinanten. Auf Vektoren des R™ angewendet, ist die Determinante jene (eindeu-
tig bestimmte) n-stellige schiefsymmetrische Multilinearformen mit det(eq,...,e,) =1
(kanonische Basis). In natiirlicher Weise kann damit auch det(A) fiir eine n x n-Matrix
A und det(f) fur eine Lineartransformation f : V' — V eines endlichdimensionalen
Vektorraumes V' definiert werden.

1.4.1 Multilineare Abbildungen

Inhalt in Kurzfassung: Nach einer kurzen Motivation (Vergleich Summe und Produkt
mehrerer reeller Zahlen) definieren wir den Begriff der multilinearen Abbildung. Eine
solche héngt von n Vektoren (eventuell aus verschiedenen Vektorrdumen V;) ab, wobei
diese Abhéngigkeit in jeder einzelnen Komponente linear ist. In &hnlicher Weise, wie sich
lineare Abbildungen durch (zweidimensional anschreibbare) Matrizen darstellen lassen,
kann man auch multilineare Abbildungen durch héherdimensionale (also im Allgemei-
nen nicht so angenehm anschreibbare) Zahlenschemata beschreiben, sofern Basen der
involvierten Vektorrdume vorliegen. Von besonderem Interesse sind (fir V3 = ... =V},)
Mulitilinearformen (deren Werte eindimensional, also Zahlen sind) sowie symmetrische
und anti- oder schiefsymmetrische multilineare Abbildungen.

Um den Unterschied zwischen linearen und multilinearen Abbildungen zu verdeutli-
chen, wéhlen wir eingangs das sehr einfache Beispiel der Summe s bzw. des Produktes
p von n Zahlen x1,...,z, € R, beide aufgefasst als Abbildungen s,p: R" — R:

s:(x1ye )21t F Ty, P (X1, X)) T Ty

Fassen wir x = (z1,...,2,) bzw. y = (y1,...,yn) als Vektoren im Standardvektorraum
R"™ auf, so gilt
s(x+y)=s(x)+s(y) und s(rx)=rs(x)

fir alle x,y € R" und r € R. Folglich ist s linear. Das gilt nicht fir p. Zum Beispiel ist
fir n =2 und x = (1,1)

px+x)=p(2x) =p(2,2) =2-2=47#2=p(1,1) +p(1,1) = p(x) + p(x).

Trotzdem hat p eine Linearitatseigenschaft, ndmlich bezogen auf jede der Komponenten,
wenn die anderen fest bleiben. Fiir die erste Komponente:

/ / /
p(xy + 2,22, ..., xy) = (21 + 2))x2. .. Yy = T122 ... Ty + T1T2 ... Ty =

= p(l'l,l'Q, s 7xn) —|—p(l’,1,l‘2, ) :En)a
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und

p(rey, o, ..., xn) = (rey) -~ xo - ..-xp =1r(T1 -T2 ... - xy) = 1p(T1, T2, ..., Ty),

analog fiir die anderen. Man beachte auch, dass s diese Eigenschaft nicht hat, weil zum
Beispiel (n =r =2, 1 = 2} = x9 = 1 setzen) s(2,1) = 3 # 4 = 25(1,1). Lediglich fiir
n = 1 fallen Linearitdt und Multilinearitdt zusammen, und es gilt sogar s = p.

Die beschriebene Eigenschaft von p verallgemeinernd — und zwar iibernehmen nun be-
liebige (reelle) Vektorraume die diversen Rollen von R — sprechen wir folgende Definition
aus:

Definition 1.4.1.1. Firn € N seien Vi, Va,...,V,, Vo Vektorrdume. Dann heifst eine
Abbildung
m:VixVox...xV, =W

multilinear, wenn m in jeder Komponente linear ist, d.h. wenn fir alle j = 1,...,n
und fir jede feste Wahl von Vektoren aj € Vy, 1 < j' < n, j' # j, die Abbildung
myj : Vi — Vo (eigentlich mj = mja, _a;,_1a1,..a,), gegeben durch

mj :x — m(ay,as,...,a;-1,X,841,8j42,...,a)

linear von V; nach Vy ist. Die Zahl n heifit auch die Stelligkeit der multilinearen Ab-
bildung m. Entsprechend heifst m auch n-stellig.

Ist Vi = R (eindimensional, bei komplexen Vektorriumen ist Vo = C zu setzen, fir
Vektorraume iiber einem anderen Korper entsprechend), so heifst m auch eine (n-stellige)
Multilinearform auf V. Eine Bilinearform ist eine 2-stellige Multilinearform.

Wir wissen: Lineare Abbildungen kénnen mit Hilfe von Basen durch Matrizen dar-
gestellt werden und bilden selbst wieder Vektorrdume. Das beruht auf ganz dhnlichen
Uberlegungen, wie wir sie nun iiber multilineare Abbildungen anstellen wollen.

Seien dazu d; := dim V; die Dimensionen der V; und B; = (bj1,...,bjq;) fir j =
0,1,...,n, Basen der V;. Dann hat jeder Vektor a; € V; beziiglich B; eine eindeutige
Darstellung a; = Z;jjzl @ji; bm-j als LK. Ist m : Vi x Vo x ... x V,; = R multilinear, dann
ergibt das analoge Argument wie bei linearen Abbildungen, diesmal jedoch iteriert auf
jede der n Komponenten angewendet:

Proposition 1.4.1.2. Mit obigen Bezeichnungsweisen gilt fir eine multilineare Abbil-
dung m:

di  da dn
m(al, e ,an) = Z Z Ce Z aulag@ Ce. an’inm(b17¢1,b27i2, ey bn,ln)

i1=1142=1 in=1

Zwecks einfacherer Notation verwenden wir das Symbol ¢ fir Tupel t = (i1,...,05)
mit 1 < 4; < d; fiir j = 1,...,n und fassen alle solchen ¢ zur Menge 7' zusammen,
die d := |T| = dy - dg - ... - d, Elemente hat. Noch etwas verkiirzend schreiben wir
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1 Lineare Algebra

m¢ = m(b1i,,b2y,...,bpi,). Dann ist die multilineare Abbildung m geméfi obiger
Formel durch die Werte my, t € T, eindeutig festgelegt. Jeder dieser Werte hat eine

Darstellung
do

my =Y r4iboi, € Vo
io=1
mit eindeutigen 7 ;, € R.
Umgekehrt gibt es zu jeder Wahl von Zahlen 7;;, € R mit t € T und 1 < ig < dp
genau eine multilineare Abbildung m : Vi x ... x V,, = V, die diese Gleichung erfiillt,
namlich die durch

d dn d
m(ag,...,a,) =m (i ai i by, -, Z an,inbmn) = XO: (Z rt,z’()) bo i,
i1=1 in=1 io=1 \teT
definierte.
Ubungsaufgabe 59. (E) Begriinden Sie, warum die so definierte Abbildung
m:Vix...xV,—=VW
tatsdchlich multilinear ist.

Bezeichne M (V4,...,V,; V) die Menge aller solchen multilinearen Abbildungen m :

Vi x ... xV, — V. In natiirlicher Weise konnen zwei solche Abbildungen mi,ms €
M(Vi,...,Vy; Vo) addiert und mit Skalaren so multipliziert werden, dass M (Vi, ..., Vy; Vo)
selbst zu einem Vektorraum wird. Denn fir m, my,mo € M(V1,...,Vy; V) und r € R
liefern die Definitionen
(m1 +ma)(X1,...,Xp) = mi1(X1,...,Xn) + ma(X1,...,Xn),
(rm)(x1,...,%Xp) :=r(m(xq,...,X,))

wieder multilineare Abbildungen my + mo und rm derart, dass alle Gesetze eines Vek-
torraums erfiillt sind. Das nachzurechnen ist eine einfache Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 60. (E) Zeigen Sie, dass es sich bei my + mo und rm tatsdchlich
wieder um multilineare Abbildungen handelt und zeigen Sie durch Nachrechnen der Vek-
torraumgesetze fir diese Operationen, dass M (Vi,...,Vy; Vo) auf diese Weise wirklich
zu einem Vektorraum wird.

Wir bezeichnen mit my ;, jene eindeutig bestimmte multilineare Abbildung mit my ;,(t') =
b;, fir ¢ = ¢ und my;,(t') = og fiir ¢ # ¢t (op = Nullvektor in Vj). Dann besagen
unsere bisherigen Uberlegungen, dass jedes m € M(V1,...,Vy; Vp) eine eindeutige Dar-
stellung als LK der my;, (t € T und ip € {1,2,...,dp}) hat, diese also eine Basis B
von M(V1,...,Vy; Vo) bilden. Thre Kardinalitit ist |B| = [T'] - do = [[j_o dj. So wie jede
lineare (= 1-stellige multilineare) Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen, von denen je
eine Basis vorgegeben ist, durch eine Matrix (1 + 1 = 2-dimensionales Zahlenschema)
dargestellt werden kann, wéren fiir n-stellige multilineare Abbildungen entsprechend
n + 1-dimensionale Zahlenschemata erforderlich, bestehend aus den Komponenten 7 ;,
(der Index t ist selbst n-dimensional). Zusammenfassend gilt:
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Satz 1.4.1.3. Sind V;, j =0,1,...,n, Vektorriume, so bildet die Menge
MV, ...,V Vo)

aller multilinearen Abbildungen m : Vi x ... x V, = Vi mit den oben definierten Ope-
rationen einen Vektorraum. Sind die V; endlichdimensional, so auch M(Vi,...,Vy; Vo)
mit "
dim M (Vi,..., Vi Vo) = [[ d;-
3=0
Sind Basen Bj = (bj1,...,bjq4;) der V; (j = 0,1,...,n) gegeben, so sei T" die Menge

aller n-Tupel t = (i1,...,in) mit 1 < i; < dj und 1 < j < n. Fir jedes t € T und
io € {1,2,...,do} gibt es genau eine Multilinearform my;, € M(Vy,...,Vy,; Vo) mit

mei, (t') = by, firt' =t und
muio(t') = og firt' #t

mit dem Nullvektor og € V. Die Familie

B = (mt,io)teT,lgmgdo
dieser my ;, ist eine Basis B von M(Vy,...,V,; Vo).

Ubungsaufgabe 61. (E) Begriinden Sie nochmals Satz|1.4.1.5. Hinweis: Ein sauberer

Beweis gelingt am besten mit Induktion nach n.

In der weiteren Folge werden wir uns vor allem mit multilinearen Abbildungen befas-
sen, die eine der folgenden beiden Eigenschaften haben:

Definition 1.4.1.4. FEine n-stellige multilineare Abbildung m € M(V,V,....V;Vy) (wo
also Vi = Vo = ... =V, =V alle gleich sind) heiffit symmetrisch, wenn sich ihr Wert
bei Vertauschung zweier Komponenten nicht dandert, wenn also fir alle x1,...,Xx, € V
und alle Indizes i,5 mit 1 <1 < j < n gilt:

m(xl, vy X1y Xy Xjf-15 - - - ,Xj717xj7xj+1, Ce ,Xn) =

’I’)’L(Xl, e ,Xz;l,Xj,XiJrl, e ,Xjfl,xi,XjJrl, e ,Xn)

Andert sich dabei hingegen das Vorzeichen, gilt also

m(xla s X1 Xy Xjp 1y e v 05 Xj—1, Xy Xjp 1, - - - 7Xn) =
_m(xla sy X1 Xy X1y -0 Xj—1, Xy Xjt 1, - - - aXn)
fur alle x1,...,x, € V und alle 1 <i < j <mn, so heifst m schiefsymmetrisch.
Symmetrie und Schiefsymmetrie sind recht starke Bedingungen. Ist B = By = ... =
B,, = (by,...,by,) eine Basis von V = V; = ... = V};, so geniigen zur eindeutigen Fest-
legung einer symmetrischen multilinearen Abbildung m die Werte m(b;,,bj,,...,b;.)
fir jene Index-n-Tupel t = (i1, ...,4,) mit i1 < ... <1,. Fir schiefsymmetrisches m gilt
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noch mehr. Denn wenn zwei Komponenten mit derselben Eintragung vertauscht werden,
muss sich einerseits das Vorzeichen des Wertes von m dndern, andererseits muss dieser
Wert gleich bleiben, was nur fiir den Nullvektor og in Vg moglich ist. Also sind alle
Index-n-Tupel redundant, wo zwei Indizes tibereinstimmen, und es bleiben lediglich jene
mit strikter Ungleichung ¢; < ... < 1, tbrig. Vor allem bei Determinanten wird dieser
Umstand bemerkenswerte Vereinfachungen nach sich ziehen.

1.4.2 Interessante Beispiele multilinearer Abbildungen

Inhalt in Kurzfassung: Bereits bekannt ist das Vektorprodukt in R?, die anderen nun zu
erwiahnenden Beispiele sind durchwegs sogar Linearformen, d.h. skalarwertig: Tensoren,
etwas spezieller Bilinearformen und schliefilich — mit Verweis auf die restlichen Unterab-
schnitte, wo sie ausfiihrlicher besprochen werden — Skalarprodukte und Determinanten.

In den folgenden Beispielen sei weiterhin die Notation m : V; x ... x V,, = V} fiir eine
multilineare Abbildungen festgehalten.

Fiir n = 1 besteht M (V4,...,V,; Vo) = M (V1; Vp) genau aus den linearen Abbildungen
von V7 nach Vjy, die wir schon in [1.2| ausfiihrlichst behandelt haben. Darauf miissen wir
nicht nochmals eingehen.

Fiir n = 2 kennen wir bereits wichtige Beispiele, etwa Vektorprodukt und Skalarpro-
dukt. Auf Skalarprodukten ist mit ein eigener Unterabschnitt gewidmet. Daher
zunéchst zu den Vektorprodukten.

Das Vektorprodukt: Hier ist V; = V5 = V[; = R3. Das Vektorprodukt x x y € R?
ist, wie aus Mathematik 1 bekannt, fiir zwei Vektoren x,y € R? wie folgt definiert:

x1 1 T2Y3 — T3Y2
XXYy=|Z2| X |Y2| = | T3Y1 — T1Y3
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1

Als Gedéchtnisstiitze: Die Eintragungen des resultierenden Vektors lassen sich auch als
Determinanten

T2 Y2
T3 Y3

r1 Y1
3 Y3

T1 Y1

= x3y; — x1y3 und
Y Y T2 Y2

= T1Y3 — L3Y1, = T1Y2 — L2Y1,

siehe auch schreiben.

Man iiberzeugt sich unmittelbar, dass das Vektorprodukt linear in beiden Komponen-
ten und schiefsymmetrisch ist. Mit diesen Eigenschaften ist es bereits eindeutig bestimmt,
wenn die drei Werte e; X e; = e3, e2 X e3 = e; und e3 X e; = eg gegeben sind.

Ubungsaufgabe 62. (E) Begriinden Sie nochmals in aller Ausfiihrlichkeit die hier be-
haupteten Aussagen.
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1.4 Multilinearitét

Tensoren: Dabei handelt es sich um Multilinearformen m : V3 x ... x V,, — R, wobei
es einen gemeinsamen Vektorraum V gibt derart, dass fiir alle ¢ = 1,...,n entweder
Vi =V oder V; = V* := L(V,R) ist. V* heifit auch der Dualraum von V. So wie
Multilinearformen generell, sind Tensoren durch ihre Werte auf einer Basis (die soge-
nannten Komponenten der Tensors) eindeutig bestimmt. Dabei gentigt es eine Basis
B = (by,...,by,) fir V vorzugeben, weil damit automatisch auch die zu B duale Basis
B* = (bj,...,b},) vorliegt. Dabei sind die Linearformen b} : V' — R (eindeutig) definiert
durch b (b;) := ¢; ; (Kronecker-§, =1 fiir ¢ = j und = 0 sonst).

Anwendungen: Ein in Verbindung mit partiellen Ableitungen, siche Abschnitt im
Bauingenieurswesen (Festigkeitslehre) wichtiges Beispiel mit V = R und n = 2 ist der
Spannungstensor, der sich beziiglich einer gegebenen Basis (zum Beispiel der kanoni-
schen) durch eine quadratische 3 x 3-Matrix darstellen lasst.

Bilinearformen: Bei einer Bilinearform auf einem Vektorraum V handelt es sich um
eine Multilinearform mit n = 2, V3 = V5 = V und Vj = R, also um eine bilineare
Abbildung 8 : V x V — R. Geméifl der allgemeinen Theorie ist so ein 8 eindeutig
festgelegt durch die Werte 3; ; := B(b;,b;) fiir 1 < i,j < d, sofern B = (by,...,bg)
eine Basis des d-dimensionalen Vektorraums V ist. Diese Information lasst sich in einer
quadratischen Matrix

Br1br2- - Brd
0— 52,152,‘2“ B2,d

Ba1Baz - Bdd

anschreiben. Die Doppelstriche (statt abgerundeter Klammern) sollen symbolisieren,
dass durch @ keine lineare Abbildung zwischen zwei d-dimensionalen R&umen, son-
dern eben eine bilineare Abbildung auf einem d-dimensionalen Raum dargestellt wird.
Fiir zwei beliebige Vektoren x,y € V mit den Darstellungen x = Zle z;b; und y =
Z?Zl y;b; ergibt sich

d d d d d d
B(x,y) =0 (Z zibi, Y yjbj> =33 wiyiBiy =Y wiBijy; = xzQyz
i—1 j=1

i=1j=1 i=1j=1
mit dem Matrizenprodukt aus dem Zeilenvektor xz = (x1,...,24), der Matrix @ und
U1
dem Spaltenvektor yg = | : |. Die Abbildung ¢ = ¢g : V = R, ¢g(x) := S(x,x) heifit
Yd

die der Bilinearform g zugeordnete quadratische Form.

Skalarprodukte: Dabei handelt es sich um symmetrische Bilinearformen auf einem
Vektorraum V', die dariiber hinaus positiv definit sind. Ein Beispiel, das Standardska-
larprodukt, ist bereits aus Mathematik 1 bekannt. Weil Skalarprodukten mit [T.4.3] ein
eigener Unterabschnitt gewidmet sein wird, begniigen wir uns an dieser Stelle mit ihrer
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Erwédhnung.

Determinanten: Auch Determinanten werden noch ausfithrlich behandelt werden
(siehe , weshalb es an dieser Stelle nur um die Einordnung in den Kontext allge-
meiner multilinearer Abbildungen geht. Und zwar ist die Determinante eine n-stellige
schiefsymmetrische Multilinearform auf einem Vektorraum V' der Dimension dim V' = n.

1.4.3 Skalarprodukt

Inhalt in Kurzfassung: Das bereits aus Mathematik 1 bekannte Standardskalarprodukt
auf den Standardvektorrdumen (den sogenannten euklidischen Rdumen) verallgemei-
nernd versteht man unter einem Skalarprodukt auf einem beliebigen Vektorraum eine
positiv definite symmetrische Bilinearform. Alleine aus diesen Eigenschaften folgen zum
Beispiel die Cauchy-Schwarzsche und die Dreiecksungleichung. Das Orthogonalisierungs-
verfahren von Schmidt erlaubt es, aus beliebig vorgegebenen Vektoren orthogonale mit
gleichbleibender linearer Hiille zu generieren. Insbesondere lésst sich aus einer beliebigen
Basis eine Orthonormalbasis gewinnen. Mit einer solchen wird offensichtlich, dass jeder
endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt strukturgleich mit einem euklidi-
schen ist.

Definitionsgeméf ist ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform V xV — R, die wir mit (x,y) +— xy anschreiben, manchmal
auch als xy = x -y oder als xy = (x,y). Explizit bedeuten die Linearitdtsbedingungen
fir die erste Komponente

(x1 +x2)y =x1y +x2y und (rx)y = r(xy),

fiir die zweite
x(y1 +y2) =xy1 +xy2 und x(ry) =r(xy).

Symmetrie bedeutet
xy =yx firallex,yeV,

positive Definitheit
xx >0 firallex € V'\ {o}.

Wegen der positiven Definitheit ist auch die Ldnge oder Norm

Ix|| := v/xx

fir alle x € V definiert. Damit definiert man auch den Abstand oder Distanz

d(x,y) := [[x =yl

zweier Vektoren x,y € V.
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Bereits aus Mathematik 1 ist das Beispiel des n-dimensionalen euklidischen Stan-
dardvektorraums V = R" mit dem Skalarprodukt

Z1 U1
2 Y2 ”
Xy=1.11.|~+= szyz
: : i=1
Tn Yn

bekannt. Als Multilinearform ist dieses Skalarprodukt eindeutig bestimmt durch seine
Werte auf einer Basis, in diesem Fall durch die einfachst mogliche Festlegung e;e; = 0
flir i # j und e;e; = 1, 1 <4, j < n, fiir die kanonischen Basisvektoren e;. Man rufe sich
die geometrische Interpretation in Erinnerung: xy = ||x|| - ||y|| cos a, wobei ||x||, ||y]|| die
Léngen der beiden Vektoren x und y sind und « der Winkel, den sie einschlieflen. Ein-
fache geometrische Uberlegungen zeigen sowohl die Multilinearitit des Skalarproduktes
wie auch die angegebenen Werte fiir die e;.

Fir die euklidischen Ridume (damit sind definitionsgeméf die Vektorrdume R" zu-
sammen mit dem Standardskalarprodukt gemeint) haben wir wichtige Ungleichungen
bewiesen und dabei nur jene Eigenschaften verwendet, die Teil der Definition eines Ska-
larproduktes sind. Folglich gelten diese Ungleichungen auch in beliebigen Rdumen mit
Skalarprodukt. Wir fassen diese Eigenschaften und einige weitere zusammen:

Satz 1.4.3.1. In einem Vektorraum V mir Skalarprodukt gilt fir alle x,y € V die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

[xy| < lIx[[ - Iyll;

wobei Gleichheit |xy| = [|x]| - ||yl genau dann gilt, wenn die beiden Vektoren linear
abhdngig sind.
Auflerdem gilt fiir alle x,y € V' die Dreiecksungleichung

%+ yll < Il + [lyll;

wobei Gleichheit ||x +y|| = [|x]| + |ly]| genau dann gilt, wenn einer der beiden Vektoren
ein nichtnegatives Vielfaches des anderen ist.
Dariiber hinaus ist ||rx|| = |r| - ||x|| fir aller € R und x € V.

Die Abstandsfunktiond : V xV — R, (x,y) — d(x,y) := ||x—y|| hat alle Eigenschaf-
ten einer Metrik:

e Positivitit: d(x,y) > 0 und d(x,y) = 0 nur fir x =y,
o Symmetrie: d(x,y) = d(y,x) und
e Dreiecksungleichung: d(x,z) < d(x,y) + d(y, z)

fir alle x,y,z € V.
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1 Lineare Algebra

Ubungsaufgabe 63. (E) Beweisen Sie Satz|1.4.3.1. Hinweis: Fiir die meisten Teil-
aussagen kinnen Sie die entsprechenden Beweise fast unmittelbar aus Mathematik 1
tbertragen.

Ein unendlichdimensionales Beispiel ist fiir a < b der Vektorraum V' = C([a, b]) aller
stetigen Funktionen f : [a,b] — R mit dem Standardskalarprodukt

b

(f.9) = [ f@glw)ds

a

auf C([a, b]) oder
b
(.90 = [ F@g(a)p(e)ds

fir f,g € Cla,b] mit einer festen Funktion ¢ € C|a,b], ¢ > 0, genannt auch Gewichts-
funktion.

Ubungsaufgabe 64. (E)

1. Begrinden Sie, warum es sich bei C([a,b]) wie oben tatsichlich um einen Raum
mit Skalarprodukt (f,g) bzw. (f,g), handelt.

2. Welche Gestalt nehmen fir diesen Raum die Aussagen aus Satz an?

In Anlehnung an die Situation bei den euklidischen Standardvektorrdumen nennt man
auch im allgemeinen Fall eines Vektorraumes V' mit Skalarprodukt zwei Vektoren x,y €
V orthogonal oder normal (zueinander oder aufeinander), wenn xy = 0 gilt. Die
Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz aus gibt es fiir x # o # y eine
eindeutig bestimmte Zahl a € [0, 7] mit

Xy

COS Q¥ =
I lly I

genannt der Winkel zwischen den Vektoren x,y # o. Vektoren x € V der Lénge ||x|| =1
heiflen normiert.

Eine Menge B C V, in der je zwei x # y € B orthogonal sind, heifit Orthogonalsy-
stem (OS). . Sind zusétzlich alle x € B normiert so heiit B ein Orthonormalsystem
(ONS). Eine Basis B von V, die zusétzlich ein Orthogonal- oder sogar ein Orthonormal-
system ist, heifit eine Orthogonalbasis (OB) beziechungsweise, sofern ||x| = 1 fiir alle
x € B, eine Orthonormalbasis (ONB) von V.

Ist in einem n-dimensionalen Vektorraum V mit Skalarprodukt ein n-elementiges ONS
B = {by,...,b,} mit b; # o fiir i = 1,...,n gegeben, so handelt es sich automatisch
um eine Basis von V. Das folgt aus:

Proposition 1.4.3.2. In einem Vektorraum V mit Skalarprodukt ist jedes Orthogonal-
system aus Vektoren # o linear unabhdangig.
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1.4 Multilinearitét

Beweis. Seien die b; € V' paarweise orthogonal und # o und

n
X = Z Tz‘bi
i=1

mit gewissen r; € R. Aus der Annahme x = o haben wir r; =0 fir allei =1,...,n zu
folgern. Sei dazu s; := b;b; = ||b;||> > 0. Dann gilt tatséichlich

n
T, = Sz-_lTibibi = Si_lbi Z?"jbj = Si_lbiX = Sz»_lbiO =0.
j=1
Dabei wurde in der zweiten Umformung verwendet, dass b; auf alle b; mit j # i ortho-

gonal steht. O

Ausgehend von einer beliebigen Basis von V' lésst sich sehr leicht eine orthonormale
konstruieren. Die iibliche Methode, die man dazu benitzt, ist das Orthogonalisie-
rungsverfahren von Schmidt. Man geht aus von einer endlichen oder auch unendli-

chen Folge linear unabhéngiger Vektoren xi,...,Xy,... und definiert rekursiv
X1 Yk =
yi=q—7 und yp= ", mit yr=xp— ) (X' yi)X;
1] 7%l 2B yi)

i=1
Die so definierten y; bilden, wie man leicht nachprift, ein ONS derart, dass fiir alle

n die lineare Hiille der Vektoren xi,xo,...,X, mit jener der Vektoren yi,y2,...,¥n
tibereinstimmt. Also ist {y1,...,yn} eine ONB von LH(x1,...,%,).

Ubungsaufgabe 65. (E) Priifen Sie diese Behauptung nach.

Ist ein ONS B sogar eine Basis von V, so erfiillen die Vektoren aus B dieselben Or-
thogonalitdtsbeziehungen wie die die kanonischen Basisvektoren im Standardvektorraum
R™. Konkret bedeutet das fiir eine Orthonormalbasis B = (by, ..., by): Je zwei Vektoren
X,y € V haben Darstellungen

n n
X = Z b, und y= Z yib;
i=1 i=1

mit eindeutig bestimmten xz;,y; € R. Ihr Skalarprodukt ergibt sich wegen der Multili-
nearitit daraus nach bewédhrtem Muster als

Xy = (Z -Tibi> (Z yibi> =Yz,
i=1 i=1 i=1

genauso — so wie fiir die Vektoren (x1,...,2,), (y1,...,yn) € R™ beziiglich des Standard-
skalarproduktes. In diesem Sinn hat daher jeder beliebige n-dimensionale Vektorraum
mit Skalarprodukt die gleiche Struktur wie der n-dimensionale euklidische Standard-
vektorraum, und zwar nicht blof§ als Vektorraum, sondern eben auch beziiglich des
Skalarproduktes. In diesem Sinn représentieren die euklidischen Standardvektorrdume
sdmtliche endlichdimensionalen reellen Vektorrdume mit Skalarprodukt.
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Ubungsaufgabe 66. (T) Wenden Sie das Orthogonalisierungsverfahren von Schmidt
auf V.= R™ und die Vektoren x; = (1,0,0,0), x2 = (1,1,0,0), x3 = (1,1,1,0) und
x4 =(1,1,1,1) an.

Ubungsaufgabe 67. (T*) Man kann das Orthogonalisierungsverfahren von Schmidt
auch im unendlichdimensionalen Raum C(]—1,1]) mit dem oben eingefiihrten Skalar-
produkt

b
(f.9) = [ f@g(w)ds

einsetzen und als x,, die Funktionen f,(x) := a", beginnend mit n = 0, wdhlen. Berech-
nen Sie die daraus resultierenden y, firn=0,1,2,3.

Bemerkung zur Ubungsaufgabe Man erhélt auf diese Weise im Wesentlichen die
sogenannten Legendre-Polynome. Diese bilden sogar ein vollstindiges Orthonormal-
system. In einem unendlichdimensionalen Raum mit Skalarprodukt entspricht dieser
Begriff ungefihr dem einer Orthonormalbasis in endlichdimensionalen Fall. Allerdings
muss man endliche Linearkombination durch unendliche konvergente Reihen ersetzen.

Bemerkung zu Vektorrdumen iiber anderen Korpern als R: Bilinearformen und weit-
gehend auch Skalarprodukte lassen sich genauso fiir Vektorrdume iiber einem anderen
Korper als R definieren, etwa fiir komplexe Vektorrdume. Die Positivitatsbedingung ist
dann i.a. aber nicht mehr sinnvoll. Eine wichtige Variante ist der Begriff des unitiaren
komplexen Vektorraums. Thm liegt statt einer Bilinearform eine sogenannte Hermite-
sche Form zugrunde, die nicht symmetrisch ist, sondern yx = Xy (konjugiert komplexe
Zahl) erfillt, auerdem x(cy) = ¢(xy) statt x(cy) = c¢(xy) fir ¢ € C. Wegen

x(cy) = (cy)x = c(yx) = oyX = e(xy) # c(xy)

fir c € C\ R und xy # 0 sind Hermitesche Formen in der zweiten Komponente nicht
linear, also auch keine Multinearformen in unserem Sinn. Trotzdem ist wegen xx = XX
das Produkt eines Vektors mit sich selbst reell. Wie im euklidischen Fall fordert man
Positivitdt fiir x % o und kann eine sehr dhnliche Theorie entwickeln. Hier werden wir
diese Richtung aber nicht weiter verfolgen und begniigen uns mit dieser Andeutung.

Ubungsaufgabe 68. (E) Betrachten Sie die Menge M aller 2 x 2 Matrizen als Vektor-
raum. Durch (A, B) := Tr(AB) wird ,,fast” ein Skalarprodukt auf M definiert. Berechnen
Sie Tr(B; Bj) mit 1 <1i,j <d fiir eine selbstgewdhlite Basis von M.

Ubungsaufgabe 69. (E) Wie Aufgabe @ aber mit 3 x 3 Matrizen.

Ubungsaufgabe 70. (T) Entscheiden Sie jeweils, ob ein Skalarprodukt auf C[—1,1]
vorliegt:

1

1 1
(.90 = / F@)g@)de  (f.gh = / vf@)g(@)de  (frg) = / 22 f(x)g(z) da.
—1 -1

-1
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Ubungsaufgabe 71. (T*) Finden Sie Vektoren @,b € R2, sodass
a-a=(1,1), b-b={(x,z), a-b=(1,x),

wobei - das gewdhnliche Skalarprodukt auf R? und {, ) das Standardskalarprodukt auf

C[0,1] ist. 1 und x sind als Elemente von C|0,1] zu verstehen.

Hinweis: cos 60° = %

Ubungsaufgabe 72. (T%)
Wie Aufgabe [71| aber mit Vektoren @,b € 1o, 1].

Ubungsaufgabe 73. (T) Wenden Sie das Orthogonalisierungsverfahren von Schmidt
an, um ausgehend von der Basis

{1,1+ 2,1+ 2+ 2°}

eine Orthonormalbasis des Vektorraumes Pa(x) der quadratischen Polynome auf [—1,1]
zu berechnen. Dabei ist das innere Produkt (p,q) wie ublich definiert durch

1
(p,q) = /p(x)q(a:)dx.
41

1.4.4 Orthogonale Matrizen

Inhalt in Kurzfassung: Ahnlich, wie der Begriff der linearen Abbildung fast zwangslaufig
mit der Vektorraums einhergeht, st68t man, wenn ein Skalarprodukt gegeben ist, auf
Orthogonalitéit als interessante stérkere Eigenschaft von linearen Abbildungen. Denn
mit jedem Skalarprodukt sind auch geometrische Groflen wie Langen und Winkel defi-
niert. Also sind jene linearen Abbildungen f : R” — R” von besonderer Bedeutung, die
diese Groflen nicht verdndern, wie zum Beispiel Drehungen. Man nennt sie orthogonal.
Quadratische Matrizen nennt man orthogonal, wenn sie beziiglich der kanonischen Basis
orthogonale Transformationen des euklidischen Standardvektorraums darstellen.

Allgemein definieren wir:

Definition 1.4.4.1. Sind Vi und Vo Vektorrdume mit Skalarprodukt, so heifit eine li-
neare Abbildung f : Vi — V5 orthogonal, wenn fir alle x,y € V

f&)f(y) =xy
gilt. Insbesondere bleibt dann auch die Norm unverdndert:

IfE) = f(x)f(x) = Vxx = ||

Eine lineare Abbildung f : R™ — R"™ heifit orthogonal, wenn sie beztiglich des Standard-
skalarproduktes orthogonal ist. Eine n X n-Matriz A heiffit orthogonal, wenn A beziiglich
der kanonischen Basis eine orthogonale Abbildung f : R™ — R"™ darstellt.
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Man beachte, dass eine orthogonale Abbildungen f : V; — V5 stets injektiv ist: Aus
f(x) = o9 folgt ||x]| = || f(x)|| = 0, also x = 07. Ist dim V; = dim V5 = n endlich, dann
muss so ein f sogar bijektiv sein. Insbesondere ist das fiir V; = Vo = R" der Fall. Folglich
ist jede orthogonale Matrix regular.

Leicht lédsst sich einsehen, worauf es bei orthogonalen Matrizen A ankommt. Sei-
en ap,...,a, die Spaltenvektoren von A. Weil diese ja auch die Bildvektoren der ka-
nonischen Basisvektoren e; sind und das Skalarprodukt erhalten bleiben soll, muss
a;a; = ejej = 0(i,7) (Kronecker-6) gelten, also miissen die a; eine Orthonormalba-
sis bilden. Weil die Spaltenvektoren von A gleichzeitig die Zeilenvektoren der Trans-
ponierten AT sind, sind die a;a; = 0(i,j) gleichzeitig die Eintragungen der Matrix
AT A, in Matrixschreibweise: ATA = I,,, folglich AT = A~!. Dann gilt aber auch
(ATTAT = AAT = (ATA)T = I = I, folglich ist auch A" orthogonal. Wir koén-
nen wie folgt zusammenfassen:

Satz 1.4.4.2. Fir eine reelle (n,n)-Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist orthogonal, stellt also definitionsgemdf$ eine orthogonale Transfomation des
Standardvektorraums dar.

2. Die Spaltenvektoren von A, aufgefasst als Vektoren des R™, bilden eine orthonor-
male Basts.

3. Die Zeilenvektoren von A, aufgefasst als Vektoren des R™, bilden eine orthonormale
Basts.

Wichtige Beispiele orthogonaler Matrizen sind Drehungen und Drehspiegelungen: Die

Matrizen
cosp —sing COS sin ¢ (¢ € R fost)
sin cosp |’ sinp —cose

sind orthogonal. Die erste entspricht der Drehung um den Winkel ¢, die zweite einer
Drehspiegelung, d.h. der Verkettung einer Drehung und einer anschlieBenden Spiegelung.
Man kann sogar leicht zeigen, dass alle orthogonalen (2,2)-Matrizen so aussehen:

Ubungsaufgabe 74. (E) Sei A eine orthogonale 2 x 2-Matriz. Zeigen Sie, dass es ein
@ gibt, so dass A von einem der beiden angegebenen Typen, d.h. eine Drehung oder
eine Drehspiegelung ist. Hinweis: det(A) = 1 entspricht dem ersten Typ (Drehung),
det(A) = —1 dem zweiten (Drehspiegelung). Orientieren Sie sich an folgender Abbildung.

/

e
23
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1.4 Multilinearitét

Ubungsaufgabe 75. (T) Auch die (3,3)-Matriz

L 1 0
V2 V2

1 1 V2
woowe o
Vi VB VB

ist orthogonal. Prifen Sie das nach und beschreiben Sie die geometrische Wirkung der
(beziiglich der kanonischen Basis) zugehorigen linearen Abbildung.

Ubungsaufgabe 76. (T) Bestimmen Sie alle symmetrischen und orthogonalen Matri-

zen der Gestalt

1 1 *
3 2 k%
2 k%

Ubungsaufgabe 77. (P) Begriinden Sie: Sind A und B orthogonale (n,n)-Matrizen,
so auch AB, A~ und AT . Auferdem ist die Einheitsmatriz orthogonal.

Verzichtet man auf Linearitdt und begniigt sich damit, dass Absténde erhalten bleiben,
so gelangt man zur Klasse der orthogonalen Bewegungen: Es sei A eine orthogonale
(n,n)-Matrix und a € R". Die Abbildung

(1) f:x—> Ax+a fir xeR"
hat dann, wie man leicht sieht, folgende Eigenschaft:
If(x) — f(y)l| =[x —y| firalle x,yeR",

sie ist also abstandstreu. Solche Abbildungen nennt man Bewegungen oder Isome-
trien. Man kann zeigen, dass es aufler den Bewegungen der Form (1) keine weiteren
gibt. Bleibt bei einer Bewegung eine Gerade punktweise fest, so spricht man von einer
Drehung oder Rotation mit dieser Geraden als Rotationsachse. Bleibt eine (Hyper-)
Ebene punktweise fest, spricht man von einer Spiegelung an dieser Ebene.

Ubungsaufgabe 78. (T) Weisen Sie nach, dass die folgenden Matrizen Drehungen
entsprechen

5 10 10

1 (1 -1 1
T1—< > Ty=—1| -2 11 -10
vzt ol Bl 2 5

Ubungsaufgabe 79. (T) Uberpriifen Sie fiir welche Parameterwerte o die folgende
Matriz eine Drehung im R3 beschreibt:

8 1 «

1
9 —a —4 7
-1 -8 —4
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1 Lineare Algebra

Projektionen, wo Bild und Kern orthogonal aufeinander stehen heiflen Orthogonal-
projektionen. Dazu noch einige Ubungsaufgaben. Man beachte aber, dass Projektionen
(auBer im Trivialfall der Identitdt, die auf den gesamten Raum projiziert) slbest nicht
orthogonal sind.

ni
Ubungsaufgabe 80. (E) Es sein = | ny ein Einheitsvektor, also
ns
ni
n’n = (n;,n9,n3) | ne | =ni+n3+n3=|n|?=1.
ns

Ferner sei E die Ursprungsebene mit Normaleneinheitsvektor n, also die Menge der
Punkte x mit
x1
T, _ _ _
n'x = (ny,n2,n3) | z2 | =mnixy + nexo + nsxs = 0.
x3

Geben Sie die Matriz P der Orthogonalprojektion auf E sowie die Matriz S der Spie-
gelung an E an.

Hinweis zur Kontrolle: Es ergibt sich P =1 —nn”, wobei
n niny nin2 nNing
T
nn- — 9 (nlngng) = nany nong MNoN3 s
ns n3ni n3nz nN3ng
T

sowie S =1 —2nn" .

Anleitung: Man verwende den Ansatz X' —x = n\ und bestimme X\ durch Linksmulti-
plikation mit n” (Man beachte: x' € E!). Wegen x" = x' + (x' — x) erhdlt man daraus
auch die Darstellung fir S.

Ubungsaufgabe 81. (E) Seiena,b € R? zwei linear unabhingige Vektoren. Bestimmen
Sie die Orthogonalprojektion P,yp : R — R? auf span{a,b}. Wie sieht die Matrizdar-
stellung von P, aus?

Ubungsaufgabe 82. (T*) Die Orthogonal-Projektion auf die Ebene z = 0 ldsst sich
durch die Matrix

1 00

A=10 1 0

0 00

beschreiben. Bestimmen Sie die Matriz der Orthogonalprojektion auf die Ebene

7 —4
E=A| -4 | +pup 1 [: ApeRy,
—4 -8
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1.4 Multilinearitét

indem Sie einen Basiswechsel X' = S™1x durchfiihren, sodass bzgl. der neuen Basis F
die Gleichung 2’ = 0 hat.

Ubungsaufgabe 83. (E) Seia € R? ein fester Vektor. Bestimmen Sie die Orthogonal-
projektion P, : R? — R3 auf den von a erzeugten Unterraum. Wie sieht die Matrizdar-
stellung von P, aus?

Ubungsaufgabe 84. (T) Finden Sie die Orthogonal-Projektion von v = (0,3, 3)
auf den Unterraum, der von den beiden (nicht orthonormalen!) Vektoren ¢1 = (1,
und ¢a = (1,0,2) aufgespannt wird.

e R3
1,0)

Ubungsaufgabe 85. (T) Finden Sie die Orthogonal-Projektion von f(x) = 1+ e* €
C10,1] auf den Unterraum, der von den beiden (nicht orthonormalen!) Vektoren ¢1(x) =
1 und ¢a(x) = = aufgespannt wird.

Ubungsaufgabe 86. (E) Rechnen Sie fiir i = e1,es bzw. e3 nach, dass eine Drehung
um die Achse @i (mit i -7 = 1) um den Winkel ¢ durch die Abbildungsvorschrift

(-x)+ (M xx) X7 cose+ (7 X x)sin o

St

R g(z) =

beschrieben wird. Skizze!

1.4.5 Determinanten

Inhalt in Kurzfassung: Abstrakt gesprochen ist die Determinante det jene schiefsymme-
trische Multilinearform auf R™ in n Variablen, die fiir die kanonische Basis den Wert
det(eq,...,e,) = 1 liefert. Dadurch ist det eindeutig bestimmt. Fiir n = 2 ldsst sich
det(x,y) auch als vorzeichenbehaftete Fliche des von x und y aufgespannten Parallelo-
gramms deuten. Analog ist det(x,y, z) fiir x,y,z € R3 das (ebenfalls vorzeichenbehafte-
te) Volumen des von diesen drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds. Die Formeln,
die sich in den Dimensionen n = 2, 3 fiir die Determinante ergeben, lassen sich in natiirli-
cher Weise auf beliebiges n € N verallgemeinern. Fiir eine quadratische Matrix A definiert
man det(A) = det(ay,...,a,) fur die Spaltenvektoren a; von A. Die Zeilenvektoren lie-
fern denselben Wert. Es gilt der Multiplikationssatz det(AB) = det(A) det(B). Aus ihm
l&sst sich folgern, dass fiir eine lineare Transformation f : V — V eines n-dimensionalen
Vektorraums V' und eine Matrixdarstellung A von f beziiglich einer Basis B von V' der
Wert det(f) := det A nicht von der speziellen Wahl der Basis B abhéngt. Der Betrag von
det(f) ist, geometrisch gesprochen, jener multiplikative Faktor, mit dem n-dimensionale
Volumina durch f vergréflert werden. Die am héufigsten verwendete Eigenschaft der
Determinante besteht darin, dass sie genau dann den Wert det(ay,...,a,) = 0 liefert,
wenn die Vektoren a; linear abhéngig sind. Folglich ist det(A) = 0 bzw. det(f) = 0
genau dann, wenn A bzw. f singulér ist.

Die bereits in [1.4.2] erwahnte Determinante det ist, &hnlich dem Skalarprodukt, eine

GroBe mit einer sehr attraktiven geometrischen Interpretation. Fiir n = 2 und V = R?
ist det(x,y) die vorzeichenbehaftete Fliache des Parallelogramms, das die Vektoren x
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und y aufspannen. Und zwar vereinbart man det(x,y) > 0, wenn der Vektor x auf
kiirzerem Wege im positiven Sinn in die Richtung von y gedreht werden kann — so wie bei
tiblicher Bezeichnungsweise die x-Achse durch eine Drehung um den Winkel § gegen den
Uhrzeigersinn in die y-Achse iibergeht. Andernfalls ist det(x,y) < 0, wobei det(x,y) = 0
genau dann gilt, wenn x und y kollinear sind. Insbesondere gilt det(x,x) = 0 fiir alle
x € R2. Eine einfache Zeichnung (Ubung) bestiitigt sofort die Linearititsbeziehungen

det(x,y1 +y2) = det(x,y1) + det(x,y2) und det(x,ry) = rdet(x,y)
in der zweiten Komponente. Wegen der Vorzeichenvereinbarung gilt
det(x, y) = - det(Yv X)a

weshalb sich die Linearitdat von der zweiten auch auf die erste Komponente tibertragt.
Folglich ist det eine Bilinearform und als solche durch ihre Werte auf einer Basis
B, zum Beispiel B = (e1,e3) eindeutig bestimmt. Wegen der Schiefsymmetrie gilt
det(ej,e1) = det(ea,e2) = 0 und det(ez,e;) = —det(er,e2), folglich hangt alles vom
Wert det(e1,ez2) ab. Das von e; und e aufgespannte Parallelogramm ist ein Einheits-
quadrat, und die Drehung von e; um einen rechten Winkel auf e; erfolgt im positiven
Sinn. Also ist det(e;,e2) = 1 zu setzen, und wir erhalten fiir zwei beliebige Vektoren

X = (le,xQ),y = (?/lny) € RQ:

det(x,y) = x1y1 det(er, e1) + x1y2 det(er, e2) + xay; det(eg, e1) + zay2 det(eg, e2),

det(x,y) = det <<x1> , <y1>> = T1Y2 — T2Y1.
T2 Y2

Ubungsaufgabe 87. (E) Rekapitulieren Sie ausfiihrlich, warum die angegebene geome-
trische Definition der Determinante fiir Vektoren im R? genau zu dieser Formel fiihrt.

also

Ganz analog interpretiert man fiir n = 3 und V = R? die Determinante det(x,y,z)
dreier Vektoren x,y,z € R? als vorzeichenbehaftetes Volumen des von x,y und z aufge-
spannten Parallelepipeds. Das Vorzeichen wird positiv, wenn die drei Vektoren im Sinne
einer Rechtsschraubenregel zueinander stehen, genauer: Denkt man sich die drei Vekto-
ren orthogonal aufeinander, eine Schraube in Richtung von z, so bewirkt eine Drehung
von x auf kiirzestem Wege hin zu y eine Bewegung der Schraube in Richtung z. Alter-
nativ denke man an eine rechte Hand, wo Daumen, Zeige und Mittelfinger orthogonal
aufeinander stehen. Représentiert der Mittelfinger, so deutet er in jene Richtung, in die
sich eine Schraube bewegen wiirde, wenn man sie so dreht, wie der Daumen hin zum
Zeigefinger.

Leichter handhabbar wird die Vorzeichendefinition, wenn man ohne Bezugnahme auf
geometrische Verhéltnisse einfach nur formal det(e;, ez, e3) = 1 festlegt. Fiir die Ver-
tauschungen ergibt sich iiber die Schiefsymmetrie (Veranderung des Vorzeichens bei der
Vertauschung von zwei Komponenten):

det(QQ,el,e?,) = det(e37e27e1) = det(elae3ae2) = _det(e17e27e3) =-1
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1.4 Multilinearitét

und bei nochmaliger geeigneter Vertauschung
det(eq, e3,e1) = det(es, e1,e2) = —det(ez, e1,e3) = —(—1) = 1.

Bedenkt man det(x,y,z) = 0, sofern von den drei Vektoren x,y,z zwei gleich sind,
so haben wir alle Werte fiir die Basis beisammen, weshalb auch die dreidimensionale
Determinante eindeutig bestimmt ist. Und zwar erhalten wir fiir die Determinante dreier
beliebiger Vektoren x = (x1,22,23),y = (y1,v2,93),% = (21, 22, 23) € R3 wieder unter
Ausnutzung der Multilinearitét:

3 3 3

3 3 3
det(x,y,z) = det Z Tie;, Z yje;, Z zrep | = Z Z Z xiy;j 2k det(e;, e, ey)
i=1 j=1 k=1

i=1j=1k=1

Nur jene drei Faktoren det(e;, e;, e) mit {,j,k} = {1, 2,3}, wo also kein Index doppelt
vorkommt, sind von 0 verschieden, und zwar = +1 (siehe oben). Schlussendlich erhalten
wir also

det(Xa Yy, Z) = T1Y223 + T2Ysz1 + T3Y122 — T3Y221 — T2Y123 — T1Y322.

Eine einprigsame graphische Darstellung ist als Merkregel von Sarrus Merkregel
von Sarrus bekannt:

1 21 r1 1 21 1 n
X X
Y2 22 x2 Y2 22 T2 Y2
/ /N AN
Y3 z3 z3 Y3 z3 T3 Y3
“ L A N
— — — + + +

Die Elemente ldngs eines Pfeils werden miteinander und aulerdem mit 1 oder —1 mul-
tipliziert, je nach Pfeilrichtung. Dann addiert man die so erhaltenen Produkte.
Achtung: Die Regel von Sarrus ist nur fiir n = 3 definiert, hin und wieder auftauchen-
de scheinbare Verallgemeinerungen fiir n > 4 mit Summen von 8 statt 6 Produkten sind
falsch. Wie wir gleich sehen werden, sind ndmlich n!, fiir n = 4 also n! = 24 Summanden

erforderlich.
Fiir groBere n lasst sich die Determinante von n Vektoren aj,as,...,a, € R mit
a; = (aij,...,anj), j = 1,...,n, ganz analog motivieren bzw. deﬁnierenﬁ Doch was

heifit hier analog? In der Formel fiir n = 3 treten als Summanden Ausdriicke der Form
x;y; 2, det(e;, €5, ex) auf, wobei der Faktor det(e;, e, e) lediglich fiir das Vorzeichen zu-
standig ist, und unter allen moglichen Produkten z;y;z; nur jene mit {7, j, k} = {1,2,3}

Fir n = 1 ist V = R, die Vektoren x sind reelle Zahlen und die Determinante ist die Identitét:
det(x) = x.
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wirklich auftreten. Bei unserer Notation fiir den allgemeinen Fall ist x; durch a;; zu
ersetzen, y; durch a;2 und z; durch ag 3. Die Zuordnung 1 + 4, 2 — j und 3 — k ist
eine Permutation der Menge {1, 2,3} der verfiigharen Indizes. Das Vorzeichen ergibt sich
daraus, wie viele Vertauschungen nétig sind, um von der natiirlichen Reihenfolge 1-2-3
zur Reihenfolge 7(1)-7(2)-m(3) zu gelangen; ist eine einzige Vertauschung oder, allgemei-
ner, eine ungerade Anzahl von Vertauschungen erforderlich, so wird det(e;, ej,ex) = —1,
andernfalls det(e;, e;,e,) = 1. Man nennt deshalb 7 im ersten Fall eine ungerade Per-
mutation, im zweiten eine gerade Permutation und schreibt auch sgn(m) = —1 bzw.
sgn(mw) = 1. Man nennt sgn(w) auch Signum von 7. Wie iiblich bezeichnen wir mit
mp o 71 die Verkettung der Permutationen m; (zuerst) und w2 (anschliefend), die durch
mg 0 (1) 1= ma(m1 (7)) definiert ist. Offenbar gilt sgn(ms o m1) = sgn(mz) - sgn(m;) und
sgn(m~!) = sgn(n) fiir die zu 7 inverse Permutation 7—!. Aufgrund der letztgenannten
Eigenschaft kénnen wir ohne Vorzeichenwechsel statt tiber alle ar(1) 1. .. @z (), genauso
tiber alle ay (1)-. .. @y z(n) Summieren. Somit ergibt sich als Formel fiir die Determinante
der n Vektoren a; € R":

det(aj,ag,...,a,) = Z SEN(T)a1r(1) "« -+ * Cpr(n)-
TES,
Die Summe erstreckt sich tiber alle Permutationen 7 der Menge M,, = {1,2,...,n}. Per

Definitionem bilden diese die Menge S,,, die man auch die symmetrische Gruppe vom
Rang n nennt. Wie wir aus Mathematik 1 wissen, gilt |.S,,| = n!. Die Bezeichnung Gruppe
ist deshalb gerechtfertigt, weil beziiglich der Verkettung o alle an eine Gruppe gestellten
Bedingungen erfiillt sind: Je zwei Elementen 71, me € .S, ist ein Element 7 o mo € S,
zugeordnet, es gilt das Assoziativgesetz (w1 o mg) o m3 = mp o (g o w3) (wie generell fiir
die Verkettung von Abbildungen), es gibt ein neutrales Element (ndmlich die identische
Abbildung auf M,), und zu jedem 7 € S, gibt es ein Inverses 7! € S, ndmlich die
Umkehrabbildung von .

Eine kleine Liicke in den Begriffen gerade und wungerade Permutation ist noch aus-
zuraumen. Und zwar wére es a priori denkbar, dass eine Permutation 7 einerseits zum
Beispiel durch drei, auf anderem Wege auch durch vier Vertauschungen erzeugbar ist. In
diesem Fall wére sgn(7) nicht eindeutig definiert und daher die Formel sinnlos. Tatséch-
lich ist das aber nicht moglich. Jedem 7 € S,, kénnen wir ndmlich die Anzahl A(w) der
sogenannten Fehlstdnde von 7 zuordnen. Das seien jene Paare (i,7) mit 1 <i < j <mn
und 7(i) > =w(j), fiir die also = die Reihenfolge umdreht. Man iiberlegt sich schnell
(Ubung), dass eine Vertauschung die Anzahl der Fehlstiinde um genau 1 veréndert, also
von gerade auf ungerade oder umgekehrt. Weil A(7) nur eine Moglichkeit hat, ndmlich
gerade oder ungerade zu sein, ist fiir dieses 7 auch die Anzahl der Vertauschungen, mit
denen man 7 aus der identischen Permutation erzeugen kann, entweder gerade (wenn
A(m) gerade ist) oder ungerade (sonst), egal auf welche Weise man dies tut.

Ubungsaufgabe 88. (E) Priifen Sie obige Behauptung nach: Sei T eine sogenannte

Transposition, d.h. eine Vertauschung von zwei Elementen i < j € M,. Fiir jede Per-
mutation ™ € Sy, gilt dann |A(T o) — A(m)| = |A(moT) — A()| = 1.
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Wir kénnen nun die Determinante einer quadratischen n x n-Matrix A definie-
ren, indem wir

det(A) := det(ay,az,...,an).

mit den Spaltenvektoren aq,...,a, der Matrix A setzen. Manchmal schreibt man auch
|A] fur det A.

Hervorzuheben ist der folgende Multiplikationssatz fiir Determinanten:

Satz 1.4.5.1. Fiir zwei quadratische n x n-Matrizen A und B gilt
det(AB) = det(A)det(B) (Multiplikativitat der Determinante).

Fiir die identische Matriz I, ist det I, = 1. Ist A reguldr mit Inverser A™' folgt insbe-
sondere det(A) # 0 und det(A~!) = (det A)~!.

Beweis. Gegeben die Matrix A, so betrachten wir die Abbildung B +— det(AB). Indem
wir B als n-Tupel seiner Spaltenvektoren bq,...,b,, interpretieren, kénnen wir diese
Zuordnung auch auffassen als m : V"® — R mit V' = R”. Wie man sich schnell iiberlegt
(Ubung), ist m multilinear, also eindeutig festgelegt durch seine Werte m(e;,,...,e;, )
mit 1 < dq,49,...,%, < n. Aulerdem vererbt sich die Schiefsymmetrie von det auf m,
also ist m(e;,...,e;,) = sgn(m)m(ey,...,e,) fiir Permutationen = : j — i; und = 0
sonst (d.h. wenn j +— 4; nicht bijektiv ist). Wegen m(ey, ..., e,) = det A, zeigt dies, dass
sich die Multilinearform m von der Multilinearform det (bei Identifikation von n-Tupeln
von Spaltenvektoren mit der aus ihnen gebildeten Matrix) nur um den multiplikativen
Faktor det A unterscheidet, also

det(AB) = m(by, ..., by,) = det(A) det(B).

Weiters gilt tatsachlich det I, = det(es,...,e,) = 1, woraus wegen der bewiesenen
Multiplikativitit von det aus AA~! = I,, sofort

det Adet A7 = det(AA™) =det I, = 1,
also det A # 0 und det(A~!) = (det A)~! folgt. O

Folgerung 1.4.5.2. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, f:V — V linear, B; und
By zwei Basen von V', Ay die Matrixdarstellung von f beziiglich By, As beziiglich Bs.
Dann gilt det A1 = det As.

Beweis. Der Basiswechsel zwischen By und By wird geméaf durch eine quadratische
Matrix S mit Inverser S~! beschrieben, so dass gilt By = SB1S~!. Aus Satz folgt
damit

det(Ba) = det(SB1S™!) = det(S) det(B) det(S) ™! = det(By).
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Hieraus ergibt sich die Invarianz der Determinante unter Basiswechsel: Weil also die
Determinanten von Matrizendarstellungen einer linearen Abbildung f : V — V eines
endlichdimensionalen Vektorraums beziiglich beliebiger Basen iibereinstimmen, ist es
sinnvoll auch von der Determinante von f, symbolisch det(f) oder det f, zu sprechen.

Die Multiplikativitdat der Determinante vererbt sich natiirlich von Matrizen auf lineare
Abbildungen. Das hat eine sehr iiberzeugende geometrische Interpretation: Ist V' = R",
so lasst sich det f als das n-dimensionale Volumen jenes Korpers (Parallelepipeds) f(W,,)
auffassen, auf das der von den kanonischen Basisvektoren ey,...,e, aufgespannte n-
dimensionale Einheitswiirfel W,, durch f abgebildet wird. Die Zahl det(f) ist also jener
Faktor, mit dem f Volumina vergréfiert. Verkettet man mehrere Abbildungen, so miis-
sen sich die zugehorigen Faktoren aufmultiplizieren, also det(g o f) = det(g) - det(f) fiir
f,9: R" = R". Ein beliebiger n-dimensionaler Vektorraum V ist zu R™ isomorph, also
ibertragen sich alle rein algebraisch beschreibbaren Sachverhalte (wie etwa die Definiti-
on der Determinante) von R" auf V.

Zur besseren Ubersicht eine Zusammenfassung;:

Satz 1.4.5.3. Fiir jedes positive n € N kann die Determinante in dreifacher Weise als
Funktion aufgefasst und wie folgt charakterisiert werden.

1. Als Funktion
det : (RM)" - R, (ai,...,a,)— det(ay,...,a,),

ist det multilinear, schiefsymmetrisch und erfullt det(ei,...,e,) = 1. Diese Figen-
schaften legen det eindeutig fest. Und zwar gilt fira; = (aij,...,an;), j=1,...,n,
die Formel
det(a,...,a,) = Z SEN(T)@1r(1)s - - > Ane(n)-
TESn

Geometrische Interpretation: |det(ay, ..., ay)| ist das n-dimensionale Volumen (=
Lebesguesches Maf) des von den Vektoren ay, ..., a, aufgespannten Parallelepipeds
(der Menge aller Linearkombinationen Y ;i ria; mit 0 <r; <1).

2. Als Funktion
det : M(n,n) - R, A~ det(A)

ordnet det jeder quadratischen nxn-Matriz A die reelle Zahl det(ay, . .., a,) (siehe
Aussage 1) zu, wobei a; fir j =1,...,n den j-ten Spaltenvektor von A bezeichnet.
Und zwar gilt fir A = (a;j) die Formel

det(A) = Z sgn(ﬁ)alﬂ(l), ey amr(n).
TES

Geometrische Interpretation: |det A| ist der Faktor mit dem n-dimensionale Volu-
mina durch die von A dargestellte lineare Abbildung vergrofiert werden. Diese Zahl
hdangt nicht davon ab, ob man sich dabei auf die kanonische oder irgendeine andere
Basis des R™ bezieht.
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3. Ist V irgendein n-dimensionaler Vektorraum, so ordnet det als Funktion
det : L(V,V) - R, f>detf,

einer linearen Abbildung f : V. — V die Determinante det(A) (siehe Aussage 2)
jener Matriz A zu, die f beziiglich irgendeiner Basis B von V darstellt. Diese Zahl
hdangt nicht von der speziellen Wahl der Basis B ab.

Geometrische Interpretation fir V. = R™: |det(f)| ist jener Faktor, um den f
Volumina vergréfiert.

Wie schon an fritherer Stelle beobachtet, dndert sich am Wert der Summe in der
zweiten Aussage von Satz [I.4.5.3] nichts, wenn man die Reihenfolge der Indizes, sprich
Zeilen und Spalten vertauscht:

Proposition 1.4.5.4. Fiir eine quadratische Matriz A gilt det(A) = det(AT), Determi-
nanten einer Matrix und ihrer Transponierten stimmen also tberein.

Eine Folgerung betrifft orthogonale Matrizen A (siehe , fiir deren Transponierte
AT ja AAT = I, gilt. Wegen det AT = det A und der Multiplikativitit der Determinante
folgt daraus

(det A)? = det AT - det A =det ATA =det I, =1,

also det A = +1.
Proposition 1.4.5.5. Fiir jede orthogonale Matriz A gilt det A =1 oder det A = —1.

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Determinante bezieht sich darauf, wann sie
den Wert 0 annimmt. Um das zu sehen zundchst ein Hilfssatz.

Hilfssatz 1.4.5.6. Ist unter den Vektoren ai,...,a, € R" ein a; Linearkombination
der ibrigen (sind die Vektoren also linear abhdingig), so folgt det(ay,...,a,) = 0.

Beweis. Sei zunéchst a,, = Z;le rja; Linearkombination der anderen (also i = n). Weil
det in der letzten Komponente linear ist, gilt det(ay,...,a,_1,0) = 0. Wegen der Schief-
symmetrie beobachten wir det(ai,...,a,—1,a;) = 0 fir j = 1,...,n — 1, weil die j-te
und die n-te Komponente iibereinstimmen. Wegen der Linearitéit in der letzten Kom-
ponente dndert sich daran nichts, wenn man diese mit dem Skalar r; multipliziert, also
det(ay,...,a,—1,7;a;) = 0. Die Linearitdt von det in der letzten Komponente erlaubt
es, fir j=1,...,n— 1 zudet(ay,...,a,_1, Z;:ll rjaj) = 0 zu summieren. Also gilt die
Behauptung des Hilfssatzes fiir « = n. Wegen der Schiefsymmetrie von det folgt mittels
Vertauschung die entsprechende Aussage fiir alle anderen Komponenten. O

Satz 1.4.5.7. Sei wieder n € N und n > 0.

1. Fir Vektoren ay,...,a, € R" ist det(ai,...,a,) = 0 genau dann, wenn die Vek-
toren ay,...,a, linear abhdngig sind.
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2. Fir eine quadratische n x n-Matriz A gilt det(A) = 0 genau dann, wenn die
Spaltenvektoren von A linear abhdngig sind. Das ist genau dann der Fall, wenn A
singuldr ist.

3. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und f : V. — V eine lineare Abbildung, so
gilt det(f) = 0 genau dann, wenn rg(f) < n, wenn also f nicht bijektiv ist.

Beweis. Aufgrund des in Satz dargestellten Zusammenhangs gentigt es, eine der
drei Behauptungen zu beweisen. Wir wéhlen die erste.
Sind die Vektoren ai,...,a, linear abhingig, so ist einer von ihnen als Linearkombi-
nation der anderen darstellbar. Also folgt det(ay,...,a,) = 0 wegen Hilfssatz
Sind die Vektoren ay,...,a, hingegen linear unabhéngig, so bilden sie, wenn man sie
als Spaltenvektoren zusammenfasst, eine reguldre n x n-Matrix A. Laut Folgerung [T.4.5.1]
gilt daher det(ay,...,a,) =det A # 0. O

Sprechweisen fiir Matrizen wie Zeilen, Spalten, Zeilenzahl, Elemente, etc. iibertragt
man in naheliegender Weise auf Determinanten.

Abschlieflend noch eine Bemerkung zur geometrischen Deutung des Vektorproduktes
c := a x b zweier Vektoren a,b € R3, sieche auch Bekanntlich (und wie sich
sehr leicht nachrechnen lésst), steht ¢ normal sowohl auf a als auch auf b. Will man
nachweisen, dass die Lange von ¢ mit dem Zahlenwert F' der Flache des von a und b
aufgespannten Parallelogramms iibereinstimmt, geniigt es | det(a,b,c)| = |/c||> nachzu-
weisen. Denn | det(a, b, c)| ist in diesem Fall das Volumen eines Prismas mit a und b als
Grundseiten und c als Hohe, nach der Regel ,Volumen = Grundflaiche mal Hohe“ also
| det(a, b,c)| = F|c||, woraus mit obigem F = |c|| folgt. Die geometrische Anschau-
ung lehrt, dass ¢ durch diese beiden Eigenschaften bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmt ist. Und dieses wird durch die Forderung det(a,b,c) > 0 festgelegt, welche
anschaulich der Rechtsschraubenregel entspricht. All das lasst sich nun leicht im Rahmen
einer Ubungsaufgabe nachrechnen:

Ubungsaufgabe 89. (T) Verwenden Sie die Definition des Vektorproduktes aus
um fiir a,b,c:=a x b € R? folgende Gleichungen nachzurechnen:

1. ac=0
2. bc=0
3. det(a,b,c) = ||c||* > 0

1.5 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme in m Variablen sind gegeben durch eine n x m-Matrix A =
(a;j), die Koeffizientenmatrix des Systems, und eine rechte Seite b € R"™, den inho-
mogenen Anteil. Dabei sind jene Vektoren x = (z1,...,2,) € R™ gesucht, fiir die
die Matrixbezichung Ax = b gilt. Anders formuliert: Gesucht sind jene x € R™ mit
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fa(x) = b fiir die durch A beziiglich der kanonischen Basen dargestellten linearen Ab-
bildung f4 : R™ — R". Aufgrund dieses Zusammenhangs (siche auch wird die
bisher entwickelte Theorie der Linearen Algebra verfiigbar. Im Zentrum des Abschnitts
steht das Eliminationsverfahren von Gaufl. Es dient nicht nur zu einer sehr befriedigen-
den Darstellung der Losungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssystems (siehe
flir den quadratischen reguléren Fall, @ fiir den allgemeinen). Es ermoglicht
auch die Berechnung von inversen Matrizen @ und Determinanten ([1.5.4)).

1.5.1 Problemstellung

Inhalt in Kurzfassung: Die Losung eines linearen Gleichungssysteme mit einer Koeffizi-
entenmatrix A (linke Seite des Systems) und einem inhomogenen Anteil b (rechte Seite
des Systems) lésst sich deuten als das Aufsuchen des Urbildes von b unter der linearen
Abbildung, die durch A dargestellt wird. Geometrisch definiert jede lineare Gleichung in
m Variablen eine m — 1-dimensionale Hyperebene, folglich ist die Losungsmenge eines
linearen Gleichungssystems die Schnittmenge dieser Hyperebenen.

Ein lineares Gleichungssystem S aus n skalaren Gleichungen in den Variablen
Z1,..., T, ist gegeben durch eine n x m-Matrix A = (a;;) (die System- oder Koeffi-
zientenmatrix des Systems S) und einen Vektor b € R", den inhomogenen Anteil
des Systems. Die Losungsmenge Lg von S ist definiert durch

Ls:={xeR™: Ax = b}.

Jedes x € Lg heiffit Losung von S. In dieser Formel sind x und b als Spaltenvektoren
mit den Komponenten x1,...,x,, bzw. b1,...,b, zu lesen. Lg lésst sich auch als die
Menge jener m-Tupel (z1,z2,...,xy) von (in unserem Fall reellen) Zahlen z; verstehen,
fiir die die n Gleichungen

a1171 + a1272 + -+ + a1 T, = by

(2171 + a22%2 + -+ + a2, mTm = b2

a; 121 + a; 272 + -+ Qi T = b;

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ + GpmTm = by

erfiillt sind. Ersetzt man die rechte Seite b durch den Nullvektor o € R", so entsteht
das zugehorige homogene System S, im Gegensatz zum inhomogenen System mit
b # o.

Ist f4 : R™ — R"™ die lineare Abbildung, die durch A dargestellt wird, so ist Lg =
fﬁ;l)(b) das Urbild von b unter f4 und Lg, = ker(f4) der Kern von f4. Insbesondere
ist Lg, also ein Unterraum von R". Die Losungsmengen von homogenem und inhomoge-
nem System stehen in folgendem einfachen Zusammenhang, den wir zwecks zahlreicher
Anwendungen allgemein fir lineare Abbildungen formulieren:
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Proposition 1.5.1.1. Sei f : Vi3 — Vb linear. Gibt es ein xg € V1, das auf ein vorgege-
benes b € Va abgebildet wird, das also f(xo) = b erfillt, so gilt

L:=fYm)={xeVi: f(x)=b}=x0+ker(f) = {xo+x1: x; €ker f}.
Beweis. Behauptet wird die Mengengleichheit L = x¢ + ker(f). Fiir alle x € L gilt
b = f(x) = f(xo+x —x0) = f(x0) + f(x —%0) =b + f(x —x0),

folglich f(x — x0) = o, d.h. x — x¢ € ker(f) oder x € x¢ + ker(f). Diese Uberlegung
beweist die Inklusion L C xg + ker(f). Umgekehrt wird jedes Element x von der Gestalt
X = Xo + X1 mit x; € ker(f) auf

f(x) = f(xo+x1) = f(x0) + f(x1) = f(x0) +to=Db
abgebildet, liegt also in L. O

Die Losungsmenge L lisst sich also als der in irgendeinen Punkt xg € L verschobene
Unterraum ker(f) von V; verstehen. L lisst sich somit sinnvoll beschreiben, indem man
erstens irgendeinen speziellen Losungsvektor x¢ (eine sogenannte partikuldre Losung)
angibt und zweitens eine Basis der Losungsmenge Ly := ker(f) des zugehorigen homo-
genen Problems. Ist f = f4, also das lineare System S: Ax = b gegeben, so wollen wir
genau das als das Losen von S verstehen: Angabe einer (partikuldren) Losung x¢ und
einer Basis von Lj, = Lg,, der Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems.

Auch eine geometrische Deutung liegt nahe: Eine lineare Gleichung in m Variablen
hat als Losung eine m — 1-dimensionale (Hyper-)Ebene im R™. Deshalb ist das Losen
eines linearen Gleichungssystems aus n Gleichungen gleichbedeutend mit der geometri-
schen Aufgabe, den Durchschnitt von n Ebenen im R™ zu bestimmen. Die Anschauung
lehrt, dass verschiedene Situationen paralleler oder nicht paralleler Ebenen auftreten
kénnen. Zum Beispiel sind drei Ebenen im R? denkbar, von denen je zwei nicht paral-
lel zueinander sind, von denen aber je zwei eine Schnittgerade haben, die zur dritten
parallel ist. In diesem (nicht ,typischen*) Fall gibt es keinen gemeinsamen Schnittpunkt
und somit keine Losung des zugrunde liegenden Gleichungssystems — im Gegensatz zur
typischen Situation, dass drei windschief zueinander stehende Ebenen im Raum genau
einen Schnittpunkt haben. Bei mehr als drei Variablen, also n > 3, und entsprechend ho-
herdimensionalen geometrischen Deutungen sind auch noch kompliziertere Situationen
moglich. Das ruft nach einer systematischen Vorgangsweise.

Mit dem Eliminationsverfahren von Gaufl steht eine sehr effektive Methode zur Verfii-
gung. Neben dem Ldsen von linearen Gleichungssystemen dient sie auch der Berechnung
von Inversen und von Determinanten quadratischer Matrizen. Wir beginnen mir einem
recht einfachen Beispiel, anhand dessen bereits das Wichtigste sichtbar wird.

1.5.2 Ein einfaches Beispiel

Inhalt in Kurzfassung: Anhand eines einfachen Systems aus drei linearen Gleichungen
in drei Variablen werden die wichtigsten Schritte im Eliminationsverfahren von Gauf}
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deutlich gemacht.

Man 16se folgendes Gleichungssystem S aus drei Gleichungen (Zeilen z1, 29, 23) in den
drei Variablen 1, x2, x3:

21 : r1 + 229 4+ x3 = 1
S : z9: 3r1 4+ DSx9s + x3 =
z3: Tx1 + 1229 + 223 = 2

Wir werden das System S in ein Aquivalentes System S’ mir Zeilen 21, z5, 25 umformen.
Dabei bedeutet die Aquivalenz von Gleichungssystemen S und S’ ganz allgemein, dass
die Losungsmengen {ibereinstimmen: Lg = Lg/. Bei linearen Systemen erhélt man, wie
wir gleich begriinden werden, stets ein dquivalentes System, wenn man zu einer der Zeilen
ein Vielfaches einer anderen addiert. Im vorliegenden Fall empfiehlt es sich zum Beispiel,
zu zo das —3-fache von z; zu addieren. So entsteht aus der urspriinglichen Zeile zo die
neue Zeile z := z9 — 321 = —3 mit den Koeffizienten (3—-3-1) =0 bei 21, 5-3-2=—1
bei x2, 1 — 3 -1 = —2 bei z3 und der rechten Seite 0 — 3 -1 = —3, also:

2h: —xe — 213 = —3

Der Vorteil von z gegeniiber zo besteht darin, dass die Variable 1 nicht mehr auf-
tritt, womit sich das System vereinfacht hat. Allerdings miissen wir uns noch davon
iiberzeugen, dass dabei die Losungsmenge nicht verdndert wurde. Tatsdchlich: Jedes
Tripel (z1, z2, x3), das z1 und 23 erfiillt, muss notgedrungen auch die Linearkombination
2 := z9 — 321 erfiillen. Und umgekehrt muss jedes Tripel, das 2] := 27 und 2} erfiillt,
auch zg = 24 + 32 erfiillen. Weil diese Erkenntnis natiirlich nicht von unserem speziellen
Beispiel abhéngt, konnen wir als allgemeines Prinzip dahinter festhalten: Jedes lineare
Gleichungssystem geht in ein dquivalentes iiber, wenn man zu einer Zeile ein Vielfaches
einer anderen addiert. Was wir mir der zweiten Zeile gemacht haben, ist natiirlich ge-
nauso mit der dritten moglich. Um darin den Koeffizienten 7 bei x; zu eliminieren,
setzen wir also 2§ := 23 — 2z1. Somit ist das neue, zu S dquivalente System

2’/1 :or + 29 + r3 = 1
S % —x9 — 23 = -3
Zé : —2x9 + —bxz3 = =5

entstanden. Mit Ausnahme von z] kommt darin die Variable x; nicht mehr vor. Im
néchsten Schritt bringen wir auch die Variable xs in der letzten Zeile zum Verschwinden,
indem wir 2§ := 2§ — 2z setzen. Die beiden anderen Zeilen iibernehmen wir: z{ := 2
und 24 := z5. Damit sind wir beim zu S’ und somit auch zu S dquivalenten System

Zi/ Cox1 + 2z + 3 = 1
S 2y —x9 — 23 = -3
/N —
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angelangt. Aus 24 lesen wir 3 = —1 ab. Das setzen wir in 24 ein und erhalten —x9+2 =
—3, also x9 = 5. Somit wird 2{ zu x1 + 10 — 1 = 1, also x; = —8. Damit haben wir die
einelementige Losungsmenge
-8
Lg = )
—1

ermittelt.

Die beschriebene Vorgangsweise war eine erste Anwendung des Gauf3’schen Elimi-
nationsverfahrens. . In diesem Fall zielt es offenbar darauf ab, eine Systemmatrix (hier
A" = (a;;)) in sogenannter Halbdiagonalform zu generieren, d.h. wo alle Eintragungen
unterhalb der Hauptdiagonale (die mit den Diagonalelementen a/; besetzt ist) wegfallen,
als Formel: @;; = 0 wann immer i > j. Sind die Diagonalelemente # 0, so ldsst sich
dann aus der letzten Gleichung x, berechnen, mit x,, aus der vorletzten x,,_1 etc. Wéare
hingegen beispielsweise a!,,, = 0 und die zugehorige rechte Seite b!! # 0, so gibe es keine
Losung der resultierenden Gleichung Ox,, = b,, und Lg = () wire leer. Doch bevor wir
uns mit einer systematischen Untersuchung moglicher Komplikationen befassen, nutzen

wir die Methode aus, um die Inverse einer Matrix zu bestimmen.

1.5.3 Berechnung der inversen Matrix

Inhalt in Kurzfassung: Fiir eine regulére quadratische Matrix A ldsst sich durch gering-
fiigige Erweiterung des Verfahrens aus auch die Inverse A~! ermitteln.

Im Beispiel aus hitten wir statt by = 1,b0 = 0,b3 = 2 fiir die rechte Seite
b = (b1, b2, b3) auch mit irgendwelchen anderen Zahlen beginnen kénnen, ohne an den
Zeilentransformationen, die von S zu S’ und von S’ zu S” gefiihrt haben, irgendetwas
andern zu miissen. Schlussendlich hétten mit derselben Systemmatrix nur andere Werte
von der rechten Seite verarbeitet werden miissen. In jedem Fall ergibt sich eine eindeutige
Losung, also eine einelementige Losungsmenge Lg. Auch aus der Theorie hdtten wir das
wie folgt erschlieBen kénnen: Wir wissen aus Proposition dass die Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems, sofern nicht leer, immer von der Gestalt xo+ker(f) ist.
Bei einer einelementigen Losung fiir irgendein b (wie wir sie im Beispiel ja vorgefunden
haben) muss daher ker(f) = {o} einelementig und somit f injektiv sein. Da dem 3 x 3-
System eine lineare Abbildung f : R? — R? entspricht, bedeutet Injektivitit automatisch
Bijektivitit. Also muss es zu jedem b aus dem Zielbereich (im Beispiel ist das R?) genau
ein x aus dem Definitionsbereich (im Beispiel ebenfalls R?) geben mit f(x) = b, das
also die eindeutige Losung des Systems sein muss.

Wir wenden diese Erkenntnisse auf die kanonische Basisvektoren e, e, eg als rechte
Seiten b des Systems an. Im System S” aus mussten wir abschliefend noch drei
Gleichungen losen, um jede der Komponenten der Losung (1, z2, x3) explizit zu machen.
Auch diese Rechnung wollen wir méglichst nur einmal durchfithren. Das gelingt, indem
wir die Systemmatrix gleich nicht nur auf Halb-, sondern sogar auf Diagonalform bringen
und dann noch die Diagonalelemente normieren. Um dabei Schreibarbeit zu sparen,
notieren wir statt der Gleichungen nur ihre Koeffizienten. Neben der rechten Seite b =
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(b1, b2,b3) des Systems S aus mit by = 1,bo = 0 und b3 = 2 verarbeiten wir
also auch gleich die drei kanonischen Einheitsvektoren e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) und
e3 = (0, 0, 1).

1 2 1|11 0 0 1 2 1| 1] 100
3 510010 — 0 -1 —2[-3/-310 —
7 12 2(2(0 0 1 0 -2 —5|-5|-7 0 1

12 1l1]1 0 o0 1 20| 2/0 -2 1

— 01 2[3/3 -1 0 — 010 5/1 =5 2 —

00 —1|1{1 2 -1 00 1|-1/1 2 -1

10 0]-8]-2 8 -3

— 0 1 0| 5| 1 =5 2

0 0 1]-1 1 2 —1
Es sollte selbsterkldrend sein, wie diese Notation zu verstehen ist: Der erste Zahlen-
block steht fiir das urspriingliche System S in erginzt um die drei zusatzlichen
rechten Seiten e, e; und es, der zweite entsprechend fiir S’ und der dritte fiir S”. Zum
vierten Block gelangt man vermittels Elimination der dritten Koeffizienten in der ersten
und zweiten Zeile mit Hilfe des dritten Koeffizienten der dritten Zeile (der ja # 0 ist;
andernfalls wére die Matrix A nicht regulér) sowie Multiplikation der dritten Zeile mit
—1 zwecks Normierung. Der letzte Schritt schliefSlich fithrt zur Einheitsmatrix als Koef-
fizientenmatrix. Schreibt man die Variablen an, so liegt das folgende zu S dquivalente

System vor:

lx;+ Ozo+ Ox3= -8
Oz1+ 1lao+ Oz3= -5
1+ Ozs+ lzg= -1

Daraus liest man unmittelbar die eindeutig bestimmte Losung

X1 —8
x= |z | = 5
T3 —1

des urspriinglichen Systems Ax = b ab. Entsprechend erhilt man die (eindeutig be-
stimmten) Vektoren

-2 8 -3
X1 = 1], x=| =5 |, und x3= 2
1 2 -1

mit Ax; = e; fiir i = 1,2, 3. Das bedeutet gleichzeitig, dass die Inverse A~ von A die
Einheitsvektoren e, es, e3 auf diese Vektoren x,X», x3 abbildet. Die 3 x 3-Matrix A~!
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hat also als Spaltenvektoren x1,x2 und x3. Der rechte 3 x 3-Block in obiger Matrizen-
rechnung ist folglich die Inverse

-2 8 -3
Al = 1 -5 2
1 2 -1

Klarerweise hangt diese Methode nicht von der Dimension 3 und den speziellen Ein-
tragungen der Matrix A in diesem Beispiel ab. Damit ist gezeigt:

Satz 1.5.3.1. Sei A = (ai;) eine requlire n x n-Matriz. Wendet man auf das n x 2n-
Schema A|l,, ausfihrlich:

a171 a172 N a17n 1 0o ... 0
azi1 a2 ... a2n 0 1 ... 0

)
an1 Gnp2 ... Apn 0 o ... 1

das oben exemplarisch beschriebene Eliminationsverfahren von Gaufl an, so erhdlt man
schlieflich ein System der Bauart I,|A’, ausfihrlich:

/ / /
1 0 ... Olay; ajp ... aj,
/ / /
I ... 0Olay; ayy ... ay,
Y
/ /! /!
0 0 ... Llay; apo - Guy,

mit einer Matriz A" = (aj ;), die mit der Inversen von A ibereinstimmt: A’ = AL

Umgekehrt: Fihrt das Verfahren zu einem System dieser Gestalt, so ist A tatsdchlich
requldr mit der Inversen A~ = A’.

Ubungsaufgabe 90. (T) Wie lauten, falls sie existieren, die Inversen folgender Ma-
trizen:

1 1 1 311
A=|1 2 -1 ]|, B=|1 31
2 -1 7 113

Ubungsaufgabe 91. (T) Inversion von Dreiecksmatrizen: Berechnen Sie die Inversen
von

0
0
A= 1

o o e =
O O = O
O = O O
= o O O
OO O =
o QU = O
= o O O
OO O =
O O = O
-~ - o o
= o O O

0

Ubungsaufgabe 92. (T) Gegeben sind die beiden Matrizen

3 0 10
A=|o0 0 5|, B=|01 0
4 3 0 2 0
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1. Berechnen Sie die inversen Matrizen A~' und B~ sowie die transponierten Ma-
trizen AT und BT.

-1
2. Berechnen Sie die Matrizen (AB)™',(BA)T, ((BA)T> ,((AB)*I)T, indem Sie

geeignete Rechenregeln zur Vereinfachung verwenden.

Ubungsaufgabe 93. (T*) Berechnen Sie die Inversen von (a,b,c,d,e, f sind beliebige
reelle Parameter)

A=

0o o
O O = O
O = O O
o O O
SO O -
QO Q= O
O = O O
OO O =
OO = O
= =)
— o O O

Ubungsaufgabe 94. (T) Berechnen Sie fiir die Matrizen aus Beispiel @ (unter zu Hilfe

-1
nehmen der Rechenregeln fiir die Inversen) die Matrizen (AB)™1, (AB)T, ((BA)T) ,
((aB)~H".

1.5.4 Berechnung der Determinante

Inhalt in Kurzfassung: Die Determinante einer quadratischen Matrix in Halbdiagonal-
form ist das Produkt ihrer Diagonalelemente. Damit kann die Determinante einer be-
liebigen quadratischen Matrix mit Hilfe des Eliminationsverfahrens von Gaufl berechnet
werden. Bei diesem Verfahren dndert sich die Determinante der Systemmatrix ndmlich
nur in sehr kontrollierter Weise: Zeilenvertauschungen bewirken einen Vorzeichenwechsel,
und Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor bewirkt die Multiplikation der Deter-
minante mit demselben Faktor. Addiert man zu einer Zeile lediglich Vielfache anderer
Zeilen, so verdndert sich die Determinante nicht.

Auch die Determinante det A einer quadratischen n x n-Matrix A = (a;;) ldsst sich
aus dem Eliminationsverfahren von Gaufl ablesen. Solange die elementaren Schritte nur
darin bestehen, dass zu einer Zeile z; das c-fache cz; einer anderen Zeile z; addiert wird,
zeigt die Schiefsymmetrie der Determinante wegen

det(z1,22,...,2zi +¢2j, ..., 2, ..., 2n) = det(21, 22, ., Ziy ooy 2y o0y 2n)

(hier fiir i < j, jedoch genauso fiir @ > j) némlich, dass sich die Determinante iiberhaupt
nicht verédndert. Gelingt es auf diese Art, A in eine Matrix B = (b;;) in Halbdiagonalform
zu transformieren, so gilt daher

det A = det B = b11bg2 ... bnn = [ [ bii-
i=1

Fiir die Begriindung der letzten Gleichung hat man lediglich die Determinantenformel

det B = Z sgn(ﬂ)blw(l)b%@) e bmr(n)
ﬂESn
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zu Rate zu ziehen: Tritt in einem der Summanden einmal der Fall (i) # ¢ auf, so muss
auch einmal 7 > 7(i) gelten, was bei Halbdiagonalform b;,;y = 0 impliziert und somit
das Verschwinden des entsprechenden Summanden bewirkt. Folglich bleibt lediglich der
Summand fiir die identische Permutation mit 7 (i) = ¢ fir ¢ = 1,...,n tbrig. Diese ist
gerade, hat folglich positives Signum sgn(7) = 1. Also gilt tatséchlich

det B = b11b9g ... by, = H bii,

d.h.: Die Determinante einer Halbdiagonalmatrix ist das Produkt ihrer Diagonalelemen-
te.

Zu iberlegen bleibt lediglich, ob wir jede quadratische Matrix A in Halbdiagonalform
bringen kénnen. Die Analyse des Eliminationsverfahrens zeigt, dass bei der Elimination
mittels Bildung von Linearkombinationen von Zeilen vorausgesetzt wurde, dass gewisse
Elemente # 0 sind. Um die Situation zu verstehen, geniigt es, den ersten Schritt zu be-
trachten. Wir haben die erste Zeile z; unverdndert gelassen und ihr erstes Element a1;
verwendet, um in den anderen Zeilen z; durch Bildung von 2z := z; 4+ ¢;z1 mit ¢; := —%
eine neue Zeile mit erstem Element agl = a;1 — c¢ja11 = 0 zu generieren. Das ist nur fir
a11 # 0 moglich. Ist hingegen a11 = 0, so sind zwei Félle zu unterscheiden. Ist a;1 = 0 fiir
alle? = 2,...,n, soist nichts zu tun. Im weiteren Verlauf des Verfahrens, wenn in den iib-
rigen Spalten die Elemente unter der Hauptdiagonale eliminiert werden, wird sich dieser
Wert a1; = 0 des linken oberen Diagonalelementes nicht mehr dndern. Die Determinante
der schlussendlich resultierenden Halbdiagonalmatrix B wird als Produkt der Diagonal-
elemente folglich = 0 sein. Wegen det A = det B folgt daraus auch det A = 0. Dieselben
Uberlegungen gelten, wenn die entsprechende Situation im 4g-ten statt im ersten Schritt
auftritt, genauer: Seien die ersten ig — 1 Spalten und Zeilen bereits auf Halbdiagonalform
gebracht, so dass in der resultierenden Systemmatrix A" = (a;j) fiir alle ¢ < 49 und j > ¢
bereits a;; = 0 gilt. (Der einfacheren Notation halber schreiben wir A’, auch wenn nicht
nur ein Schritt, sondern bereits iy Schritte durchgefiithrt worden sind.) Gilt dann auch
a;;io
und wir sind fertig. Lediglich, wenn a;,;, = 0 und gleichzeitig a; , 7 0 fir ein i > g
gilt, es also unterhalb des verschwindenden Diagonalelements ein von 0 verschiedenes
gibt, miissen wir anders vorgehen. Und zwar kénnen wir einfach die aktuelle ig-te Zeile
zéo mit der i-ten Zeile vertauschen. Wegen der Schiefsymmetrie verdndert sich dabei die
Determinante lediglich um das Vorzeichen. Wir fassen zusammen:

= 0 fiir alle 7 > ig, so folgt det A = 0 mit dem gleichen Argument wie fiir 4 = 1,

Satz 1.5.4.1. Jede quadratische Matriv A = (a; ;) ldsst sich durch Zeilenoperationen
der Gestalt z, = z; + czj mit j # i (Addition von Vielfachen einer anderen Zeile)
und eventuell Zeilenvertauschungen auf Halbdiagonalform B = (b; ;) bringen, d.h. mit
bi; = 0 fiir alle © > 0. Dann gilt

det A= (—1)Fdet B = (—1)" ][] bii = (—=1)Fb11boa ... bup,
=1

wobei k die Anzahl der Vertauschungen von Zeilen ist.
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1.5 Lineare Gleichungssysteme

Ergénzende Bemerkung: Vor allem bei hindischen Rechnungen ist es (etwa um unan-
genehm grofie Zahlen oder Briiche zu vermeiden) oft praktisch, Zeilen mit einem Skalar
zu multiplizieren. Das verdndert natiirlich den Wert der Determinante, allerdings auf
leicht kontrollierbare Weise. Wegen der Multilinearitdat multipliziert sich dabei ndmlich
die Determinante um denselben Faktor. Ersetzt man in einer Matrix A beispielsweise die
Zeile z; nicht durch 2] := z; +cz;, sondern durch 2z} := rz; +cz;, so gilt auch fiir die resul-
tierende Systemmatrix A’ die entsprechende Beziehung det A’ = r det A. Solange r # 0
garantiert ist, kann man daraus natiirlich wieder die Determinante det A = r—! det A’
zuriickrechnen. Will man von dieser Option Gebrauch machen, hat man also nicht nur
die Anzahl der Zeilenvertauschungen zu zéhlen, man muss auch iber die Multiplikato-
ren Buch halten und die Determinante der schlussendlich resultierenden Diagonalmatrix
durch das Produkt all dieser Multiplikatoren dividieren, um det A zu erhalten.

Zum Abschluss wollen wir das Beispiel aus und rekapitulieren. Dort wurde
die Matrix

1 2 1

A= (CLZ‘J') =13 5 1

7T 12 2

—_

durch Zeilenoperationen auf Halbdiagonalform

1
B=(b;)=|0
0

S =N

1
2
1

Unmittelbar lesen wir det B = byibagbss = 1-1-1 = 1 ab. Um auch det A zu bestim-
men, miissen wir Zeilenvertauschungen zahlen und Multiplikatoren registrieren. Zeilen-
vertauschung war keine notwendig. Beim ersten Umformungsschritt traten auch keine
Multiplikatoren # 1 auf. Beim zweiten Schritt jedoch wurde (neben z{ := 2{) 24 := —2),
(Multiplikator r; = —1) und 25 := —z5+ 225 (Multiplikator ro = —1 bei 24) gesetzt. Also

istdet A = d;itrf , was in diesem Fall wegen r; = r9 = —1 aber wieder det A = 1 bedeutet.

Fiir n x n-Matrizen mit n = 3 wie A im obigen Beispiel ist der Rechenaufwand beim
Eliminationsverfahren vergleichbar zu dem bei der Regel von Sarrus. Bei grofierem n gibt
es aber keine Regel von Sarrus. Als eine dieser Regel entsprechende Verallgemeinerung
ldsst sich der sogenannte Laplacesche Entwicklungssatz interpretieren. Er lautet
(hier als ,,Entwicklung nach der i-ten Zeile“):

n

det(A) = (1) a; ; det(A; )

=1

und ist wie folgt zu verstehen: A = (a; ;) ist eine n x n-Matrix, i irgendeiner der Zei-
lenindizes 1,...,n (die analoge Formel gilt auch mit Spaltenindizes), und A;; ist die
Matrix, die entsteht, wenn man aus A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht. Auf
diese Weise lésst sich die Berechnung von n x n-Determinanten auf die Berechnung von
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n verschiedenen (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zuriickfithren. Rekursiv konnen da-
mit grundséatzlich beliebig grofle Determinanten berechnet werden. Untersucht man den
Rechenaufwand, erkennt man allerdings schnell, dass bei dieser Methode schlussendlich
insgesamt n! Produkte aus jeweils n Faktoren aufsummiert werden miissen, so wie in der
Definition der Determinante. Das ist {ibrigens kein Zufall, da sich der Entwicklungssatz
mit etwas Vorzeichenspielerei aber ohne grundsitzliche Schwierigkeiten mit Hilfe der
Definition der Determinante beweisen lasst. Rechnerisch ist mit dem Entwicklungssatz
also keine Vereinfachung verbunden. Analysiert man vergleichsweise das Eliminations-
verfahren, so erkennt man im Gegensatz dazu, dass dabei etwa %3 Multiplikationen von
jeweils zwei Faktoren ausreichen. Ab n = 4 ist das ein wesentlich geringerer Aufwand.
Zur Determinantenberechnung von 4 x 4- oder noch groflieren quadratischen Matrizen
ist daher in der Regel das Eliminationsverfahren zu empfehlen.

1.5.5 Losung linearer Gleichungssysteme, der allgemeine Fall

Inhalt in Kurzfassung: Durch eine weitere geringfiigige Modifikation des Eliminations-
verfahrens von Gauf} lassen sich beliebige Systeme von n linearen Gleichungen in m
Variablen 16sen. Die gesuchten Koordinaten m-tupel fasst man dabei als Vektoren x =
(x1,...,2Tmy) auf. Damit wird es moglich, die Losungsmenge L des Gleichungssystems
als Summe L = x¢ + Lo einer sogenannten partikuliren Losung xg des gegebenen (im
Allgemeinen inhomogenen) Systems und der allgemeinen Losung Lo des homogenen Sy-
stems darzustellen. Dabei ist Ly ein Unterraum des R", der durch eine Basis angegeben
werden kann. Daraus ergibt sich eine Parameterdarstellung von L.

Um das Eliminationsverfahren von Gaufl auf beliebige Gleichungssysteme anwenden
zu konnen iiberlegen wir, welche Anpassungen notig sind im Vergleich mit den in [1.5.2]
und besprochenen Beispielen. Dort hatten wir es durchwegs mit quadrati-
schen Systemen bzw. Matrizen zu tun, die wir iiberdies an manchen Stellen als regulér
voraussetzen mussten. Diese einschrinkenden Bedingungen wollen wir nun fallen lassen
und Systeme von n linearen Gleichungen in m Variablen mit beliebigem m,n € N ausge-
hen. Typisch ist der Fall n < m, wo also nicht mehr Gleichungen als Variablen vorliegen.
Andernfalls ist die Losung in der Regel leer bzw., im homogenen Fall, der Nullraum {o}.
Bei leerer Losungsmenge kann man nach Vektoren suchen, die das System wenigstens in
moglichst guter Annédherung lésen. Das geschieht in der sogenannten Ausgleichsrechung,
siehe auch ?77. Hier wollen wir uns aber mit linearen Abhéngigkeiten der Zeilen beschéf-
tigen. Dabei kann sich, wie wir gleich sehen werden, die Zeilenzahl auch reduzieren,
weshalb wir a priori auch n > m zulassen.

Gegeben seien also reelle Zahlen (analog mit komplexen Zahlen oder sogar Funktionen)
a;r,b; fir . = 1,...,m und k = 1,...,n. Wir stellen uns die Aufgabe, alle m-Tupel

x = (21,...,2Tm) € R™ zu bestimmen, die dem linearen Gleichungssystem
a11r1+  a1pr2+ -+ a1 T, = b
a2121+ a22T2+ -+ Ay mTm = b
ap1T1+  Gp2T2+ + GpmTm = by
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1.5 Lineare Gleichungssysteme

geniigen. Diese Aufgabe lésst sich auch dquivalent in Matrixschreibweise darstellen: Es
soll

I bl

€To b2
Ax=b mit A= (ay), x= ) und b=

Tm bn

gelten. A nennt man die Systemmatrix, die a;; die Koeffizienten, die z; die Un-
bekannten und b den inhomogene Bestandteil, der sich aus den Storgliedern b;
zusammensetzt. Sind alle Storglieder b; = 0, so spricht man von einem homogenen
System — im Gegensatz zu einem inhomogenen, wo auch b; # 0 zugelassen ist.

Offenbar lésst sich die Aufgabe auch so interpretieren: Sei f = f4 : R™ — R" je-
ne lineare Abbildung, die beziiglich der kanonischen Basen durch die Systemmatrix A
dargestellt wird. Dann hat die Losungsmenge

L:={xeR™: f(x)=b}=fY(b)

des Gleichungssystems als Elemente genau jene x € R™, die durch f auf b € R™ abge-
bildet werden. Diese Sichtweise ermoglicht es, wann immer es niitzlich erscheint, auf die
bisher entwickelte Linearen Algebra zuriickzugreifen. Zum Beispiel kennen wir bereits
die Gestalt von L. Entweder ist L = () leer, oder von der Form

L = x¢ + ker fgu,

sofern x( irgendeine Losung des Systems (d.h. irgendein Element von L) ist und ker f4
wie iblich den Kern der linearen Abbildung f4 bezeichnet, der stets ein Unterraum
von R™ ist und fir den wir der Kiirze halber auch ker A schreiben. L kann daher als
bestimmt gelten, sobald wir irgendein xg € L und eine Basis von ker A gefunden haben.
Wir wollen uns nun davon tberzeugen, dass das Gaufy’sche Eliminationsverfahren, wie
wir es bereits kennen gelernt haben, mit nur geringfiigigen Anpassungen genau so eine
Losung liefern kann.

Zu diesem Zweck rufen wir uns das Verfahren aus in Erinnerung sowie die Dis-
kussion in iber allfdllige Komplikationen im Fall, dass gewisse Elemente in der
Hauptdiagonale = 0 sein sollten. Ist a7 # 0, so kann man durch Ersetzung der Zeilen z;
durch die Zeilen z; := z; — & fiir i = 2,...,m und Beibehaltung von z; als 2] ein dqui-
valentes System mit einer Systemmatrix A’ = (a;j) erzeugen, wo in der ersten Spalte alle
Eintragungen unter dem Hauptdiagonalelement a1 = a); zu a}; = 0 werden. Ignoriert
man nach diesem ersten Eliminationsschritt (vorerst) die erste Zeile und die erste Spalte
dieses Systems, so verbleibt ein Gleichungssystem, in dem sich sowohl die Zeilenzahl n
als auch die Spaltenzahl m um 1 reduziert haben. Mit diesem System kann in derselben
Weise fortgefahren werden. Nach endlich vielen Eliminationsschritten wird m = 0 oder
n = 0. Was dann zu tun ist, werden wir gleich analysieren. Zuvor wollen wir aber alle
moglichen Félle bei einem einzelnen Eliminationsschritt besprechen, auch fiir ay; = 0.

Sei also A = (a;j) die aktuell zu bearbeitende Systemmatrix mit n Zeilen und m
Spalten m,n > 0 und b = (by,...,b,) der inhomogene Bestandteil, d.h. der Vektor der
Storglieder. Insgesamt sind die folgenden Félle zu unterscheiden:
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Fall 1: Ist a;; # 0, so wird die erste Zeile z; (die mit diesem Koeffizienten a;; beginnt)
festgehalten. Ist n > 1, so erfolgt Elimination wie soeben beschrieben. Im néchsten
Schritt wird mit dem Rest, der nach Streichung von erster Zeile und Spalte ver-
bleibt, weiter gearbeitet. Dabei reduzieren sich m und n jeweils um 1. Ist hingegen
n = 1, so ist nichts zu tun, und wir sind fertig. Unten werden wir die Situation am
Ende des Verfahrens analysieren.

Fall 2: Ist @13 = 0 und a;,; # O fiir ein 79 > 1, so arbeitet man mit dem &dquivalenten
System weiter, das man durch Vertauschung von erster und ig-ter Zeile erhélt:

21 = Ziy, 2, = #1. Somit landet man wieder bei Fall 1.

Fall 3: Ist a;1 = 0O fiir alle 7 und a;,j, # 0 fiir gewisse g, jo > 2, so vertauscht man die
erste mit jo-ten Spalte. Kann ig = 1 genommen werden, landet man direkt in Fall
1, ansonsten im Fall 2, der in der dort beschriebenen Weise durch Tausch der ersten
mit der 7g-ten Zeile auf Fall 1 zuriickgefithrt wird. Man beachte, dass dies aber auch
eine Vertauschung der Variablen z1 und z;, bedeutet. Diese Vertauschung muss
registriert und ganz am Ende des Verfahrens beriicksichtigt werden. Jedenfalls

landet man schliefSlich wieder bei Fall 1.

Fall 4: Ist a;; = 0 fiir alle ¢ und 7, jedoch b;, # 0 fiir ein iy, dann bedeutet die ig-te Zeile
einen Widerspruch. Denn ihr entspricht ja die Gleichung 0x1+0x2+...40x, = b;,,
die nicht erfillt werden kann. Folglich ist in diesem Fall die Losungsmenge des
Gleichungssystems leer und das Verfahren erfolgreich abgeschlossen, weil wir L = ()
bestimmt haben.

Fall 5: Ist a;; = 0 und tberdies b; = 0 fiir alle 4, j, dann sind wir fertig. Denn alle
Gleichungen haben in diesem Fall die triviale Gestalt 0z + Oz + ... + Oz, = 0,
wofiir alle x = (x1,...,2,) € R™ Losungen sind. Diese Gleichungen liefern also
keine einschrdnkende Information iiber die Lésungen und kénnen gestrichen wer-
den. Das Verfahren ist damit abgeschlossen.

Das Verfahren kann also auf folgende Arten enden. Tritt irgendwann Fall 4 ein, so ist
die Losungsmenge leer, und wir sind fertig. Tritt irgendwann Fall 5 ein, so bestehen die
letzten Zeilen nur aus Nullen, die entsprechenden Gleichungen haben keinen Informati-
onsgehalt und sind zu streichen. Was iibrig bleibt, ist dieselbe Situation wie bei einem
Ende in Fall 1, der eine Matrix in Halbdiagonalform liefert. Aufler im Fall 4, der wegen
der leeren Losungsmenge nicht weiter interessiert, landen wir also stets bei einem System
in Halbdiagonalform:

a1 ar2 ... QG1n ... Q1m b1
0 a2 ... A2np ... QA2m bg
0 0 ... ann - anm by

mit Diagonalelementen a;; # 0. Insbesondere ist n < m. Wurden im Zuge des Elimi-
nationsverfahrens keine Spaltenvertauschungen vorgenommen (in diesem Fall miissten
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lediglich die Variablen entsprechend umnummeriert werden), so entspricht dieser Matrix
das folgende Gleichungssystem:

a11r1 + ai2r2 + ...+ AT, + ...+ A mTm = b
a22T2 + ... + apT, + ... + a2mTm = b
UpnTn + .. + AGumTm = by
Gibt man fiir m —n Variablen x,11, Zn+2,- .., Tn beliebige Werte vor, so errechnet sich

daraus der Wert fiir x,, aus der n-ten Gleichung eindeutig als

-1
Ty = Gy (b — G 1Tng1 — - — G ®m).-

Mit diesem Wert ergibt sich analog aus der m — 1-ten Gleichung eindeutig

—1
Tn—1 = an_l,n_l(bn—l — Un—-1nTn — Op—1n+1Ln+1 — -+ — an—mem)-

Insgesamt ergibt sich also zu jeder Vorgabe von (241, ..., %) (als frei wihlbarer Para-
meter) eine eindeutige vollstindige Losung x = (z1, z2, ..., Ty ). Man spricht von einer
m — n-parametrigen Losungsmenge.

Will man die Abhéngigkeit der z1,...,z, von den Z,11, Tnt2,.-., Ty noch deutlicher
machen, so empfiehlt es sich, den linken Teil der Koeffizientenmatrix von Halbdiago-
nalform sogar zur Einheitsmatrix zu transformieren, was durch Ausweitung des Elimi-
nationsverfahrens auf die Elemente oberhalb der Hauptdiagonale ja moglich ist. (Man

eliminiert mit as > # 0 nicht nur die Elemente a;2 mit i = 3,...,n zu 0, sondern auch
das Element a; 2, dann mit az 3 # 0 auch die Elemente a3 und as 3 etc. Schlussendlich
normiert man noch jede Zeile so, dass a;; = 1 fiir 7 = 1,...,m gilt. In Koeffizienten-

schreibweise landet man bei einem System dieser Gestalt:

1 0o ... 0 ain+1 --- Alm b1
0 1 ... 0 a27n+1 c.. A2m bg
o 0 ... 1 appt1 --- anm by

(natiirlich mit anderen Werten der a; ; und b; als zuvor). Ubersetzt man diese Matrix
wie oben in das entsprechende Gleichungssystem und bringt man die Variablen x4 bis
., auf die rechte Seite, so erhélt man:

1 = b1 — Qaf1Tayl — @lpg2Tpg2 — ... —  G1;mTm

Ta = by — api1Tny1 — @2p42Tp42 — .. —  G2mTm

Tn = by, — Unn+1Tn+1 — Annd2Tp+2 — ... — ApmIm
Weil die 41, . . ., T frei gewdhlt werden kénnen, diirfen wie sie als Parameter betrach-
ten, die wir mit ¢1, ..., t,;,_, bezeichnen. Somit lasst sich das System durch weitere Zeilen
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erganzen und wird zu:

r1 = b — aippitt — aipgote — ... — a1 mbmen
xo2 = by — agpp1tt — agpiote — ... — ambm-n
Tn = by, — an,n—i—ltl - an,n+2t2 - ... = an,mtm—n
T+l — t1
Tpt2 = to
Tm = tm—n

Wir fassen darin die Spalten zu Vektoren zusammen:

T b1 —ay;
x2 bo —a;
TIn by —Qng
X=| Tpt1 |, Xo0= 01|, a= 01,
ZT; 0 1
T, 0 0
wobei die Eintragung 1 von a; in der n + ¢-ten Komponente steht, ¢ = 1,...,m — n.
Damit gilt
X =Xg—t1a; —tqa2 — ... — ti—n@m—n,
wobei die Parameter t1,...,t,,_, unabhingig voneinander ganz R durchlaufen. Indem

wir t; durch —t; ersetzen, konnen wir natiirlich genauso
X =Xg+t1a1 +t2a2+ ... +Ftm—nam—n,

schreiben.

Die a; sind linear unabhéngig, bilden daher eine Basis eines Unterraums von R™. Dieser
Unterraum ist die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems, weshalb wir ihn
mit Ly bezeichnen. Damit haben wir die gesuchte Darstellung

L:X0+L0:X0+LH(31,...,am,n

der Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems gefunden, ndmlich als Summe einer
sogenannten partikuldren Losung xg des inhomogenen Systems und des Losungsraumes
Ly des homogenen Systems, wobei Ly durch die Basis {ay,...,a,—,} gegeben ist.

Aus dieser Darstellung konnen wir auch den Rang der Matrix A ablesen. Sei A" die

n X m-Matrix in Hauptdiagonalgestalt, auf die A durch das Eliminationsverfahren ge-
bracht worden ist. A’ stellt ein zu A Aquivalentes Gleichungssystem dar, das heifit die
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Loésungsmengen stimmen tiiberein. Das gleiche gilt fiir die Lésungsmengen der zugehori-
gen homogenen Systeme, die also beide = Ly sind. Lg ist der Kern von A und hat die
Basis ay, ..., a;,_n, also gilt nach der Rangformel [1.2.3.2

m=rgA+def A=rgA+dimkerA=rgA+dimLy=rgA+m—n,
woraus rg A = n folgt. Zusammenfassend haben wir also gefolgert:

Folgerung 1.5.5.1. Ergibt das Eliminationsverfahren von Gaufl angewendet auf eine
Matriz A eine eine Halbdiagonalmatriz A" mit n Zeilen, so gilt rg A = n.

Beispiele dazu finden sich in manchen der nachfolgenden Ubungsaufgaben.

Ubungsaufgabe 95. (T) Fiir welche Werte o, 3 € R besitzt das Gleichungssystem

201 +x2 =0
r1+2x9 +23=0
To+2x3+24 =0
T3+ ary =0
(a) keine Lésung (b) eine eindeutige Losung (c) unendlich viele Losungen? Geben Sie

jeweils auch den Rang der Koeffizientenmatriz bzw. der erweiterten Koeffizientenmatriz
an/!

Ubungsaufgabe 96. (T) Bestimmen Sie die Losungen von Aufgabe @ in den Fallen
(b) und (c).

Ubungsaufgabe 97. (T*) Ein Magisches Quadrat ist ein n x n Zahlenschema, in dem
die natirlichen Zahlen 1 bis n? so angeordnet sind, dass die Summe tber alle Zeilen,
Spalten und Diagonalen gleich ist.

(a) Zeigen Sie durch Aufstellen eines geeigneten linearen Gleichungssystems, dass es
kein magisches Quadrat der Gréfle n = 2 gibt.

(b) Wie grofi muss die Summe iber alle Zeilen, Spalten und Diagonalen in einem
magischen Quadrat mit n = 3 sein?

(c) Bestimmen Sie alle Mdglichkeiten,

ry T2 I3
Ty 5 Te
X7 1 xrs

zu einem magischen Quadrat zu erginzen!

Ubungsaufgabe 98. (T) Geben Sie fiir den Vektorraum, der von den Spalten der Ma-
trix

1 0 11
0 1 -1 1
A= 1 1 0 2
1 -1 20
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erzeugt wird, eine Basis an. Bestimmen Sie sodann die Lésungsmenge des linearen Glei-
chungssystems

Ax = , a,bc,delR.

QU O o

Ubungsaufgabe 99. (T) Bestimmen Sie fiir die folgenden Gleichungssysteme jeweils
den Rang der Koeffizientenmatriz und den Rang der erweiterten Matrix. Untersuchen Sie
die Gleichungssysteme auf Lisbarkeit und geben Sie die Dimension der Lisungsrdume
an!

3r— 6y — 12z = 9 3xr— 6y — 12z = 9 3r —6y—12z = 9
—4dx+8y+16z = —-12° —do+ y+16z = —-19° —dx+8y+ 16z = 12°

Ubungsaufgabe 100. (T) Lisen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme:

3x+2y+ 2z = 11 z+3y+z = 0 r+3y+z =
20 —4y -3z = -—11 | r+2y—2z = 1, r+2y—2z = 1.
r+3y—2z = 9 3r+Ty—2z = 2, 3r+Ty—2z = 1

1.5.6 Erganzende Bemerkungen

Inhalt in Kurzfassung: Es dient dem Verstédndnis der Losung linearer Gleichungssysteme,
wenn man sich klar macht, dass die Operationen des Eliminationsverfahrens von Gaufl
auch als Multiplikation mit reguldren quadratischen Matrizen bzw., dquivalent dazu,
als Anwendung von Vektorraumisomorphismen interpretiert werden kénnen. Diese Mog-
lichkeit soll im Folgenden beschrieben werden. Auflerdem zeigt sich, dass der Rang einer
Matrix mit mehreren Zahlen iibereinstimmt: dem Zeilenrang, dem Spaltenrang und dem
Determinantenrang. All diese Zahlen bleiben beim Eliminationsverfahren unverdndert.

Oft ist es praktisch, die Aquivalenzumformungen eines linearen Gleichungssystems
Ax = b als Multiplikation mit einer regulidren quadratischen Matrix B der entspre-
chenden Dimension mit Inverser B~! aufzufassen. Denn in diesem Fall folgt nicht nur
(vermittels Matrixmultiplikation mit B von links) aus Ax = b die Beziehung BAx = Bb,
sondern auch umgekehrt aus dieser (vermittels Multiplikation mit B~! von links) wieder
die urspriingliche Beziehung

Ax = I,Ax = (B"'B)Ax = B"}(BAx) = B"'!Bb =1, =b.

Ubungsaufgabe 101. (E) Uberlegen Sie sich, welche Matriz B man wdihlen muss,
damit BA oder AB (welche der beiden?) jene Matriz ist, die entsteht, wenn man mit A
folgende Operationen ausfihrt:

1. Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile in A.

2. Vertauschung der i-ten mit der j-ten Spalte in A.
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3. Multiplikation der i-ten Zeile von A mit einem Faktor c.

4. Multiplikation der i-ten Spalte von A mit einem Faktor c.

5. Ersetzung der i-ten Zeile von A durch die Summe aus i-ter und j-ter Zeile.
6. Ersetzung der i-ten Spalte von A durch die Summe aus i-ter und j-ter Spalte.

Wir haben den Rang rg f einer linearen Abbildung f : Vi — V5 definiert als die Di-
mension des Bildes f(V1), den Rang rg A einer Matrix A als den Rang der durch A
dargestellten linearen Abbildung. Dieser Rang rg A hat sich als unabhéngig erwiesen
von den Basen von V; und V3, die der Matrixdarstellung von f zugrunde liegen. Man
kann sich daher oBdA auf die Standardvektorrdume und die kanonischen Basen bezie-
hen. Folglich stimmt der Rang rg A einer n x m-Matrix iiberein mit der Dimension des
Unterraums, der von den Spaltenvektoren von A in R™ erzeugt wird. Man spricht daher
auch vom Spaltenrang von A, analog definiert man den Zeilenrang. Oft ist es niitzlich zu
wissen, dass Spalten- und Zeilenrang tibereinstimmen. Um das zu beweisen bietet sich
als Hilfsmittel auch noch der Determinantenrang an, die maximale Dimension einer re-
guldren quadratischen Teilmatrix von A, die durch eventuelle Streichung von Zeilen und
Spalten von A entstehen kann. Die laut Proposition iibereinstimmenden Zahlen
sind also schlicht der Rang der Matrix A. Genauer gilt:

Proposition 1.5.6.1. Fiir jede Matriz A = (a; ;) (mitn Zeilen und m Spalten) stimmen
folgende Zahlen diberein:

e der Spaltenrang rgg(A), das ist definitionsgemdfS die maximale Kardinalitit einer
linear unabhdngigen Teilmenge der Spaltenvektoren von A (aufgefasst als Elemente
des Standardvektorraumes R™).

e der Zeilenrang rg,(A), das ist definitionsgemdfS die mazimale Kardinalitdt einer
linear unabhdngigen Teilmenge der Zeilenvektoren von A (aufgefasst als Elemente
des Standardvektorraumes R™).

e der Determinantenrang rg,,(A), das ist definitionsgemafl die mazximale Zahl k,
fir die folgendes gilt: Es gibt k-elementige Mengen I = {1 < i) < iy < ... < i <
n} von Zeilenindizes und J = {1 < j1 < jo < ... < jr < m} von Spaltenindizes
derart, dass det A’ # 0 gilt fir jene k X k-Matriz A" = A'(I,J), die entsteht, wenn
man in A nur jene Elemente a;; mit i € I und j € J beldsst und alle anderen
Eintragungen streicht.

Beweis. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion nach k folgende Hilfsbehauptung: Sei-
en die Vektoren a; = (a1,1,...,am,1),...,a; = (@14, ..., 0m ) € R™ linear unabhéngig
(also k& < m). Dann gibt es eine k-elementige Menge I = {i1,...,i;} von Indizes mit
1 < i1 < ... < i < m derart, dass die Vektoren aj = (aj1,...,ai,1),...,8; =
(@iy k-5 Qi k) € R*, die entstehen, wenn man in den a; nur jene i-ten Komponenten
mit ¢ € I belésst, linear unabhéngig sind.
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Beweis der Hilfsbehauptung: Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen, weil die leere Menge li-
near unabhéingig ist. Angenommen wir haben die Hilfsbehauptung fiir ein bestimmtes k
bewiesen und haben k + 1 linear unabhangige Vektoren ay, ..., a1 € R™ vorgegeben.
Laut Induktionsannahme gibt es eine k-elementige Indexmenge I = {iy,..., i} wie in
der Hilfsbehauptung derart, dass die Vektoren aj,...,a) € R* linear unabhingig sind,
also eine Basis von R¥ bilden. Der entsprechende Vektor aj = (Gikt1,- - Qipkg1) € RF
ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination aj_ , = S ra; schreiben. Wé-
re auch ag41 = Zle ria; € R™, so widerspriche das der linearen Unabhéngigkeit der
ai,...,a,41. Also muss es eine Komponente iy ¢ I mit a;,_ x11 7 Zle ra;,, 1 € R™
geben. Die um diesen Index iy erweiterte Indexmenge I := {iy,...,ixs 1} erfiillt die
Hilfsbehauptung fiir & + 1.

Mit der Hilfsbehauptung lasst sich nun relativ schnell die Gleichheit der drei Zahlen
beweisen: Gehen wir von gewissen k linear unabhéngigen Spaltenvektoren ai,...,ag
der Matrix A aus. Laut Hilfsbehauptung gibt es dann eine Auswahl von k geeigneten
Zeilen, so dass die entsprechenden Vektoren aj,...,a) € R* (Bezeichnung wie in der
Hilfsbehauptung) linear unabhéngig sind. Daraus folgt det(al,...,a}) # 0. Fir k =
rgg(A) zeigt diese Uberlegung rgg(A) < rgp(A).

Im néchsten Schritt wollen wir rg,(A) > rgp(A) =: k zeigen. Dazu wéhlen wir I und
J und somit A’ mit det A’ # 0 wie in der Definition von rgp(A) aus. Wegen gilt

det(A)T = det(A") # 0.

Folglich sind die Spalten von (A")T, die ja gleichzeitig die Zeilen von A’ sind, linear
unabhéngig, was rg,(A) > k =rgp(A) beweist.

Ganz symmetrisch zur bewiesenen Ungleichungskette rgqg(A) < rgp(A4) < rg;(A) zeigt
man auch rgz(A4) < rgp(A4) < rgg(A), womit der Beweis der Proposition vollstandig
ist. O

Ubungsaufgabe 102. (P) Man begriinde: Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
aus n Gleichungen in m Variablen hat genau dann eine Lésung, wenn der Rang der
n X m-Matriz des homogenen Systems mit dem Rang der um den inhomogenen Anteil
erweiterten n x (m + 1)-Matriz ibereinstimmd.

Systemmatrizen mit m Spalten und n Zeilen haben im Fall m > n typischerweise
mehr als einpunktige Losungsmengen. Im Fall n > m jedoch sind sie in der Regel {iber-
bestimmt und haben gar kein Losung. Man kann jedoch stets nach einem Lésungsvektor
x € R™ suchen, der das Gleichungssystem in moglichst guter Annéherung erfiillt. Dieser
Zugang fithrt zur Ausgleichsrechnung und Regressionsgerade, siehe[2.4.6] Da es sich dabei
um Extremwertaufgaben handelt, welche die Differentialrechnung in mehreren Variablen
voraussetzen, werden wir diesen Themenkreis erst im nachsten Kapitel behandeln.

Ohne Beweis sei abschliefend auch die sogenannte Cramersche Regel erwéhnt:

Satz 1.5.6.2. Ist A eine regulire n x n-Matriz und Ax = b, x = (z1,...,z,), das
zugehorige lineare Gleichungssystem mit inhomogenem Anteil b = (by,...,b,), dann ist
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die Losung gegeben durch

ain v a1 b a1 o0 am
o = L {ag1 -+ age—1 b2 agey1 -0 azp
anl *° Apk—1 bn  Gpkr1 o Gnn

firk=1,...,n.

1.6 Eigenwerttheorie

Dieser Abschnitt dreht sich rund um die Begriffe Begriffe Eigenwert, Eigenvektor und
Eigenraum. In werden diese Begriffe definiert und die Rolle der charakteristischen
Gleichung besprochen, welche auch der Ausgangspunkt fiir die einschldgigen Berech-
nungsmethoden ist, siehe In engem Zusammenhang damit steht der Begriff der
Ahnlichkeit von Matrizen. Dieser ist fiir uns vor allem im diagonalisierbaren Fall von
Interesse ist. Denn dann ist bei geeignetem Basiswechsel die Transformation auf Diago-

nalgestalt moglich (1.6.3)).

1.6.1 Definitionen und charakteristische Gleichung

Inhalt in Kurzfassung: Die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum (jeweils zu
einem bestimmten Eigenwert) einer linearen Abbildung f : V' — V oder einer quadrati-
schen Matrix werden definiert.

Es sei A eine reelle oder komplexe (n, n)-Matrix. Dann sind alle reellen oder komplexen
Zahlen X\ zu ermitteln, zu denen es Vektoren x # o in R™ oder C" gibt mit

Ax = \x.
Man definiert:

Definition 1.6.1.1. Sei V' ein Vektorraum, f : V. — V eine lineare Abbildung, x € V
mitx # o und A € R (sehr oft auch: X € C) mit f(x) = Ax. Dann heifit X ein Eigenwert
von f, und x heifst Eigenvektor von f zum FEigenwert A. Fir einen beliebigen Skalar
X\ heif$t die Menge Egy aller x € V mit f(x) = Ax auch der Eigenraum von f zum
Eigenwert .

Ist A eine quadratische n x n-Matriz und fa : R™ — R"™ (oder auch fy : C* — C")
die beziiglich der kanonischen Basis durch A dargestellte lineare Abbildung, so heifien
die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume von fa auch diejenigen von A.

Erste wichtige Beobachtungen dazu sind die folgenden.
Proposition 1.6.1.2. Sei f : V — V linear.

1. Der Figenraum von f zu jedem Eigenwert X\ ist ein Unterraum von V.
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2. Eigenvektoren X1,Xa, . .. zu verschiedenen Eigenwerten A1, A2, ... (endlich oder un-

endlich viele) von f sind linear unabhdngig.

Beweis. 1. Aus f(x) = Ax und f(y) = Ay folgt f(x +y) = A(x +y), auBerdem

92

f(rx) = A(rx). Folglich ist Ey ) ein Unterraum.

. Die zweite Aussage beweisen wir mit Induktion nach der zunéchst als endlich an-

genommenen Anzahl n der gegebenen Eigenvektoren (Eigenwerte).
n = 0: Die leere Menge von Vektoren ist definitionsgeméfl linear unabhéngig ist.

n = 1: Ein einzelner Vektor bildet, sofern es sich nicht um den Nullvektor handelt,
stets eine linear unabhéngige Einermenge. Und x; ist als Eigenvektor definitions-
gem&f nicht der Nullvektor.

Schritt von n auf n + 1: Sei die Aussage fiir ein bestimmtes n € N wahr. Wir
haben sie unter dieser Annahme fiir n + 1 zu beweisen. Dazu gehen wir von einer
Darstellung des Nullvektors o als Linearkombination

n+1

(1) o= Z CiX;

mit irgendwelchen Koeffizienten ¢; € R aus. Anwendung von f liefert

n+1 n+1 n+1
(2) o= f(o)=f (Z Cin‘> =Y af(xi) = cixi.
i=1 i=1 im1

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.

Fall 1, A, 41 = 0. Dann féllt der letzte Summand in (2) weg, und wir haben

n
o = Z Ci)\ixi-
=1

Laut Induktionsannahme sind die Vektoren x, ..., X, linear unabhéngig, folglich
gilt c;A\; =0firi=1,...,n. Weil die A; fiir i = 1,...,n+ 1 paarweise verschieden
sind, gilt A; # Ap11 =0 firi=1,...,n, woraus ¢; =0 fiir ¢ = 1,...,n folgt, also

n+1

(3) o = Z CiXi = Cpn+1Xp+1-
i=1

Als Eigenvektor ist x,41 # 0, womit auch ¢,4+; = 0 bewiesen ist. Also sind die
Vektoren xi,...,X,41 linear unabhangig, wie behauptet.

Fall 2, Ap+1 # 0: Wir multiplizieren (1) mit A,4; und subtrahieren das Ergebnis
von (2), womit der letzte Summand wegféllt:

n+1 n
0 = Z Cz()\z >\n+1)xi = Z Cl()\l - )\n+1)xz
=1 =1
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Wieder verwenden wir die Induktionsannahme, dass x1, ..., X, linear unabhingig
sind. Das liefert ¢;(\; — Ap+1) = 0 fir ¢ = 1,...,n. Wegen der Verschiedenheit
der Eigenwerte ist \; — A1 # 0, also ¢; = 0 fir ¢ = 1,...,n. Somit wird (1)
wieder zu (3) mit derselben Konsequenz, namlich ¢,41 = 0, was wieder die lineare
Unabhéangigkeit von x1,...,x,41 zeigt.

Damit ist die Behauptung fir endlich viele x; und \; bewiesen. Sie iibertréigt
sich aber auch auf unendlich viele, weil lineare Unabhéngigkeit in diesem Fall ja
definitionsgemaf die lineare Unabhéangigkeit je endlich vieler bedeutet.

O

Damit ist aber noch wenig iiber die Berechnung von Eigenwerten und -vektoren gesagt,
welche Gegenstand des nun folgenden Unterabschnitts ist.

1.6.2 Berechnungsmethoden

Inhalt in Kurzfassung: Die Eigenwerte erhélt man als Nullstellen des sogenannten cha-
rakteristischen Polynoms. Zu jedem Eigenwert ergibt sich der zugehorige Eigenraum als
Loésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems. Die Vielfachheit als Null-
stelle des charakteristischen Polynoms heifit die algebraische Vielfachheit eines Eigenwer-
tes, die Dimension des Eigenraums heiflit die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes.

Fir eine quadratische Matrix A ist x genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A,
wenn x im Kern von A — A, liegt. Also hat A den Eigenwert A genau dann, wenn es
A — A, singulér ist, d.h. wenn det(A — A\I,,) = 0. Daraus ergibt sich:

Proposition 1.6.2.1. Die Figenwerte einer reellen oder komplexen (n,n)-Matriz A sind
genau die Zahlen X\ in R oder C mit

rang(A — A) <n

oder
ain — A a2 cee alp
det(A—AI) = | “ az=A o az = 0.
anl an2 o Qpn — A

Betrachtet man in Proposition A als Variable und multipliziert man die Deter-
minante geméfl der Summenformel aus aus, so erhélt man ein Polynom in A vom
Grad n, dessen Nullstellen also gesucht sind.

Dieses Polynom det(A — A\I) nennt man das charakteristische Polynom von A und
die Gleichung

det(A—XI)=0

die charakteristische Gleichung von A. Also:

Satz 1.6.2.2. Die Figenwerte einer n X n-Matriz A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms von A. Insbesondere g¢ibt es fiir ungerades n stets einen
reellen Figenwert.
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Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der vorangegangenen Diskussion. Die
zweite folgt deshalb, weil reelle Polynome ungeraden Grades immer wenigstens eine reelle
Nullstelle haben. O

Ubungsaufgabe 103. (E) Begriinden Sie die im Beweis von Satz verwendete
Aussage, dass jedes reelle Polynom p(x) ungeraden Grades mindestens eine reelle Null-
stelle hat. Hinweis: Argumentieren Sie, dass p(x) fir betragsmajf$ig grofie negative und
positive Werte entgegengesetztes Vorzeichen hat und verwenden Sie die Stetigkeit von f
sowie den Zwischenwertsatz.

Ubungsaufgabe 104. (E) Interpretieren Sie Satz im Fall n = 3 geometrisch,

insbesondere fiir orthogonales A.

Definition 1.6.2.3. Sei A ein Eigenwert von A, also eine Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms p(x) = det(A — xI). Die Vielfachheit von A als Nullstelle von p
heifit auch seine algebraische Vielfachheit, die Dimension des Eigenraums E 4  heifst
geometrische Vielfachheit von A\ als Figenwert von A. Analog sind algebraische und
geometrische Vielfachheit von Eigenwerten linearer Abbildungen f : V. — V eines end-
lichdimensionalen Vektorraums V auf sich definiert.

Beispiel. Man bestimme die Eigenwerte und die zugehoérigen Eigenvektoren der Ma-
trix

6 4
-1 0 -1
-2 0 0
Charakteristische Gleichung;:
6-X 4 4
1 =X 1 =-NM4+6N-122+8=-(1—-2)3=0.
—2 0 =\

Man erhélt also den einzigen Eigenwert A = 2 mit der algebraischen Vielfachheit 3. Die
zugehorigen Eigenvektoren x sind die Losungen von folgendem Gleichungssystem

41 + 4xo + 4dx3 = 0

—r1T — 2.%'2 — Ty = 0
—2x1 — 2z3 = 0.
GaufBlelimination liefert
Ty + x9 + x3 = 0
— T2 = 0
€2 = 07
1 + x2 + x3 = 0
T2 = 0
0 = 0,
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also x3 = —t, o =0, z1 =t (t € R, beliebig).
Losung;:
1
x=t 0 |, teRbel
—1

Es gibt zu A also nur einen linear unabhéngigen Eigenvektor. Somit hat A die geometri-
sche Vielfachheit 1.

Algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts miissen also nicht iiber-
einstimmen. Die geometrische kann auch kleiner sein, nicht aber grofler als die algebrai-
sche.

Als Beispiele ohne reelle Eigenwerte dienen Drehungen in der Ebene um einen Winkel
a mit sin(a) # 0, der also kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. Das charakteristische
Polynom der zugehotrigen Drehmatrix

[ cos(a) —sin(a)
A= ( sin(a)  cos(a) )
hat die Gestalt
cos(a) — A —sin(a)
sin(a) cos(a) — A

det(A—A\I) =

‘ = (cos(a) — A)? +sin®(a) = A2 — 2\ cos(a) + 1.

Die Nullstellen sind nach der quadratischen Loésungsformel gegeben durch
A12 = cos(a) £ y/cos?(a) — 1 = cos(a) £/ —sin?(a) = cos(a) + isin(a),

fir sin(a) # 0 (d.h. @ # km mit k € Z), also nicht reell.

FEine interessante geometrische Einsicht ergibt sich, wenn man quadratische n x n-
Matrizen A ungerader Dimension n betrachtet, wo also auch das charakteristische Po-
lynom ungeraden Grad n hat. Ein solches Polynom hat jedenfalls mindestens eine reelle
Nullstelle. A hat also einen reellen Eigenwert A mit zugehorigen Eigenvektoren, die durch
A lediglich um den Faktor A gestreckt werden, fiir A = 1 sogar fest bleiben. Weitere
Eigenvektoren miissen aber nicht auftreten, wie das Beispiel von Drehungen um eine
Drehachse als eindimensionalem Eigenraum belegen.

Ubungsaufgabe 105. (T) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender
Matrizen. Fir die Matriz C' missen nur die Figenwerte (und nicht die Eigenvektoren)
berechnet werden.

0 1 00
1 00

0 -1 0 0 10

A‘<1 0)’ b= _g :;1 “=lo 0o o1

4 -2 -2 3

Ubungsaufgabe 106. (P) Geben Sie fiir die folgenden, geometrisch definierten, linea-
ren Abbildungen im R? jeweils alle Eigenwerte und -vektoren an:
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~

. Spiegelung am Ursprung.

2. Spiegelung an der Gerade mit der Gleichung ax + by = 0.

3. Orthogonale Projektion auf die Gerade mit der Gleichung ax + by = 0.
4. Streckung um den Faktor \.

5. Drehung um den Winkel ¢.

Ubungsaufgabe 107. (E) Die Drehung im R3 um die Achse @i (mit ii-ii = 1) und den
Winkel ¢ wird durch

— =

(- &) + (1 X &) x 7l cos + (7l X &) siny

S

Rﬁ,ap(f) =

beschrieben. Berechnen Sie Spur, Figenwerte und Eigenvektoren von Ry ,.

Anleitung: Untersuchen Sie zuerst den Axialvektor i und tberlegen Sie sich, dass die
Ebene N mit Normalvektor @i fix bleibt, d.h. wenn -7 = 0, dann auch Ry (%) -7 = 0.
Rechnen Sie nach, dass fiir festes xy die beiden Vektoren 51 = (1 X Zo) X 7l und 52 =
(M x Zo) eine Orthogonalbasis von N bilden. Wie sieht nun Ry, beziglich der Basis
{b1,ba, 71} aus?

Ubungsaufgabe 108. (T) Berechnen Sie fiir folgende orthogonale Matrizen Determi-
nante, Drehwinkel und -achse:

510 10

11 -1 1
T1:< ) T=—| -2 11 -10
vail ol Bl 2 5

Ubungsaufgabe 109. (T) Uberpriifen Sie, fiir welche Parameterwerte o die folgende
Matriz eine Drehung im R3 beschreibt und bestimmen Sie Drehachse und -winkel:

8 1 «

1
g —a —4 7
-1 -8 —4

1.6.3 Ahnlichkeit und Diagonalform

Inhalt in Kurzfassung: Zwei n x n-Matrizen A und B heiflen dhnlich, wenn sie beziig-
lich geeigneter Basen von R™ dieselbe lineare Abbildung f : R — R"™ darstellen. Das
ist genau dann der Fall, wenn es eine der Basistransformation entsprechende regulére
Matrix S mit B = SAS~! gibt. Von besonderem Interesse sind dabei diagonalisierbare
Matrizen A, die ndmlich &hnlich sind einer Diagonalmatrix. Das ist definitionsgeméf ei-
ne quadratische n x n-Matrix A = (a;;) mit a;; = 0 fiir alle ¢ # j, die von 0 verschiedene
Eintragungen also nur in der Diagonale hat. Fiir eine Diagonalmatrix sind die A\; := ay;
genau die Eigenwerte von A mit den kanonischen Basisvektoren e; als zugehorigen Ei-
genvektoren. Eine Matrix A ist also diagonalisierbar, wenn es eine reguliare Matrix S
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mit D = SAS™! bzw. A = S7!DS gibt (Diagonalisierung von A). Manche Operationen
lassen sich mit diagonalisierbaren Matrizen leichter ausfithren, insbesondere die Berech-
nung von Potenzen: A" = (SDS~1)" = SD"S~! wobei D" die Diagonalmatrix mit den
Diagonalelementen A} ist. Nicht alle quadratischen Matrizen sind diagonalisierbar, sie
sind aber dhnlich zu einer Matrix in sogenannter Jordanscher Normalform. Jedenfalls
diagonalisierbar sind symmetrische Matrizen. Sie besitzen sogar eine orthogonale Basis
aus Eigenvektoren zu (durchwegs reellen) Eigenwerten.

Wir wissen bereits, wie sich ein Basiswechsel auf die Darstellung linearer Abbildun-
gen f durch Matrizen auswirkt. Geht es um Transformationen f : V — V eines n-
dimensionalen Vektorraums V', und sind A und B die Darstellungen von f beziiglich
zweier (geordneter) Basen, so gilt B = SAS™! bzw. A = S~!BS mit einer reguliren
n x n-Matrix S, welche dem Basiswechsel entspricht, siche

Diese Beziehung zwischen den Matrizen A und B motiviert den Begriff der Ahnlichkeit
von Matrizen.

Definition 1.6.3.1. Zwei quadratische n x n-Matrizen heiffen ahnlich, symbolisch A ~
B, wenn es eine requldre n x n-Matriz S gibt mit B = SAS™!.

Stets gilt A ~ TAI7! also A ~ A (~ ist reflexiv). Aus A ~ B folgt stets B ~ A (denn
B = SAS™! kann zu A = S~!BS umgeschrieben werden; ~ ist symmetrisch). Auerdem
folgt aus A ~ B und B ~ C auch A ~ C (denn B = SAS™! und C = TBT ! liefert
C = TSAS™IT~! = (TS)A(TS)™!; ~ ist transitiv). Deshalb ist ~ eine sogenannte
Aquivalenzrelation . Das hat zur Folge, dass man die Menge aller n x n-Matrizen
in Klassen einteilen kann, von denen jede aus zueinander &hnlichen Matrizen besteht,
wahrend zwei Matrizen aus verschiedenen Klassen nie dquivalent zueinander sind.

Ubungsaufgabe 110. (E) Man beweise die hier implizit ausgesprochene Behauptung:
Jede Aquivalenzrelation (eine reflexvive, symmetrische, transitive Relation) auf einer be-
liebigen Menge gibt in der beschriebenen Weise Anlass zu einer Zerlequng dieser Menge
in Klassen derart, dass zwei Elemente genau dann in Relation zueinander stehen, wenn
ste zur selben Klasse gehdren.

Ubungsaufgabe 111. (T) Geben Sie die Matrixdarstellung jener linearen Abbildung
f :R3 = R3 an, welche einer Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn um die Achse
in Richtung (1,0, 1) entspricht!

Ubungsaufgabe 112. (T) Die Abbildung f werde beziiglich der Basis e, ey durch fol-
gende Matriz A beschrieben:
2 3
= (23)

1. Transformieren Sie die Matriz A in jene Matriz B, welche die Abbildung f bezig-
lich jener Basis beschreibt, die aus den beiden Vektoren (E?I?Zf) und (_Cségjf) besteht.
(Dabei sei (¢ € [0,27) irgendein fester Winkel.)
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2. Wahlen Sie ¢ so, dass f beziiglich einer neuen Basis durch eine Diagonalmatriz
beschrieben wird. Wie lauten die Figenvektoren von f beziiglich dieser Basis?

Diagonalmatrizen sind besonders einfach und {ibersichtlich zu handhaben. Es ist daher
naheliegend zu versuchen, zu einer Matrix eine dhnliche Diagonalmatrix zu finden. Das
ist nicht immer moéglich. Wie man sich unmittelbar iiberlegt, gilt aber:

Proposition 1.6.3.2. Es sei A eine reelle oder komplexe (n,n)-Matriz. A ist genau
dann dhnlich zu einer Diagonalmatriz, wenn sie n linear unabhdngige Eigenvektoren
besitzt. Gilt in diesem Fall etwa

Axy = MXq, ..., Ax, = A\ Xy
mit den linear unabhdngigen Vektoren x1,...,X,, so gilt mit der Matriz S, deren Spal-
tenvektoren x1,Xa,...,Xp), sind,
A0 0
G1lAg — 0 Ao 0
0 .. 0 ........ )\n

2 1 1
A= 2 3 4
-1 -1 =2
Eigenwerte:
2—A 1 1
2 3—A 4 =
—1 -1 —-2-A
= 2=-MB=XN(=2=-N)—-4-242=-N4+2+N24+3=-N)
= 1-M)A4+XNA=-3)=0
AM=1, X=-1, X3=3
Eigenvektoren:
ry + x2 + x3 = 0 1
AM=1: 2r1 + 2x9 + 4dx3 = 0, alsox;=| —1 (und alle Vielfachen)
—r1T — Tro — 31’3 =0 0
3r1 + To + x3 = 0 0
A=-1: 227 + 4z + 4x3 = 0 X9 = 1
—X1 — Tro — r3 = 0 -1
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—x1 + 3 + x3 = 0 2
A3 =3: 211 + 4dz3 = 0 X3 = 3
—ry — x2 — dxz = 0 -1

X1, X9, X3 sind linear unabhéngig. Damit bildet man die Matrix

1 0 2
S= -1 1 3
0 -1 -1
Es folgt
1 00
S7tAS=10 -1 0
0 0 3

Ist etwa A die Matrix einer Lineartransformation beziiglich der Basis e, es, e3 von R3,
und fihrt man die Vektoren x7,xs und x3 von oben als Elemente einer neuen Basis ein,
so nimmt die Lineartransformation die Gestalt

1
y =Bx' mit B=| 0 —
0

O = O
w o O

an, wird also besonders einfach dargestellt.

Beispiel (Matrizenpotenzen). Es sei A wie eben. Man berechne A™ fiir grofies n. Es
ist

1 0 0
A" = AA-.-A=8S81ASS71AS...57tASS L =sB"St =S5 0 (-1)» 0 |SL
o o0 3"

Ubungsaufgabe 113. (T) Berechnen Sie die Potenzen A* und A=12 von A := < (1) g )

sowie deren Eigenvektoren und Eigenwerte!

Ubungsaufgabe 114. (T) Berechnen Sie fiir die Matriz A := ( (1) 1 ) induktiv alle
Potenzen A?, A3, ... A". Wie lautet der Wert der unendlichen Reihe

1
— o

Ubungsaufgabe 115. (T) Berechnen Sie fiir die Matrizen

(i2) (1)

exp(A) = gl + F A+ 7 A%+ 3 A3+ ;A + ... und exp(B), indem Sie auf Diagonalform
transformieren.

_ 1, 1., 1 .4 1.,
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1 Lineare Algebra

Bemerkung. Ist eine (n,n)-Matrix A nicht dhnlich zu einer Diagonalmatrix, so versucht
man, andere Standardmatrizen von vergleichsweise einfacher Bauart zu definieren, so
dass jede beliebige quadratische Matrix zu (genau) einer solchen &dhnlich ist. Arbeitet
man iiber den komplexen Zahlen (dabei spielt der Fundamentalsatz eine entscheidende
Rolle) so ist stets die Transformation auf die sogenannte Jordan’sche Normalform
moglich.

Definition 1.6.3.3. Eine quadratische Matriz A = (a; ;) heifft symmetrisch, wenn sie
mit ihrer Transponierten tibereinstimmt, wenn also AT = A bzw., dquivalent, a;j = aj;
fir alle Paare (i,j) von Zeilen- und Spaltenindizes gilt.

Nicht offensichtlich ist der folgende Satz, den wir seiner Bedeutung fiir spéiter wegen
angeben, wenn auch ohne Beweis:

Satz 1.6.3.4. Zu jeder symmetrischen (n,n)-Matriz A gibt es eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren zu reellen Figenwerten. A ist also ahnlich zu einer reellen Diagonalmatriz
D diber eine orthogonale Basistransformation S':

D=S"148

Dieser Satz wird im Zusammenhang mit Extremwertaufgaben in mehreren Variablen
noch eine bemerkenswerte Rolle spielen, Schlagwort Hauptachsentransformation.
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2 Differentialrechnung in mehreren
Variablen

Die Ubertragung der Differentialrechnung auf Funktionen in mehreren Variablen und
mit Werten in einem hoherdimensionalen Raum orientiert sich an der aus Mathematik
1 bereits bekannten Idee der lokalen Approximation differenzierbarer reeller Funktionen
durch lineare. Dieses Paradigma der Linearisierung zieht sich durch grofie Teile der ge-
samten Mathematik und beherrscht insbesondere das vorliegende Kapitel. Man kénnte
es frei nach Galileﬂ zur Sentenz komprimieren: Was linear ist, mit Hilfe der Linearen
Algebra berechnen; was nicht linear ist, mit Hilfe der Differentialrechnung linear machen!

Um die Konzepte nicht nur formal zu verstehen, sondern auch anschaulich zu erfassen,
beginnen wir mit einem Abschnitt iiber die Geometrie im R" (siche . Die eigentliche
Differentialrechnung beginnt mit Abschnitt wo die grundlegenden Definitionen sowie
die wichtigsten Tatsachen und Beispiele prasentiert werden. In spéteren Anwendungen
werden wir die Krgebnisse aus iiber nichtlineare Gleichungssysteme in mehreren
Variablen und die damit verbundenen Hauptsatze iiber Umkehr- und iiber implizite
Funktionen verwenden bzw. darauf verweisen. der letzte Abschnitt des Kapitels,
beschéftigt sich mit dem Problemkreis Extremwertaufgaben.

Ergénzend noch eine Bemerkung zu einer Uneinheitlichkeit in der Notation: Im Ka-
pitel Gber Lineare Algebra sind wir der weit verbreiteten Konvention gefolgt, die Zahl
der Zeilen einer Matrix mit n, die der Spalten mit m zu bezeichnen. Das entspricht
Funktionen f : R™ — R"™. In der Differentialrechnung in mehreren Variablen wird deren
Anzahl meist mit n bezeichnet. Das wiederum entspricht Funktionen f : R™ O D — R™,
d.h. mit vertauschten Rollen von m und n. Grofle Teile dieses Kapitels (noch nicht zu
Beginn) folgen dieser Tradition. Es empfiehlt sich daher, stets darauf zu achten, was
gerade m und was n ist, und gedanklich weniger an diesen beiden Buchstaben zu kleben
als an den Konzepten Definitionsbereich bzw. Zielbereich.

2.1 Nichtlineare Geometrie im R"

In diesem Abschnitt werden wichtige Beispiel von hoherdimensionalen Funktionen f :
D — R™ mit D C R™ behandelt und mit ihnen verkniipfte geometrische Vorstellun-
gen und Intuitionen entwickelt. Nach einer Motivation und der Ubertragung
begrifflicher Grundlagen wie Grenzwert von Folgen und Stetigkeit von Funktionen vom

!Galileo Galilei (1564-1642) forderte fiir eine moderne, empirisch-experimentelle Naturwissenschaft, die
von den Friichten der Mathematik profitieren kann: ,Was messbar ist, messen; was nicht messbar ist,
messbar machen!“ Galilei gilt damit als ein Ahnherr der wissenschaftlichen Revolution der Neuzeit,
die etwa mit ihm und seiner Generation einsetzte.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

eindimensionalen Fall (siehe Mathematik 1) auf den hoherdimensionalen werden
verschiedene Félle fiir m und n durchgespielt: reellwertige Funktionen in m Variablen in
Kurven und Fliachen und ihre Parametrisierung in [2.1.4] sowie fiir den Fall m =n
Koordinatentransformationen in 2.1.5 und Vektorfelder in [2.1.6

2.1.1 Motivation

Inhalt in Kurzfassung: Die Programmatik des vorliegenden Kapitels ldsst sich als eine
Synthese eindimensionaler Differentialrechnung und héherdimensionaler Linearer Alge-
bra deuten, aus der die héherdimensionaler Differentialrechnung entsteht.

Im Kapitel iiber Lineare Algebra haben wir uns bereits mit Abbildungen zwischen
hoéherdimensionalen Bereichen, insbesondere zwischen den Vektorrdumen R™ R", ... mit
unterschiedlichen Dimensionen m, n, ... beschéftigt. In der Linearen Algebra beschriankt
man sich dabei im Wesentlichen aber auf lineare Abbildungen f : R™ — R™, die sich in
natiirlicher Weise durch Matrizen darstellen und damit effizient untersuchen lassen.

Aus Mathematik 1 wissen wir, dass viele interessante Abbildungen (Funktionen) nicht
linear sind. Insbesondere im Kapitel iiber Differentialrechnung haben wir aber gesehen,
dass es immerhin moglich ist, viele nichtlineare Abbildungen durch lineare so gut zu
approximieren, dass sich bei weiterer Entwicklung der Theorie dabei ungeahnte Moglich-
keiten eroffnen. Man erinnere sich beispielsweise daran, wie wir iiber den Mittelwertsatz
der Differentialrechnung unter Verwendung hoherer Ableitungen zu Taylorreihen und
Potenzreihendarstellungen der wichtigsten Funktionen gelangt sind.

Im vorliegenden Kapitel geht es um eine Verbindung der Moglichkeiten aus der Dif-
ferentialrechnung in einer Variablen mit den Methoden der Linearen Algebra. Damit
lassen sich auch nichtlineare hoherdimensionale Phédnomene mathematisch erfassen.

Bei der Entwicklung der Differentialrechnung in mehreren Variablen erweist es sich
immer wieder als hilfreich, die in der Linearen Algebra gewonnenen geometrischen In-
tuitionen weiter zu entwickeln und auf nichtlineare Phidnomene auszuweiten.

Mathematik erweist sich immer dann als besonders fruchtbar, wenn begriffliche und
methodische Strenge mit lebendiger Anschauung in Verbindung tritt. In einem ersten
Schritt werden wir deshalb wichtige Begriffe wie Folgengrenzwerte, Stetigkeit etc. vom
eindimensionalen auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen und geometrisch deuten.
Sodann werden wir typische Beispiele mit variierenden Dimensionen m und n durchspie-
len.

2.1.2 Hoherdimensionale Folgen und stetige Funktionen

Inhalt in Kurzfassung: Weil die n-dimensionalen Rdume R" vermittels des euklidischen
Abstandsbegriffs zu metrischen Rdumen gemacht werden kdnnen, lassen sich grundle-
gende Begriffe wie Grenzwert und Stetigkeit samt wichtigen Figenschaften miihelos vom
ein- auf den héherdimensionalen Fall {ibertragen.
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2.1 Nichtlineare Geometrie im R"

Haben wir in Mathematik 1 vor allem reelle Funktionen, also Funktionen f: D — R
mit D C R untersucht, interessieren wir uns nun fiir Funktionen, deren Definitions- und
Zielbereich héherdimensional sein diirfen. Unsere Objekte sind also Funktionen

f:D—R™ mit DCR"

Nichts hindert uns daran, im Bildbereich jede Komponente einzeln zu betrachten. Wir
schreiben f; : D — R, ¢ =1,...,m, fiir jene reellwertigen Funktionen mit

fi(x) filzy, ... zp)
flx) = = |, x=(z1,...,2,) € D.
fm(x) fm(x1, .. 2p)

Die f; heiflen auch die Komponentenfunktionen von f.

Viele interessante Eigenschaften von f lassen sich auf solche der f; zuriickfithren. Das
vereinfacht die Untersuchungen, weil man sich dann auf den psychologisch und notatio-
nell einfacheren Fall m = 1 konzentrieren kann. Die Dimension n des Definitionsbereichs
von f lasst sich nicht so haufig in sinnvoller Weise auf n = 1 reduzieren. Ganz wesentliche
Aspekte von Funktionen in mehreren Variablen gehen dabei verloren. Oft reicht aber ein
Studium der Situation fiir n = 2 aus, um die wesentlichen Unterschiede zu verstehen.
Wem hoherdimensionale Funktionen Unbehagen verschaffen, mége also zundchst an die
Situation f : D — R mit D C R? denken. Aber auch der allgemeine Fall hat psychologi-
sche Vorteile, weil in der Notation die Symmetrie in den n Komponenten oft deutlicher
zum Ausdruck kommt. Hin und wieder werden wir der speziellen Darstellungsweise mit
n = 2 den Vorzug geben, haufiger der allgemeinen.

Eine kurze Wiederholung aus Mathematik 1 ist am Platz: Wir beginnen mit dem Be-
griff der Stetigkeit. Er ldsst sich auf Funktionen zwischen beliebigen metrischen R&umen
iibertragen. Das wurde auch schon in Mathematik 1 angedeutet. Die Rdume R™ sind
metrische Raume, weil (neben anderen oft praktischen Metriken) die (in geometrischer
Hinsicht natiirliche) euklidische Metrik zur Verfiigung steht. Diese Zusammenhénge sol-
len nun rekapituliert werden, zunéchst aus Kapitel

Fiir einen Vektor x = (z1,...,2,) € R™ ist, motiviert durch den Satz von Pythagoras,
die euklidische Lange oder Norm von x definiert durch

n
[l == | > =7
i=1

Diese Norm nimmt niemals negative Werte an, und ||x|| = 0 gilt nur fiir x = o. Auflerdem
ist die Norm homogen im Sinne von ||rx|| = |r| - ||x|| und erfiillt die Dreiecksungleichung
|Ix +yll < |x|| + |ly|l. Daraus folgt, dass durch

d(x,y) =[x —yl
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

eine Metrik oder ein Abstand d : R® x R" — R{ zwischen x und y (interpretiert
als Punkte im R™) definiert wird. Das bedeutet definitionsgeméf, dass d(x,y) = 0 nur
fir x = y gilt, aulerdem d(x,y) = d(y,x) und d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) fir alle
X,y,z € R".

Damit lésst sich die Definition des Grenzwertes von Folgen vom Eindimensionalen
direkt iibertragen:

Definition 2.1.2.1. Fine Folge von Punkten x, € R™, n € N, konvergiert gegen
x € R™, wenn es zu jedem € > 0 einen Index ng € N g¢ibt, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichung d(xp,x) = ||x, — x|| < & gilt. In diesem Fall heifst x der Grenzwert der
Folge, symbolisch:

lim x, = x
n—oo

Ezplizit bedeutet das (Wiederholung der in Mathematik 1 gepflegten Schreibweise mit
logischen Quantoren):

Ve >03dng e NVn >ng: d(x,,x)<e

Wann immer niitzlich und auf offensichtliche Weise moglich, werden wir neben dem
Grenzwert selbst auch mit ihm verwandte Begriffe aus dem Eindimensionalen sinngeméf
iibernehmen. Der Begriff der Stetigkeit sei wegen seiner besonderen Wichtigkeit explizit
hervorgehoben:

Definition 2.1.2.2. Eine Funktion f : D — R™, D C R", (oder allgemeiner zwischen
zwei metrischen Raumen) heifst stetig im Punkt xg € D, wenn es zu jedem £ > 0 ein
0 > 0 gibt derart, dass fiir alle x € D gilt:

Aus  d(x0,x) <6 folgt d(f(x0),f(x)) <e.

Ist f in allen Punkten xqg € D stetig, so heifit f (schlechthin) stetig. Auch hier als Formel
mit logischen Quantoren:

Ve>030>0VxeD: d(xo,x) <d—d(f(x0), f(x)) <e

Wie im Eindimensionalen l&sst sich Stetigkeit durch Folgenstetigkeit charakterisie-
ren:

Proposition 2.1.2.3. Eine Funktion f: D — R™, D CR", (oder allgemeiner zwischen
zwei metrischen Raumen) ist stetig im Punkt x € D genau dann, wenn fir jede Folge
von Punkten x, € D mit lim,_,o0 X, = X auch lim,_,~ f(x,) = f(x) gilt.

Der Beweis von Proposition 2.1.2.3] erfolgt ganz analog zum Eindimensionalen und
darf zur Ubung empfohlen werden.

Ubungsaufgabe 116. (E) Beweisen Sie Proposition [2.1.2.5.
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2.1 Nichtlineare Geometrie im R"

Ebenso lassen sich weitere wichtige Sitze aus der eindimensionalen Analysis auf hthere
Dimensionen iibertragen, wobei die Beweise nur geringfiigige Modifikationen erfordern.
Zum Beispiel ist die Verkettung stetiger Funktionen selbst wieder stetig. Weitere Bei-
spiele sind der Satz von Bolzano-Weierstraf3: Jede beschréinkte unendliche Folge in
R™ n € N, hat einen Haufungspunkt in R™. Auflerdem: Zu jedem Haufungspunkt einer
Folge lasst sich eine gegen diesen konvergente Teilfolge auswéhlen. Des weiteren gilt der
Satz vom Maximum: Reellwertige stetige Funktionen nehmen auf einem kompakten
(d.h. in R™: abgeschlossenen und beschrinkten) Definitionsbereich ein Minimum und ein
Maximum an.

Ubungsaufgabe 117. (E) Wiederholen Sie die im obigen Absatz verwendeten Begriffe
und versuchen Sie, die Behauptungen zu beweisen.

Konvergenz und Stetigkeit lassen sich auf die einzelnen Komponenten reduzieren:

Proposition 2.1.2.4. Sei eine Folge von Punkten X, = (Tn,1,...,2Znm) € R™, n €N,

gegeben, auflerdem x = (x1,...,Ty) € R™. Dann gilt
Tn,1 X1
lim x, = lim : = Dl =rx
n—oo n—oo . :
Tn,m Tm
genau dann, wenn fir alle it = 1,...,m die Konvergenz

lim z,; = z;
n—oo

vorliegt.
Eine Funktion f: D — R™ mit D C R"™ ist im Punkt x € D stetig genau dann, wenn
jede der Komponentenfunktionen f; : D — R von f, i =1,...,m, im Punkt x stetig ist.

Ubungsaufgabe 118. (E) Beweisen Sie Proposition |2.1.2./)

Laut Proposition geniigt es im Hinblick auf Stetigkeit, reellwertige Funktionen
f : D — R zu beherrschen, die allerdings von mehreren Variablen x4, ..., z, abhingen
konnen. In den meisten interessanten Féllen greifen hier ganz dhnliche Argumente wie im
Eindimensionalen. Anstatt die Theorie in aller Ausfihrlichkeit nochmals zu entwickeln,
sei das an einem einfachen Beispiel illustriert:

Beispiel 2.1.2.5. Die Funktion f(x1,72) := sin(x1x2) ist stetig auf ganz R%. Begriin-
dung: Der Grenzwertsatz fiir Produkte aus Mathematik 1 besagt in Verbindung mit Pro-
position (Folgenstetigkeit), dass die Funktion m : R? — R, (1, 12) + z129 stetig
auf ganz R? ist. Weiters ist die Funktion sin : R — R, y + siny stetig. Weil f = sinom
die Verkettung der stetigen Funktionen sin und m ist, folgt auch die Stetigkeit von f
selbst.

Argumentationen dieser Art werden wir in Zukunft mit kurzen Wendungen abhandeln
wie: ,,Die Funktion f setzt sich in stetiger Weise aus stetigen Funktionen zusammen, ist
also selbst stetig.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

2.1.3 Reellwertige Funktionen — Funktionsgebirge

Inhalt in Kurzfassung: Reellwertige Funktionen f : D — R auf einem n-dimensionalen
Bereich D C R" lassen sich im Fall n = 2 sehr gut als Funktionsgebirge veranschaulichen.
Diese Veranschaulichung liefert eine der wichtigsten Intuitionen fiir die Differentialrech-
nung in mehreren Variablen, der wir uns in spéteren Abschnitten zuwenden werden. Von
n = 2 auf n > 2 gelingt die Ubertragung der gewonnenen Intuition weitgehend durch
Analogieschliisse.

Wie zum Beispiel in Proposition zum Ausdruck gekommen ist, lassen sich viele
Fragen im Zusammenhang mit héherdimensionalen Funktionen f : D — R™, D C R"”,
zuriickfithren auf den Fall m = 1. Sodann kann man die meisten interessanten Phéno-
mene, die fiir n = 1 noch nicht auftreten, schon fiir n = 2 sehr gut veranschaulichen.
Deshalb ist es wertvoll, sich den Fall n = 2 und m = 1 besonders intensiv vor Augen zu
fithren und diesen durch Analogieschliisse auf die Situation mit n > 3 zu iibertragen.

Dabei stellt man sich den Definitionsbereich D C R? als Teilmenge einer Grundebene
(R? als 2-y-Ebene) vor. Die Funktionswerte f(x,%) von f an Stellen (x,3) € D werden
dann auf einer senkrechten, d.h. auf die x-y-Achse normal stehenden z-Achse aufgetragen.
Der Zusammenhang z = f(x,y) kommt anschaulich dadurch zum Ausdruck, dass der
Punkt (x,y,z) als zu f gehorig markiert wird. (Das stimmt sogar streng formal, weil
ja f: D — R die Menge aller Punkte ((z,v), f(z,v)) = (z,y, f(z,y)) = (x,y,2) mit
z = f(x,y) ist.)

Man kann sich f also als Fliche = Oberfliche einer Landschaft vorstellen, der ein
Punkt (z,y,z) angehort, wenn z = f(x,y) die Seehéhe iiber den Ortskoordinaten x
und y (die ndherungsweise auch als geographische Lange und Breite aufgefasst werden
konnen) ist. Bei negativen Funktionswerten sinkt die Landschaft unter das Nullniveau.
Stellen wir uns das Nullniveau als Meeresspiegel vor, so beschreiben negative Werte von
f die Tiefe des Meeresgrundes.

Stetigkeit von f bedeutet anschaulich, dass es keine senkrechten Wénde gibt. Um eine
solche Vorstellung wachzurufen, sprechen wir auch kurz von Funktionsgebirgen. Das
passt sehr gut auf die Situation m = 1 und n = 2, wird wie gesagt aber auch fiir grofere
Werte von n hilfreiche Dienste leisten.

Ubungsaufgabe 119. (T) Gegeben ist die Funktion

22yt
= m fir (z,y) # (0,0).

f(z,y)
Bestdtigen Sie, dass f in (0,0) stetig fortsetzbar ist. Geben Sie die Fortsetzung an!
Ubungsaufgabe 120. (T) Gegeben ist die Funktion
22%° .
f(z,y) = m fir (z,y) # (0,0).
Bestdtigen Sie, dass f in (0,0) nicht stetig fortsetzbar ist, indem Sie zeigen, dass

lim x,
(z,9)—(0,0) fz:9)
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2.1 Nichtlineare Geometrie im R"

nicht existiert.

Zur Unterscheidung von Vektorfeldern (deren Werte nicht Skalare, sondern Vektoren
sind, siehe auch [2.1.6) nennt man reell-, d.h. skalarwertige Abbildungen f : D — R
(D C R") auch Skalarfelder.

2.1.4 Kurven und Flachen

Inhalt in Kurzfassung: Kurven und Fliachen im herkémmlichen Sinn lassen sich anschau-
lich als gekriimmte Geraden oder Ebenen beschreiben. Fiir eine hinreichend prézise ma-
thematische Definition sind Parametrisierungen unerlésslich. Das sind Abbildungen von
eindimensionalen Intervallen, zwei- oder auch k-dimensionalen Bereichen in den R", ty-
pischerweise mit £ < n. Von Parametrisierungen verlangt man mindestens Stetigkeit, oft
aber auch (stetige oder auch hohere) Differenzierbarkeit.

Im Kapitel iiber Lineare Algebra haben wir geometrische Objekte mit linearer Struktur
beschrieben, die zum Beispiel als Losungsmengen linearer Gleichungssysteme auftreten.
Sie haben die Gestalt v + U, wobei U ein Unterraum der Dimension dim U = k eines
Vektorraums V' der Dimension dim V' = n > k ist, meist V' = R". Ist B = {bq,..., by}
eine Basis von U, so beschreibt

k
v+U={v+u: UGU}Z{V-i-ZTibi: TiGR}
i=1

die k-dimensionale Ebene v + U als Teilmenge des n-dimensionalen Raumes R™. Die
Punkte v + Zle r;b; von v + U hédngen von den k reellen Parametern ri,...,r; ab.
Man spricht deshalb auch von einer Parameterdarstellung, in diesem Fall von v+ U.
Fir n = 3 haben wir es mit Teilmengen des Anschauungsraumes zu tun, Ebenen im
iiblichen Sinn fiir £ = 2 und Geraden fiir £ = 1. Der Extremfall K = 3 beschreibt den
gesamten Raum, & = 0 den Punkt, genauer die einelementige Menge, die nur den Punkt
v enthélt. Fiir n = 2 ist £k = 1 der einzige nichttriviale Fall: eine Gerade in der Ebene
R2.

Weil wir uns ab nun nicht auf lineare Gebilde beschridnken wollen, betrachten wir
Lésungen nicht nur von linearen Gleichungssystemen. Ein einfaches und wohlbekanntes
Beispiel ist die Gleichung x? +y? = 1. Bekanntlich handelt es sich bei der Losungsmenge

K:z{(i)GRQ: x2+y2:1}CR2

um den Einheitskreis K in der Ebene, das ist die Menge aller Punkte mit Abstand 1
vom Koordinatenursprung. Eine Parameterdarstellung des Kreises ist gegeben durch

cost
K = {(sint) D te [0,271')}.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

cos(t)

sin(t)

Bildmenge unter einer Funktion f dargestellt, in diesem Fall von

Bei dieser Darstellung sind alle Punkte verschieden. Jedenfalls wird K als

' 2 B . _[cos(t)

f:D—=R* D=[0,2r)CR=R", f(t)= (sin(t)>'
Dehnt man den Definitionsbereich D aus, so werden Punkte mehrmals durchlaufen, die
Menge K éndert sich aber nicht. Oft ist es von Interesse, dass D kompakt (abgeschlossen
und beschrinkt) ist, was in diesem Fall mit D = [0, 27] der Fall wére. Dann stimmten
nur Anfangspunkt und Endpunkt iiberein: f(0) = (1,0) = f(27). Generell beschreibt
man Kurven im R™ vorzugsweise mit Hilfe von stetigen Funktionen f : D — R” mit
zusammenhéngendem Definitionsbereich D C R, haufig einem Intervall D = [a,b] (a <
b eR).

Ahnlich lassen sich gekriimmte Flichen im R? als stetige Bilder zweidimensionaler
Teilbereiche D C R? der Ebene darstellen. Wenn wir uns zum Beispiel an den Kugel-
koordinaten orientieren, so konnen wir die Oberfliche der Einheitskugel, die sogenannte
zweidimensionale Sphére S2, die durch

$ = {(ry.2) € B 2?44+ 2 =1)

definiert ist, auch als Bild S? = f(D) des Rechtecks D := [0,27] x [-5, 5] C R? unter
der Funktion
cos(a) cos(B)
f:(a,B) — | sin(a) cos(p)
sin(f3)

cos(a) cos(p)
in Parameterform darstellen. Die Punkte [ sin(a)cos(3) | € S? hingen nun von zwei
sin(B)
Parametern ab, ndmlich von o und §.
Eine allgemeine Definition, die all diesen Situationen gerecht wird, ist die folgende.

Definition 2.1.4.1. Eine Kurve oder auch ein Weg im n-dimensionalen Raum R™ ist
eine auf einem Intervall [a,b] definierte stetige Funktion f : [a,b] — R™. Dabei heiffen
f(a) und f(b) Anfangs- bzw. Endpunkt der Kurve, und man nennt f auch einen Weg
von f(a) nach f(b).

Fine Menge M C R"™ heifit wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei Punkten
a,b € M einen Weg von a nach b gibt.

Unter einer k-dimensionalen Flache im R™ versteht man eine stetige Funktion f :
D — R™ mit einem Definitionsbereich D C RE. (Bei herkémmlichen zweidimensionalen
Flichen im R3 istn =3 und k = 2.)

Zu Definition 2.1.4.1] sind mehrere Bemerkungen am Platz:

Erstens sei ausdriicklich betont, dass eine Kurve bzw. Flache nicht allein durch die
Punktmenge f(D) gegeben ist, sondern dass immer auch eine Parametrisierung mitzu-
denken ist — obwohl man oft, ungenau, auch die Punktmenge als Kurve bzw. Fliache
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2.1 Nichtlineare Geometrie im R"

bezeichnet. Diese Ungenauigkeit wird in solchen Féllen oft in Kauf genommen, wo man
tatsdchlich nur die Menge f(D) im Sinn hat und sich kaum fiir die spezielle Gestalt der
Funktion f, die in diesem Zusammenhang die Parametrisierung der Fliche genannt
wird, interessiert. Man wére genauso zufrieden mit irgendeiner anderen Parametrisierung
fi: D1 — R", sofern nur fi1(D;1) = f(D) gilt. Entscheidend ist, dass es fir f(D) iiber-
haupt eine Parametrisierung mit gewissen Eigenschaften (stetig, differenzierbar, stetig
differenzierbar, siehe gibt.

Auflerdem beachte man, dass Definition [2.1.4.1] sehr allgemein gehalten ist. So sind
beispielsweise konstante Funktionen zugelassen, wodurch auch einzelne Punkte als Bilder
von Bereichen beliebiger Dimension k£ und somit als k-dimensionale Flidchen auftreten.
Das entspricht sicher nicht der Intention, weil die Dimension der Bildmenge 0, also
kleiner ist als die des Definitionsbereichs. Doch auch das umgekehrte Phdnomen tritt
auf: Es gibt sogenannte raumfiillende Kurven wie sie erstmals von Peano konstruiert
wurden. Das sind stetige Funktionen f : [0,1] — R", die also auf dem 1-dimensionalen
Einheitsintervall definiert sind, deren Bild aber zum Beispiel das volle Einheitsquadrat
oder auch der volle k-dimensionale Einheitswiirfel ist. So ein f kann allerdings, (wie
sich mit Hilfe der Bogenldnge zeigen kann) zum Beispiel nicht stetig differenzierbar
sein. Will man sich auf Situationen beschrinken, die der Intuition besser entsprechen,
ist es sinnvoll, zusétzliche Voraussetzungen an f und/oder D zu machen. Ist f stetig
differenzierbar, dann kann die Dimension von f(D) (hier in einem anschaulichen, nicht
exakt definierten Sinne zu verstehen) nicht grofler sein als die von D. Ist f’ (siehe spétere
Abschnitte) nur an wenigen Punkten singulér und auch D reguldr (zum Beispiel im Sinn
von D° = D, d.h. D ist der Abschluss seines Inneren; auerdem natiirlich D # ), so
kann die Dimension von f(D) umgekehrt auch nicht kleiner werden als die von D.

Ubungsaufgabe 121. (P) Parametrisieren Sie folgende ebene Bereiche:

1. Viereck im R? mit den Eckpunkten (0,0), (1,1), (3,2) und (4,—3). Hinweis: Zer-
legen in Dreiecke.

2. Jene Punkte im R?, welche innerhalb des Kreises mit Mittelpunkt (0, %) und Radius
1 liegen und eine y-Koordinate > 0 besitzen.

Ubungsaufgabe 122. (P) Parametrisieren Sie das Tetraeder mit den Eckpunkten (0,0,0),
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1).

Ubungsaufgabe 123. (P) Parametrisieren und skizzieren Sie folgende Flichen im R?
1. Kreis in der y,z Ebene mit Mittelpunkt (0,1,2) und Radius r = 3,
2. Dreieck mit den Eckpunkten (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1),
3. Kreis in der Ebene E : x +y+ z = 1 mit Mittelpunkt (1,0,0) und Radius r = 1,

4. Kegelmantel des (Doppel)-Kegels um die z-Achse mit Spitze im Ursprung und Off-
nungswinkel 45°
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5. Kegelmantel des (Doppel)-Kegels um die Gerade g : (1,0,0) +t(1/1/1) mit Spitze
im Punkt (1,0,0) und Offnungswinkel 45°

Ubungsaufgabe 124. (E) Stellen Sie weitere interessante, nichtlineare geometrische
Objekte Ihrer Wahl (zum Beispiel Ellipsen, Hyperbeln, Ellipsoide, Paraboloide etc.) so-
wohl durch Gleichungen bzw. Gleichungssysteme als auch in Parameterform als Flichen
dar.

2.1.5 Koordinatentransformationen

Inhalt in Kurzfassung: Die aus Mathematik 1 bereits bekannten Polarkoordinaten in der
Ebene sowie die Kugelkoordinaten im Raum werden als Beispiele fiir eine Funktion vom
n-Dimensionalen ins n-Dimensionale fiir n = 2 bzw. n = 3 rekapituliert.

Fir Funktionen f : D — R™ mit D C R"™ wurde der einfachste Fall, ndmlich
m = n = 1, in Mathematik 1 behandelt, der Fall m = 1 und n > 1 in2.1.3) n = 1,2
und m > n in Als weiteren Spezialfall von besonderem Interesse betrachten wir
nun die Situation m = n > 1, insbesondere fiir m = n = 2, 3. Zwei sehr unterschiedliche
geometrische Interpretationen sind von besonderer Bedeutung. In werden wir uns
mit der zweiten, ndmlich mit Vektorfeldern beschéftigen. Zundchst aber behandeln wir
Koordinatentransformationen, und zwar anhand der bereits aus Mathematik 1 bekann-
ten Beispiele Polar- (fiir n = 2) und Kugelkoordinaten (fiir n = 3):

n = 2, Polarkoordinaten: Ein Punkt x = (x,%) € R? der Ebene mit den kartesischen
Koordinaten x und y lasst sich in der Form

(x) _ <r cos(a))
Yy 7 sin(«)

darstellen mit den sogenannten Polarkoordinaten r und . Wegen

2 2

22 + % = r? cos?(a) + r? sin?(a) = r?(cos?(a) + r?sin®(a)) = r
ist dabei 72 und somit |r| durch x eindeutig bestimmt. Auf r selbst iibertrigt sich die
Eindeutigkeit, wenn man r > 0 verlangt. Auch a wird unter einer geeigneten Einschran-
kung, am einfachsten o € [0,2m), eindeutig. Geometrische Interpretation: Der Radius
oder Betrag r gibt den Abstand des Punktes x vom Koordinatenursprung o an, der
Winkel a die Richtung, in die man von o geradlinig nach x kommt. Fiir unsere weiteren
Zwecke liegt es nahe, den Zusammenhang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten

als Funktion
a7 z(r,a)\ _ [rcos(a)
fra= (a) ~ (y(r, a)) T (rsin(a))

aufzufassen. Definiert ist f auf ganz R2. Besonders interessant ist der kleinere, d.h. nicht
ganz R? umfassende Definitionsbereich D = [0,00) x [0,27] € R% Dort ist f ndmlich
immer noch surjektiv, wenn auch nicht injektiv. Immerhin ist Injektivitdt nur auf einer
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2.1 Nichtlineare Geometrie im R"

kleinen Menge verletzt: Fir (11, a1) # (r2, ag) ist f(r1,a1) = f(ra2, ae) nur dann moglich,
wenn 11 = 12 = 0 oder {aj,a2} C {0,27}. Umgekehrt ist die Situation auf der in D
dichten Teilmenge Dy := (0,00) x [0,27). Da ist f tatséchlich injektiv, dafiir nur fast
surjektiv, weil im Bildbereich der Koordinatenursprung fehlt.

n = 3, Kugelkoordinaten: Im dreidimensionalen Fall tritt zu » und « noch ein dritter
Parameter . Die Funktion

r x(r,a, B) 1 cos(a) cos()
fra=la|— |ylra,B) | = | rsin(a)cos(f)
8 z(r, o, B) rsin(f)

ist auf ganz R® definiert, auf der abgeschlossenen Menge D := [0,00) X [0, 27] x [-F, 5]
surjektiv nach R3 und fast injektiv, auf der in D dichten Menge Dy := (0, 00) x [0, 27) X
(=%, %) im strengen Sinn injektiv, dafiir nur fast surjektiv (wieder fehlt der Nullvektor
im Bildbereich). Geometrische Interpretation: Wieder ist  der Abstand vom Koordina-
tenursprung, « entspricht, auf den Globus iibertragen, der geographischen Lénge, 5 der
geographischen Breite.

In beiden Féllen, Polar- wie auch Kugelkoordinaten, liegt eine surjektive Funktion
f:D — R" mit D C R" vor, die auf Dy injektiv ist. Das wird vor allem in der Integral-
rechnung (Kapitel [4)) wichtig sein, weil der Bereich D \ Dy, wo Injektivitit verletzt ist,
jeweils eine Nullmenge ist (n-dimensionales Mafl 0 hat) und deshalb bei der Integration
nicht stort. Auf dem Weg zur Integralrechnung werden wir vorher noch an geeigneter
Stelle den Zusammenhang mit der Funktionaldeterminante (der Determinante der Ab-

leitung von f) aufgreifen.

2.1.6 Vektorfelder

Inhalt in Kurzfassung: Ein Vektorfeld ordnet einem n-dimensionalen Vektor, den man
meist als Punkt im Raum auffasst, einen anderen n-dimensionalen Vektor zu, der zum
Beispiel eine Kraft oder eine Stromung, die an diesem Punkt wirkt, représentieren kann.

So wie Koordinatentransformationen sind formal auch Vektorfelder Abbildungen vom
n-Dimensionalen ins n-Dimensionale. Allerdings ist ihre Interpretation eine vollig an-
dere als bei Koordinatentransformationen, was auch ganz andere daran anschlieBende
Begriffsbildungen und Untersuchungen nach sich ziehen wird. Meist notieren wir Vek-
torfelder als v : D — R™ mit D C R" (vorzugsweise fir n = 2, 3).

Im Vordergrund steht die Vorstellung, dass ein Vektorfeld jedem Punkt x € D C R"
wieder einen Vektor v(x) im R"™ zuordnet. Oft wird vorausgesetzt, dass D eine offene
und zusammenhingende Teilmenge des R” ist. Eine solche Menge D nennt man auch
ein Gebiet und bezeichnet sie deshalb gerne mit dem Buchstaben G

2Wir erinnern an die Definition aus Mathematik 1: Eine Teilmenge O eines metrischen Raumes X heiBt

offen, wenn es zu jedem x € O einen positives € gibt derart, dass die Kugel um z vom Radius € ganz
in O enthalten ist.

Wann ein O C X zusammenhéngend ist, ldsst sich exakt iiber das Gegenteil definieren: O heifit
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Eine héufige Interpretationen von v(x) ist die als im Punkt x ansetzender Kraftvek-
tor innerhalb eines Kraftfeldes v, das zum Beispiel ein Gravitations-, ein elektrisches
oder magnetisches Feld sein kann. In solchen Situationen ist im Definitionsbereich von
v die Quelle des Feldes (Massepunkt, elektrische Ladung) ausgenommen. Andere wich-
tige Anwendungen haben Vektorfelder in der Stréomungslehre. Dort représentiert v(x)
zum Beispiel die Bewegung einer Fliissigkeit oder eines Gases im Punkt x. Auch Wér-
mestromungen lassen sich mit Vektorfeldern modellieren. Man spricht von stationdren
Feldern, wenn keine zeitliche Verdnderung in die Modellierung eingebaut ist. Andern-
falls hinge v : (x,t) — v(x,t) auch von der Zeit ¢ ab. Hier konzentrieren wir uns auf
stationare Vektorfelder.

Fiir dreidimensionale Vektorfelder v : D — R? mit D C R3 verwenden wir meist die
Schreibweise

T u(z,y, z)
vilyl|l = | v(zy,2)
z w(z,y,2)

mit Komponentenfunktionen u,v,w : D — R.

2.2 Die Ableitung im Hoherdimensionalen

In diesem Abschnitt geht es um den wichtigsten Begriff dieses Kapitels, ndmlich um die
Ableitung fy  einer Funktion f : D — R™ mit D C R™ an einer Stelle xg € D. Eine erste,
stark heuristische Annédherung erfolgt in wo vor allem die Richtungs- und parti-
ellen Ableitungen einer reellwertigen Funktion definiert werden. Durch Abstraktion und
Ubertragung von Bekanntem aus Mathematik 1 gelangen wir in zur allgemeinen
Definition von f;  als linearer Approximation von f in der Nihe von xg. Die Darstel-
lung dieser linearen Abbildung f;  als Matrix mit den partiellen Ableitungen von f als
Eintragungen ist Hauptgegenstand von Wichtige, bereits bekannte Sachverhalte
und Rechenregeln aus der eindimensionalen Differentialrechnung haben sehr natiirliche
Verallgemeinerungen ins Mehrdimensionale, welche den Inhalt von bilden. Weil ei-
ne lebendige Anschauung fiir die — je nach Dimension unterschiedlichen — geometrischen
Interpretationen der Ableitung fiir das weitere Versténdnis entscheidend ist, werden in

nicht zusammenhéngend, wenn es die Vereinigung O = A U B zweier nichtleerer disjunkter Mengen
A und B darstellen lédsst, von denen keine einen Randpunkt der anderen enthélt. Wenn A und B
positiven Abstand haben, ist das beispielsweise sicher der Fall.
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verschiedene Félle von m und n unter diesem Gesichtspunkt durchgespielt. Ei-
ner dieser Félle, ndmlich Gradientenfelder (auch Potentialfelder; hier ist m = 1, wobei
n = 2,3 die interessanten Fille sind), wird in wesentlich vertieft.

2.2.1 Richtungs- und partielle Ableitungen

Inhalt in Kurzfassung: Anhand von Funktionsgebirgen werden die Begriffe der Rich-
tungsableitung und der partiellen Ableitungen nach den verschiedenen Variablen moti-
viert und definiert. Durch Iteration des Prozesses des partiellen Differenzierens erhéilt
man die héheren partiellen Ableitungen.

Wir wollen uns der Frage nach der Differentiation im Héherdimensionalen zunéchst
am Beispiel reellwertiger Funktionen

f:D—=R, f:x=(z1,...,2p)— f(x)=f(z1,...,2,), mit D CR"

anndhern. Oft denken wir zwecks leichterer Veranschaulichung mittels Funktionsgebirgen
(siehe [2.1.3]) besonders an den Fall n = 2 und schreiben fir die Variablen dann gerne
auch z und y statt x; und z9, also

f:D—=R, f:ix=(z,y)~ f(x)=f(z,y), mit DCR”

Im Eindimensionalen gibt f’(xo) den Anstieg einer reellen Funktion f in einem Punkt
xo entlang der z-Achse an. Bei (beispielsweise) 2-dimensionalem Definitionsbereich gibt
es aber nicht nur die eine Richtung entlang der z-Achse, sondern auch die entlang der
y-Achse sowie unendlich viele Richtungen dazwischen. Jede dieser Richtungen lésst sich
durch irgendeinen Vektor # o reprisentieren. Zweckmaéfigerweise wahlen wir einen Ein-
heitsvektor, d.h. einen (nicht notwendig achsenparallelen) Vektor e der Léange |le| = 1.
Véllig analoge Uberlegungen wie in Mathematik 1 fiir die gewohnliche Ableitung einer
differenzierbaren reellen Funktion fithren uns zum verallgemeinerten Differentialquoti-
enten

als Anstieg von f im Punkt xo € D in Richtung e. (Wollten wir die Richtung e von
der entgegengesetzten Richtung —e unterscheiden, kénnten wir im Grenzwert ¢ — 0 der
obigen Definition zusétzlich ¢ > 0 voraussetzen.) Wegen ||e|| = 1 ldsst sich der Quotient
deuten als Anderung des Funktionswertes dividiert durch die Anderung t = |te|| =
|lx — xo|| von x := xg + te in Richtung e. Existiert dieser Grenzwert, so heifit %(xo)
die Richtungsableitung von f entlang oder in Richtung von e. Man beachte, dass
sich die Richtungsableitung %(xo) auch als ganz gewthnliche Ableitung im Sinne der
eindimensionalen Differentialrechnung deuten lésst, ndmlich als

—=(x0) = ¢'(0) mit der reellen Funktion g(t) := f(xo + te).
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Ein besondere Rolle spielen die Richtungsableitungen
of of

8.% 6ei (XO)

entlang der kanonischen Einheitsvektoren e; € R™, ¢ = 1,...,n, die sogenannten i-ten

partiellen Ableitungen von f. Gebréduchlich sind auch die Schreibweisen f;,, j—j; und

(XO) =

8%1' f fur g—i. Den aus den partiellen Ableitungen aufgebauten Vektor nennt man auch
den Gradienten grad,, f von f in xo, genauer:

oL (xo)

dz1

grady, f:= (’%(XO) € R".

2L (x)

Je nach Kontext kann grad, f als Zeilen- oder auch Spaltenvektor wie hier aufge-
fasst werden. Er lisst sich, wie wir an spaterer Stelle (siehe begriinden wer-
den, als Richtung des grofiten Anstiegs von f an der Stelle xg interpretieren. Exi-
stiert der Gradient in jedem Punkt des Definitionsbereichs, so liegt eine Abbildung
grad f : D — R" x — grad, f vor, die wir, wie wir spiter sehen werden, auch mit
der Ableitung von f identifizieren kénnen. Es wird sich ndmlich zeigen, dass die partiel-
len Ableitungen die wesentliche Information iiber das, was wir gleich als Ableitung von
f definieren werden, enthalten.

Warum das so ist, lasst sich sehr leicht anhand von Funktionsgebirgen illustrieren.
So, wie bei einer Funktion in einer Variablen die Tangente an den Funktionsgraphen die
Ableitung représentiert, tut das bei zwei Variablen die Tangentialebene 7 = 7, ans
Funktionsgebirge. Eine Ebene ist aber bereits durch zwei Richtungsableitungen eindeutig
bestimmt, und solche ergeben sich aus den partiellen Ableitungen. Fiir n = 2 und xg =
(x0,yo) ergibt sich mit ihrer Hilfe namlich folgende Parameterdarstellung:

T o 1 0
T=Tixo =4X=|y| = Yo + s 0 + ¢t 61 , s,teR
z f(x0) 81 (xo) e )

Durchlaufen die Parameter s und ¢ alle reellen Zahlen, so durchlduft x alle Punkte der
Tangentialebene an den Graphen von f an der Stelle xg, d.h. im Punkt (z¢, o, f(z0,v0))-
Ganz Analoges gilt statt fiir zwei auch fiir n > 2 Variablen, wenn man sdmtliche n par-
tiellen Ableitungen von f an der Stelle xg € R™ verwendet.

Bevor wir zum allgemeinen Begriff der Ableitung kommen, definieren wir fiir den
spéateren Gebrauch noch die h6heren partiellen Ableitungen. Fiir eine reellwertige
Funktion f : D — R mit D C R” ist die i-te partielle Ableitung (sofern sie existiert)
wieder eine reellwertige Funktion

of

: D — R.
3217@'
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Hat diese Funktion selbst wieder partielle Ableitungen, kann der Prozess der partiellen
Differentiation iteriert werden. Durch n-maliges partielles Differenzieren nach einer oder
verschiedenen der Variablen erhilt man die hoheren partiellen Ableitungen der
Ordnung n. Fir n = 2, 1 = z und x2 = y beispielsweise schreibt man

_ o
Oz

0% f B 0?
oyoxr  Oyox

62
f:m: :wf, fg;y: f,

Die allgemeine Definition ergibt sich rekursiv nach n:

ot f . 0 <8$. o f >

8xin+18win N &ml 8xin+l e axil

2.2.2 Definition der Ableitung als lineare Approximation

Inhalt in Kurzfassung: Die Definition der Ableitung einer (eindimensionalen) reellen
Funktion als Differentialquotient l&sst sich nicht unmittelbar auf héhere Dimensionen
iibertragen. Aus Mathematik 1 kennen wir aber auch die Deutung als (hinreichend gu-
te) lineare Approximation, die sich sehr wohl auf den allgemeinen Fall iibertragen lasst.
Damit ergeben sich in natiirlicher Weise Begriffe wie Differenzierbarkeit etc.

Wir greifen die Parameterdarstellung aus nochmals auf und deuten sie als (zu-
ndchst inhomogene lineare, d.h. eigentlich affine) Funktion

o 1 0
(sst)= | wo |+s| 0 +1 ) 1
f(x0) 8 (xo) 5L (x0)

WEeil in den ersten beiden Komponenten f gar nicht vorkommt, ist die dritte Komponente
die interessante. Wir schreiben sie an als Funktion
of of
z(s,t) := f(xo) +I(s,t) mit I(s,t) :=s=—(x0) +t=—(Xg).
(5.0) = f(x0) +1(s,1) (5.1) = a5 (x0) + 15 ()

Darin ist die Funktion ! eine (homogene) lineare Funktion, die wir, sofern sie f hinrei-
chend gut approximiert, als Ableitung von f an der Stelle xg ansehen werden. Was in
diesem Zusammenhang hinreichend gut bedeutet, ergibt sich in Analogie zur Charak-
terisierung der Ableitung im Eindimensionalen (siche Mathematik 1). Dazu eine kurze
Veranschaulichung des Problems.

Beispiel: Man stelle sich etwa ein Gebdude mit kreuzformigen Grundriss und mit
einem Satteldach vor, dessen Langhduser parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen
mit dem Ursprung o = (0,0) eines zweidimensionalen Koordinatensystems in der Grun-
debene direkt unter dem Schnittpunkt der beiden Teile des Dachfirstes. Die Funktion
f(z,y) beschreibe die Hohe des Daches iiber dem Punkt (z,y). Weil der Dachfirst sowohl
in z- als auch in y-Richtung waagrecht verlduft, sind beide partiellen Ableitungen von f
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in o gleich 0. Die obige Parameterdarstellung fiir die Tangentialebene ergibt jene Ebene,
in der der (rechtwinkelige) Dachfirst liegt. Wir sind aber nicht geneigt, diese Ebene als
Tangentialebene des Daches am First (genauer: im Punkt (0,0, f(0,0))) zu akzeptieren,
und zwar aus ganz analogem Grund, aus dem wir im Eindimensionalen die z-Achse nicht
als Tangente an den Funktionsgraphen von f(z) := |z| im Punkt zy = 0 akzeptieren. Wir
verlangen ndmlich sowohl von einer Tangente als auch von einer Tangentialebene, dass
sie eine bessere Approximation der Funktion f ist als im Beispiel mit |z| bzw. im Beispiel
mit dem Dachfirst. Wir lernen, dass an gewissen Stellen auch dann partielle Ableitungen
existieren konnen , wenn die Funktion insgesamt an dieser Stelle nicht differenzierbar ist.

Die Antwort auf die Frage, was nun die angemessene Approximationsgiite ist, die man
von der Ableitung erwarten darf, ergibt sich durch unmittelbare Verallgemeinerung der
Situation im Eindimensionalen. Dazu erinnern wir uns zunéchst an die Definition der
Ableitung f'(z) einer reellen Funktion f an der Stelle z( als Differentialquotient

T—TQ T — X0
Diese Definition wére in héheren Dimensionen nicht sinnvoll, weil eine Division nur
dann einen Sinn hat, wenn im Nenner Zahlen stehen, nicht aber Vektoren. Es gibt aber
einen Ausweg: In Mathematik 1 haben wir gesehen, dass die Existenz dieses Grenzwertes
dquivalent dazu ist, dass es eine lineare Funktion [ gibt, ndmlich [ : x — f'(z¢)z, so dass
das Fehlerglied r(z) in der Darstellung

f(@) = flxo) + Uz — o) + 7(x)

von kleinerer Groflenordnung ist als © — xg. Diese Beziehung lasst sich problemlos auf
hohere Dimensionen iibertragen. Sogar auf Funktionen, deren Werte nicht in R sondern
in einem héherdimensionalen Standardvektorraum R™ liegen. Die Ableitung ist dann al-
lerdings nicht mehr eine Zahl wie im Eindimensionalen der Differentialquotient, sondern
eine lineare Abbildung. Die allgemeine Definition lautet also:

Definition 2.2.2.1. Sei f : D — R™ mit D C R" und xq ein innerer Punkt von D.
Eine lineare Abbildung | : R™ — R™ heiffit Ableitung oder Differential von f an der
Stelle xq, symbolisch | = f} , wenn gilt:

f(x) = f(x0) +U(x = x0) +r(x) = f(%X0) + fx, (X — X0) + (%)

mit einem Restterm (Fehlerterm) r(x), der fir x — Xo sehr schnell gegen o € R™
konvergiert, genauer:

S LG

X0 [[x = x|
In diesem Fuall heifit f im Punkt xo differenzierbar. Ist f in allen Punkten x € D
differenzierbar (in diesem Fall muss D offen sein), so heifit f (schlechthin) differenzier-
bar auf D. In diesem Fall heifit die Funktion f' : D — L(R™/R™), f' : x — fL die
Ableitung von f.
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In der letzten Bezichung kann im Zihler des Bruches statt ||r(x)| auch einfacher
r(x) geschrieben werden, wenn gleichzeitig auf der rechten Seite die Zahl 0 durch den
Nullvektor o ersetzt wird.

Die Formulierung ,,Fine lineare Abbildung ...“ in Definition scheint die Mog-
lichkeit offen zu lassen, dass es mehrere solche Abbildungen [; und ls geben konnte.
In Wahrheit ist das aber nicht der Fall, wie aus der folgenden Eindeutigkeitsaussage
hervorgeht, durch die auch die Schreibweise fy ihre Rechtfertigung erfahrt.

Proposition 2.2.2.2. Die Ableitung fy  einer Funktion f : D — R™ mit D C R" in
etnem inneren Punkt xg von D ist eindeutig bestimmit.

Bewets. Nimmt man
f(x) = f(x0) + l1(x —x0) + 71(x) und
f(x) = f(x0) + l2(x — x0) + 72(x)

mit Restgliedern r; und 79 entsprechend Definition [2.2.2.1]an, so liefert Differenzbildung
(lh = l2)(x —x0) = ra(x) — r1(x). Wir halten ein beliebiges x; # x¢ aus R" fest und
setzen x. := xg + €(x1 — X¢). Dann gilt

T2 (Xe) — " (Xa)

e(lh —l2)(x1 —x0) = (I1 — l2)(xc —X0) = ra(Xc) — r1(%Xc) = [xe —x|| =
[[xe — x|
_ Tale) = (o) rl(xa)EHXl — xol|,
”Xs - X”
nach kiirzen von ¢ in der Gleichung also
T92(X — 71X
(h - b)(x1 — xo) = 2 =Gy

% = x|

Im Grenziibergang € — 0 ist rechts der zweite Faktor konstant, wihrend der erste gegen
o konvergiert, also ist (I3 — l2)(x1 — xg) = 0. Weil x; # x¢ ein beliebiger Vektor aus R”
war, folgt {1 = ls. ]

2.2.3 Funktionalmatrix und -determinante

Inhalt in Kurzfassung: Weil die Ableitung f; = einer Funktion f: D — R™ mit D C R"
mit Komponentenfunktionen fi, ..., f, an der Stelle xq eine lineare Funktion f; :R™ —
R™ ist, hat sie (beziiglich der kanonischen Basen) eine Darstellung als m x n-Matrix
A = (ai;). Die Eintragungen a;; von A erweisen sich gerade als die partiellen Ableitun-

gen: a;j = gg; Im Falle m = 1 (wenn also f reellwertig ist) folgt daraus fy = grad,, f.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erkennt man damit, dass, wie schon an
fritherer Stelle angekiindigt, der Gradient in die Richtung des grofiten Anstiegs von f
weist.

Die Bestimmung der Ableitung einer Funktion f : R"™ D D — R™ in einem Punkt
Xg € D als lineare Abbildung lauft auf die Frage nach der Matrixdarstellung der linearen
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Abbildung fy : R"™ — R™ (beziiglich der kanonischen Basen von R"™ und R™) hinaus.
Zunichst iiberlegt man sich sehr leicht, dass sich die Ableitung f’ von f in natiirlicher

Weise aus den Ableitungen der Komponentenfunktionen fq,..., f,,, von f zusammen-
setzt:
Proposition 2.2.3.1. Eine Funktion f: D — R™ mit D CR"™ und
fi(x)
flx) = ., fi:D—=R fir i=1,...,m,
fm(x)

ist im (inneren) Punkt xo von D genau dann differenzierbar, wenn alle f; in xo diffe-
renzierbar sind. In diesem Fall gilt

(D)o

(frm)xo

Die Zeilenvektoren in der Darstellung von f,’(0 als m x n-Matriz sind folglich die Dar-
stellungen der Ableitungen (f])x, der Komponentenfunktionen f; an der Stelle xg.

Der Beweis ist im Wesentlichen eine Anwendung von Proposition [2.1.2.4 (Ubung).
Ubungsaufgabe 125. (E) Beweisen Sie Proposition |2.2.5.1]

Wir konzentrieren daher unsere Uberlegungen auf den Fall m = 1, d.h. einer reellwer-
tigen Funktion

f:D—=>R, f:x=(x1,...,2p)— f(xX) = f(x1,...,25), mit D CR"

Fiir diesen Fall haben wir die wichtigste Vorarbeit schon in geleistet. Kombiniert
man nimlich die dortigen Uberlegungen mit der Beziehung zwischen Differentialquo-
tient und linearer Approximation im Eindimensionalen, so wird klar, dass die lineare
Approximation von f an der Stelle x¢ entlang der kanonischen Einheitsvektoren e; ge-
rade mit dem Faktor %(xo) zu versehen ist. Fiir die lineare Abbildung fy, : R™ — R

gilt also fy :e; — %(xo). Da wir somit die Werte von fy auf der kanonischen Basis
{e1,...,en} kennen, ergibt sich fiir fy (beziiglich der kanonischen Basis) daraus die

Darstellung

/ 0 9 9
x0 (8‘7{;()(0)7”' Lf,(xo)w"?agg;(xo)) = gradXUf

als 1 x n-Matrix. Sie stimmt mit dem Gradienten von f an der Stelle xg, aufgefasst als
Zeilenvektor, iiberein. Aus der Differenzierbarkeit von f in xg folgt also insbesondere die
Existenz der partiellen Ableitungen von f in xg. Dass die Umkehrung nicht allgemein
gelten kann, haben wir uns anhand des Beispiels mit dem Dachfirst in klar gemacht.
Sie gilt aber, wenn man von den partiellen Ableitungen nicht nur Existenz, sondern sogar
Stetigkeit in einer Umgebung von x( voraussetzt. Dank Proposition gilt sogar:
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2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

Satz 2.2.3.2. Gegeben seien eine Funktion f : D — R™ mit D C R"™ und
f1(x)
flx) = ., fi:D—=R fir i=1,...,m,
Jm(x)
und ein innerer Punkt xg von D. Dann gilt:

1. Ist f differenzierbar in Xq, so existieren alle partiellen Ableitungen

Ofi
a.’E]’

(x0), t=1,...,m, j=1,...,n,

von f im Punkt xo. Ist A = (aij) jene m x n-Matriz, die fy  beziglich der kano-
nischen Basis darstellt, so gilt

Afi
ox g

(x0)-

aij =

2. Umgekehrt gilt: Gibt es eine Umgebung von X, in der die partiellen Ableitungen
von f nicht nur existieren, sondern sogar stetig sind, dann ist f in xo differenzier-
bar. (Insbesondere ist die erste Aussage das Satzes anwendbar, und die Matriz A
fiir fy, hat die dort angegebene Gestalt.)

3. Die Zeilenvektoren in der Darstellung von fy = als m x n-Matriz sind die Darstel-
lungen der Ableitungen (f])x, = grady (fi) der Komponentenfunktionen f;.

Beweis. (Skizze) Wegen Proposition diirfen wir uns auf den Fall m = 1 kon-
zentrieren. Dann ist die erste Behauptung des Satzes gerade die Erkenntnis aus den
vorangegangenen Uberlegungen.

Die zweite Behauptung lasst sich mit Hilfe folgender Idee beweisen (Skizze): Weil xq
ein innerer Punkt des Definitionsbereichs D von f ist und weil die partiellen Ableitungen
stetig sind, gibt es einen in D enthaltenen achsenparallelen Quader () um xq, innerhalb
dessen sich die partiellen Ableitungen von f sehr wenig d&ndern, also fast mit ihren Werten
in xg libereinstimmen. Sei nun x € ) beliebig. Wir suchen jene Punkte xg,x1,...,X, =
x € Q auf, so dass sich fiir alle 5 = 1,...,n die Punkte x;_; und x; hochstens in
der j-ten Komponente unterscheiden. Nach dem Mittelwertsatz der eindimensionalen
Differentialrechnung ist

Fx5) = F0g2) + %5 = 515 (xo).

J

Diese Approximationen lassen sich zu

f(x) =~ f(x0) + grady, f(x —Xo)

zusammentfiigen, wobei die dem Zeilenvektor grad, f entsprechende lineare Abbildung
auf den Vektor x — xg anzuwenden ist. Wenn man sich auch noch die Miithe macht, die
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Approximationsgiite aus den einzelnen Komponenten auf die n-fache Summe hochzurech-
nen, so bestatigt dies genau jene Beziehung aus Definition [2.2.2.1] die den Gradienten
grad,  f als Matrixdarstellung von fy ausweist.

Diese Uberlegung auf jede einzelne Zeile angewendet beweist auch die dritte Behaup-
tung des Satzes. O

Die Matrix A = (a;;) in Satz [2.2.3.2 mit den Eintragungen a;; = ng;(xo) heifit auch
die Funktionalmatrix von f an der Stelle xq. Ist m = n, so handelt es sich um eine qua-
dratische Matrix, deren Determinante Funktionaldeterminante von f in xq heifit. Fiir
eine lineare Abbildung gibt die Determinante den multiplikativen Faktor an, mit dem
Volumina verzerrt werden. Folglich lésst sich fiir f : R™ — R"™ die Funktionaldeterminan-
te det f, (wenigstens fiir stetig differenzierbares f) als Faktor der Volumsvergréferung

durch f in der Ndhe von xg deuten.

Satz [2.2.3.2] erklart auch die in [2:2.1] bereits angekiindigte Deutung des Gradienten
grad f(xg) als steilsten Anstieg einer reellwertigen Funktion f in n Variablen im Punkt
xo. Um das zu sehen sei e = (e, ...,e,) € R" ein beliebiger Vektor der Lénge |e|| = 1.
Ist f in xq differenzierbar, so gilt

Joot1e) 2 JG0) 1y re) = T arad (£)(te) = radg, (e

Wobei die Anndherung ~ im Grenzwert t — 0 zur Gleichheit wird. Der mittlere Anstieg
von f ausgehend von xg in Richtung e ist also das Skalarprodukt des Gradienten mit
dem Einheitsvektor e. Das Skalarprodukt grad;(xo) - e lidsst sich mit Hilfe der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

| grady, (f) - e| < || grady, (/)| - llell = || grady, (/)]

abschétzen, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn e in dieselbe Richtung weist wie
grad ¢(xo). Folglich gilt:

Proposition 2.2.3.3. Ist die reellwertige Funktion f : D — R, D C R", im inneren
Punkt xo des Definitionsbereichs differenzierbar, so weist grady (f) in die Richtung der
groften Richtungsableitung. Ihr Betrag stimmt mit der Norm || grady, (f)|| des Gradien-
ten dberein.
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2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

Niveaulinie

™ Fallinie

: 5
&=

Ubungsaufgabe 126. (P) Berechnen Sie den Gradienten der Funktion f im Punkt P
und geben Sie eine geometrische Interpretation:

1. f(z,y) =22 -3y, P=(-1,2)

2. f(x,y) =sin/22 +y2, P=(0,7)

3. f(z,y) = e*(cosy +siny), P =(0,0)
Ubungsaufgabe 127. (T) Gegeben ist die Funktion

>

X

22312 ..
f(x,y) — ;Efl:}iﬁ fur (1',2/) 7£ (070)
0 fir (z,y)=(0,0).
Zeigen Sie, indem Sie in die entsprechende Definition einsetzen, dass alle Richtungs-
ableitungen von f im Punkt (0,0) existieren. Warum ist f trotzdem nicht im Sinne von

Definition |2.2.2.1 an (0,0) differenzierbar? Hinweis: Berechnen Sie grad; an der Stelle
(0,0).

Ubungsaufgabe 128. (T*) Gegeben ist die Funktion

f(x) = 1xTAx - bTx + ¢, mit ceR,x,b e R" und A € R™*"

eine symmetrische Matrix. Berechnen Sie alle Richtungsableitungen von f im Punkt x.
Wann gilt grad f(x) = o0?

Ubungsaufgabe 129. (T) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(x,y) =
In(v/x2 + y2) in einem Punkt (xg,y0) # (0,0) in Richtung des Nullpunktes.

Ubungsaufgabe 130. (T*) Ein Skifahrer fihrt in der Falllinie der Ebene 6x + 8y —
z = 22. Geben Sie die Gleichung der Bahn und deren Neigung gegen die x,y-Ebene
an (Die Schwerkraft wirke in Richtung der z-Achse). Wie hdngt die Position x(t) =
(x(t),y(t), 2(t)) von der Zeit ab, wenn der Start bei t = 0 im Punkt xo = (3,2,12)
erfolgt? (Von der Reibung ist der Einfachheit halber abzusehen.)
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Ubungsaufgabe 131. (T) In welche Richtung muss ein der Skifahrer (vgl. Aufgabe
vom Punkt (1,1,0) aus starten, wenn er auf einer durch die Gleichung z = 3 — x? — 2y?
bestimmten Piste in Richtung des stirksten Gefilles abfahren will?

2.2.4 Entfaltung der Differentialrechnung

Inhalt in Kurzfassung: In Analogie zur Differentialrechnung in einer Variablen (siehe
Mathematik 1) kénnen auch im Fall mehrerer Variablen wichtige Konzepte entwickelt
und Sachverhalte bewiesen werden. Beispielsweise ist jede differenzierbare Funktion erst
recht stetig. Auflerdem gilt weiterhin die Kettenregel: Die Ableitung einer Verkettung
ist die Verkettung der Ableitungen. Einen neuartigen Aspekt zeigt der Schwarzsche Ver-
tauschbarkeitssatz, wonach es im Fall stetiger Differenzierbarkeit bei hoheren partiellen
Ableitungen nach verschiedenen Variablen nicht auf die Reihenfolge der Differentiation
ankommt. Der Begriff der héheren Ableitung in mehreren Variablen ist insofern kompli-
zierter als bei nur einer Variablen, weil man Rédume linearer Abbildungen von mit jeder
Differentiation wachsender Dimension betrachten muss. Trotzdem kénnen auch hohere
Ableitungen in befriedigender Weise durch die entsprechenden héheren partiellen Ablei-
tungen beschrieben werden. Zum Beispiel wird die zweite Ableitung einer reellwertigen
Funktion in n Variablen durch die n x n-Matrix sdmtlicher partieller Ableitungen zweiter
Ordnung, die sogenannte Hesse-Matrix, beschrieben.

Wie im Eindimensionalen folgt auch im allgemeinen Fall aus Differenzierbarkeit stets
Stetigkeit:

Proposition 2.2.4.1. Ist die Funktion f : D — R™ mit D C R" im Punkt xg € D
differenzierbar, dann auch stetig.

Ubungsaufgabe 132. (E) Beweisen Sie Proposition [2.2.4.1 Hinweis: Der Beweis im
Eindimensionalen ldsst sich fast unmittelbar ibertragen.

Die Berechnung der Ableitung einer hoherdimensionalen Funktion f besteht in der
Ermittlung der Funktionalmatrix. Deren Eintragungen sind die partiellen Ableitungen,
die sich wiederum als Ableitung eindimensionaler reeller Funktionen berechnen lassen.
Folglich besteht keine dringende Notwendigkeit, fiir die Differentialrechnung in mehre-
ren Variablen neue Differentiationsregeln herzuleiten. Die aus Mathematik 1 bekannten
Regeln reichen meistens aus. Mit ihrer Hilfe lassen sich aber auch zahlreiche griffige Re-
geln fiir die hoherdimensionale Differentiation herleiten. Hier begniigen wir uns damit,
die folgende, sehr einprigsame allgemeine Kettenregel zu besprechen. Denn an ihr
lasst sich die Wirkungsmacht der linearen Approximation, die der Differentialrechnung
als sehr universelles Paradigma zugrundeliegt, besonders deutlich beobachten.

Satz 2.2.4.2. Die Funktion f : Dy — R™ mit Dy C R" sei differenzierbar in xo € Dy,
die Funktion g : Dy — R* mit f(Dy) € D, C R™ sei differenzierbar in f(xo) € Dj.
Dann ist die Verkettung go f: Dy — R" differenzierbar in X, und es gilt

(g o f);(o = g}(xD) © f)/co
(Merkregel: Die Ableitung der Verkettung ist die Verkettung der Ableitungen.)
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2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

Beweis. (Beweisidee) Der Beweis der Kettenregel gelingt mit denselben Ideen wie fiir
die eindimensionale Kettenregel: Nach Definition der Ableitung angewendet auf f; und

/ .
9 (x0) gilt

(g0 f)(x)

9(f(x)) = g(f(x0) + fy (x — %0) +75(x)) =
9(F(%0)) + Gy(x0) (o (X = X0) +75(x)) + 19 (f(x)) =
9(£(%0)) + G(x0) (o (X = %0)) + Gy ) (17 (%)) + 79 (f ()

Mit Fehlerfunktionen r; und rgy, die fiir x — xo schnell genug klein werden, um zu
garantieren, dass auch der Restterm

Tgof (X) := Gf(xg) (£ (X)) + 74 (f(x))

hinreichend schnell klein wird, damit in der resultierenden Darstellung

(g0 F)(x) = (g0 F)(%0) + (Ff(xp) © Freg) (X = X0) + Tgos(x)

die Definition fiir die Ableitung erfiillt ist. Somit folgt (g o f)y, = g}(xO) 0 fx,- Etwas
genauer: Man hat
o sl

X0 [|x — X0
nachzuweisen. Wegen rg0¢(x) := g}(XO)(rf(x)) + 74(f(x)) geniigt es, die entsprechende

Konvergenz fiir jeden der beiden Summanden 9}(x0 (rf(x)) und 74(f(x)) nachzuweisen.
Fiir den ersten Summanden verwendet man die Differenzierbarkeit von f in xq, also

o Gl

x=xo [|x — Xo|

Diese Konvergenz gegen o bleibt auch nach Anwendung der linearen Funktion g}(xO) auf
den Zahler bestehen.

Fiir den zweiten Summanden verwendet man, dass aus der Differenzierbarkeit erst
recht die Stetigkeit von f, also f(x) — f(xg) fiir x — x¢ folgt und somit, wegen der
Differenzierbarkeit von g, auch der zweite Restterm ry(f(x)) die geforderte Konvergen-
zeigenschaft hat. O

Ubungsaufgabe 133. (E) Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz indem
Sie die angedeuteten Abschdtzungen ausfihrlich durchfihren.

Wir illustrieren die Kettenregel am Beispiel £ = n = 1, wo die Komposition g o
f also eine eindimensionale reelle Funktion ist, die jedoch iiber m Zwischenergebnisse
(die den m Komponentenfunktionen f; von f entsprechen) ermittelt wird. In dieser
Situation héngt also ¢ = ¢(y1,...,Ym) von m Variablen ab, deren Werte durch die
Komponentenfunktionen f; : D — R, ¢ = 1,...,m,von f : D - R™ mit D C R
vermittelt werden. Die Komposition h = go f : R — R hat daher die Bauart

h=gof:zm g(fi@),..., fn(x))
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Sei nun zg € D. Laut Kettenregel ist h'(xg) = g}(m) o fr,- Wegen k = n = 1 werden
beide involvierten Ableitungen durch m-dimensionale Vektoren dargestellt,

dg dg

ey = E10,(9) = (G (F@0)) o 52 (a0)))

als Zeilenvektor,

f2g =

35‘;" (o)
als Spaltenvektor Nach den Regeln der Matrizenmultiplikation ist das gesuchte Produkt
B (xg) = g (o) © fg’c0 folglich als Skalarprodukt dieser beiden Vektoren zu berechnen und

wird zu m of
g i
P ayl (f(xo)) : ax (CBO)

h,(l‘o) = g}(zo) © falt() =
Gern schreibt man kiirzer und sehr einpriagsam:

y dg dfi
Ubungsaufgabe 134. (E) Es sei x — % eine lineare Variablen- Transformation im R?
oder R3, also X = Sx mit einer requldren 2 x 2 bzw. 3 x 3 Matriz S. Rechnen Sie nach:
Ist u(x) eine differenzierbare Funktion und @(X) := u(x) die transformierte Funktion,
dann gilt

ST (%) = ' (x).
(Man beachte, dass auf der linken Seite die Ableitungen % nach den gewellten Koordina-

ten betrachtet werden, auf der rechten Seite hingegen die Ableitungen 8%’ 8%7 % nach den

ungewellten Koordinaten.) Man schreibt daher auch kurz V' = (S~)T'V, wgl. Abschnitt

rzs)

Von besonderem Interesse fiir spitere Anwendungen ist der Schwarzsche Vertausch-
barkeitssatz:

Satz 2.2.4.3. Die reellwertige Funktion f : D — R, D C R"™ mdge von n > Variablen
Z1,...,Tn abhdngen. Sei xqg ein innerer Punkt von D mit einer Umgebung U, in der
samtliche partiellen Ableitungen bis zur Ordnung m existieren und stetig sind. Dann
hingen die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung m mnicht von der Reihenfolge der
Differentiation ab. (Speziell fir n = m = 2, x1 = x und x9 = y bedeutet das fry = fyx
aufU.)

Beweis. (Andeutung) Der Beweis erfordert einige technische Arbeit, und wir begniigen
uns hier mit einer Andeutung. Zunéchst tiberzeugt man sich davon, dass es geniigt,
den explizit hervorgehobenen Fall m = n = 2, 1 = z und z2 = y zu behandeln. Um
diesen zu beweisen, wahlt man um xg ein kleines achsenparalleles Rechteck V' C U so,
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2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

dass sich innerhalb von V die involvierten Ableitungen nur wenig dndern, was wegen
der Stetigkeitsvoraussetzung moglich ist. Jedes x € V bestimmt ein achsenparalleles
Rechteck Ry C V mit den Eckpunkten x¢ und x. Es gibt zwei Wege von xg entlang des
Randes von Ry. Beide geben Anlass zu einer Approximation von f(x) mit Hilfe erster
und zweiter Ableitungen von f, etwas genauer: eine Anwendung des Mittelwertsatzes auf
die ersten Ableitungen bringt die zweiten ins Spiel. In einem Fall tritt f,, auf, im anderen
fyz. Setzt man diese beiden Approximationen geschickt in Beziehung zueinander, kann
man im Grenziibergang, wenn sich V' auf x¢ zusammenzieht, auf f,,(x0) = fyz(X0)
schlieflen. O

Nachdem wir schon mit héheren partiellen Ableitungen gearbeitet haben, wollen wir
uns auch noch iiberlegen, wie generell héhere Ableitungen einer Funktion f : D — R™
mit D C R"™ zu verstehen sind. Es liegt nahe, nach einer Iteration des Ableitungsprozesses
zu fragen. Dazu ist lediglich ein kleines Hindernis zu iberwinden. Das besteht darin, dass
die Ableitung f’ eine auf D definierte Funktion ist, deren Werte aber nicht in R™ liegen,
sondern lineare Abbildungen f} : R” — R™ sind. Wir kénnen uns aber Erkenntnisse aus
der Linearen Algebra zunutze machen, ndmlich dass die Menge L(R™,R™) aller linearen
Abbildungen von R™ nach R™ einen m - n-dimensionalen Vektorraum bilden, dessen
Elemente beziiglich der kanonischen Basen Darstellungen als m x n-Matrizen haben.
Also liegt eine natiirliche Interpretation der Ableitung f’ von f als Funktion

"D —-R™, xw— fL

vor. Auf so eine Funktion sind die Begriffe Stetigkeit, Differenzierbarkeit etc. anwendbar.
Wir beobachten: Der Definitionsbereich bleibt gegeniiber der urspriinglichen Funktion
f unverdndert, der Zielbereich hingegen wéchst bei jedem Differentiationsschritt in der
Dimension um einen Faktor n (die Anzahl der Variablen, von denen f abhingt). Somit
kann man rekursiv definieren:

Definition 2.2.4.4. Fiir eine Funktion f : D — R™, D C R", sind die hoheren Ablei-
tungen f¥), k e N, (sofern existent) rekursiv definiert durch

FO —f.p SR, plHD (f(k))/ Dy g

Die Funktion f heift k-mal oder k-fach differenzierbar, sofern f*) existiert. Existiert
%) fiir alle k € N, so heifft f unendlich oft differenzierbar.

Fiir die erste Ableitung so einer Funktion f ist laut Proposition die Differenzier-
barkeit von f dquivalent mit der jeder der m Komponentenfunktionen von f. Auflerdem
ist nach Satz die Existenz aller partiellen Ableitungen notwendig fiir Differen-
zierbarkeit, ihre Stetigkeit sogar hinreichend. Uberdies ist nach Proposition auch
die Stetigkeit einer Funktion mit hoherdimensionaler Zielmenge dquivalent zur Stetigkeit
in jeder einzelnen Komponente, folglich ist Stetigkeit der partiellen Ableitungen sogar
dquivalent mit stetiger Differenzierbarkeit. Diese Zusammenhénge lassen sich mittels In-
duktion nach k miihelos von der ersten auf die k-te Ableitung von f tibertragen. Analoges
gilt fiir den Satz von Schwarz, Wir fassen zusammen:
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 2.2.4.5. Fir eine Funktion f : D — R™, D C R"™, und ihre mehrfache Differen-
zierbarkeit an einer Stelle xg € D betreffend gelten folgende Aussagen:

1. Aus der k-fachen Differenzierbarkeit von f in xg folgt die Existenz sdmtlicher par-
tieller Ableitungen von f in xq bis zur Ordnung k.

2. FExistieren samtliche partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung k in einer Um-
gebung von xg und sind sie dort stetig, so ist f auch k-mal differenzierbar.

3. Die Funktion ist genau dann k-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von
xq, wenn auf U alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung k existieren und
stetig sind.

4. Ist f in einer Umgebung U von xg k-mal stetig differenzierbar, so hdngen dort alle
partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k von f davon ab, nach welcher Variablen
wie oft differenziert worden ist, nicht aber von der Reihenfolge der Differentiation.

Setzen sich die Komponentenfunktionen von f so aus einfachen, beliebig oft differen-
zierbaren Bausteinen zusammen, dass die Differentiationsregeln aus der eindimensionalen
Differentialrechnung beliebig oft anwendbar sind, ist f also auch als héherdimensionale
Funktion unendlich oft differenzierbar.

Im Fall m = 1 (also f reellwertig) ist f*) : D — R"". Sehr gut kennen wir bereits
die Situation k = 1: Die erste Ableitung f) = f' : D — R™ wird durch den Gradienten
x +— grad (f) dargestellt. Fiir k = 2 ist f*) = f(2) gegeben durch sémtliche BZQBJ; -
(i, =1,...,n), die sich in natiirlicher Weise in einer n x n-Matrix darstellen lassen, der
sogenannten Hesse-Matrix von f. Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist die Hesse-
Matrix nach Satz symmetrisch. Die Hesse-Matrix wird uns im Zusammenhang
mit der Extremwertbestimmung von Funktionen in mehreren Variablen wieder begegnen.

Die Behandlung groflerer Werte von k > 3 erfordert den Einsatz von Objekten, die
alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k enthalten. Damit ist eine Verbindung zu
den Tensoren hoherer Stufe aus [[.4.2) hergestellt, die wir hier allerdings nicht weiter
verfolgen.

3, _ 03

Ubungsaufgabe 135. (E) Es sei f(x,y) definiert durch f(x,y) = % fiir
x Y

(z,y) # (0,0) und f(0,0) = 0. Uberpriifen Sie die partiellen Ableitungen fz, und fyz

auf Stetigkeit am Ursprung und zeigen Sie, dass fry(0,0) # fy2(0,0).

Ubungsaufgabe 136. (T) Gegeben ist die Funktion f(z,y) = y/222 + y2. Entscheiden
Sie ob f stetig differenzierbar ist und geben Sie alle ersten partiellen Ableitungen an!
Skizze!

Ubungsaufgabe 137. (T) Gegeben sind f : R?2 — R mit f(x,y) = Tundg: R — R?
mit g(x) = (x® + 1,22 — 1). Berechnen Sie die Ableitungen von f und g sowie auf zwei

Arten die von go f und f o g. Hinweis: Kettenregel.
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2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

Ubungsaufgabe 138. (T) Entscheiden Sie, ob die Funktion
u(x,t) = cosh(x + 2t)

eine Losung der Schwingungsgleichung us = 4z, ist.

Ubungsaufgabe 139. (T) Entscheiden Sie, ob die Funktion

1 =2
u(x,t) = et

vVAart

eine Losung der Warmeleitungsgleichung uy = gy, ist.

Ubungsaufgabe 140. (T) Berechnen Sie nach der Kettenregel

a &>f . _ 2 2 o _
1. ) fir f(x,y) =1— 2" —y*, x(t) =sint, y(t) = cost

of of .. _ S22 S22
2. 50 By fir f(z,y) =ylnzx, z(u,v) = Vu? —v?, y(u,v) = Vu? 4+ v2.

2.2.5 Geometrische Interpretation der Ableitung

Inhalt in Kurzfassung: Um die Intuition fiir die Bedeutung der Ableitung einer Funktion
f: D —R™ D CR", zu entwickeln, werden verschiedene Dimensionen m und n durch-
gespielt: m = n = 1 (Anstieg einer reellen Funktion, Wiederholung aus Mathematik
1), m = 1 und n = 2 (Funktionsgebirge), m = 1 und n = 3 (Funktion als Potential
mit Gradientenfeld), n = 1 und m = 2,3 (Kurven mit Tangenten), n = 2 und m = 3
(Fléche mit Tangentialebene im Raum), m = n = 2 (ebene Koordinatentransformation,
insbesondere Polarkoordinaten; alternativ: ebene Vektorfelder), m = n = 3 (rdumliche
Koordinatentransformation, insbesondere Kugelkoordinaten; alternativ: Vektorfelder im
Raum).

Wir wollen nun die geometrische Interpretation der Ableitung héherdimensionaler
Funktionen f: D — R™, D C R", besprechen. Dabei orientieren wir uns an der Gliede-
rung aus Abschnitt nach verschiedenen Werten von m und n, beginnend mit

Reelle Funktionen (m = n = 1): Dieser Fall war Gegenstand der eindimensiona-
len Differentialrechnung in Mathematik 1. Die Ableitung f/(z) von f an einer Stelle
x € D C R gibt den Anstieg des Funktionsgraphen, genauer: der Tangente an den Funk-
tionsgraphen von f im Punkt x an.

Funktionengebirge (m = 1,n = 2): Den Fall eines Funktionsgebirges haben wir
in und zum Ausgangspunkt genommen, um den Begriff der Ableitung einer
hoherdimensionalen Funktion zu entwickeln. Aus den dort angestellten Uberlegungen
ergibt sich die Interpretation von f’ als Tangentialebene, genauer: Fir xg = (x0,y0) € D
ist der Graph der Funktion x — f(xo) + fx,(x —Xo) die Tangentialebene an (den Graph
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

von) f im Punkt (zo,v0, f(z0,v0)).

Potentiale (m = 1,n = 3): Man kann versuchen, die Situation vom Fallm = 1,n = 2
durch Analogieschliisse zu tibertragen. Fur beide Falle gibt es jedoch noch eine andere
wichtige Interpretation. Man kann eine reellwertige Funktion f : D — R mit D C R?
namlich haufig als Potential interpretieren, das zum Beispiel das Energieniveau f(xg)
an einem Punkt x¢ = (¢, 0, 20) im Raum angibt. Dann ist die Matrixdarstellung von
[x, der Gradientenvektor

grade f = (fI(X0)7 fy(X0)7 fZ(XO)) 5

der den groften Anstieg von f angibt. Die Ableitung f’ : D — R? ist also als Vektorfeld
interpretierbar, das man in dieser Situation, insbesondere wenn f zweimal stetig differen-
zierbar ist, ein Potentialfeld nennt. Alternative Bezeichnungen sind Gradientenfeld
oder konservatives Vektorfeld. In und auch an spéteren Stellen werden wir uns
noch ausfiihrlicher damit beschaftigen.

Kurven (m = 2,3, n = 1): In diesem Fall interpretieren wir

als (Parametrisierung einer) Kurve in der Ebene (m = 2) bezichungsweise im Raum
(m = 3). Wie schon in Mathematik 1 besprochen lésst sich der Vektor

fi=r1@= ( 1 ) beziehungsweise f; = f/'(t) = | f4(t)
R (0

als Tangentialvektor an die Kurve deuten. Auf eine mégliche Schwierigkeit, die auch in
héheren Dimensionen zu bedenken ist, ist aber hinzuweisen: Es konnen nédmlich durchaus
auch bei unendlich oft differenzierbarem f Singularitiaten auftreten. Darunter versteht
man Stellen ¢ mit f'(t) = o, wo die Interpretation der Ableitung als Tangentialvektor
also nicht sinnvoll ist. Geometrisch kann eine Singularitdt Unterschiedliches bedeuten.
Das sei anhand der drei Beispiele

2 3 2
f:tt—)(iQ), g:tr—><§3> und h:tr—>(i3>

illustriert, die wegen

2
7'(t) = @) J(t) = (2;) und H() = (ff)

alle bei t = 0 eine Singularitat aufweisen.

128



2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

Ubungsaufgabe 141. (P) Skizzieren Sie die Kurven f, g und h.

Der Bildbereich von f ist die Menge aller (s,s) € R? mit s = t> > 0, t € R, also
die Halbgerade, bestehend aus der ,positiven® Hélfte der Diagonale inklusive Nullpunkt
f(0) = o als Endpunkt. An einem Endpunkt existiert keine Tangente im herkémmlichen
Sinn. Im Gegensatz dazu stellt g die volle Diagonale dar, die anschaulich sehr wohl
auch im Ursprung eine Tangente hat, namlich sich selbst. Trotzdem gilt ¢’(0) = o nicht
als Tangentialvektor. Sehr typisch fiir Singularitdten ist die Situation bei h, das sich
geometrisch als die Vereinigung der beiden Kurven y = vz3 und y = —v/23 mit > 0
auffassen lisst. Bei ihrem Beriihrpunkt o bilden diese beiden Aste eine Spitze. Dieselbe
Kurve ergibt sich auch als Grundriss (die ersten beiden Koordinaten betrachten) der
Kurve

2
kite |3
t
im Raum, die wegen
2t
K (t)=|3t2| #o.
1

keine Singularitit aufweist. Fiir den Parameterwert ¢ = 0 ist k/(¢) = ein parallel

= o O

zur z-Achse senkrecht nach oben weisender Tangentialvektor.

Ubungsaufgabe 142. (P) Man stelle die Kurve k in Grund-, Auf-, Kreuz und Schri-
griss dar.

Ebene Koordinatentransformationen (n = m = 2): So wie im soeben behandel-
ten Fall der krummen Fléche im Raum (n = 2,m = 3) brauchen wir fiir eine sinnvolle
Visualisierung wieder zwei Koordinatensysteme. Fiir n = m = 2 wird eine achsenparal-
lele Rasterung des Bereichs D durch f in einen gekriimmten, nun aber ebenen Bereich
transformiert mit ganz &hnlicher Interpretation wie zuvor. Die Ableitung (Funktional-
matrix) fy  von f im Punkt xo verzerrt ein kleines Quadrat um den Punkt xq in ein
kleines Parallelogramm im Bildbereich. Die Funktionaldeterminante det f ist der Fla-
chenvergréflerungsfaktor von f in der Umgebung von xg. Als Beispiel behandeln wir den
Zusammenhang von kartesischen und Polarkoordinaten:

r — /$2+y2
x x = rcos(p)
Cosp = ——
Vx4 + .
i _ y Yy y = rsin(p).
¥ /xQ—i-yQ
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Wir betrachten die Abbildung f : (r,¢) — (z,y) mit z = z(r,p) = rcos(p) und
y =y(r,¢) = rsin(p). Die Funktionalmatrix von f hat die Form

oo Tr T,\ _ [cos(p) —rsin(p)
o) = \yr sin(p)  reos(p) )
Folglich ist die Funktionaldeterminante gegeben durch

det f(/mp) = 1 cos®(¢p) + rsin®(p) = .

Fliichen (m = 3,n = 2): Eine Funktion f : D — R3 D C R2, stellen wir uns
vorzugsweise als eine Parametrisierung einer Fliache vor, wobei f den ebenen Bereich
D in ein typischerweise gekriimmtes Flachenstiick im Raum iiberfiithrt. Stellt man sich
D hinreichend fein achsenparallel gerastert vor und ist f an einer Stelle xg € D dif-
ferenzierbar, so gehen kleine Quadrate in D iiber in anndhernde Parallelogramme. Die
Ableitung f; ist die lineare Approximation von f in xo, die die Quadrate in exakte und
periodische Parallelogramme innerhalb der Tangentialebene der Fliche F im R? iiber-
fiihrt. Der Unterschied zur geometrischen Deutung im Fall n = 2 und m = 1 besteht
darin, dass zur Veranschaulichung jetzt zwei Koordinatensysteme notwendig sind — ein
zweidimensionales zur Darstellung des Definitionsbereichs D und ein dreidimensionales
fiir den Zielbereich —, wihrend n +m = 2 4+ 1 = 3 Dimensionen in einem einzigen raum-
lichen Modell dargestellt werden kénnen, weil man die eindimensionalen Funktionswerte
entlang einer dritten Koordinatenachse senkrecht iiber dem zweidimensionalen Definiti-
onsbereich auftragen kann.

Raumliche Koordinatentransformationen (m = n = 3): Ganz Analoges wie bei
der Transformation ebener Koordinaten gilt fiir m = n = 3, nur dass es um Quadrate
geht, die durch f in Parallelepipede transformiert werden. Die Funktionaldeterminante
ist dann der Volumsvergroflerungsfaktor. Beispielsweise fiir Kugelkoordinaten sind ganz
dhnliche Rechnungen wie oben fiir Polarkoordinaten durchzufithren. Man geht aus von
der Transformation

r x(r, a, f) r cos(a) cos(f3)
felal—|ylra,p) | = | rsin(a)cos(p)
B z(r,a, ) rsin(p)
Die zugehorige Funktionalmatrix an einer bestimmten Stelle (7, o, 3) ist daher
Ty To I3 cos(a) cos(fB) —rsin(a)cos(B) —rcos(a)sin(f)
f(/r,a,/}) = |y Yo ys| =|sin(a)cos(f) rcos(a)cos(f) —rsin(a)sin(f)
% Za 28 sin(8) 0 rcos(3)

Verwendet man zur Berechnung der Funktionaldeterminante die Regel von Sarrus, so
bleiben wegen der Eintragung 0 in der Mitte der letzten Zeile von den sechs Summanden
nur vier iibrig, ndmlich

det f(, 05 =A+B—-C~-D
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2.2 Die Ableitung im Héherdimensionalen

mit
A = (cos(a)cos(B)) - (rcos(a) cos(B)) - (rcos()) = r2cos?(a) cos?(B)
B = (—rsin(a)cos(B)) - (—rsin(a)sin(B)) - (sin(B)) = r?sin?(a) cos(3) sin?(5)
C = (sin(p)) - (rcos(a) cos(f)) - (—r cos(a )sm( )) = —r2cos?(a)cos(B)sin?(J3)
D = (rcos(B)) - (sin(a) cos(B)) - (—rsin(a)cos(B)) = —r?sin?(a) cos®(B)
Wegen

A—C =r2cos?®(a)cos(B)(cos?(B) + sin?(B)) = r?cos?(a)cos(f) und
B—D =r?sin?(a)cos(B)(cos?(8) +sin?(8)) = r?sin®(a) cos(p)

folgt insgesamt
detfraﬁ (A—C)+ (B - D) =r?(cos?(a) 4 sin?(a)) cos(3) = r? cos(p).

Diese Formel wird uns im Zusammenhang mit der Substitutionsregel fiir die héherdi-
mensionalen Integration noch wertvolle Dienste leisten.

Vektorfelder (m = n = 2,3): Bei Vektorfeldern erweisen sich gewisse Grofien als be-
sonders interessant, die sich aus den partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen
zusammensetzen. Speziell zu nennen sind Rotation und Divergenz. Thre Bedeutung wird
im Zusammenhang mit den Integralsidtzen von Green, Stokes und Gauf}, siche Abschnitt
deutlich werden, worauf an dieser Stelle verwiesen sei.

Wie angekiindigt wenden wir uns noch etwas ausfithrlicher den Potential- oder Gra-
dientenfeldern zu.

2.2.6 Potentialfelder (Gradientenfelder)

Inhalt in Kurzfassung: Aus dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit partieller
Differentiation nach verschiedenen Variablen folgt, dass stetig differenzierbare Gradi-
entenfelder (Potentialfelder) notwendig die sogenannten Integrabilitédtsbedingungen er-
filllen. Ein nichttrivialer Satz besagt: Zusammen mit einer geometrischen Bedingung
an den Definitionsbereich (einfach zusammenhédngendes Gebiet) sind diese Bedingungen
aber auch hinreichend. Unmittelbar ergibt sich eine Methode zur Berechnung des Poten-
tials eines gegebenen Gradientenfeldes. Diese wieder anhand eines Beispiels erldutert.

Zur Erinnerung: Ein n-dimensionales Vektorfeld v : D — R™, D C R"”, heif3t Potential-
oder Gradientenfeld, wenn es von der Gestalt v(x) = grad,(f) mit einer Funktion
f D — Rist. So ein f heifit Potential von v und wird deshalb auch gerne mit dem
Buchstaben P bezeichnet.

Im Fall n = 3 und

z u(x,y, z)
vilyl|—=|v(x,y,2)
z w(z,y, 2)
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

mit Komponentenfunktionen w,v,w : D — R, ist also u = fz,v = fy, und w = f,. Ist f
zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus dem Satz von Schwarz (2.2.4.3)):

uy:fxy:fyxzvx
Uz :f:rz :fzx:wx

Uz :fyz :fzy = Wy

Diese drei sogenannten Integrabilitdtsbedingungen sind bei einem stetig differenzier-
baren 3-dimensionalen Vektorfeld v notwendig dafiir, dass es sich um ein Gradientenfeld
handelt. Im 2-dimensionalen Fall

erhalt man analog eine einzige Integrabilitdtsbedingung, ndmlich

Uy = facy = fy:v = Vg.

Es stellt sich die Frage, ob umgekehrt jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v, das die
Integrabilitdtsbedingungen erfiillt, ein Gradientenfeld ist, d.h. ob man eine reellwertige
Funktion f mit f’ = grad f = v finden kann. Es geht also um eine hoherdimensionale
Variante des Problems, zu einer gegebenen reellen Funktion eine Stammfunktion zu
finden.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass wir unser Problem dann tatséchlich auf den eindi-
mensionalen Fall zuriickfithren kénnen, wenn der Definitionsbereich D von v von geeigne-
ter Art ist, beispielsweise ein achsenparalleler Quader bzw. ein achsenparalleles Rechteck.
Gibt man sich ndmlich (hier im Fall n = 2) irgendeinen Punkt xg = (z9,y0) € D vor,
so muss die reelle Funktion ¢ — f(¢,yo) eine Stammfunktion der partiellen Ableitung
t — fx(t,y0) = u(t,yo) beziiglich der ersten Variablen sein. Analoges gilt fiir die zwei-
te Variable. Gibt man sich den Wert f(xg) vor, so ist f also eindeutig bestimmt, weil
man je zwei Punkte in D durch zwei solche achsenparallele Linien — eine parallel zur
x-, die andere parallel zur y-Achse — verbinden kann. Mit anderen Worten: Wenn v ein
Gradientenfeld auf D ist, dann ist ein zugehoriges Potential f von v bis auf eine addi-
tive Konstante eindeutig bestimmt und lasst sich durch iterierte Integration der beiden
partiellen Ableitungen erhalten. Weil es zwei mogliche Reihenfolgen fiir die Integration
gibt, wére es a priori denkbar, dass man bei den beiden Moglichkeiten zu widerspriich-
lichen Ergebnissen kommt. Verantwortlich dafiir, dass dies nicht der Fall ist, ist gerade
die Integrabilitatsbedingung. Ein strenger Beweis {ibersteigt die uns hier zur Verfligung
stehenden Mittel. Wir werden diesen Themenkreis aber spater noch mehrmals beriih-
ren, vor allem im Zusammenhang mit Kurvenintegralen. Hier ist der folgende Satz die
zentrale Aussage:

Satz 2.2.6.1. Jedes stetig differenzierbare Gradientenfeld erfillt die Integrabilititsbedi-
nungen. Umgekehrt ist jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v : D — R™, D C R"™, das
die Integrabilitdtsbedingungen erfillt ein Gradientenfeld, sofern D ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet ist.
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Zur Erlauterung der in Satz vorkommenden Begriffe: Unter einem n-dimensio-
nalen Gebiet versteht man eine offene und zusammenhéngende Teilmenge D des R".
In diesem Zusammenhang (ndmlich wenn D als offen vorausgesetzt ist) ldsst sich zu-
sammenhingend auch dadurch charakterisieren, dass je zwei Punkte in D durch eine
Kurve innerhalb von D verbunden werden kann.

Ein Gebiet lasst sich auch als offene Menge charakterisieren, innerhalb derer je zwei
Punkte durch eine Kurve verbunden werden kénnen. Einfach zusammenhingend wie-
derum heif3t eine Teilmenge D des R", wenn sie, anschaulich gesprochen, keine Locher
hat. Etwas genauer formuliert: Wenn man jede Schleife (d.h. Kurve, deren Anfangspunkt
mit ihrem Endpunkt ibereinstimmt) in D, die an einem Punkt fixiert ist, innerhalb von
D stetig an diesen Punkt zusammengezogen werden kann. Zum Beispiel ist jede konvexe
und auch jede sternférmige Menge einfach zusammenhéngend. Nicht einfach zusammen-
hingend ist im Gegensatz dazu beispielsweise die Menge R? \ {o} oder allgemein jede
Teilmenge der Ebene, aus der man eine nichtleere und beschrankte Menge herausnimmt.
Man kann auch so formulieren: Ein Gebiet in R? ist einfach zusammenhingend, wenn
sein Komplement zusammenhéngend ist.

Nahe liegt die Frage, wie weit eine Funktion f : D — R durch ihre partiellen Ab-
leitungen bestimmt ist. Der nachfolgende Satz gibt die Antwort: bis auf eine additive
Konstante.

Satz 2.2.6.2. Es sei D C R? ein Gebiet und die Funktionen f,g: D — R haben stetige
partielle Ableitungen. Gilt

Jz = Gz,

fy = gyv
dann gibt es eine Konstante ¢ € R mit f(z) = g(x) + ¢ fiir alle x € D.

Sei v : G — R? oder R? ein Vektorfeld und f = P : G — R ein Potential mit stetig
differenzierbaren partiellen Ableitungen. Die Kurven (fiir G C R?) bzw. die Flichen (fiir
G C R?)

P(x) = P(z,y,z) =c (ceR)
heiflen Potentiallinien bzw. Potentialflichen. Dann ldsst sich zeigen, dass in jedem
Punkt a der Vektor v(a) = gradP(a) senkrecht auf die Potentialfliche durch a steht.

Zur Nlustration folgen nun einige Beispiele.
Zentrales Kraftfeld: Wir betrachten ein zentrales Kraftfeld im v : R3\{o} — R3,
d.h. ein solches, wo in jedem Punkt x € R\ {o} eine Kraft in Richtung des Ursprungs
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

o (oder umgekehrt) weist. Die Stérke der Kraft hange dabei lediglich von [|x]|, also von
der Entfernung von x zum Ursprung, ab und zwar auf stetige Weise. Es gebe also eine
stetige reelle Funktion f: RT — R mit

v(x) = f<HxH>H—§H

Wenig iiberraschend {iberzeugt kann man sich nédmlich davon iiberzeugen, dass v ein
Potentialfeld ist. Ein Potential P : R3\ {0} — R von v ist ndmlich gegeben durch

[l
P(x) := /1 f(s)ds.

Zur Uberpriifung bemiiht man die Formel von Leibniz zur Differentiation von Parame-
terintegralen (eine Kombination aus Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
sowie der Kettenregel). Thr zufolge gilt

(f : RT — R stetig).

(x2+y2+z2)1/2
_ 0 _ 2 2, 212y L 2 _ x
Po= o / feds = (@ + 02 + 2 s =
Yy z
P, == f(|x])-— und P, == f(|x]|)—,
womit <
grad, (P) ==f(HXH)ﬂ§ﬂ'==V(X)

gezeigt ist.

Ein prominenter Spezialfall davon (diesmal allerdings mit dem Zentrum nicht in o,
sondern in einem beliebigen Punkt u € R3) ist das Gravitationsfeld eines Massen-
punktes: Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz erzeugt ein Punkt der Masse m
an der Stelle u das Kraftfeld

ym u—x u
ym

X

f(x)

5 fiir x € R3\{u}

Cu=x? flu—x| T lu—x]

mit einer naturgegebenen Gravitationskonstanten v € R. Daher ist

[u—x]|
S ym
—ym S =T M
s u—x]|
eine Potentialfunktion von f und damit auch
ym
[la — x|
Denkt man sich die Masse nicht in einem Punkt konzentriert, sondern auf einen Kérper
K C R? mit gleichmiBiger Dichte o verteilt, so erhilt man fiir das Gravitationsfeld
dieses Korpers das Gravitationspotential

/K//Mdudvdw.
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(Achtung Vorgriff: Dreifachintegrale wie dieses werden in Kapitel |4] behandelt.)

Zur Ilustration noch ein Rechenbeispiel in zwei Variablen: Sei das Vektorfeld v auf
R? durch die beiden Komponentenfunktionen
u(z,y) = 2zy —2y* +1 und
v(z,y) = 2® — 4oy — 2y

gegeben und ein Potential f mit f(0,0) = 3 gesucht. Die Integrabilitatsbedingung

uy(z,y) = 2z — 4y = vz (x,y)

ist erfiillt, auBerdem ist R? einfach zusammenhingend, und beide Komponentenfunk-
tionen sind stetig differenzierbar. Also gibt es nach Satz [2.2.6.1] ein f mit f, = v und
fy =v. Aus f; = u(z,y) folgt

floy) = [ulay)do + gly) = [ 20y - 257 + Ldw + gly) = 2y — 20y* + 3+ 9(y)

mit einer nur von y abhingigen Funktion g. Man beachte, dass bei dieser Integration nach
x die andere Variable y als Konstante zu behandeln ist. Weil f aber sehr wohl auch von y
abhangt, hangt die additive Konstante beim unbestimmten Integral, die wir sonst meist
mit ¢ bezeichnen, hier von y ab, was durch den additiven Term +g(y) beriicksichtigt ist.
Das erhaltene Zwischenergebnis setzen wir nun in die zweite Bedingung f, = v ein:

2? —day + ¢'(y) = fy(z,y) = v(z,y) = 2% — dzy — 2y,

wobei die Ableitung ¢’ beziiglich der Variablen y zu bilden ist. Wir schlieflen aus der
erhaltenen Gleichung weiter ¢'(y) = —2y, also

9(y) = /*2ydy+c= —y* +e,

folglich f(z,y) = 2%y — 2xy® +  — y?> + c. Aus der Anfangsbedingung folgt schlieflich
auch noch ¢ = 3. Als einzig mdogliche Losung haben wir also die Funktion

flz,y) =2y — 22> + v —y* + 3

erhalten, die tatséchlich f, = u,f, = v und f(0,0) = 3 erfiillt. Dieselbe Funktion
f héatten wir erhalten, wenn wir die Reihenfolge der Variablen vertauscht, d.h. zuerst
f(z,y) = [v(z,y) dy + g(x) angesetzt hatten und symmetrisch vorgegangen wéren.

Dass die so erhaltene Funktion f tatséchlich eine Losung des Problems ist, kann nur
garantiert werden, wenn die Voraussetzungen von Satz erfillt sind, d.h. wenn es
sich bei der Definitionsmenge um ein einfach zusammenhangendes Gebiet handelt. Zur
lustration noch eine Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 143. (T%)
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

1. Fihren Sie in obigem Beispiel die analoge Rechnung mit vertauschter Reihenfolge
der Koordinaten durch.

2. Sei weiterhin u(x,y) = 2xy — 2y* + 1, jedoch v(z,y) = z? — 4y — 2y. Wenden
Sie dieselbe Rechenmethode wie vorher an. An welcher Stelle treten Probleme auf?
Welche Voraussetzung in Satz[2.2.6.1] ist verletzt?

3. Untersuchen Sie das auf R?\ {(0,0} definierte Vektorfeld mit den Komponenten-
funktionen u(x,y) = —ﬁ und v(z,y) = CEQQETyQ mit derselben Methode. Welche
Probleme treten dabei auf, und wie lassen sich diese im Lichte von Satz[2.2.6.1]
erkldren?

4. Ubertragen Sie die Methode auf 3-dimensionale Vektorfelder, indem Sie ein (nicht-
triviales) 3-dimensionales Gradientenfeld Ihrer Wahl behandeln.

2.3 Nichtlineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden aus der Linearen Algebra (Kapitel [I) bekannte Tatsachen
iiber lineare Abbildungen und Gleichungssysteme auf den nichtlinearen Fall iibertragen,
wobei allerdings globale Aussagen zu lokalen abgeschwicht werden miissen. Die Uber-
tragung gelingt durchwegs geméafl dem generellen Paradigma der Differentialrechnung,
nichtlineare Funktionen lokal durch lineare zu approximieren und die Probleme damit
moglichst auf die Lineare Algebra zuriickzuspielen. Entsprechend treten als entschei-
dende Voraussetzungen stets die stetige Differenzierbarkeit der involvierten Abbildung
sowie die Regularitdt der Funktionalmatrix oder eines Teils davon auf. In wird ein
Uberblick iiber die drei Schwerpunkte des Abschnitts gegeben. Diese werden danach aus-
fithrlicher behandelt: das mehrdimensionalen Newtonverfahren in der Hauptsatz
tiber Umkehrfunktionen in [2.3.3| und der Hauptsatz {iber implizite Funktionen in [2.3.4]

2.3.1 Ubersicht

Inhalt in Kurzfassung: In diesem Uberblick iiber den Abschnitt wird versucht, einen
roten Faden durch die Hauptthemen zu legen, die Losung nichtlinearer Systeme von n
Gleichungen in n Variablen mit Hilfe des Newton-Verfahrens, die Interpretation dieser
Aufgabe aus Auswertung einer lokalen Umkehrfunktion und die Deutung impliziter Glei-
chungen in mehreren Variablen als implizite Funktionen.

In der Linearen Algebra (Kapitel haben wir eine Losungstheorie linearer Gleichungs-
systeme kennen gelernt, die kaum Wiinsche offen lasst. Denn basierend auf theoretischen
Uberlegungen zeigt das Eliminationsverfahren von Gauf3, wie man ein beliebig vorgege-
benes System mit klar {iberschaubarem Rechenaufwand l6sen kann. Bei nichtlinearen
Gleichungen liegen die Dinge natiirlich komplizierter. Dennoch lassen sich, wenn man
dem allgemeinen Paradigma der Differentialrechnung, nichtlineare aber (stetig) differen-
zierbare Funktionen durch ihre linearen Approximationen zu ersetzen, folgt, sehr weit
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2.3 Nichtlineare Gleichungssysteme

reichende Analogien zur Linearen Algebra herstellen und daraus wirkungsvolle Methoden
entwickeln.

Fiir den eindimensionalen Fall haben wir in Mathematik 1 mit dem Newton-Verfahren
bereits ein duflerst effizientes Naherungsverfahren fiir die Losung von Gleichungen der
Form f(x) = 0 kennen gelernt. Dieses Verfahren beruht auf der Idee, die Funktion f
durch ihre lineare Approximation im Sinne der Differentialrechnung — d.h. durch das erste
Taylorpolynom ¢ ,, an einer Naherungsstelle x¢ fiir die gesuchte Nullstelle — zu ersetzen.
Die resultierende Gleichung tf,,(z) = 0 kann man leicht l6sen. Mit der erhaltenen
Losung x; fidhrt man dann genauso fort. Unter geeigneten Bedingungen konvergiert
die resultierende Iterationsfolge sehr rasch gegen eine Nullstelle von f, d.h. gegen die
gesuchte Losung der Gleichung.

Da die in diesem Kapitel entwickelte Differentialrechnung in mehreren Variablen genau
diesem Paradigma (lineare Approximation von Funktionen) folgt, liegt es nahe, nach
einer Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens zu suchen, um Gleichungen der Form
f(x) = o fur Funktionen f : R™ — R™ ndherungsweise zu lésen. Das ist der Inhalt von
2.372]

Betrachtet man Gleichungen f(x) =y fiir beliebige (variable) rechte Seiten y € R,
stellt sich die Frage nach einer Umkehrfunktion f(=1) von f, so dass die gesuchte Losung
x sich aus x = f(-1)(y) ablesen ldsst. Auch wenn so eine Losung sicher nicht uneinge-
schriankt mdoglich ist — zum Beispiel muss f ja nicht injektiv sein — ldsst sich unter sehr
natiirlichen Voraussetzungen die Existenz wenigstens einer lokalen Umkehrfunktion ga-
rantieren (siehe [2.3.3).

Eine weitere naheliegende Verallgemeinerung fithrt in zu dem fiir vielfaltige An-
wendungen niitzlichen Hauptsatz iiber implizite Funktionen. Mit seiner Hilfe lassen sich
(natiirlich wieder unter geeigneten Voraussetzungen) Systeme von k Gleichungen in
n > k Variablen nach gewissen k ausgewéhlten dieser Variablen auflosen. Das ist so
zu verstehen, dass die Losung als Funktion in den verbleibenden Variablen aufgefasst
werden kann. Fiir den sehr anschaulichen einfachsten der interessanten Félle, ndmlich
fir £k = 1 und n = 2, lassen sich Gleichungen fiir Kurven in der Ebene (zum Beispiel
die Kreisgleichung 2% + y? = 1) zu Funktionen (zum Beispiel zu y(z) = +v/22 — 1 oder
x(y) = £/y? — 1) umschreiben. Mit Hilfe des Hauptsatzes ldsst sich sehr gut verstehen,
worauf es dabei ankommt und was dariiber hinaus {iber die resultierenden Funktionen
gesagt werden kann.

2.3.2 Mehrdimensionales Newtonverfahren

Inhalt in Kurzfassung: Das aus Mathematik 1 bekannte Newtonverfahren zur Bestim-
mung von Nullstellen reeller Funktionen mit geeigneten Differenzierbarkeitseigenschaften
lésst sich miihelos auf Funktionen mit Definitions- und Wertebereich in R™ iibertragen.
Man kann es als Methode zur Losung von Systemen aus n Gleichungen in n Variablen
auffassen.

Wir rekapitulieren aus Mathematik 1 das Newtonverfahren fiir die Dimension n = 1:
Gesucht ist eine Nullstelle £ der reellen Funktion f. Dazu verwendet man Iterationsfolgen
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

ZTn41 := T'(zy) beziiglich der Funktion

_ .. f@
T(z):=x )

Diese Funktion beschreibt, wie man fiir gegebenes x die Nullstelle T'(x) der Tangente an
f im Punkt (z, f(z)) berechnet. Ist f'(£) # 0 und f zweimal differenzierbar, so gibt es
eine Umgebung U von ¢ derart, dass fiir jeden Anfangswert zg € U die Iterationsfolge
gegen £ konvergiert. Damit kann man sehr rasch gute Approximationen fiir eine Lésung
der Gleichung f(z) = 0 finden.

Ahnliche Uberlegungen kann man anstellen, wenn man es statt mit einer Gleichung
f(z) = 0 mit einem Gleichungssystem von n Gleichungen

fi(ibl,l'Q,...,l‘n):O, izl,...,n,

mit (im Gegensatz zu Kapitel |1| eventuell auch nichtlinearen) reellwertigen Funktionen
fi + D — R in n Variablen, d.h. mit D C R" zu tun hat. Man betrachtet dazu die
Abbildung

fl(fL'l,.’L'Q,...,:Un)
fg(l'l r2y...,T )
f:D—=R" x=(x1,22,...,2p) — 7 _’ T
fn($1,$2,...,xn)

Die Losung des Gleichungssystems ldsst sich als Nullstellensuche fiir f interpretieren.
Analog wie beim eindimensionalen Newtonverfahren betrachtet man fiir ein beliebiges
xp € D die (inhomogene) lineare Approximation

lixo @ X+ [(X0) + fry (X — X0)

und sucht eine Nullstelle x; von Iy ;. Ist die lineare Abbildung f; regulér (invertierbar,
was sich mit dem Determinantenkriterium det fy ~# 0 iiberpriifen ldsst), so ldsst sich
die Gleichung I, (x1) = f(x0) + fx,(X1 —X0) = 0 nach x; zu

x1 = %0 — (fi) " (f(x0)

auflosen. Die Newtoniteration x,11 := T'(x,) erfolgt also beziiglich der Iterationsfunk-
tion
-1
T(x) = x— (£) 7 (f(x).
Man beachte, dass diese Formel erwartungsgemaf fiir n = 1 in jene fiir das eindimensio-

nale Newtonverfahren {ibergeht. Aus dhnlichen Griinden wie fiir n = 1, wenn auch mit
technisch aufwendigerem Beweis ldsst sich zeigen:

Satz 2.3.2.1. Sei f: D — R™ mit D C R" stetig differenzierbar und & innerer Punkt
von D mit f(§) = o und reguldrem fé Dann gibt es eine Umgebung U C D von & derart,
dass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert xo € U gegen £ konvergiert.
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2.3 Nichtlineare Gleichungssysteme

Ubungsaufgabe 144. (P) Finden Sie mit Hilfe des Newtonverfahrens Niherungen fiir
etne oder mehrere Nullstellen der Funktion

29222 +3
F:R2R?2, (P) (" Y .
(y 2(x —2)y
Hinweis zur Kontrolle Ihrer Losung: Fasst man x und y als Real- und Imagindrteil einer

komplexen Variablen auf, so lisst sich f mit der komplexen Funktion z — 2% — 2z + 3
identifizieren.

2.3.3 Lokale Umkehrfunktionen

Inhalt in Kurzfassung: Will man zu einer gegebenen Funktion f : D — R™ mit D C R"”
eine Umkehrfunktion finden, so hat man zu einem gegebenen y ein x mit f(x) =y
zu finden. Ein solches x ist Nullstelle der Funktion x + f(x) —y und deshalb unter
geeigneten Voraussetzungen zum Beispiel mit Hilfe des Newtonverfahrens aus [2.3.2| zu
ermitteln. Untersucht man die Bedingungen sorgféltig, erhédlt man den Hauptsatz fiir
Umbkehrfunktionen, der fiir stetig differenzierbares f in der Umgebung einer Stelle xg
mit reguldrer Ableitung fy  eine lokale Umkehrfunktion von f garantiert, die selbst wie-
der stetig differenzierbar ist.

Jede Gleichung der Form f(x) = y mit f : D — R” und D C R" kann fiir vorge-
gebenes y zu f(x) —y = o umgeschrieben und somit mit dem in beschriebenen
Newtonverfahren behandelt werden. Man erhélt damit eine Néherung fiir die von y
abhéngige Losung x,. Interessiert man sich auch fiir die Zuordnung y ~ xy, so sind
dariiber hinausgehende Uberlegungen nétig, die sich allerdings sehr eng an die bisheri-
gen anlehnen. Wir wollen uns der Problemstellung fiir allgemeines n iiber den Fall n =1
annédhern.

Viele reelle Funktion f : D — R (wie etwa cos und sin) sind mangels Injektivitit
nicht umkehrbar, sehr wohl aber, wenn man sie auf einen geeigneten Teilbereich U — R
einschrankt. Man spricht von lokaler Umkehrbarkeit und von einer lokalen Um-
kehrfunktion von f (wie zum Beispiel arccos von cos und arcsin von sin).

Die Frage, die uns beschéftigt, lautet etwas préziser: Gibt es zu einem Punkt zg im
Definitionsbereich D einer Funktion f eine Umgebung U von xgy derart, dass f ein-
geschrankt auf D N U injektiv ist? Fiir reelle Funktionen auf einem Intervall ist das
zum Beispiel schon dann garantiert, wenn f in diesem Bereich streng monoton ist.
Fiir differenzierbares f ist f’(zp) # 0 in Verbindung mit stetiger Differenzierbarkeit
von f eine hinreichende Bedingung. Denn dann gibt es ein € > 0, so dass f’ auf ganz
U := (zg —e,z0 +¢) C D konstantes Vorzeichen hat, f also auf ganz U streng monoton
ist. Weil f dann erst recht stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funk-
tionen, dass der Wertebereich f(U) selbst wieder ein (in diesem Fall offenes) Intervall V'
rund um f(z¢) ist. Diese Uberlegung zeigt: Eine stetig differenzierbare reelle Funktion ist
in jedem inneren Punkt xq ihres Definitionsbereichs lokal umkehrbar, sofern dort f/ # 0
gilt. Die lokale Umkehrfunktion g von f ist dann ebenfalls stetig differenzierbar und
gehorcht der Ableitungsregel ¢/(f(x)) = f/'(x)~!. Wir fragen, ob es zu dieser Aussage
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

eine mehrdimensionale Verallgemeinerung gibt.

Betrachten wir zunéchst lineare Abbildungen f : R™ — R™. Fiir diese ist lokale
Bijektivitat mit globaler Bijektivitat aquivalent, und diese setzt gleiche Dimensionen,
also m = n voraus. In diesem Fall, also fiir lineares f : R™ — R", ist wiederum det f # 0
sowohl notwendig als auch hinreichend.

Die Macht der Differentialrechnung und ihres Paradigmas der Linearisierung zeigt sich
darin, was unsere Uberlegungen einerseits zu stetig differenzierbaren (eindimensionalen)
reellen Funktionen und andererseits zur Umkehrbarkeit (n-dimensionaler) linearer Funk-
tionen nahelegen. Es gilt ndmlich der Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen:

Satz 2.3.3.1. Sei f: D — R™ mit D C R" stetig differenzierbar, xog ein innerer Punkt
von D und die Ableitung (das Differential, die Funktionalmatriz) fy, wvon f im Punkt
xo reguldr (d.h. det fy #0). Dann ist f in Xo lokal umkehrbar, explizit:

Es gibt offene Umgebungen U von xo und V von f(xq) derart, dass die Einschrinkung
fu von f auf U als Abbildung fuy : U — V' bijektiv ist.

Uberdies ist die Umkehrabbildung f((;l) 1V — U dieser Einschrinkung ebenfalls stetig
differenzierbar mit

(1577) g = (1

fir allex € U.

Die Aussage von Satz [2.3.3.1] lasst sich griffig auch so zusammenfassen: Stetig diffe-
renzierbare Funktionen mit umkehrbarer Ableitung sind selbst lokal umkehrbar, und
die Ableitung ihrer Umkehrung ist die Umkehrung ihrer Ableitung. Oder, noch etwas
informeller: Funktionen, die sich in umkehrbarer Weise gut linear approximieren lassen,
sind selbst lokal umkehrbar, und die lineare Approximation ihrer Umkehrung ist die
Umkehrung ihrer linearen Approximation.

Einige Worte zum Beweis von Satz Man kann sich auf eine Umgebung von
xo beschrianken, wo f” hinreichend wenig von f’(x¢) abweicht. Die Hauptschwierigkeit
besteht darin, zu jedem vorgegebenen und hinreichend nahe bei f(xg) gelegenen y ein
x mit f(x) = y zu finden (das wiederum nahe bei xg liegt). Das gelingt, indem man
die zu losende Gleichung f(x) = y als Nullstellenaufgabe fir x — f(x) — y auffasst
und zeigt, dass das Newtonverfahren (oder eine beweistechnisch leichter zu behandelnde
Variante davon) gegen die gesuchte Losung x, konvergiert. Somit ist geklart, dass sich
zu jedem y ein xy finden lasst. Aus der stetigen Differenzierbarkeit lésst sich dann recht
leicht ableiten, dass die Zuordnung y ~ x, auch die weiteren im Satz behaupteten
Eigenschaften der Umkehrfunktion hat.

Ubungsaufgabe 145. (P) Polarkoordinaten lassen sich als Funktionen f :R? D D —
R2, (r,a) + (rcos(a), rsin(a) auffassen. Behandeln Sie diese Funktion unter dem Ge-
sichtspunkt lokaler (oder globaler) Umkehrfunktionen. Stellen Sie analoge Untersuchun-
gen auch fir Kugelkoordinaten an.
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2.3.4 Implizite Funktionen

Inhalt in Kurzfassung: Eine naheliegende Folgerung des Hauptsatzes iiber Umkehrfunk-
tionen ist jener iiber implizite Funktionen. Enthalt ein System aus m Gleichungen n > m
Variable, so ist es in vielen Fallen moéglich, durch Vorgabe der Werte von n — m die-
ser Variablen eine eindeutige Losung fiir die iibrigen m Variablen zu erzwingen. Das
entspricht der Situation bei linearen Gleichungssystemen, wo dafiir allerdings eine ge-
wisse quadratische Teilmatrix der Systemmatrix regulér ist. Im Hauptsatz tiber implizite
Funktionen bezieht sich die entsprechende Bedingung auf die Funktionalmatrix der durch
das Gleichungssystem gegebenen (und im Satz als stetig differenzierbar vorausgesetzten)
Abbildung f: D — R™ mit D C R™ .

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, an dem bereits das Wichtigste des Themas,
um das es jetzt geht, sichtbar wird:
Durch die Kreisgleichung x? + y? = 1 ist eine Teilmenge

K :={(z,y) e R*: 22 +4* =1}

der Ebene (die Einheitskreislinie) definiert. K ist keine Funktion, weil es zu allen z €
(—1,1) nicht nur einen, sondern zwei y-Werte mit (z,y) € K gibt. Schrinken wir aber
auf den oberen Halbkreis

Ki = {(z,y) eR*: 2 +y* =1, y >0},
ein, so liegt eine Funktion y : [-1,1] — R vor. In diesem Bereich kénnen wir leicht die

explizite Darstellung
y(e) = V1—a?

geben. Selbstverstandlich lassen sich die Rollen von z und y vertauschen und entspre-
chend = = z(y) = /1 — y? als Funktion von y auffassen, wenn wir K auf Punkte mit
x > 0 einschrédnken. Man sagt, die Kreisgleichung lésst sich lokal nach y bzw. nach x
auflosen.

Es fallt auf, dass die Punkte (£1,0) und (0, +1) eine Sonderrolle spielen, weil sie kei-
ne Umgebungen haben, in denen die Kreislinie bijektiv ist. An den Punkten (£1,0) ist
keine Auflésung nach y moglich, an den Punkten (0, £1) entsprechend keine nach x. Spa-
ter, wenn wir dieses einfache Beispiel wieder aufgreifen werden, wird deutlich werden,
dass die Nichtauflosbarkeit mit dem Verschwinden der partiellen Ableitung der Funkti-
on f:R? = R, (z,y) — 22 + y? — 1, als deren Nullstellenmenge K ja definiert ist, zu
tun hat. Um das besser zu verstehen, ist aber ein groflerer Kontext wiinschenswert, der
sich automatisch ergibt, wenn wir uns der Verallgemeinerung auf héhere Dimensionen
zuwenden. Dann haben wir es mit der folgenden Situation zu tun.

Gegeben seien eine oder, allgemeiner, m Gleichungen f;(x1,...,z,) =0,i=1,...,m,
mit reellwertigen Funktionen f; : D — R. Ahnlich wie beim Newtonverfahren, nun
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jedoch mit n > m (statt m = n) betrachten wir die Funktion

fi(zr, w2, )
fa(w1, 20, 2p)
f:D%Rma X:(xl,ZEg,...,ZEn)'—) 7 -’ o
fm(x1, 22, .. 20)

und suchen ihre Nullstellen. Allerdings wollen wir die Werte fiir gewisse Variablen (etwa
Z1,...,2k) vorgeben und daraus die iibrigen (wir bezeichnen sie ab nun vorzugsweise
mit y1 = Tg41,-- ., Ym = Tp) eindeutig bestimmen.

Denken wir an lineare Gleichungen, so sehen wir, dass in der Regel £k = n — m der
sinnvolle Wert ist, weil dann aus den m gegebenen Gleichungen bei Vorgabe der er-
sten n —m Werte x1, ..., Tn_n gerade die m Unbekannten y1, ...,y berechnet werden
konnen, sofern eine gewisse Matrix vollen Rang hat. Und zwar geht es um einen Teil
der Koeffizientenmatrix A von f (natiirlich beziiglich der kanonischen Basis). Zur Pré-
zisierung schreiben wir A als A = A;|Ay an mit einer m x (n — m)-Matrix A; und

einer quadratischen m x m-Matrix Ay. Kiirzen wir auerdem zu x = (x1, ..., Zp—p) und
y = (Y1,-..,Ym) ab, so wird das Systems zu A;x + Asy = o, woraus wir
y = —A;lAlx

ablesen, sofern Ay als invertierbar vorausgesetzt wird. Lesen wir diese Gleichung als Zu-
ordnung x — y, so haben wir fiir den linearen Fall unser Ziel erreicht, ndmlich y als
Funktion von x darzustellen. Weil wir aus der Linearen Algebra wissen, wie Matrizen
zu invertieren sind, lasst sich fiir invertierbares As die implizite Darstellung durch das
urspriinglichen System also sogar in algorithmisch befriedigender Weise in eine explizite
Darstellung von y als Funktion von x umwandeln.

Fiir die Ubertragung auf den nichtlinearen Fall legt der Satz iiber Umkehrfunktio-
nen nahe, dass wir uns auch bei impliziten Funktionen mit lokalen Losungen
bescheiden miissen, die an einem bestimmten Punkt ansetzen. Ahnlich wie beim linea-
ren Fall schreiben wir Vektoren (z1,z2,...,Zm, Tm+1,-..,2n) auch als (x,y) mit x =
(1,22, oy Tpem) ER" ™ und y = (y1,.--,Ym) = (Tm+1,-- -, Tn) € R™, also y; = Tyt
fir i = 1,...,m. Ein Vektor in R™ ist dann gleichzeitig ein Paar (x,y) € R x R™.
Fiir eine Losung (x,y) des Systems gilt in dieser Notation f(x,y) = 0.

Unterwerfen wir alle unsere Erkenntnisse iiber Umkehrfunktionen im allgemeinen Fall
und unsere obigen Uberlegungen zu impliziten Funktionen im linearen Fall dem generel-
len Linearisierungsparadigma der Differentialrechnung, so lasst sich die korrekte Formu-
lierung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen (wir verwenden dabei die oben
eingefithrten Schreibweisen) geradezu erraten. Er lautet:

Satz 2.3.4.1. Sei D CR", f: D — R™ mit m < n stetig differenzierbar, xo € R"™™,
yo € R™ mit (x0,y0) € D und f(x0,y0) = 0. Sei A = Ai|As die Matrizdarstellung
von f(/xO vo) (beziiglich der kanonischen Basis) und Ag regulir (d.h. det As # 0). Dann
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definiert f in einer Umgebung von (Xg,yo) implizit eine stetig differenzierbare Funktion
X >y, genauer:

Es gibt Umgebungen U C R"™™ von x¢ und V. C R™ wvon yo mit folgenden Eigen-
schaften: Zu jedem x € U gibt es genau ein'y in V mit f(x,y) = o. Schreiben wir fir
dieses y auch g(x), so ist die Funktion g : U — V stetig differenzierbar. Sei auflerdem
B = Bi|Bs die Matrizdarstellung von f(/x,y) fiir irgendein (x,y) € U x V. Dann ist

Bs regulir, und die Ableitung gl an einer Stelle x € U wird durch die Matriz —Bg_lBl
dargestellt.

Ein formaler Beweis dieses Satzes gelingt durch Anwendung des Satzes auf eine
geschickt zu wahlende Funktion, die sich aus f ergibt. Sonst verwendet der Beweis aber
keine nennenswerten zusitzlichen Ideen, weshalb wir ihn in die folgende Ubungsaufgabe
mit Hinweis auslagern.

Ubungsaufgabe 146. (E) Man beweise Satz|2.3.4.1. Hinweis: Man verwende die Funk-
tion F : R® — R", (x,y) — (%, f(x,y)), und wende darauf in geeigneter Weise Satz
2731 an.

Es sei ausdriicklich auf die Analogie zur Lésung eines linearen Systems aus m Glei-
chungen in n Variablen hingewiesen. Wenn man mit Hilfe des Eliminationsverfahrens von
GauB eine Parameterdarstellung der Losungsmenge ermittelt, so bedeutet das: Gewisse
Variablen (in der Notation von Satz wéren es I, ..., Tp_m) werden mit Parame-

tern identifiziert, so dass sich jede Wahl der Parameter (d.h. jedes x = (z1,...,Zp—m) €
R™ ™) zu genau einer Losung (x1,...,Tn—m,Tn—m+1,---,&n) des Gleichungssystems
vervollstiandigen lasst. Die dadurch definierte Zuordnung x +— y := (Zp—m+1,- - -, Zn) ist

die implizite Funktion g aus Satz Man beachte, dass lediglich aus notationellen
Griinden bei den linearen Gleichungssystemen in die Reihenfolge der Variablen so
gewéhlt war, dass sich die ersten m Variablen als Funktion der letzten n —m Variablen
aufgefasst wurden und nicht umgekehrt, die letzten m aus den ersten n — m.

Obwohl die Aussage des Satzes tiber implizite Funktionen also duflerst natiirlich ist,
mag sie auf den ersten Blick einigermaflen kompliziert anmuten. Deshalb wollen wir nun
nochmals das einfache Beispiel der Kreislinie aufgreifen und studieren, was der Satz und
die darin vorkommende Regularitdtsbedingung an As in diesem Fall besagt.

In der Notation von Satz ist jetzt n =2, m=1,x=z,y =y und f(z,y) =
22 4+ y? — 1. Die partiellen Ableitungen von f sind % = 2z und % = 2y. Folglich
ist A = gradf = (22 2y) = A;|A2 mit den beiden 1 x 1-Matrizen A; = (2z) und
Ay = (2y). Wollen wir nach y auflosen, ist Invertierbarkeit von A zu garantieren, was
bei Skalaren schlicht Nichtverschwinden, also y # 0 bedeutet. Nur zwei Losungen (zg, yo)
der Kreisgleichung haben y-Koordinate 0, ndmlich die Punkte (1,0) und (—1,0). Genau
diese Punkte haben wir schon eingangs als die problematischen identifiziert. Analoges gilt
fiir Auflésung nach x und die problematischen Punkte (0,1) und (0, —1). Eine genauere
Analyse ist Teil der folgenden Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 147. (E)
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

1. Es ist durchaus maglich, dass die Regularititsbedingung an As in Satz[2.5.7.1) ver-
letzt ist, aber trotzdem Aufiésbarkeit vorliegt. Man illustriere das anhand der Glei-
chung f(z,y) = 2 — y3 = 0 am Punkt (0,0).

2. Will man arqumentieren, dass die Kreisgleichung zum Beispiel am Punkt (1,0)
nicht lokal nach y auflésbar ist, genigt es — wie Teil (a) zeigt — nicht, das Ver-
schwinden der partiellen Ableitung nach y am Punkt (1,0) festzustellen, sondern
es ist folgendes zu zeigen: Zu beliebigen Umgebungen U der ersten Koordinate 1
und V' der zweiten Koordinate 0 gibt es x € U, sodass f(x,y) =0 fiir mehr als ein
y € V gilt. Erkldren Sie, warum das tatsichlich der Fall ist.

Das behandelte Beispiel der Kreislinie ist eine sehr einfache Anwendungen von Satz
nicht zuletzt deshalb, weil die Dimensionen m = 1 und n = 2 die kleinst mogli-
chen sind, fiir die der Satz von Interesse ist.

Ubungsaufgabe 148. (E) Behandeln Sie Gleichungen f(x,y) = 0 fir interessante
stetig differenzierbare Funktionen f : D — R, D C R?, Ihrer Wahl im Lichte von Satz
2.5.4.1. Skizzieren Sie insbesondere die durch f definierte ebene Kurve.

Ein Beispiel fiir n = 3 und m = 1 ist Gegenstand der folgenden Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 149. (E) Untersuchen Sie die durch die Funktion f : R3 — R,
flx,y, 2) = 22 + y? + 22 — 1, gegebene Gleichung fiir die Sphire der Kugel unter dem
Gesichtspunkt von Satz[2.5.7.1]

Ubungsaufgabe 150. (E) Finden Sie ein interessantes Beispiel zu Satz|2.3.4.1| mit

n=3und m=2.

Auch fiir n > 3 gibt es wichtige Anwendungen, wenn auch nicht mehr unbedingt
geometrischer Natur. Ein Beispiel bilden Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen
und die Methode der sogenannten Lagrange-Multiplikatoren, siehe

Weitere interessante Anwendung impliziter Funktionen sind auch gewisse Differential-
gleichungen, deren Losung sich nur implizit (also als ebene Kurve) angeben lassen, siehe
0.9.2)

2.4 Extremwertbestimmung in mehreren Variablen

Analog zu reellen Funktionen in einer Variablen spielen Extremwertaufgaben auch fiir
Funktionen in n Variablen, also f : D — R, x = (z1,...,2,) — f(x) mit D C R" (z.B.
Optimierungsaufgaben) eine wichtige Rolle, insbesondere in Anwendungen. Inwer—
den Begriffe und Problemstellung auf diesen allgemeineren Fall iibertragen sowie Kom-
plikationen besprochen, die sich dabei ergeben. Ist f differenzierbar und xg ein lokales
Extremum von f im Inneren von D, so muss (wie bei einer Variablen) an der Stelle
xg die Ableitung, das heifit: alle partiellen Ableitungen von f, in xg verschwinden. Wie
auch im Fall n = 1 ist diese Bedingung aber nicht hinreichend. Feiner Analysen involvie-
ren die zweiten partiellen Ableitungen und fiihren in [2.4.2] zum Hauptminorenkriterium.
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2.4 Extremwertbestimmung in mehreren Variablen

Die Hintergriinde dazu werden in vertieft. Sie involvieren den Satz von Taylor in
mehreren Variablen, quadratische Formen und ihre Definitheit sowie die Hauptachsen-
transformation. Im Fall von Extremwertaufgaben unter Nebenbedingungen bildet die
Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren ein unverzichtbares methodischen Hilfs-
mittel und wird in mit denen Nebenbedingungen behandelt werden. Abschnitt
bringt einen resiimierenden Uberblick iiber das Zusammenspiel der eingesetzten
Hilfsmittel und leitet daraus eine systmatische Strategie ab. Der Abschnitt schliefit in
mit Regressionsgerade und Ausgleichsrechnung als Anwendungen der entwickelten
Methoden.

2.4.1 Problemstellung und Losungsstrategie im Uberblick

Inhalt in Kurzfassung: Begriffe und Problemstellung von Extremwertaufgaben kénnen
vom Fall einer auf den von n Variablen tibertragen werden. Auch die Losungsstrategie
folgt dhnlichen Mustern. Zunéchst geht es insbesondere darum, wann das Verschwinden
der ersten Ableitung (des Gradienten) eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen ei-
nes Extremums ist.

Der grundlegende Begriff des Extremums sowie seine Varianten und Verwandten lassen
sich unmittelbar vom eindimensionalen auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen:

Definition 2.4.1.1. Sei f: D — R,x = (x1,...,zy,) — f(x) mit D C R™. Dann heifit
x0 € D (globale) Extremstelle und f(x¢) Extremum von f, wenn eine der folgenden
beiden Aussagen zutrifft:

Erste Aussage: f(xq) > f(x) fir alle x € D.

In diesem Fall heifit xo (globale) Maximumsstelle und f(xg) (globales) Maximum
von f.
Oder:
Zweite Aussage: f(xg) < f(x) fir allex € D.

In diesem Fall heifit xo (globale) Minimumsstelle und f(xo) (globales) Minimum von
f-

Gibt es eine Umgebung U wvon xq, so dass xg Extremstelle der Finschrinkung von f
auf UND ist, so heifit xo eine lokale Extremstelle und f(xg) ein lokales Extremum
von f. Ist xg eine Maximumsstelle der Finschrinkung auf U N D, so spricht man auch
von einer lokalen Maximumsstelle bzw. von f(xg) als einem lokalen Maximum von
f. Ist xg eine Minimumsstelle der Einschrankung von f auf UN D, so spricht man auch
von einer lokalen Minimumsstelle bzw. von f(xg) als einem lokalen Minimum von

f.

Aus Mathematik 1 wissen wir, dass Extrema einer differenzierbaren Funktion an in-
neren Punkten des Definitionsbereichs nur dort auftreten kénnen, wo die Ableitung den
Wert 0 annimmt. Die entsprechende Aussage gilt auch im Mehrdimensionalen. Anschau-
lich auf ein Funktionsgebirge bezogen entspricht das der Tatsache, dass Tangentialebenen
auf Berggipfeln stets waagrecht liegen. Die mathematische Satz dazu lautet wie folgt.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 2.4.1.2. Sei f: D — R, x = (21,...,2,) — f(x) mit D CR" differenzierbar und
xo ein innerer Punkt von D und Extremstelle von f. Dann gilt f, = grad, f = o, d.h.

O =21 of

S-(x0) = 52 (x0) (o)
Beweis. Wir spielen die Situation auf den eindimensionalen Fall zuriick. Fiir ein belie-
biges ¢ € {1,...,n} miissen wir %(XO) = 0 zeigen. Sei xg = (y1,.-.,Yn), auBerdem

D; die Menge aller ¢t € R mit (y1,...,%i—1,t,Yit1,---,Yn) € D. Dann ist y; eine lokale
Extremstelle der differenzierbaren reellen Funktion
f’i:Di_)]R; t'_>f(yla"'7y’i717tayi+1>"'7yn)-

im Inneren von D;. Nach dem entsprechenden Satz aus Mathematik 1 iiber das Ver-
schwinden der Ableitung an Extremstellen im Inneren folgt

of
al'i

(x0) = fi(yi) = 0.
O

Die Bedingung grad, f = o besagt fiir eine differenzierbare Funktion f, dass sich der
Wert von f bei einer kleinen Bewegung von x weg (fast) nicht dndert, egal in welche
Richtung man sich bewegt. Deshalb nennt man so ein x auch einen stationdren Punkt
von f.

Schon im Eindimensionalen war die Extremwertbestimmung mit dem Aufsuchen samt-
licher stationdren Punkte noch lange nicht abgeschlossen. Im Hoherdimensionalen gilt
das umso mehr. Selbst fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : D — R in n
Variablen sind ndmlich die folgenden méglichen Komplikationen zu bedenken, die iiber
jene fiir n = 1 teilweise betréchtlich hinaus gehen:

1. Das Verschwinden der Ableitung ist keine hinreichende Bedingung fir das Vorlie-
gen von Extremstellen. Diese Einschrénkung hat bei n Variablen wesentlich gro-
Beres Gewicht als fiir n = 1 und wird uns noch ausfiithrlich beschéftigen, siehe vor
allem

2. Ob es sich bei einem Extremum um ein Maximum oder Minimum handelt, konn-
te im Eindimensionalen in der Regel mit Hilfe der zweiten oder, in Spezialféllen,
auch hoheren Ableitungen ermittelt werden. Diese Methode fuite auf dem Satz
von Taylor. Auch fiir Funktionen in n-Variablen gibt es eine entsprechende Ver-
allgemeinerung dieses zentralen Satzes der Differentialrechnung. Deshalb ist eine
Analyse der Qualitit eines Extremums mit Hilfe hoherer Ableitungen auch im
Mehrdimensionalen grundsétzlich moglich. Allerdings werden die Dinge so kom-
pliziert, dass man sich in der Praxis mit der Untersuchung der zweiten Ableitung,
genauer mit der Definitheit der Hesseschen Matrix, zufrieden gibt. Immerhin ver-
steht man die Situation aufgrund derselben mathematischen Hintergriinde wie die
bereits im ersten Punkt angesprochene Frage nach dem Hinreichen der Bedingung
1" (x0) = o. Deshalb wird dieses Thema gleichfalls durch erfasst.
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2.4 Extremwertbestimmung in mehreren Variablen

3. Randpunkte des Definitionsbereichs D werden durch Satz [2.4.1.2] nicht erfasst,
missen daher extra untersucht werden. Auch hier stellt sich der n-dimensionale
Fall als substantiell komplizierter dar. In der Regel ist ndmlich D zusammenhén-
gend. Das bedeutet fiir n = 1, dass es nur hochstens zwei Randpunkte extra zu
untersuchen gilt. Fiir n > 2 enthélt der Rand 0D von D aber meist unendlich viele
Punkte. Man muss deshalb nach anderen Methoden Ausschau halten. Lésst sich
0D (stiickweise) als Losungsmenge von einer oder mehreren Gleichungen schrei-
ben, so lassen sich diese Gleichungen als sogenannte Nebenbedingungen auffassen,

fiir welche die Methode der Lagrange-Multiplikatoren zur Verfiigung steht, siehe
27

Die Strategie, die durch diese Sachlage fiir die Losung von Extremwertaufgaben na-
hegelegt wird, werden wir in [2.4.5] behandeln. Davor wollen wir jedoch die fiir die Um-
setzung dieser Strategie notwendigen Methoden entwickeln.

2.4.2 Die Rolle der zweiten Ableitungen

Inhalt in Kurzfassung: In Analogie zur Rolle der zweiten Ableitung bei der Extrem-
wertbestimmung fiir Funktionen in einer Variablen gilt im Fall mehrere Variablen das
sogenannte Hauptminorenkriterium. Darin spielt die Hesse-Matrix, bestehend aus samt-
lichen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung die zentrale Rolle.

Die erste der drei in beschriebenen Komplikationen, die bei mehreren Variablen
hinzukommen, lisst sich am einfachsten durch die Funktion

RS R, flzy) =2 —y?

und ihr Verhalten in der Ndhe des Koordinatenursprungs x = (0,0) illustrieren. Der
Gradient ist grady f = gradg, ,y [ = (f2, fy) = (22,2y), also ist (0,0) = o der einzige
stationdre Punkt von f. Weil f auf ganz R? differenzierbar ist, kommt nach Satz
also nur der Koordinatenursprung o als lokale Extremstelle von f in Frage. Die zweiten
partiellen Ableitungen fy,(z,y) = 2 und fyy(z,y) = —2 sind dort (wie iiberall auf R?)
von 0 verschieden. Trotzdem gibt es in jeder Umgebung U von o Funktionswerte sowohl
kleiner als auch groBer f(o) = 0. Zum Beispiel gilt fiir x; := (0,e) und x2 := (¢,0),
(e # 0 beliebig nahe 0)

f(x1) = —e2 < 0= f(o) <& = f(x3).

Also ist o keine lokale Extremstelle von f. Um das Vorliegen einer Extremstelle an einer
stationdren Stelle zu garantieren, ist also eine stirkere Bedingung erforderlich als das
Nichtverschwinden der zweiten Ableitung.

Bevor wir die gesuchte Bedingung besprechen, wollen wir uns die Situation geome-
trisch veranschaulichen: Entlang der xz-Achse verhilt sich f wie eine nach oben offene
Parabel, entlang der y-Achse wie eine nach unten offene. Man kann sich so einen Punkt x
vorstellen wie einen Pass (Sattel) in der Landschaft des Funktionsgebirges, weshalb man
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

in so einer Situation auch von einem Sattelpunkt spricht. Entlang der z-Achse verlauft
der Bergkamm mit x als am tiefsten gelegenem Punkt, entlang der y-Achse die Pass-
strafe, die in x ihren héchsten Punkt hat. Diesen Uberlegungen entnehmen wir auch,
dass fiir ein lokales Maximum an der Stelle x sowohl f;,(x) < 0 also auch fy,(x) < 0
gelten muss, fiir ein lokales Minimum sowohl f;,(x) > 0 also auch fy,(x) > 0. Fiir eine
lokale Extremstelle x ist also fz.(x) - fyy(x) > 0 notwendig. Hinreichend ist aber auch
das nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Fiir die Funktion f(z,y) := 22 + 4xy + y? haben die ersten partiellen Ableitungen
fz(z,y) = 22 + 4y, fy(z,y) = 4o + 2y in o = (0,0) den Wert 0. AuBerdem sind die
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung fi.(x,y) = 2, fuy(z,y) = fye(z,y) = 4 und
fyy(z,y) = 2 alle positiv. Trotzdem liegt bei x = (0,0) kein lokales Minimum vor. Denn
fir alle x. := (g, —¢) mit € # 0 gilt:

f(xo) = fle,—e) =e? —4e® + % = —2e% < 0 = £(0,0).

Weil jede Umgebung U von (0, 0) solche x. mit negativem Funktionswert ebenso enthélt
wie solche mit positivem (z.B. (g,0)) hat auch dieses f in o keine Extremstelle. Um das
Verhalten von f besser zu verstehen, stellen wir folgende Uberlegungen an. Entlang der
beiden Koordinatenachsen gilt f(z,0) = 2% und f(0,y) = y?, wie bei einem Paraboloid
der Gestalt 22 + y2. Allerdings ist der Verhalten von f insgesamt komplizierter. Man
versteht es besser, wenn man zu Polarkoordinaten iibergeht: x = rcos(a) und y =
rsin(a) mit 7 > 0 und « € [0,27). Dann erhalt man unter Verwendung der Beziehung
cos? 4 sin? = 1 und des Additionstheorems fiir den Sinus fiir f nimlich die Darstellung

f(z,y) = f(r,a) = r*(cos?(a) + 4 cos(a) sin(a) + sin?(a) = (1 + 2sin(2a)).

Fiir festes a (d.h. bei Einschrénkung auf die Gerade bestehend aus allen Punkten
(rcos(ar), rsin(a), r variabel) ist f also in der Regel eine quadratische Parabel, die

fiir 2sin(2a) < —1 (d.h. fir 57 < o < B7 und 27 < a < 7 ) nach unten, fiir
2sin(2a) < —1 nach oben offen ist. Nur fiir a € {5, 1,13, 23} ist f die Nullfunktion.

Der oben betrachtete Fall mit (¢, —¢) entspricht den Winkeln o = %7‘(’ und o = %7‘( mit

nach unten offener Parabel.

Ubungsaufgabe 151. (P) Man skizziere diese Funktion f in einer Umgebung von (0,0)
und deute die oben durchgefiihrten Rechnungen geometrisch.

Wie dieses Beispiel im Vergleich mit anderen zeigt, enthalten also die beiden zweiten
partiellen Ableitungen f, und fy, nicht geniigend Information, um iiber Maximum,
Minimum oder Sattelpunkt zu entscheiden. Sehr wohl enthélt man aber ein sehr brauch-
bares Kriterium, wenn man auch die gemischten Ableitungen f;, und f,, heranzieht,
die nach dem Satz von Schwarz im Falle zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit
von f (die hier stillschweigend vorausgesetzt sei) tibereinstimmen. Und zwar spielt die
Determinante
fxa: fa:y

det H =
fy:c fyy

2
= fzxfyy —Jay
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2.4 Extremwertbestimmung in mehreren Variablen

der Hesseschen Matrix eine wesentliche Rolle. Sind f,, und det H beide positiv, so liegt
ein Minimum vor, im Fall f,; < 0 und det H > 0 ein Maximum. Ist det H < 0, so liegt
ein Sattelpunkt vor. In obigem Beispiel ist tatsichlich det H =2 -2 — 4% = —12 < 0.

Bei diesem Zusammenhang handelt es sich um einen Spezialfall des viel allgemeineren,
trotzdem aber recht einpragsamen Hauptminorenkriterium:

Satz 2.4.2.1. Sei f: D — R auf D C R" zweimal stetig differenzierbar, auflerdem xq
ein innerer Punkt von D und gleichzeitig ein stationdrer Punkt von f (d.h. grady f = o).
Sei auflerdem

fore (X0)  fara(X0) oo farwa (X0)
H(f,xo) = (fxlxg (x0)) = fxle (.XO) foaes(X0) - fﬂ?Ql‘n FXO)

fznxl(xﬂ) fxnxz(xO) fwnxn(x())

die Hesse-Matriz von f an der Stelle xo. Mit H; bezeichnen wir jene i X i-Teilmatrix
von H(f,x0), die aus den ersten i Zeilen und Spalten besteht, mit d; := det H; ihre
Determinante. Dann gilt:

1. Istd; > 0 fir allei =1,...,n, so hat f in xq ein lokales Minimum.

2. Haben die d;, negativ beginnend, abwechselndes Vorzeichen, d.h.: (—1)id; > 0 fiir
i1=1,...,n, so hat f in x¢ ein lokales Maximum.

3. Sind alle d; # 0, aber nicht von einem der beiden erwdhnten Typen, dann hat f in
Xg kein lokales Extremum.

Man beachte, dass fiir den Fall d; = 0 keine allgemeinen Aussagen gemacht werden
kénnen. Das Phénomen ist vom Fall n = 1 aus Mathematik 1 bekannt: Verschwindet
nicht nur die erste, sondern auch die zweite Ableitung, so muss kein Extremum vorliegen,
wie das Beispiel f(x) = 2% an der Stelle x = 0 in typischer Weise zeigt. In so einer
Situation kann man héhere Ableitungen zu Rate ziehen, wie das in Mathematik 1 auch
getan wurde. Fiir n > 1 wird die Bestimmung hoherer Ableitungen aber sehr komplex.
Man versucht deshalb meist, mit Uberlegungen, die ad hoc an die konkret vorgegebene
Funktion f angepasst sind, zum Ziel zu gelangen. Auflerdem handelt es sich um einen
relativ selten auftretenden Ausnahmefall, weshalb die technisch aufwendige allgemeine
Theorie dazu auch in der Lehrbuchliteratur selten behandelt wird.

Der Beweis von Satz wiirde hier zu weit fithren. Trotzdem mogen die folgenden
Erklarungen zum Hintergrund das Verstdndnis vertiefen und dabei helfen, sich dieses
Hauptminorenkriterium einzupréagen.

2.4.3 Taylor, quadratische Formen und Hauptachsentransformation

Inhalt in Kurzfassung: Auch fiir Funktionen in mehreren Variablen gilt ein Analogon
zum Satz von Taylor, und auch dort hilft dieser Satz wesentlich fiir das Verstdndnis von
Extremstellen. Unter den analogen Bedingungen wie im Fall einer Variablen lassen sich
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

namlich auch Funktionen in mehreren Variablen so gut durch ihr Taylorpolynom zweiten
Grades approximieren, dass die Analyse von Extremwertaufgaben auf das Studium sol-
cher Polynome und der durch sie induzierten quadratischen Formen hinausléduft. Daraus
ergibt sich ein besseres geometrisches Verstiandnis dafiir, worum es im Hauptminoren-
kriterium geht. Unterstiitzt wird dieses Verstdndnis auch noch durch die Hauptachsen-
transformation.

Beim Satz von Taylor fiir Funktionen in n Variablen geht wie schon fiir n = 1 um
die Approximation einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f durch Polynome.
Der Grad dieser Polynome entspricht dabei der Ordnung, bis zu der die partiellen Ablei-
tungen verwendet werden. Zuerst ist also zu klidren, was wir unter einem Polynom eines
gewissen Grades in n Variablen verstehen wollen.

Definition 2.4.3.1. Unter einem (reellen) Polynom (oder genauer: einer Polynom-

funktion) p in n Variablen 1, ..., x, versteht man eine Funktion, die sich in der Form
m . .
— 11 .12 i
p(x1,...,xp) = Z Wiy, in T TS X
i1yenyin=0

mit einem m € N und Zahlen a;, .. ;, € R, den sogenannten Koeffizienten von p,
darstellen ldsst. Die grofite der Zahlen k = i1 + ... + iy, mit a;, .. 4, 7 0 heifst der Grad
von p.

Analog zum Fall n = 1 gibt es wieder einen wichtigen Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten eines Polynoms p und den Werten der héheren Ableitungen von p an der
Stelle xg = o, namlich:

Proposition 2.4.3.2. Fiir ein Polynom p wie in Definition|2.4.3.lund k =i1+...+1i,
gilt:
ok f
= (211 - (25!) - (7. Na. .
G G (@) = () ) G,

Analog gilt fiir eine sogenannte Entwicklung

m

Pt an) = Y bipin (@ —y1) (w2 — 1) (@ — )

i150enyin =0
von p um eine beliebige Stelle xg = (y1,...,yn) € R™:

ok f . ‘ ‘
(Ox1)i ... (D) (x0) = (i1!) - (32!) - .- (@ Dbiy,..in

n

Ubungsaufgabe 152. (E) Beweisen Sie Proposition|2.4.3.4. Hinweis: Orientieren Sie
sich dabei an der entsprechenden Aussage fiir n =1 aus Mathematik 1.

Auch ein Polynom in mehreren Variablen ist daher eindeutig bestimmt durch die Werte
seiner hoheren partiellen Ableitungen an einer bestimmten Stelle xg. Umgekehrt kann
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man einer k-mal differenzierbaren Funktion f eindeutig ihr k-tes Taylorpolynom py «,
an einer Stelle xg im Inneren des Definitionsbereichs zuordnen, indem man fordert, dass
der Grad von p hochstens k ist und alle Ableitungen bis zur Ordnung k von f und py « &
an der Stelle xg iibereinstimmen. Man hofft, dass dieses Taylorpolynom in der Néhe von
X eine gute Approximation von f ist. Es geht also um Abschédtzungen des Restglieds
r(x) := f(X) — pfxok(x). Ahnlich wie fiir n = 1 besagt der Satz von Taylor auch fiir
Funktionen f in n Variablen, die k£ + 1-mal differenzierbar sind:

im ) _
x=%o [[x — xo]|*

Doch zuriick zum Extremwertproblem: Ist x¢ ein stationdrer Punkt von f (d.h. einer
mit grad, (f) = o), so fallen im zweiten Taylorpolynom py 2 von f an der Stelle xq
die linearen Terme weg. Daraus folgt, dass sich fiir zweimal stetig differenzierbares f
in prx,2(x) = f(x0) + qo(x) der Summand go(x) = g(x — x¢) als quadratische Form
¢ in x — xo auffassen lisst (siehe gegen Ende von Abschnitt [1.4.2). Schreiben wir der

iibersichtlicheren Notation halber x — xg = (z1,...,2y), so gilt:
102 &K 9P
q(x—xo):fZ—'};(x—xo)'x?—i—Z Z / (x —x0) - ziz;
2 —~ Qx- —~  —~  Oz;0x;
i=1 ? i=1j=1,j#1i

Wegen des Satzes von Schwarz gilt stets %aij(x - X0) = %(x — xp). Also ist
die zugrundeliegende Bilinearform symmetrisch, und wir haben es wirklich mit einer
quadratischen Form zu tun.

Die Approximation von f durch py «, 2 ist, wie sich unschwer aus dem Satz von Taylor
ableiten lasst, hinreichend gut, dass das Extremwertverhalten von ¢ bei o in der Regel
fiir jenes von f bei xg bestimmt. Wir verwenden dafiir die iibliche Terminologie fiir
quadratische Formen:

Definition 2.4.3.3. Se:

n o n
q: R" — R, q(xl,...,a:n) = ZZai,jxixj
i=1j=1

mit a; ; = aj; fir allei,j € {1,...,n} eine quadratische Form. Dann heifit q

e positiv definit, wenn fir alle x # o die strikte Ungleichung q(x) > 0 gilt. (In
diesem Fall nimmt q nur in o seinen minimalen Wert 0 an.)

e negativ definit, wenn fir alle x # o die strikte Ungleichung q(x) < 0 gilt. (In
diesem Fall nimmt q in o seinen maximalen Wert 0 an.)

e indefinit, wenn es sowohl x mit q(x) > 0 als auch solche mit q(x) < 0 gibt. (In
diesem Fall hat q keine Extrema. Der Punkt x = o ist ein sogenannter Sattelpunkt.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

e positiv semidefinit, wenn fir alle x die Ungleichung q(x) > 0 gilt. (In diesem
Fall nimmt q in o seinen minimalen Wert 0 an, das kann aber auch an anderen
Stellen der Fall sein.)

e negativ semidefinit, wenn fir alle x die Ungleichung q(x) < 0 gilt. (In diesem
Fall nimmt q in o seinen mazximalen Wert 0 an, das kann aber auch an anderen
Stellen der Fall sein.)

Analog zur Situation in einer Variablen ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes von Taylor:

Proposition 2.4.3.4. Ist f : R® D D — R zweimal stetig differenzierbar, xo ein in-
nerer Punkt von D, ein stationdrer Punkt von f (d.h. grad, (f) = o), und sei q die
quadratische Form wie oben (die sich also aus dem zweiten Taylorpolynom von f an der
Stelle xq ergibt), dann gilt:

o Ist q positiv definit, so ist xg Stelle eines lokalen Minimums von f.
o Ist q negativ definit, so ist xq Stelle eines lokalen Mazimums von f.
o Ist q indefinit, so ist xg nicht Stelle eines lokalen Extremums von f.

o Ist q semidefinit (positiv oder negativ), so kann keine allgemeine Aussage gemacht
werden.

Hinter dem Hauptminorenkriterium [2.4.2.1]steckt nichts anderes, als eine Aussage iiber
die Definitheit der quadratischen Form ¢, die sich aus dem zweiten Taylorpolynom ergibt.

Zum besseren Verstidndnis der Definitheit von quadratischen Formen und des darauf
aufbauenden Hauptminorenkriteriums wollen wir die moéglichen Situationen noch an
einfachen, aber charakteristischen Beispielen illustrieren und den Fall n = 1 mit dem
allgemeinen in Verbindung bringen.

Zunéchst halten wir fest, dass das Hauptminorenkriterium fiir » = 1 mit dem bekann-
ten Kriterium tiber die Rolle der zweiten Ableitung reeller Funktionen zusammenfallt:
Alles hangt vom Vorzeichen der zweiten Ableitung f”(xo) = fz,2,(X0) = d1 ab. Ist dy > 0
(positive Definitheit), so liegt der erste Fall in Satz und somit ein lokales Mini-
mum von f vor. Fiir d; < 0 (negative Definitheit) sind wir im zweiten Fall, Maximum.
Der indefinite Fall aus Satz 2.4.2.7] kommt bei einer Variablen nicht vor. Semidefinitheit
entspréiche der Nullform mit ¢(x) = 0 fiir alle x.

Fiir die schwierigere Situation mit n > 2 geht es um quadratische Formen in n Varia-
blen, also um Funktionen ¢ : R® — R von der Gestalt

n
q(xl, PN ,mn) = Z A, 5X5T 5
ij=1

mit a; ; = a;;. Besonders interessiert uns die Stelle xg = o = (0,...,0), wo offenbar
q(o) = ¢(0,...,0) = 0 gilt. Fiir n = 2 lassen sich alle Félle von Definitheit sehr leicht
diskutieren. Um Indizes zu sparen, schreiben wir x = x1 und y = x».
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2.4 Extremwertbestimmung in mehreren Variablen

« Das einfachste Beispiel einer positiv definiten Form ist ¢(z,y) := 2% + ¢?, d.h.
a1 =1,a12 =a; =0und az s = 1. Denn offenbar gilt fiir alle x = (z,y) # o die
strikte Ungleichung ¢(x) > 0. Geometrisch hat man ein nach oben offenes Parabo-
loid vor Augen mit Scheitel (= tiefstem Punkt, Minimum) bei x = o. Jede zweimal
stetig differenzierbare Funktion f mit dieser quadratischen Form als zweitem Tay-
lorpolynom in x, wird durch ¢ so gut approximiert, so dass auch f an dieser Stelle
ein Minimum hat.

o Ganz analog ist q(z,y) := —2? — y? negativ definit. Diesmal ist das Paraboloid

nach unten gedffnet, der Scheitel ist ein Maximum. Sonst ist alles analog.

e Das einfachste Beispiel fir den indefiniten Fall, der gegeniiber n = 1 substanziell
Neues bringt, ist f(z,y) := x> — 3. Hier ist also ain =1, a12 = az1 = 0 und
az2 = —1. Man fiihre sich die sattelférmige Gestalt des Funktionsgebirges vor
Augen. Entlang der x-Achse haben wir es mit einer nach oben hin offenen Parabel
zu tun, entlang der y-Achse mit einer nach unten hin offenen. Vergleicht man das
mit einer Passhéhe (daher auch die Bezeichnung Sattelpunkt), so verlauft die
z-Achse in die Richtung des Bergkamms und die y-Achse in die der Passstrafe.

o Semidefinit ist, wie schon weiter oben erwéhnt, die Nullform ¢(x) = ¢(z,y) := 0
(fiir alle x,y € R). Beispiele von Funktionen f mit diesem ¢ als zweitem Tay-
lorpolynom wéren z.B. Potenzen hoheren Grades. In Hinblick auf ein Extremum
bei x = 0 gibt es unterschiedliche Moglichkeiten, ganz analog dem Fall n = 1
beim Verschwinden der zweiten Ableitung: f(z,y) = #3 hat in o kein Extremum,
f(z,y) == 2* + y* ein striktes Minimum (d.h. ein Minimum nur in diesem Punkt),
f(z,y) ;= —x* — 2% cin striktes Maximum, f(x,y) := z* ein Minimum (aber kein
striktes, weil an allen Punkten x = (0,y), y € R, ebenfalls ein Minimum vorliegt)

und analog f(z,y) := —2* ein Maximum, das nicht strikt ist.

Wir vergegenwértigen uns nochmals den indefiniten Fall mit der Veranschaulichung
durch Bergkamm und Passstrale. Es scheint sehr plausibel, dass beide (wie z- und y-
Achse im Beispiel) immer im rechten Winkel aufeinander stehen. Das ist tatséchlich der
Fall, und zwar als Folgerung von Satz [1.6.3.4]

In unserem Zusammenhang bedeutet dieser Satz ndmlich, dass es eine orthogonale
Variablentransformation (d.h. einen Wechsel zu einer orthogonalen Basis in R™) gibt,

so dass beziiglich der neuen Variablen i, ..., z] mit geeigneten Zahlen A1,..., A, (den
Eigenwerten der symmetrischen Matrix, die zur quadratischen Form gehort) gilt:

72 2

gy, ... 2t )= -2\ 4+ o+ A2,
Die oben als typische Beispiele fiir n = 2 behandelten Funktionen liegen durchwegs schon

in dieser Gestalt vor. Fiir f(z,y) = 22 — y? beispielsweise kann man ¥y =z, 2 =y,
A1 =1 und Ay = —1 wéhlen.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Abschlieflend bringen wir noch ein Beispiel zur Transformation quadratischer Formen
auf die Normalform, wie sie sich aus Satz ergibt (der sogenannten Hauptach-
sentransformation) in Verbindung mit einer geometrischen Anwendung.

Es sei also

q(x) = xTAx = Z a; privy (A= AT)

ik=1
eine quadratische Form, dargestellt beziiglich eq,...,e,. Da A symmetrisch ist, kann
man ein System von Eigenvektoren finden, €], ..., e} etwa, das orthonormal ist. Es sei
S = (e),...,e),). Dann wird die quadratische Form ¢ in dieser neuen Basis in der Form

q(x') =x"TSTASX = \a? + -+ 22

dargestellt.
Betrachtet man etwa die (verallgemeinerte) Flédche mit der Gleichung

q(x) = a,
so hat sie im neuen Koordinatensystem die Gleichung
M4+ N2l =a
Aus dieser Gleichung kann man ablesen, um welchen Fliachentyp es sich handelt:
n=2 Ellipse oder Hyperbel, Geradenpaar, Doppelgerade;

n=3 Ellipsoid, ein- oder zweischaliges Hyperboloid, ell., hyp. Zylinder, Kegel, Ebenen-
paar, Doppelebene.

Beispiel. Man untersuche die Flache

-1 2 4
—a:% + 21:% - a:% + 429 + 82123 — dwgrs = X7 2 2 -2 |x=1.
4 -2 -1
-1 2 4
2 2 =2 ist symmetrisch;
4 -2 -1
Eigenwerte:
—1-A 2 4
2 2—A —2 =0= )X =3, Ao =3, A\3 = —6;
4 -2 1=
Eigenvektoren:
1 1 1 2 -2
A =X=3 e’lzg —2 ,eg:g 2 |, \3=-6:¢e5=- 1
2 1
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Beziiglich dieser neuen Orthonormalbasis wird die Fliache durch die folgende Gleichung

dargestellt
30 4 325 — 6% = 1.
Es handelt sich also um ein einschaliges Rotationshyperboloid. Rotationsachse ist die

xh-Achse. Der Umgang von den alten zu den neuen Koordinaten wird geleistet durch

-1

1 1 2 -2 1 1 -2 2
x' = 3 -2 2 1 x:§ 2 2 1 |x
2 1 2 —2 1 2

Ubungsaufgabe 153. (T) Geben Sie die Definition einer orthogonalen Matriz und
bestimmen Sie eine orthogonale Matriz S, sodass

1.
7 -2 1
Sl =2 10 -2 [|S
1 -2 7
2.
01 0
S'f100]S
00 1

etne Diagonalmatriz ist.
Ubungsaufgabe 154. (T)

1. Schreiben Sie das Polynom 31‘% + 233% + 22129 + 3x123 + dwoxs in der Form xAx”T
mit x = (x1,x2,x3) und einer passenden 3 X 3-Matriz A.

2. Dasselbe, wobei die Matrixz A tberdies symmetrisch sein soll.

Ubungsaufgabe 155. (T*) Die folgenden Kegelschnittlinien sind durch eine Drehung
S (d.h. orthogonale Matrixz mit det S = 1) des Koordinatensystems auf Hauptachsenform
zu transformieren:

1. 2?4+ 3oy +y? =1
2. 322 +4zy—3y>=¢, ceR.
Um welche geometrischen Objekte handelt es sich dabei?

Ubungsaufgabe 156. (T*) Die folgenden Flichen 2.Ordnung sind auf Hauptachsen-
form zu bringen und zu diskutieren:

1. 2zy + 22 =1 (Drehhyperboloid),
2. 2zy+22=0 (Doppelkegel).

Fertigen Sie eine Skizze an!
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2.4.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Inhalt in Kurzfassung: Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen ist eine sol-
che, wo man sich nur fiir einen Teilbereich des n-dimensionalen Definitionsbereich einer
Funktion interessiert, der durch eine oder mehrere Gleichungen (Nebenbedingungen) be-
schrieben wird. Fiir solche Aufgaben steht die Methode der sogenannten Lagrangeschen
Multiplikatoren zur Verfiigung. Fir den einfachsten Fall von 2 Variablen und einer Ne-
benbedingung wird diese Methode sowohl anschaulich motiviert als auch in ihrer prézisen
Fassung présentiert.

Oft sind Extrema einer Funktion f : D — R auf einem Bereich D C R" gesucht, dessen
Rand 9D (oder Teile von D) durch eine Gleichung gegeben sind. Ein sehr einfaches
Beispiel wire n = 2 und ein Rechteck D = [a, b] X [¢, d]. Durch Nullsetzen der Ableitung
f! wiirde man nur Extremstellen im Inneren des Rechtecks erfassen, nicht aber auf dem
Rand. In dieser einfachen Situation kann man sich sehr leicht behelfen, denn allfallige
Extrema auf den Seiten des Rechtecks findet man nach den aus Mathematik 1 bekannten
Methoden durch Behandlung der reellen Funktionen z +— f(z,¢) und = — f(x,d) auf
dem Intervall [a, b] beziehungsweise y — f(a,y) und y — f(b,y) auf dem Intervall [c, d].

Schwieriger wire die Aufgabe, wenn D beispielsweise die durch z? + y? = 1 begrenz-
te Einheitskreisscheibe ist. Zwar konnte man aus der Kreisgleichung eine der Variablen
durch die andere ausdriicken, den Kreis in Halbkreise zerlegen (etwa y = ¢i(x) :=
V1—22 und y := go(z) := —v1 — 2?), diese Darstellung in f einsetzen und auf die-
se Weise die Funktion f(x,y) in zwei Variablen auf die Funktionen f(z,g;(x)) und
f(z,g2(x)) in nur mehr einer Variablen zuriickfithren. Rechnerisch ist das aber oft
sehr unangenehm. Eine Methode, die dem abhilft, ist die der sogenannten Lagrange-
Multiplikatoren.

Die geometrische Idee ist die folgende. Gegeben sei ein Funktionsgebirge (eingezeichnet
mit Hohenschichtlinien) mit einer Strae (gekennzeichnet durch die dicke Linie), deren
hochster Punkt (a, f(a)) gesucht ist:

N

Der Grundriss der Hohenschichtlinie, auf der dieser Punkt liegt, ist durch die Gleichung
(2) flz,y) = f(a).
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gegeben. Wir wollen annehmen, dass auch der Grundriss der Strafle durch eine Gleichung

(1) g(:U,y) =0,

gegeben ist. Die Anschauung lehrt, dass Héhenschichtlinie und Strafle im héchsten Punkt
der Strafle dieselbe Tangente haben. Damit haben auch die Grundrisse beider Kurven
dieselbe Normale, deren Richtung wiederum die Gradienten grad,(f) und grad,(g) von
f und g sind. Also ist einer der beiden Gradientenvektoren ein Vielfaches des anderen.
Das wiederum bedeutet, dass es einen Faktor A € R gibt mit

grada(f) + /\grada(g) = 0,

oder
fa:(a) + )\gz(a) =0,
fy(a) + Agy(a) = 0.

Mit Hilfe des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen [2.3.4.1|14sst sich diese Uberlegung
zu folgendem Satz prézisieren:

Satz 2.4.4.1. Angenommen, f,g: D — R seien auf D C R? stetig differenzierbar. Ist
a € D eine relative Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0 mit grad, g # o,
dann gibt es ein A € R mit

fz(a) + Agz(a) =0,
(3) fy(a) + Agy(a) =0,
g(a) =0.

Die Voraussetzung grad, g # o versteht man, wenn man bedenkt, dass man im Be-
weis von Satz den Hauptsatz iiber implizite Funktionen auf die Nebenbedingung
g(x,y) = 0 anwendet. Damit eine der beiden Variablen als Funktion der anderen dar-
gestellt werden kann, ist erforderlich, dass in a wenigstens eine der beiden partiellen
Ableitungen von 0 verschieden ist, sprich dass der Gradient von ¢ in a nicht verschwin-
det.

Die Anwendung von Satz zwecks Extremwertsuche lduft also in der Praxis auf
die Losung des (in der Regel nichtlinearen) Systems (3) von drei Gleichungen in den
drei Unbekannten z,y (fiir a = (x,y)) und A hinaus. Oft gelingt das durch geschickte
Variablenelimination, oder aber man kann es mit dem Newtonverfahren (siehe
versuchen. Hat man die Losungen des Gleichungssystems gefunden, hat man aber noch
zu untersuchen, welche davon tatsichlich Extremstellen sind.

Satz ist die einfachste Variante der Methode der sogenannten Lagrangeschen
Multiplikatoren. Es gibt eine allgemeinere Version fiir Funktionen in mehr als 2 Varia-
blen und eventuell auch mehreren Nebenbedingungen. Beim Beweis wird der Hauptsatz
iiber implizite Funktionen in seiner allgemeinen Form wirksam, die Bedingung
grad, g # o aus Satz ist daher auch an die etwas kompliziertere des Hauptsatzes
anzupassen.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Ubungsaufgabe 157. (T) Finden Sie drei positive Zahlen x, y und z, deren Summe
48 ist und deren Produkt mazimal ist.

Hinweis: Dieses Beispiel kann man auch direkt, d.h. ohne Lagrange—Multiplikatoren
losen. Die Bedingung an die Summe der drei Zahlen erlaubt es, eine der Zahlen ez-
plizit auszudricken—FEinsetzen dieses Ausdrucks in die zu mazimierende Funktion liefert
ein Extremalproblem in zwei Variablen.

Ubungsaufgabe 158. (T) Sei f(x,y) = 2% +4y3. Bestimmen Sie mithilfe von Lagrange-
Multiplikatoren die Extrema auf der Ellipse x* 4+ 2y?> = 1. Begriinden Sie, warum die
gefundenen Punkte tatsdchlich Minima bzw. Mazima sind.

Ubungsaufgabe 159. (T) Gegeben sie die durch die Gleichung 3(x—2)%2+2y?—22—1 =
0 bestimmte Fliche im R>. Bestimmen Sie mit Hilfe Lagrange’scher Multiplikatoren,
welche Punkte dieser Fldche den geringsten Abstand vom Ursprung haben.

Ubungsaufgabe 160. (T) Berechnen Sie unter Verwendung der Lagrange’schen Mul-
tiplikatoren den minimalen Abstand des Punktes P = (2,3) zu der Geraden y = 2x — 4.
Begriinden Sie warum der gefundenen Punkt tatsdchlich ein Minimum darstellt.

Ubungsaufgabe 161. (T) Bestimmen Sie mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren
einen Zylinder mazimalen Volumens, der in eine Kugel vom Radius R eingeschrieben
werden kann.

Ubungsaufgabe 162. (T) Man bestimme diejenigen Dreiecke, fiir welche das Produkt
der Sinuswerte der Winkel mazximal ist, d.h. fir welche f(z,y) =sinz-siny - sin(z + y)
mi<z<7m,0<y<m 0<z+y <m ein Mazimum annimmdt.

Ubungsaufgabe 163. (T) Bestimmen Sie die Extrema der folgenden Funktionen unter
den angegebenen Nebenbedingungen.

1. fz,y) =22+ o4+y=1

2. fleyy) =23+ + 23, 2 +y+2=1

3. f(x,y) =322 + 4oy + 392, 22 +9y> =1

4. f(z,y) = 22+ y?, 322 + 4oy + 3y> =2

5 f(z,y,2) =222+ 3y + 22, 22 +y2+22=1
6. f(z,y,2) =222 +3y> +22, 22+3y+2=0

2.4.5 Strategie zur Losung von Extremwertaufgaben

Inhalt in Kurzfassung: Aus den bisher entwickelten Methoden wird eine Strategie ent-
wickelt, mit der man viele Extremwertaufgaben l6sen kann.
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Sei wieder f: D — R,x = (x1,...,2y,) — f(x) mit einem nichtleeren Definitionsbe-
reich D C R” gegeben. In jedem Fall wollen wir fiir f Stetigkeit, oft auch Differenzierbar-
keitseigenschaften voraussetzen. Bei der Extremstellensuche macht es einen Unterschied,
ob — wie etwa bei einer typischen Optimierungsaufgabe — nur globale oder — eher im Sinne
einer Kurvendiskussion — auch lokale Extrema gesucht sind.

Zunéchst empfiehlt es sich zu kldren, ob f auf D iiberhaupt ein Maximum und/oder
Minimum annimmt. Jedenfalls ist das nach dem Satz vom Maximum der Fall, wenn f
stetig und D kompakt (d.h. abgeschlossen und beschrinkt) ist. Mit den bisher entwickel-
ten Mitteln der Differentialrechnung ist es dann sehr hdufig moéglich, eine endliche Menge
FE zu ermitteln, die alle potentiellen lokalen Extremstellen enthélt. Sucht man lediglich
nach globalen Extrema, so geniigt es, f(x) fir alle x € E auszuwerten und jene x € E
zu identifizieren, wo dieser Wert am grofiten bzw. am kleinsten ist.

Ist D nicht kompakt, so muss auch ein stetiges f keine Extrema annehmen. Meist
erkennt man schnell, ob f nach unten und/oder oben unbeschrénkt ist, in welchem Fall
die Suche nach einem globalen Minimum bzw. Maximum obsolet wird. Ist f sehr wohl
beschrinkt, sind eigene, an das jeweilige f angepasste Uberlegungen erforderlich, um zu
entscheiden, ob globale Extrema existieren.

Sind auch sdmtliche lokalen Extrema gesucht sind, ist zu jedem Wert x € E zu ent-
scheiden, ob es sich um ein lokales Maximum, ein lokales Minimum oder um kein lokales
Extremum handelt. Fiir Punkte im Inneren von D ist die wirkungsvollste Methode das
Hauptminorenkriterium Man beachte, dass sein Einsatz in den meisten Fallen,
wo nur globale Extrema gesucht sind, nicht erforderlich ist. Uberdies ist zu bedenken,
dass das Hauptminorenkriterium fiir Punkte am Rand von D nicht wirksam ist.

Zusammenfassend kann fiir Extremwertaufgaben in mehreren Variablen folgende Stra-
tegie empfohlen werden:

1. Kontrolle der Regularitdt der Aufgabenstellung, genauer:

a) Ist f auf ganz D stetig, differenzierbar, zweimal differenzierbar? Punkte im
Inneren von D, wo f nicht differenzierbar ist, miissen extra behandelt werden.
Héufig ist f aber unendlich oft differenzierbar, und man hat diesbeziiglich
keine Probleme.

b) Lésst sich der Rand 0D von D in endlich viele Teile mit Dimensionen < n
zerlegen, so dass jeder Teilbereich als stetig differenzierbare Nebenbedingung
zu verstehen ist? Fiir n = 2 geht es dabei nur um berandende Kurvenstiicke,
die jeweils durch eine Gleichung beschrieben werden. Fiir n = 3 konnen so-
wohl berandende Seitenflichen (eine Gleichung in drei Variablen) als auch,
als deren Schnittmengen, Seitenkanten (zwei Gleichungen in drei Variablen)
auftreten. Fiir noch grofleres n kann die Situation entsprechend noch kom-
plexer werden. Sind von vornherein Nebenbedingungen gegeben, ist damit
sinngeméafl umzugehen, wihrend im Folgenden jene Schritte, die sich auf das
Innere von D beziehen wegfallen.

Fiir die weitere Vorgangsweise sei vorausgesetzt, dass a) und b) positiv beantwortet
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werden kénnen. Um das zu entscheiden, geniigt oft ein kurzer Blick.

2. Ist D zuséatzlich kompakt (d.h. abgeschlossen und beschrénkt), so nimmt f sowohl
ein Maximum als auch ein Minimum an. Dies zu wissen, kann im Folgenden Ar-
beit ersparen und sollte deshalb friih festgehalten werden. Doch auch bei nicht
kompaktem D steht den néchsten Schritten nichts im Wege.

3. Zerlegung des Randes 0D von D im Sinne von 1.b) in Teilbereiche D; der folgenden
drei Typen, die man mit der jeweils angemessenen Methode behandelt:

a) Inneres D° von D: Hier sind keine Nebenbedingungen wirksam.

b) Teilmengen des Randes 9D von D der Dimension 1 bis n — 1, von denen sich
jede als (Teil der) Nullstellenmenge von einer oder mehreren Gleichungen (als
Teil der Losungsmenge von Nebenbedingungen) darstellen ldsst. Fiir n = 2
geht es nur um Kurven, die D begrenzen.

c) Einzelne (Eck-)Punkte von D.
Diese drei Typen werden in den folgenden drei Schritten behandelt.

4. Auf dem n-dimensionalen Bereich D sucht man alle Nullstellen der Ableitung von
f auf. Das entspricht der Lésung eines Systems bestehend aus den n Gleichungen
é%(m,---,ffn) =0,i=1,...,n, in den n Variablen z1,...,x,. Die Menge all

dieser Nullstellen sei E;. (Bei Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen entféllt

dieser Punkt.)

5. Fir jede der Teilmengen von 9D aus 3.b) 16st man das entsprechende Extrem-
wertproblem unter Nebenbedingungen wie in [2.4.4] beschrieben. Die Menge aller
so erhaltenen Losungen sei Fa.

6. Sei E3 die Menge aller Eckpunkte laut 3.c). Alle lokalen Extrema von f sind in der
Menge F := E1UFE>U E3 enthalten. Fiir die Bestimmung der globalen Extrema hat
man also nur alle Werte f(x) auszuwerten und zu vergleichen, welche am gréfiten
bzw. am kleinsten sind.

7. Interessiert man sich auch fiir lokale Extrema, wendet man auf die Punkte in E;
das Hauptminorenkriterium [2.4.2.1| an. Fiir die Punkte aus Fs und E3 muss man
zu ad-hoc-Methoden greifen.

Ubungsaufgabe 164. (T) Konstruieren Sie fiir die Funktion
f(z,y) =223 — 52% 4+ 3zy — 2y + 92 — 9y — 9

das Taylor-Polynom 2. Ordnung um den Punkt (1,—1). Geben Sie auferdem die Tan-
gentialebene bzw. das Schmiegeparaboloid an den Graphen von f im Punkt (1,—1,1))
an!

Ubungsaufgabe 165. (T) Entwickeln Sie die Funktion f(x,y) = 2%y — 2 + xy + 2z —
3y + 9 mit Hilfe der Taylorformel nach Potenzen von x + 1 und y — 2.
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Ubungsaufgabe 166. (T) Konstruieren Sie fiir die Funktion
f(z,y) = cosx sinye”Y

das Taylor-Polynom 2. Ordnung um den Punkt (0,0). Geben Sie weiters die Tangential-
ebene bzw. das Schmiegeparaboloid an den Graphen von f im Punkt (0,0,0) an!

Ubungsaufgabe 167. (T) Sei f(x,y) = 2% +ay+ 172 — 3y +4. Berechnen Sie die voll-
standige Taylorreihe von f(x,y) im Punkt P = (1,2). Lesen Sie aus dieser Taylorformel
die Gleichung fiir die Tangentialebene im Punkt P ab. Geben Sie den Normalvektor die-
ser Tangentialebene an. Von welcher Art ist der Punkt P (elliptisch, hyperbolisch bzw.
parabolisch)?

Ubungsaufgabe 168. (T) Durch z = f(x,y) = sin(zy) ist eine Fliche gegeben. Be-
stimmen Sie die Tangentialebene bei (zo,yo) = (\/g, \/g)

Ubungsaufgabe 169. (T) Untersuchen Sie die Fliche z = f(z,y) := e mit r =
Va2 +y?:

1. Von welchem Typ sind die Punkte (—%,O, z), (%, %,z) und (—%,07 z).

2. In welchen Bereichen der x,y-FEbene besteht die Fldche aus elliptischen bzw. hy-
perbolischen bzw. parabolischen Punkten? (Skizzieren Sie die Fliche!)

Ubungsaufgabe 170. (T*) Betrachten Sie die Funktion
T2, .2
fa) =y = tan (5044

Durch die implizite Gleichung f(x,g(x)) = 0 wird eine reelle Funktion g(z) definiert.
Geben Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung von g(x) um x = —+v/2 an. Wie lautet die
Schmiegeparabel an g(z) an x = —/2)?

Ubungsaufgabe 171. (T) Sei f(x,y) = 2y—x?. Berechnen Sie alle lokalen und globalen
Eztrema im FEinheitsquadrat R = {(z,y) : 0 < z,y < 1}. Beachten Sie speziell auch
maogliche globale Extremstellen am Rand. Welche Extrema sind Minima bzw. Maxima?

Ubungsaufgabe 172. (T) Berechnen Sie alle lokalen und globalen Extrema folgender
auf R? definierter Funktionen

flz,y) = y? + 222 — 6y + 8z — 1, g(x,y) = x cos(y).

Ubungsaufgabe 173. (T) Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extrema der fol-
genden Funktionen f(x,y) im angegebenen Bereich D. Beachten Sie insbesondere auch
magliche Extrema am Rand von D.

1. f(z,y) =a* -y, D={(z,y):a® +y* <1}

2. f(x,y) :e:cQ—yz’ D = {(:Evy) : % < $2+y2 < 2}
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Ubungsaufgabe 174. (T) Berechnen Sie (unter Verwendung des Leibniz—Kriteriums
fiir innere Extrema) die lokalen Extrema folgender auf R? definierter Funktionen

flay) =2 +y° — /222 +9?),  g(z,y) =sin(z)sin(y).

Ubungsaufgabe 175. (T*) Die Funktion z(x,vy) ist durch die implizite Gleichung x* +
yt 424 =222 —2y% — 222 = 0 gegeben. Berechnen Sie die lokalen Extremstellen von z(x,y)
indem Sie die partiellen Ableitungen bis zur 2. Ordnung durch implizites Differenzieren
berechnen.

2.4.6 Anwendungen: Ausgleichrechnung und Regressionsgerade

Inhalt in Kurzfassung: Gleichungssysteme Ax = b mit mehr Gleichungen (Zeilen) als
Variablen (Spalten) sind tiberbestimmt und haben in der Regel keine Losung. Man kann
aber nach einem x¢ suchen, wo ||[Axg — b|| moglichst klein wird. Diese Extremwertauf-
gabe hat stets eine Losung xg, die man auch als Losung des linearen Gleichungssystems
AT Ax = ATDb erhilt. Ein niedrigdimensionaler Spezialfall ist die Regressionsgerade.

Bei der Losung linearer Gleichungssysteme in n Variablen mit Hilfe des Eliminati-
onsverfahrens landet man bei Systemen von m Gleichungen, wobei stets m < n gilt. In
der Regel sind Systeme mit mehr Gleichungen als Variablen iiberbestimmt und nicht
exakt losbar. In vielen praktischen Situationen ist es aber dennoch sinnvoll, sich mit
solchen Systemen zu beschaftigen, insbesondere wenn man nach approximativen Losun-
gen sucht. Das bedeutet, dass die Gleichungen des Systems fiir gewisse Werte zwar nicht
exakt gelten, aber immerhin annahernd. In diesem Sinn wollen wir versuchen, ein System

a1xy + -+ apT, = by,

a21x1 + - - + agp Ty = bo, :
mit m > n.

(1)

moglichst gut zu 16sen.
Man sucht dazu nach einem Punkt x* = (x1,...,x,), fir den die Abweichungen

1121 + -+ + a1y — by,

in einem passenden Sinn klein sind. Und zwar wahlt man x* so, dass die Funktion
f(X) = (a11x1 + o apTy — b1)2 4+ (amlccl + - ATy, — bm)2

in x* ihr Minimum annimmt. Dazu miissen die partiellen Ableitungen nach allen Varia-
blen x1,...,x, verschwinden, also

_9f
N 61’1

0 (x) =2ai(anz1 + -+ apen —b1) + - + 2ami(amiz1 + - - + Gmn®n — b))
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fir ¢ = 1,...,n. Schreibt man diese Beziechungen um, so erhélt das Gleichungssystem

aj-ajr; +ag-are +---+a;-a,r, =ai-b,
) ag-ajxry +az-axry +---+ax-a,r, =az-b,

a,-ajry+a,- -ayxry+---+a,- -a,xr, =a,-b.

Dabei sind ay, . .., a, € R™ die Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix A in (1) und b €
R™ der Storvektor. Wir sind also auf ein symmetrisches, lineares n x n-Gleichungssystem
gestoflen, welches sich auch auf folgende sehr einfache Weise als sogenanntes Ausgleichs-
problem schreiben lasst:

AT Ax = A™b.

Ubungsaufgabe 176. (T) Ein Massepunkt bewegt sich auf einer Bahn x(t). Bekannt
sind nun finf Messungen (t;, x;), ndmlich (t;,z;) miti=1,...,5:(=2,2), (—1,3), (0,3),
(1,4), (2,3).

Bestimmen Sie eine Ausgleichsgerade g(t) = a+bt so, dass die Summe Fehlerquadrate

5

S (w5 — g(t;))? minimal wird. Stellen Sie dazu ein passendes LGS auf und ermitteln Sie
=1

die Ausgleichslosung dieses LGS!

Ubungsaufgabe 177. (T) Wie Aufgabe nun aber fir die Ausgleichsparabel p(t) =
a+ bt + ct?.

Ubungsaufgabe 178. (T)

Lésen Sie das Ausgleichsproblem fiir das folgende System von Ebenen im R3:

r + y + z =1
T - z =1
Y =0
Y =1
r — y + 22z =0
x + z =0

Uberzeugen Sie sich, dass Rang (A) < Rang (A|b), dass also Ax = b unldsbar ist.

Beispiel (Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung der Regressi-
onsgeraden). Es seien n(> 1) Punkte x1,...,x, € R? gegeben, die nicht alle auf einer
vertikalen Geraden liegen. Es ist die Gerade

y=a+bx

zu bestimmen, fiir die der Ausdruck

n

fla,b) = (yi — a— bx;)?

i=1
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minimal ist. Die gesuchte Gerade approximiert also die gegebene Punktmenge in diesem
speziellen Sinn bestmoglich.

Bei |a| + |b| — oo geht f(a,b) — +o0. Die stetige Funktion f muss also mindestens eine
Minimalstelle haben. Nach unserem Satz kommen als Kandidaten fiir eine solche Stelle
die Punkte a = (a,b) in Frage, fiir die gilt

fa(@) =0= =25 (y; — a — bx;),
fo(a) =0=—=2% x;(y; — a — bx).

D.h.
an  +bY x; = Yy,

aXx;+b>a? = Yy
Dieses Gleichungssystem fiir a, b ist, wie man leicht zeigen kann, wegen unserer Voraus-
setzung, dass die x;’s nicht alle gleich sind, eindeutig nach a, b auflésbar. Da mindestens
eine Minimalstelle vorhanden ist und nur ein Kandidat dafiir existiert, stellt dieser tat-
séchlich die Minimalstelle dar. Die zugehdrige Gerade heifit Regressionsgerade.
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Differentialgleichungen entstammen vor allem den zahlreichen Anwendungsgebieten der
Mathematik, allen voran und in klassischer Weise der Physik, aber auch der Biologie,
den Wirtschaftswissenschaften etc. Aufgrund ihrer auflermathematischen Bedeutung hat
sich auch innerhalb der Mathematik eine weit verzweigte Theorie entwickelt. Im Rahmen
einer einfilhrenden Mathematikvorlesung fir angehende Ingenieure ist es unmoglich,
einen reprasentativen Querschnitt der Theorie auch nur jener DGLen zu geben, die in
den spezielleren Fachern der jeweiligen Disziplin Bedeutung erlangen (kénnen). Deshalb
erscheint es vor allem wichtig, jene Begriffe kennen zu lernen, die dem sehr weitlaufigen
Gebiet eine sinnvolle Struktur aufgeprdgen und somit als Orientierungshilfe fir weitere
Vertiefungen dienen kénnen.

In diesem Sinne behandeln wir im ersten Abschnitt des Kapitels vor allem all-
gemeine Aspekte. Konkreter wird es in 77, wo anhand einfacher linearer DGLen einige
Standardmethoden zur Losung prisentiert werden. Von grofiler Bedeutung, gleichzei-
tig aber auch von deutlich hoherer Komplexitéit sind gekoppelte lineare DGLen, die in
7?7 behandelt werden. Generell spielen lineare DGLen deshalb eine wichtige Rolle, weil
es einerseits eine vergleichsweise befriedigende Theorie und auch relativ wirkungsvolle
Losungsmethoden gibt und andererseits nichtlineare DGLen oft ndherungsweise durch
lineare ersetzt werden koénnen. In dem letzten Abschnitt des Kapitels, werden ein
paar Herangehensweisen dargestellt, mit denen auch einige wichtige Typen nichtlinearer
Differentialgleichungen behandelt werden kénnen.

3.1 Aligemeine Theorie

In diesem Abschnitt besprechen wir zuerst den Begriff der DGL als Spezialfall ei-
ner Funktionalgleichung. In[3.1.2] halten wir einige Notationen fest. Sodann erldutern wir
in die Unterscheidung zwischen gewohnlichen (auf die wir uns spéter weitgehend
beschrinken werden) und den komplizierteren partiellen DGLen (die in der Vorlesung
Mathematik 3 ausfiihrlicher behandelt werden). Der wichtige Begriff der Ordnung einer
DGL wird in thematisiert. Weil die Ordnung einer DGL reduziert werden kann,
sofern man eine hohere Dimension in Kauf nimmt, werden diese Aspekte gemeinsam be-
handelt. Der wichtigste theoretische Satz aus der Theorie der DGLen, der Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir explizite DGLen, steht im Zentrum von Am Beispiel auto-
nomer DGLen gehen wir in [3.1.6]auf qualitative Untersuchungen von autonomen DGLen
ein, die in vielen Féallen auch dann moglich sind, wenn keine expliziten Losungsverfahren
zur Verfiigung stehen. Vor der eigentlichen Loésungstheorie fiir lineare DGLen in den
Abschnitten ??7 und ?? wird der Aspekt der Linearitédt in [3.2.1] noch unter allgemeinen
Gesichtspunkten behandelt.
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3.1.1 DGLen als Funktionalgleichungen

Inhalt in Kurzfassung: Eine DGL ist eine Gleichungen, deren Unbekannte (oft mit dem
Buchstaben y bezeichnet) nicht eine Zahl ist, sondern eine Funktion. Allgemein nennt
man so etwas eine Funktionalgleichung. Bei einer DGL kommt hinzu, dass neben y selbst
auch Ableitungen von y vorkommen diirfen. Bereits bekannt ist die DGL ¢ = y mit den
Losungen y(z) = ce®, ¢ € R. Verlangt man die Anfangsbedingung y(0) = 1, so wird die
Losung eindeutig: y = exp.

Eine Funktionalgleichung ist eine Gleichung, deren (gesuchte) Losungen nicht Zah-
len oder Vektoren sondern Funktionen sind. Wichtige Beispiele, die wir bereits in Ma-
thematik 1 kennen gelernt haben, sind (gefordert jeweils fir alle z,y aus dem Definiti-
onsbereich):

o f(z+y)= f(z)+ f(y), Losungen: homogene lineare Funktionen f = ling : R — R,
x +— kx, mit einer Steigung k € R.

e flz+y) = f(x) f(y), Losungen: Exponentialfunktionen f = exp, : R — R*,
x +— a”, zu einer Basis a > 0.

e f(z-y)= f(x)+ f(y), Losungen: Logarithmen f =log, : RT™ — R, z — log, =, zu
einer Basis a > 0, a # 1.

e f(x-y)= f(x)- f(y), Losungen: Potenzfunktionen f = pot, : Rt — R, z s 2%,
mit einem Exponenten o € R.

Unter sehr schwachen Zusatzvoraussetzungen (z.B. Stetigkeit an nur einer Stelle oder
Monotonie) sind die angegebenen Funktionen die einzigen, die die angegebenen Glei-
chungen fiir alle x, y aus ihrem Definitionsbereich erfiillen. Auch die Parameter k, a bzw.
« ergeben sich eindeutig, wenn man nur einen einzigen Funktionswert an einer geeigne-
ten Stelle vorgibt. Das ist Inhalt von sogenannten Existenz- und Eindeutigkeitssétzen
fiir die angegebenen Funktionstypen.

Das gemeinsame Merkmal von Funktionalgleichungen wie den oben angegebenen ist,
dass sie Funktionswerte an mehreren Stellen, ndmlich an den Stellen z,y und = + y
und/oder zy, zueinander in Beziehung setzen. Man beachte den Unterschied zum Beispiel
zu Gleichungen und Gleichungssystemen, wie wir sie in der Linearen Algebra behandelt
haben, wo die gesuchten Objekte einzelne Zahlen oder Vektoren waren, nicht Funktionen,
die auf einer unendlichen Menge definiert sind.

Noch andere, einfachere Beispiele von Funktionalgleichungen haben wir bereits ken-
nengelernt, ndmlich rekursive Folgen: Ist eine Transformation 7' : X — X auf einer
Menge X gegeben, so lisst sich eine Rekursionsgleichung a,+1 = T'(a,) auch als Funk-
tionalgleichung f(n+1) = T'(f(n)) fir Funktionen f : N — X auffassen, deren Losungen
genau die rekursiven Folgen zu beliebigem Anfangswert xg sind. Ist auch xg vorgegeben,
so gibt es, weil die Rekursionsgleichung ja fiir alle n € N gelten soll, genau eine Losung.
Das ist ein Spezialfall der sogenannten Rekursionssatzes.
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Differentialgleichungen sind spezielle Funktionalgleichungen. Bei ihnen kommen
Ableitungen der gesuchten Funktion vor. Ableitungen involvieren als Differentialquoti-
enten Grenzwerte und somit sogar Funktionswerte an unendlich vielen Stellen. Deshalb
sind sie tatsdchlich Beispiele von Funktionalgleichungen, auch wenn sie selten so be-
zeichnet werden und man beim Wort Funktionalgleichung nicht unbedingt an DGLen
denkt.

Differentialgleichungen sind sehr h&ufig durch urspriinglich auflermathematische Fra-
gestellungen motiviert, die sich aber sehr prazise mathematisch modellieren lassen. Klas-
sische Beispiele stammen aus der Physik. Denn physikalische Systeme lassen sich sehr
héufig durch eine Funktion f beschreiben, deren Werte den Zustand des Systems in
Abhéngigkeit beispielsweise der Zeit ¢t und/oder des Ortes x angeben. Die zeitliche und
rdumliche Anderung des Zustandes (die Ableitung von f nach der Zeit oder nach Raum-
koordinaten) steht oft in einem naturgesetzlichen Zusammenhang mit dem Zustand, also
mit dem Wert der Funktion selbst. Wenn sich dieser Zusammenhang durch eine Glei-
chung ausdriicken lasst, liegt eine Differentialgleichung vor. Wie die fiir die moderne
Physik so wichtige Schrodingergleichung zeigt, sind sogar komplexwertige Funktio-
nen als Losungen von DGLen von Interesse. Wir werden uns aber ausschlieflich mit
reellwertigen befassen.

Das wichtigste einfache Beispiel einer interessanten Differentialgleichung kennen wir
bereits: Die Ableitungsregel exp’ = exp fiir die Exponentialfunktion exp zur Basis e
besagt, dass die Exponentialfunktion Losung der Differentialgleichung y' = y ist. (Diese
DGL tritt typischerweise bei Wachstums- oder Zerfallsprozessen auf, wo die Zu- bzw.
Abnahme proportional zum Bestand der durch y beschriebenen Quantitét sind.) Dabei
ist y eine Variable fiir reelle Funktionen y : x — y(z). Manchmal schreibt man auch
lieber x(t) fur eine gesuchte reelle Funktion z : ¢ — x(t). Die Variable ¢ verwendet man
vorzugsweise, wenn sie als Zeit interpretiert wird. Fiir die Ableitung 2’ von x nach t
schreibt man dann auch gerne .

Doch zuriick zur Differentialgleichung 4’ = y. Neben exp sind auch alle Vielfachen
cexp mit ¢ € R Losungen, weil ja auch (cexp) = cexp’ = cexp gilt. Gibt man sich fiir
die gesuchte Losung einen Funktionswert, zum Beispiel y(0) := yp € R als sogenann-
ten Anfangswert vor, so erweist sich cexp mit ¢ = yy sogar als einzige Losung des
sogenannten Anfangswertproblems. Fir yy = 1 lasst sich das sehr leicht rechnerisch
begrinden. Dafiir hat man zu zeigen, dass eine differenzierbare Funktion f : R — R mit
/= fund f(0) = 1 automatisch f = exp erfiillt. Dazu betrachten wir die Funktion
g = L R — R. Mit der Quotientenregel berechnen wir die Ableitung

exp

0.

/ (f)’:f’eXp—feXp’:feXp—feXp:

- exp exp? exp>2

Daraus folgt, dass g = % konstant ist, also % = cund somit f(x) = ce® fir allez € R
mit einem ¢ € R. Setzen wir speziell z = 0, so erhalten wir ¢ = ce® = f(0) = yo = 1.
Damit ist f(x) = e” fiir alle x € R, also f = exp bewiesen.

Dieser Beweis fiir die Aussage, dass es genau eine Losung des Anfangswertproblems
v =y, yo = y(0) = 1 gibt, gelang ad hoc aufgrund der sehr einfachen Bauart der gegebe-
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ne DGL. Ziel der Theorie sind vor allem allgemeinere Existenz- und Eindeutigkeitssitze
fir DGLen. Fiur eine weite Klasse (in die auch unser Beispiel féllt), wird der Beweis
eines solchen Satzes in gelingen. Leider werden damit aber noch lange nicht alle
interessanten DGLen erfasst. Oft muss man sich mit mithsam errungenen schwicheren
Aussagen begniigen. Noch gar nicht beriihrt ist damit die Frage nach Rechenverfahren,
mit denen allfillig existierende Losungen auch explizit gefunden werden koénnen. Die
damit angerissenen Fragen sollen nun prézisiert und behandelt werden.

3.1.2 Bemerkungen zur Notation

Inhalt in Kurzfassung: Die Notation fiir DGLen ist in der Literatur generell und auch
innerhalb dieses Skriptums nicht einheitlich. Einige weit verbreitete Moglichkeiten sollen
nun zusammengestellt werden.

Die Theorie der DGLen geht auf die Griindervéiter der Differentialrechnung zuriick,
Schon zur Zeit von Newton und Leibniz gab es Uneinigkeit in der Notation (und nicht nur
dariiber). Vor allem durch Euler haben sich im 18. Jahrhundert zwar manche Konventio-
nen breit durchgesetzt, weil sie sich im praktischen Umgang mit DGLen bewéhrt haben.
Allerdings sind nicht alle diese Notationen mit den Sichtweisen der modernen Mathema-
tik vertréaglich, wie sie sich vor allem im 20. Jahrhundert durchgesetzt haben. Aus diesen
(und wahrscheinlich manch anderen Griinden) herrscht in den tiblichen Notationen nach
wie vor eine gewisse Uneinheitlichkeit, die auch im vorliegenden Text durchschlagt. Um
Verwirrungen moglichst hintan zu halten, folgt nun eine kurze Zusammenstellung der
fiir uns wichtigsten Schreibweisen.

Schon fiir die (unabhéngigen) Variablen und die davon abhéngigen Funktionen, so-
wie deren Ableitungen sind verschiedene Notationen iiblich. Meistens bezeichnet y eine
Funktion (abhéngige Variable), die von einer unabhéngigen Variable = oder ¢ abhéngt.
Die Variable t hat sich aufgrund physikalischer Anwendungen eingebiirgert, in denen Sy-
stemverdnderungen im Laufe der Zeit beschrieben werden. Wegen lateinisch tempus=Zeit
(oder auch englisch time und franzosisch temps) wird als Zeitvariable gerne der Buch-
stabe t verwendet. Ableitungen nach der Zeit ¢ werden oft nicht mit ¢/, sondern mit 3
bezeichnet.

Eine andere und universellere Moglichkeit, die Variable, nach der abgeleitet wird, ex-
plizit sichtbar zu machen, bietet die auf Leibniz zuriickgehende Differentialschreibweise:
y = Z—% oder y = % — je nachdem, ob y von t oder von x abhingt. Leibniz dachte
bei seinen sogenannten Differentialen dt,dx,dy an ,infinitesimal kleine Gréflen”, die
kleiner sind als jede feste positive Zahl, aber doch nicht 0, damit man eine durch die an-
dere dividieren kann. Der Buchstabe d kommt von Differenz, weil man an Anderungen
(Differenzen) von Werten der Variablen ¢,z,y denkt. So werden Quotienten der Dif-
ferentiale scheinbar tatsichlich zu Differentialquotienten, in Ubereinstimmung mit der
gegebenen Schreibweise — nur scheinbar deshalb, weil dieser vage Begriff von Differen-

tial den Exaktheitsanspriichen der modernen Mathematik noch nicht geniigt. Man hat
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deshalb unterschiedliche Begriffssysteme und Theorien (Schlagwort Differentialformen)
entwickelt, um dem abzuhelfen. Fiir uns wiirde diese Theorien jedoch viel zu weit fiih-
ren. Dort, wo sich die Differentialschreibweise praktisch bewéhrt (etwa in , werden
wir sie verwenden und auch rechtfertigen. Ubrigens haben wir das auch schon einmal
in Mathematik 1 getan, und zwar im Zusammenhang mit der Substitutionsregel der
Integralrechnung.

Die Darstellung 3/ = d—g der Ableitung von y nach x passt offenbar auch sehr gut mit
der (sehr wohl exakt begriindeten) fiir partielle Ableitungen wie g—g (y nach z) zusammen.
Von partiellen Ableitungen spricht man in der Regel jedoch nur dann, wenn y auch
noch von anderen Variablen als x abhéngt. Weitere gebrauchliche und oft praktische
Bezeichnungsweisen fiir die partiellen Ableitungen, diesmal einer Funktion f, nach den
Variablen x,y, ... sind fg, fy,.. ..

WEeil viele dieser Notationen aber auch in anderen Zusammenhéngen mit entsprechend
anderer Bedeutung verwendet werden, die hin und wieder auch mit der Differentialrech-
nung in Beriihrung kommen, erleichtert Flexibilitdt in der Notation das Leben ganz
wesentlich. Im vorliegenden Kapitel werden wir uns deshalb diesbeziiglich mancherlei
Freiheiten erlauben.

3.1.3 Gewohnliche und partielle Differentialgleichungen

Inhalt in Kurzfassung: In den nachfolgenden Abschnitten werden wir uns auf gewoéhnli-
che DGLen konzentrieren. Das sind solche, wo Ableitungen der gesuchten Funktion nur
nach einer Variablen vorkommen. Dennoch spielen vor allem in der Physik auch solche
DGLen eine Rolle, wo partielle Ableitungen nach verschiedenen Variablen auftreten und
die man partielle DGLen nennt. Anhand von nur zwei Beispielen (schwingende Saite,
Wiérmeleitungsgleichung) soll angedeutet werden, warum auch sie von Interesse sein kon-
nen.

Die oben behandelte (sehr einfache) DGL y' = y ist Beispiel einer sogenannten ge-
wohnlichen DGL P_-] weil die gesuchte Funktion y nur von einer Variablen abhéngt,
nach der abgeleitet wird. Die allgemeine Definition:

Definition 3.1.3.1. Unter einer gewShnlichen Differentialgleichung der Ordnung
n versteht man eine Gleichung der Bauart

F (y,y',...,y(”),t> = 0.

Dabei steht die Variable y fir eine n-mal differenzierbare Funktion in der reellen Varia-
blen t mit Werten in R (oder auch in R™) und F : D — R (oder auch F : Dp — RF
im Falle eines Systems von eindimensionalen Differentialgleichungen) mit Dp C R" 2,
Hingt F nicht von t ab, kann also auch F (y, T ,y(”)) =0 mit Dp C R™! geschrie-
ben werden, so heifit die Differentialgleichung autonom.

tabgekiirzt oft ODE fiir englisch ordinary differential equation
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FEine n-mal differenzierbare Funktion f: Dy — R (oder f : Dy — R™) heifit Losung
der Differentialgleichung auf Dy, wenn

F (10, £/, ™ (0),1) =0
fiir alle t € Dy gilt.

Meist werden wir, anders als in Definition zwischen der Variablen y fiir Funk-
tionen und den Funktionen f selbst notationell nicht sorgfiltig unterscheiden, sondern
nur ein Symbol fiir beide verwenden, haufig y.

Ein kurze Bemerkung zu autonomen Differentialgleichungen: Sie treten in physikali-
schen und auch anderen Anwendungen sehr haufig auf. Wird nédmlich ¢ als Zeitvariable
interpretiert und driickt eine DGL ein unverénderliches Naturgesetz aus, das einen Zu-
sammenhang zwischen verschiedenen Groéflien beschreibt, das sich aber selbst nicht mit
der Zeit dndert, dann héngt die Funktion F' in Definition nicht von t ab, sondern
nur von den anderen Groéfien.

Wir werden uns fast ausschliellich mit gewohnlichen DGLen beschéftigen und stets
auch solche meinen, sofern nicht ausdriicklich von partiellen DGLenE| die Rede ist. Um
den Unterschied zu verdeutlichen seien hier nur wenige Bemerkungen dazu eingestreut.
Ausfiihrlicher behandelt werden sie in der Lehrveranstaltung Mathematik 3.

In einer partiellen DGL héngt die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab. Ge-
wisse partielle Ableitungen (reine oder gemischte, erster oder hoherer Ordnung) nach
verschiedenen Variablen werden durch die DGL zueinander in Beziehung gesetzt. Zur
Illustration seien hier zwei Beispiele erwahnt.

Die Gleichung der schwingenden Saite als Beispiel: Ein Saite der Lange 27 sei
entlang der z-Achse eines Koordinatensystems zwischen dem Ursprung und dem Punkt
(0,27) eingespannt. Die Funktion s : [0,27] x [0,00) — R, (x,t) — s(z,t) gebe die
Auslenkung der Saite an der Stelle 2 zum Zeitpunkt ¢ an. Physikalische Uberlegungen
fiihren dazu, dass die Kraft, mit der ein kleiner Abschnitt der Saite in einer Umgebung
der Stelle x in sehr guter N&dherung proportional ist zur Kriimmung der Saite, was wieder
proportional ist zur zweiten partiellen Ableitung g—i‘;(a:, t) von s nach der Ortsvariablen
x. Nach den Newtonschen Gesetzen ist diese Kraft wiederum proportional zur Beschleu-
nigung, also zur zweiten partiellen Ableitung %(x,t) von s nach der Zeitvariablen ¢.
Wenn man die Einheiten geeignet wéhlt fithrt das zur Gleichung

2 2
(1) = o)
der schwingenden Saite, die offensichtlich keine gewohnliche, sondern eine partielle DGL
ist. Fiir die Funktionen s, (z,t) = sin(nz) sin(nt), n € N, gilt

828n 2 . . 82371
W(w,t) = —n”sin(nz) sin(nt) = W(m,t).

2abgekiirzt oft PDE fiir englisch partial differential equation
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Also sind alle s,, Losungen dieser partiellen DGL. Weil (auch zweimaliges) Differenzieren
linear ist, sind sogar alle Linearkombinationen der s, Losungen. Tiefer gehende Analysen
zeigen, dass sogar ,unendliche Linearkombinationen“

o0

Z ¢p sin(nz) sin(nt)

n=1

Losungen der Gleichungen sind, sofern die Koeffizienten ¢,, (die sogenannten Fourierko-
effizienten) mit wachsendem n schnell klein werden. Sehr tief liegende Theorien garan-
tieren, dass tatséchlich alle Losungen der Gleichung der schwingenden Saite diese Gestalt
haben. (In diesem Zusammenhang sei auf die Theorie der sogenannten Fourierreihen
verwiesen.)

Die Interpretation dieses Ergebnisses ist sehr interessant: Man hat sich lediglich klar
zu machen, was die Funktion s, (z,t) = sin(nx) sin(nt) fir festes n beschreibt. Der erste
Faktor sin(nz) beschreibt die rdumliche Auslenkung der Saite in Form des Graphen der
Sinusfunktion, allerdings mit n Perioden innerhalb des Intervalls [0, 7], in dem die Sai-
te eingespannt ist. Der zweite Faktor sin(nt) beschreibt die Verdnderung im Laufe der
Zeit und besagt, dass die Saite innerhalb eines Zeitintervalls der Lange 27 genau n volle
Schwingungen erfihrt. Denkt man an die Saite eines Musikinstruments, so bedeutet dies,
dass ein Oberton erklingt. Seine Frequenz ist die n-fache Grundfrequenz der Saite. Die
Fourierkoeffizienten geben also an, wie stark jeder der Obertone erklingt, was wir als
charakteristische Klangfarbe wahrnehmen.

Beim Beispiel der schwingenden, an ihren Endpunkte aber fest eingespannten Saite
kamen nur solche Lésungen s in Frage, die an den Randpunkten 0 und 27 des Intervalls
den Wert 0 annehmen, also s(0,¢) = s(27,t) = 0. Man spricht auch von einem Rand-
wertproblem. Ist nur fiir eine Stelle (,,Anfangspunkt“) ein Wert vorgegeben, so spricht
man von einer Anfangsbedingung bzw. von einem Anfangswertproblem.

Als ein zweites Beispiel einer partiellen DGL sei, allerdings ohne ihre Lésungen zu
besprechen, die Warmeleitungsgleichung

on_on
ot 0x2

erwahnt. Wie bei der schwingenden Saite denken wir an einen idealisiert als x-Achse
verlaufenden Warmeleiter, fiir den h(x,t) die Temperatur an der Stelle x zum Zeitpunkt
t bezeichnet. (Wieder sind die Einheiten geeignet zu wéhlen, andernfalls wére noch eine
multiplikative Konstante zu ergéinzen.) Gesucht ist eine Funktion h in einer Orts- und
einer Zeitvariablen, die obige Gleichung 16st. Man mache sich die physikalische Inter-
pretation klar: Die linke Seite entspricht der Anderung der Temperatur pro Zeiteinheit.
Diese wird umso stéarker sein, je stérker die Temperatur sich nach beiden Richtungen in
dieselbe Richtung verdndert, was wiederum proportional zur zweiten Ableitung von h
nach der Ortskoordinate z ist, also zur rechten Seite der Gleichung. Diese rechte Seite
ist hingegen = 0, wenn die Temperatur nach der einen Seite im selben Maf} abfallt, wie
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sie nach der anderen Seite zunimmt, was insgesamt ein Gleichbleiben der Temperatur,
also ein Verschwinden der Ableitung nach der Zeit (linke Seite) bewirkt.

In jedem der beiden Beispiele war eine Funktion gesucht, die sowohl von einer Ortsko-
ordinate (hier bezeichnet mit x) und einer Zeitkoordinate (hier bezeichnet mit ¢) abhéngt.
Das ist typisch fir partielle DGLen. Natiirlich sind auch andere Situationen denkbar, wie
beispielsweise mehrere Ortskoordinaten. Aufgrund der Invarianz physikalischer Gesetze
gegeniiber orthogonalen Transformationen kann man sehr oft Symmetrien ausnutzen,
insbesondere, wenn man zum Beispiel Kugelkoordinaten (r, a, §) statt kartesische Ko-
ordinaten (z,y, z) verwendet. Auf diese Weise gelingt es oft, die Abhéngigkeiten von «
und S zu eliminieren, so dass r als einzige Variable {ibrig bleibt und die partielle auf eine
gewOhnliche DGL zuriickgefiihrt werden kann, die in der Regel leichter zu 16sen ist.

Ubungsaufgabe 179. (E) Geben Sie eine formale Definition, was man unter einer
partiellen Differentialgleichung und einer Losung einer partiellen Differentialgleichung
versteht. Orientieren Sie sich dabei an Definition |3.1.5.1].

3.1.4 Ordnung versus Dimension — gekoppelte Systeme

Inhalt in Kurzfassung: Treten von der in einer DGL gesuchten Funktion y hohere Ablei-
tungen bis hin zu (™, so heiBt n die Ordnung der DGL. Unter der Dimension verstehen
wir die Dimension m des Wertebereichs von y. Will man eine DGL 16sen, so machen
grofle Werte von n und auch m die Aufgabe in der Regel schwieriger. Es zeigt sich aber,
dass sozusagen ein Abtausch moglich ist: Durch Erhéhung der Dimension m lisst sich
die Ordnung n auf 1 driicken. In vielen Fallen erweist sich dieser Abtausch als ein ent-
scheidender Schritt in Richtung Losung der DGL.

DGLen hoherer Ordnung sind natiirlich komplizierter als solche erster Ordnung. Es
ist moglich und oft auch zielfiithrend, die Ordnung zu reduzieren, indem man dafiir eine
hohere Dimension des Systems in Kauf nimmt.

Sucht man eine reelle Funktion y als Losung einer DGL der Ordnung n, so bedeutet
dies, dass sowohl y als auch alle Ableitungen ¢/, v”, ...,y in der DGL auftreten kénnen.
Man kann sich auf den Standpunkt stellen, dass zunichst einmal n + 1 verschiedene

Funktionen g, y1, - ..,y auf demselben Definitionsbereich gesucht sind. Dabei denken
wir an y; = y® fiir i = 1,..., n. Deshalb unterliegen diese Funktionen den zusétzlichen
Bedingungen vy = y;41 fir i = 0,...,n — 1.

Lésst sich die gegebene DGL in der Form

y™ =Fy,y, ...,y 0,
also die hochste vorkommende Ableitung y(™ explizit durch die niedrigeren ausdriicken,

so hat man es mit einem Spezialfall eines sogenannten gekoppelten Systems von
DGLen zu tun, allerdings nicht mehr von der Ordnung 7, sondern erster Ordnung. Bei
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obiger Umbenennung liegt ndmlich das System

Yn_1(t) = F(yo(t), y1(t), - ., yn—1(t), )

vor. Wir fassen die gesuchten Funktionen y; : D — R mit D C R, ¢ — y;(t) zu einer
Funktion y = (y0,..-,Yn—-1) : D — R", t — (yo(t),...,yn—1(t)) zusammen. Damit ist
unser System von der allgemeineren Form

Fi(yo),y1(t), - yn—1(),t)
Fo(yo(t),y1(t), ..., yn—1(t),t)

Fu(wo(t), 11(0). -1 (), 1)

mit gewissen F; : D; — R, D; € R™™L hier mit F;(y1(¢), y2(t), ..., yn(t),t) = yi(t) fiir
i=1,...,n—1und F,, = F. Weil hierin y’ explizit dargestellt wird, spricht man von einer
expliziten DGL, der wir im néchsten Unterabschnitt noch besondere Aufmerksamkeit
schenken werden. Die Dimension (die Anzahl der eindimensionalen y;) ist zwar auf n
gestiegen, dafiir ist die Ordnung nur mehr 1. Offensichtlich ist dieses Verfahren auch auf
DGLen anwendbar, wo sowohl Ordnung als auch Dimension gréfler als 1 sind.

Die Beschiftigung mit hoherdimensionalen DGLen ist in den Anwendungen unver-
meidlich, wenn man zum Beispiel Vorgéinge im dreidimensionalen Raum beschreiben
mochte. Auch historisch hat die Differentialrechnung bei Newton einen Ursprung bei der
mathematischen Beschreibung von Planetenbewegungen (Keplersche Gesetze), die nicht
eindimensional zu erfassen sind. Wie wir sehen werden, gelten manche sehr wichtige
Uberlegungen und auch Resultate htherdimensional dhnlich wie eindimensional. In den
vertiefenden Untersuchungen in Abschnitt ?7? iiber lineare DGLen wird sich der Nutzen
dieses Zugangs zeigen.

Ubungsaufgabe 180. (P) Schreiben Sie, wenn mdglich, in dquivalente Systeme erster
Ordnung um (die Gleichungen selbst brauchen nicht geldst werden):

1 2y — 2%y + 2y —y=0 2.2 +1=0
3 yW a2y — 9y =0 4.y +5y=0
5. 8" —9y =10 6. y" =2y +5y=0
’7' y(4)—+—8y,/—9y:em 8 y+8y”—9y20

3.1.5 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen expliziter DGLen

Inhalt in Kurzfassung: Will man eine DGL l6sen, so lautet die vorgelagerte Frage: Gibt es
iberhaupt eine Losung und, wenn ja, ist diese Losung eindeutig? Im Fall von expliziten
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DGLen (das sind solche der Form /(t) = f(y,t)) mit einer Anfangsbedingung y(to) = yo
konnen sowohl Existenz als auch Eindeutigkeit einer lokalen Losung (das heifit in einer
Umgebung von ty) garantiert werden, sofern folgende Zusatzbedingung erfillt ist: Die
in der DGL auf der rechten Seite auftretende Funktion f ist stetig und in der Variablen
y sogar Lipschitz-stetig. Dieser Satz ist der mit Abstand wichtigste in der allgemeinen
Theorie der DGLen — jedenfalls so weit wir sie werden kennen lernen. Der Beweis fufit
auf dem Kontraktionsprinzip (dem Banachschen Fixpunktsatz) aus Mathematik 1.

In der folgenden Diskussion konzentrieren wir uns auf DGLen erster Ordnung. Wie
man in vielen wichtigen Fallen bei hoherer Ordnung vorgehen kann, wenn man héhere
Dimension in Kauf nimmt, haben wir in gesehen. Trotzdem besprechen wir der
einfacheren Notation halber den Fall der Dimension 1. Hat man ihn verstanden, so fillt
es nicht schwer, die Ergebnisse auf hohere Dimensionen zu iibertragen.

Definition 3.1.5.1. Unter einer expliziten Differentialgleichung (erster Ordnung)
versteht man eine gewéhnliche Differentialgleichung, die in der Form

y = f(t,y)

mit f: Dy =R, Dy C R? dargestellt werden kann.
Derselbe Begriff wird analog fiir Funktionen 'y = (y1,...,Yn), ¥ : Dy — R, mit n-
dimensionalem Wertebereich von 'y geprdgt.

Héufig treten explizite Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen der Gestalt
y(to) = yo auf, wobei (tp, yo) ein innerer Punkt von Dy ist.

Setzt man Stetigkeit von f voraus, so lasst sich zeigen, dass eine explizite Differen-
tialgleichung mit Anfangsbedingung stets mindestens eine Losung hat. Beweisen wollen
wir jenen verwandten Satz, der unter einer etwas stirkeren Bedingung an f sogar die
Eindeutigkeit der Losung garantiert. Diese Bedingung ist neben der Stetigkeit von f als
Funktion in zwei Variablen die sogenannte Lipschitz-Stetigkeit von f in der zweiten
Komponente, die folgendes bedeutet: Es gibt eine reelle Zahl A mit der Eigenschaft,
dass fiir alle (t,y1), (t,y2) € Dy die Ungleichung |f(t,y1) — f(t,y2)| < Ay1 — 2| gilt.
Diese sogenannte Lipschitz-Bedingung ist sehr hiufig erfiillt, jedoch keineswegs in
allen interessanten Fillen. Ein sehr einfaches Beispiel: Die DGL ¢/ = y fiir die Expo-
nentialfunktion entspricht der Funktion f(¢,y) = y, und erfillt die Lipschitzbedingung
mit A = 1. Allgemeiner folgt die Lipschitzbedingung in einem kompakten (d.h. sowohl
abgeschlossenen als auch beschriankten) Bereich Dy, wenn f dort stetig differenzierbar
ist. Denn nach dem Satz vom Maximum muss dann auch die partielle Ableitung g—f
von f nach der zweiten Variablen betragsmifig ein Maximum A annehmen. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es eine Stelle 1 zwischen y; und ys mit

F(tyn) — £t y2) = giu,n)(m ),

woraus
|f(ta yl) - f(t7y2)| < /\|y1 - y2|7
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also die Lipschitz-Bedingung folgt. Ein typisches Beispiel einer reellen Funktion f, die auf
einem abgeschlossenen Intervall stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist, ist f : [0,1] — R,
f(z) :== /z. Diese Funktion hat zwar auf (0, 1] die stetige Ableitung f’(x) = ﬁ, ist
aber am Randpunkt z = 0 nicht differenzierbar.

Der angekiindigte Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der auch als Satz von Picard-
Lindelof bekannt ist, lautet:

Satz 3.1.5.2. Sei die explizite DGL

y/ = f(tvy)

mit der Anfangsbedingung y(to) = yo gegeben. Ist f : Dy — R, Dy C R2, stetig und
in der zweiten Komponente Lipschitz-stetig, so gibt es eine Umgebung von tg, auf der
die Differentialgleichung genau eine Lésung hat. Diese Lésung kann man als Grenzwert
geeigneter Iterationsfolgen erhalten.

Der Satz gilt analog fiir Gleichungen fir Funktionen y = (y1,...,yn), ¥i : Dy = R
mit n-dimensionalem Wertebereich.

Der Beweis verwendet das Kontraktionsprinzip (den Banachschen Fixpunkt-
satz) aus Mathematik 1. Anhand eines Beispiels haben wir in Mathematik 1 die dem
Beweis von Satz zugrundeliegende Methode bereits kennengelernt. Und zwar
sind wir auf die Exponentialfunktion als Losung der DGL 3’ = y mit der Anfangsbe-
dingung y(0) = 1 gestoflen, indem wir mit der konstanten Funktion yo(¢) := 1 fiir alle
t € R begonnen haben und rekursiv y,41(t) := 1+ [ y,(z) dz gesetzt haben. Wir ha-
ben also eine Transformation 71" verwendet, die einer stetigen Funktion y die Funktion
T, (t) := 1+ [ y(z) dx zugeordnet und yy, 11 := T}, gesetzt haben. Damals hat man sehr

schnell y,(t) = > 7, tki, gesehen, also

lim g, (1) = ];) 7 = (t)-

Bei weniger einfach gebauten DGLen kann man nicht hoffen, dass man die y,, so leicht
explizit bestimmen und daraus ihren Grenzwert ablesen kann. Wenn man konzeptionell
vorgeht, fihrt dieselbe Grundidee aber auch beim allgemeinen Satz[3.1.5.2| zum Ziel:

Beweis. (Idee) Beim Beweis von Satz betrachtet man statt Folgen reeller Zahlen
Folgen von Funktionen aus eine geeigneten Menge C' (fiir continuous = stetig) stetiger
reeller Funktionen. Man definiert eine Transformation 7', die jeder Funktion y € C eine
andere Funktion T, € C' zuordnet, so dass folgendes gilt:

1. Auf der Menge C' ist eine Metrik d definiert, so dass C zu einem vollstadndigen
metrischen Raum wird, was bedeutet, dass jede Cauchyfolge konvergiert. Damit
gilt das Kontraktionsprinzip auf C' aufgrund des vollig analogen Beweises wie fiir
R.
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2. C,d und T sind so definiert, dass T': C' — C,y — T, eine Kontraktion ist. Nach
dem Kontraktionsprinzip konvergiert daher jede Iterationsfolge beziiglich T gegen
ein y € C, das Fixpunkt von T ist.

3. T ist {iberdies so definiert, dass die Fixpunkte von T" genau die Losungen der gege-
benen Differentialgleichung mit Anfangsbedingung sind. Folglich gibt es tatséchlich
genau eine Losung wie behauptet, die iberdies Grenzwert beliebiger Iterationsfol-
gen in C beziiglich T ist.

Es sind also lediglich C, d und T geeignet zu definieren und die behaupteten Eigenschaf-
ten nachzuweisen.
Definition von C: C enthalte als Elemente alle stetigen Funktionen

y:[to—é,t0+6]—>R.

Dabei ist 4 > 0 hinreichend klein zu wéhlen. Wie klein, das wird sich aus dem Beweis
ergeben. Wir schreiben ab nun I := [tg — d,to + 0].

Definition von d und Vollstindigkeit: Fiir y;,y2 € C nimmt die stetige Funktion
t — |y1(t) — y2(t)| auf dem abgeschlossenen Intervall I ein Maximum an, welches wir
mit d(y1,y2) bezeichnen. Die Funktion d : (y1,y2) — d(y1,y2) ist offenbar eine Metrik,
denn es gilt: d(y1,y2) > 0 und d(y1,y2) = 0 nur fiir y1 = yo; d(y1,y2) = d(y2,41);
d(y1,y3) < d(y1,y2) + d(y2, y3). Wir beobachten, dass eine Folge von Funktionen y,, € C
genau dann beziiglich dieser Metrik d gegen y € C' konvergiert, wenn die y, als reelle
Funktionen gleichméBig gegen y konvergieren. Aus Mathematik 1 ist bekannt, dass der
gleichméfBige Grenzwert stetiger Funktionen wieder stetig ist. Folglich liegt y ebenfalls
in C. Fiir jede Cauchyfolge von Funktionen y,, € C' beziiglich d bilden fir alle t € [
die y,(t) eine Cauchyfolge in R, konvergieren daher gegen ein y(¢). Das sich daraus
ergebende y : t > y(t) ist (Ubung) sogar gleichméBiger Grenzwert der y,, nach obiger
Uberlegung also selbst in C'. Somit ist der gesuchte Grenzwert gefunden, C ist beziiglich
d also tatséchlich ein vollstdndiger metrischer Raum.

Definition und Eigenschaften von 7" : y — T}: Fiir y € C definieren wir die Funktion
T, durch:

t
Ty:t—yo —I—/t f(z,y(x))de

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist T} (t) = f(t,y(t)). Ist die
Funktion y € C ein Fixpunkt von T', so bedeutet das T} = y, ausfiirlich:

¢
yt) =vo+ | flz,y(z))dz
0
Leitet man diese Gleichung ab und verwendet man rechts den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, so erhilt man y/(t) = f(¢,y(t)), auerdem y(to) = T,(to) =
Yo + ft? f(x,y(x)) dr = yo. Somit ist y eine Losung der gegebenen DGL. Weil offenbar
umgekehrt auch jede Losung der DGL ein Fixpunkt von T ist, sind tatsichlich die
Loésungen der DGL genau die Fixpunkte von T'. Um die Konvergenz der Iterationsfolge
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Yn+1 := Ty, zu garantieren, verbleibt der Nachweis der Kontraktionseigenschaft und die
Bestimmung von §. Hierzu verwenden wir die vorausgesetzte Lipschitz-Stetigkeit von f
in der zweiten Komponente: Es gibt also ein \g € R mit

(2 91(2)) = f2,92(2))] < Aolyr(x) — y2(2)| < Aod(y1, y2)

fir alle z € I = [tg — d, to + J]. Daraus folgt fir beliebiges t € I:

Ty, (t) — Ty, (1) = ’<y0+/t:f(x,y1(x))d:c) - (yo+/t:f(az,y2(x))dx>

t
< t Mod(y1,y2) dr < dXod(y1, y2).
0

Weil dies fiir alle ¢t € I gilt, bedeutet das

d(Tyl ) Tyz) < )‘d(yh y2)

fir A := 0Ag. Wir haben also lediglich § < Ay 1 zu wihlen, um garantieren zu koénnen,
dass T eine Kontraktion auf C ist, wie behauptet wurde. O

Ubungsaufgabe 181. (E) Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz in zwei
Schritten:

1. Rekapitulieren Sie den Beweis und halten Sie jene Behauptungen fest, die dort
nicht im Detail bewiesen wurden.

2. Erganzen Sie diese Details.

Satz garantiert (unter den angegebenen Voraussetzungen) eine eindeutige Lo-
sung nur in einem kleinen Intervall der Linge < 2A~!. In vielen Fillen lisst sich die
Eindeutigkeitsaussage aber recht leicht ausdehnen. Das sei kurz am Beispiel der Glei-
chung 3’ =y (also f(z) = x), y(0) = 1, fiir die Exponentialfunktion illustriert.

Hat man eine Losung gefunden (in unserem Fall y = exp), so folgt aus Satz
dass diese Losung wenigstens auf einem Intervall (—d,0) eindeutig ist. Im Beispiel kann
0 = 1 gewahlt werden, weil A = 1 Lipschitz-Konstante fiir f ist. Also ist exp auf (—1,1)
die einzige Losung. Diese ldsst sich auch auf die Randpunkte —1 und 1 stetig fortset-
zen. Nun kann mit der DGL y = ¢/ und der neuen Anfangsbedingung y(1) = exp(1)
(bzw. nach links hin: y(—1) = exp(—1)) weitergearbeitet werden. Wieder ergibt sich
eine eindeutige Losung, diesmal auf (0,2) bzw. auf (—2,0). Insgesamt ist die Losung exp
also auch auf (—2,2) eindeutig etc. In diesem Fall kann global mit derselben Lipschitz-
Konstanten gearbeitet werden. Fiir viele interessante explizite DGLen y' = f(y) mit
Anfangsbedingung y(to) = yo gibt es fir f zwar keine globale Lipschitz-Konstante A, es
geniigt aber lokale Lipschitz-Stetigkeit, um Eindeutigkeit wenigstens in einem kleinen
Intervall zu gewéhrleisten. Damit ist folgende schwéchere Bedingung gemeint: Um jeden
Punkt z gibt es ein Intervall [z — e, + ¢], auf dem f Lipschitz-stetig (mit einer von
diesem Intervall abhéngigen Lipschitz-Konstanten) ist. Dann kann man folgendermaflen
argumentieren: Angenommen y; und o seien zwei Losungen der DGL auf einer offenen
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Menge O C R. Nach Satz [3.1.5.2] stimmen diese beiden Losungen wenigstens auf einem
Intervall um ¢y tiberein. Sei s das Supremum iiber alle x > tg, so dass y; und yo auf
ganz [to,z) ibereinstimmen. Als differenzierbare Funktionen sind y; und yo erst recht
stetig. Liegt s in O, folgt daraus y;(s) = y2(s). Dann lasst sich Satz auf die DGL
y' = f(y) mit der neuen Anfangsbedingung y(s) = y1(s) = y2(s) anwenden, woraus folgt,
dass die Funktionen y; und y2 auch noch auf einem etwas groBeren Intervall [to, s + 4]
iibereinstimmen, was der Definition von s widerspricht.

Die Eindeutigkeit der Losungen kann also nur dann verloren gehen, wenn die offene
Menge O verlassen wird. Typischerweise tritt so eine Situation dann auf, wenn eine Lo-
sung y an einer Stelle s einen Pol hat und entsprechend s ein Randpunkt von O ist.

Verzichtet man in Satz auf die Lipschitz-Bedingung an f, so kann die Eindeu-
tigkeit der Losung auch lokal verloren gehen. Ein einfaches Beispiel ist die an der Stelle 0
nicht Lipschitz-stetige Funktion f(y) = ,/y. Und tatséchlich zeigt das Beispiel der DGL
y' = \/y mit der Anfangsbedingung y(0) = 0, dass dann auch die Eindeutigkeitsaussage
von Satz falsch wird. Denn jede der Funktionen y, mit a > 0, definiert durch

1
Ya(t):=0firt <o und yu(t):= Z(t —a)? fiir t > «

ist (wie tibrigens auch die Nullfunktion) Losung der DGL.

Ubungsaufgabe 182. (P) Uberpriifen Sie, dass die y, tatsichlich fiir alle o > 0 Lo-
sungen der DGL y' = \/y sind.

Die Erklarung der Mehrdeutigkeit der Losung muss angesichts des Satzes [3.1.5.2] in
einer Verletzung der Lipschitzbedingung liegen:

Ubungsaufgabe 183. (E) Zeigen Sie direkt, dass die Funktion x +— \/z, x > 0, in der
Néhe von © = 0 nicht Lipschitz-stetig ist.

Wie bereits in der Formulierung von Satz erwahnt, gilt er auch fiir hohere

Dimensionen.

Ubungsaufgabe 184. (E) Formulieren Sie Satz entsprechend fiir héhere Di-

mensionen. FErkliren Sie dabei sorgfdltig, welche Modifikationen nitig sind.

Diese Ubertragung auf héhere Dimensionen ist von grofer Bedeutung. Zum Beispiel
fihrt die klassische Newtonsche Mechanik sehr oft zu DGLen, auf die der Existenz-
und Eindeutigkeitssatz anwendbar ist. Geht es beispielsweise um eine Funktion y(t), die
den Ort eines Teilchens (Korpers, Planeten) im dreidimensionalen Raum zum Zeitpunkt
t beschreibt, dann sind y/(¢) und y”(t) die (vektorwertige) Geschwindigkeit bzw. Be-
schleunigung. Besagen die physikalischen Gesetze, dass y Losung einer DGL ist, welche
die Voraussetzungen von Satz[3.1.5.2| erfiillt, so besagt die klassische Physik, dass die wei-
tere Bewegung durch die Anfangsbedingungen, d.h. durch die aktuellen Messwerte der
relevanten Groflen (zum Beispiel Ort und Geschwindigkeit) vollstdndig determiniert ist.
Diese Erkenntnisse aus Physik und Mathematik lieen im 18. und 19. Jahrhundert viele
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3.1 Allgemeine Theorie

fithrende Kopfe in der Wissenschaft (allen voran ist in diesem Zusammenhang der Name
Laplace zu nennen) philosophisch einem sehr weitreichenden Determinismus anhéngen.
Erst durch die moderne Quantenphysik erfuhr diese Sichtweise wieder betréchtliche Ein-
schrankungen.

3.1.6 Qualitative Untersuchungen autonomer DGLen

Inhalt in Kurzfassung: Eine explizite DGL 3/ = f(y, t), in der f nicht von ¢t abhéngt, also
y' = f(y) heift autonom. Interpretiert man ¢ als Zeitvariable, so beschreibt die gesuchte
Losung y = y(t) einen Ablauf in der Zeit, wobei die GesetzméBigkeit, der dieser Ablauf
folgt, durch f beschrieben wird. Im Fall eine autonomen DGL beschreibt dieses Gesetz,
wie sich die momentane Anderung 3’ aus dem momentanen Systemzustand y ergibt, der
Mechanismus (das Naturgesetz) jedoch dndert sich mit der Zeit nicht. Diese Zeitunab-
héngigkeit ermdoglicht qualitative Untersuchungen von Losungen autonomer DGLen, die
im nicht autonomen Fall unmoglich wéren.

Ist es zu aufwendig oder gar unmoglich, Lésungen von DGLen explizit zu berechnen,
geben oft schon qualitative Uberlegungen interessante Einsichten. Insbesondere ist das
bei autonomen DGLen der Fall. Fiir eine DGL der Gestalt ¢’ = f(y) gibt in typischen
Féllen namlich bereits das Vorzeichenverhalten von f wertvolle Hinweise. Interpretieren
wir die unabhéngige Variable t als Zeitvariable, so markiert der Funktionsverlauf y(t)
eine (reellwertige) Bewegung, die wir auf der Zahlengeraden andeuten werden, indem
wir solche Bereiche, wo Losungen der DGL gewissermaflen eine Bewegung nach links
vollfithren unterscheiden von solchen, wo sich y(¢) nach rechts bewegt. Die resultieren-
den Darstellungen nennt man auch Phasendiagramme. Die Funktion f sei durchwegs
als stetig vorausgesetzt, der Definitionsbereich D C R von f : D — R als zusammen-
héngend.

Ubungsaufgabe 185. Uberlegen Sie, was es bedeuten wiirde, wenn f unstetig wdire.

Wechselt f auf ganz D nicht das Vorzeichen, so muss jede Losung y der DGL wegen
y'(t) = f(t) monoton sein, wachsend fiir f > 0, fallend fiir f < 0. Im ersten Fall bewegt
sich y(t) auf ganz D nach rechts, im zweiten nach links. Nicht jedoch lasst sich aus dieser
Information allein schlieflen, ob y fiir wachsendes ¢ beschrankt oder unbeschrénkt ist.
Diese Unbestimmtheit wird durch die folgenden beiden einfachen Beispiele belegt.

Beispiel 1: Die Funktion y(t) := —% ist eine auf D = R* definierte und nach oben
beschriinkte Losung der DGL 3/ = f(y) := y? > 0.

Beispiel 2: Die Funktion y(t) := t ist eine (sogar die eindeutige) auf D = R definierte
unbeschriankte Losung der (ziemlich trivialen) DGL ' = f(y) := 1 mit der Anfangsbe-
dingung y(0) = 0).

Nehmen wir nun an, f wechsle bei yg das Vorzeichen, genauer: Es gibt ein § > 0 mit
flyr) - fy2) <O fiir alle y1,y2 mit yo — 9 < y1 < yo < y2 < yo + 0. Weil f stetig ist, ist
das nur fir f(yo) = 0 moglich. Die beiden denkbaren Félle unterscheiden sich qualitativ.
Sei y eine Losung der DGL ' = f(y).
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Fall 1, f(y1) < 0 und f(y2) > 0: Ist y(¢t1) = y1, so folgt ¥/ (t1) = f(y(t1)) = f(y1) < 0.
In der Nahe von t; ist y also monoton fallend, oder anders formuliert: In eine Umgebung

links von yo bewegt sich y(¢) mit wachsendem ¢ von yy weg. Analog bewegt sich y(t)
unmittelbar rechts von yg nach rechts, also gleichfalls von 39 weg. Der Punkt yo selbst
ist ein sogenannter stationdrer Punkt: Die konstante Funktion y(t) = yo wére wegen
0=14v'(t) = fyt)) = f(yo) = 0 Losung der DGL. Man beachte, dass es — so wie bei
fritheren Beispielen — auch andere Losungen geben kann, sofern f nicht Lipschitz-stetig
ist.

Ubungsaufgabe 186. Finden Sie ein solches Beispiel zu Fall 1, d.h. eine DGL der
Form y' = f(y) und Werte to und xo mit mehr als einer Losung der DGL y' = f(y), die
zusdtzlich y(to) = xo erfillt.

Fall 2, f(y1) > 0 und f(y2) < 0: Ganz analoge Uberlegungen wie zu Fall 1 zeigen, dass
yo auch in Fall 2 ein stationdrer Punkt ist, allerdings mit einer Bewegung auf 1y zu, und
zwar von beiden Seiten.

Im Lichte der beiden behandelten Fialle unterscheidet man stationare Punkte unter-
schiedlicher Art:

Definition 3.1.6.1. Fir eine explizite und autonome DGL y' = f(y) mit stetigem
f:D—=R,[0,00) C D CR offen und zusammenhdngend, heifit yo € D ein stationdrer
Punkt, wenn f(yo) = 0 oder, dquivalent, wenn die konstante Funktion y = yo eine
Léosung der DGL ist. Der stationdre Punkt yo heif§t:

anziehend, wenn es ein 6 > 0 gibt derart, dass limy_,o y(t) = yo fiir jede Losung y
der DGL mit |y(0) — yo| < 4.

stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt derart, dass fir jede Losung y der DGL
mit |y(0) — yo| < & fir alle t > 0 die Beziehung |y(t) — yo| < € folgt.

instabil, wenn yg nicht stabil ist, d.h. wenn es ein € > 0 gibt derart, dass es zu jedem
d > 0 eine Losung y der DGL mit |y(0) — yo| < 0 und ein t > 0 mit |y(t) — yo| > € gibt.

Klarerweise ist jeder anziehende stationdre Punkt auch stabil.
Ubungsaufgabe 187. Begriinden Sie diese Behauptunyg.

Anschaulich plausibel ist auch die Umkehrung. Tatséchlich ist ein stationdrer Punkt
xo wie in Fall 2 stets anziehend. Der Beweis ist allerdings einigermaflen anspruchsvoll.
Sogar falsch wird die Umkehrung jedoch, wenn man die Konzepte sinnvoll in héhere
Dimensionen iibertragt. Wie das moglich ist, soll nun kurz angedeutet werden.

Der sehr grundsétzliche Unterschied zwischen der Dimension 1 und allen héheren Di-
mensionen besteht darin, dass es im Eindimensionalen nur zwei Richtungen gibt — eine
positive (monoton wachsend) und eine negative (monoton fallend). Im Gegensatz da-
zu, kann ein hoherdimensionaler Vektor in unendlich viele Richtungen zeigen. Fiir eine
diagrammartige Darstellung einer Differentialgleichung y’ = f(y) € R"™ kann man f
als Vektorfeld darstellen. Dann ordnet f einem n-dimensionalen Vektor x den ebenfalls
n-dimensionalen Vektor f(x) zu. Eine Losung y : t — y(¢) der gegebenen DGL kann
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man sich als eine durch den Zeitparameter ¢ parametrisierte Kurve im R" vorstellen, fiir
die in jedem Punkt y(¢) der Vektor f(y(t)) tangential ist. Weil es bei der qualitativen
Analyse in erster Linie auf die Richtung ankommt, spricht man in diesem Zusammen-
hang auch von einem Richtungsfeld. Stationdre Punkte x sind bei n > 1 auf sehr
unterschiedliche Arten denkbar. Weiterhin sind sowohl anziehende stationédre Punkte
denkbar (mit Pfeilen, die in der N&he von x¢ anndhernd in die Richtung von xo weisen)
als auch abstofiende (wo die Pfeile sternférmig von xy weggehen). Dariiber hinaus kann
sich, bildhaft gesprochen, das Vektorfeld f aber auch spiralférmig an xy anndhern oder
entfernen, kreisformig um xg verlaufen etc. Je gréfier n, desto kompliziertere Situationen
sind denkbar.

Ubungsaufgabe 188. (T) Skizzieren Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen die
zugehorigen Richtungsfelder mit einigen Losungskurven:

1.y =2 +42 -1 2.y =1—1?
3.y =5y—=x

Als Richtungsfeld bezeichnet man jenes Vektorfeld, welches einem Punkt (z,y) einen
ebenen Einheitsvektor mit Steigung y'(z) zuordnet.

Ubungsaufgabe 189. (T*) Uberpriifen Sie durch Einsetzen, dass y(x) = 2cx — c? eine
Lésung der Differentialgleichung y'* — 4xy’ + 4y = 0 ist. Rechnen Sie nach, dass die
Geraden y(x) = 2cx —c® die Tangenten an die Parabel y = x° sind, und dass diese
ebenfalls eine Losung der obigen Differentialgleichung darstellt.

Ubungsaufgabe 190. (T) Skizzieren Sie das zu der Differentialgleichung v’ = ky ge-
horige Richtungsfeld. Unterscheiden Sie dabei die Falle k > 0, k=0, k < 0. Lésen Sie
die Differentialgleichung vy = ky, und vergewissern Sie sich, dass die erhaltene Schar
von Lésungskurven in das jeweilige Richtungsfeld passt. Wie wirkt sich eine geringfiigige
Anderung von k in jedem dieser Félle auf das qualitative Verhalten der Lésungskurven
aus?

Ubungsaufgabe 191. (T) Skizzieren Sie das Richtungsfeld fiir die Differentialgleichung
Yy = xy und losen Sie diese Differentialgleichung.

3.2 Lineare Differentialgleichungen

Ahnlich wie schon in der Linearen Algebra (Kapitel [1)) erweist sich auch bei Differen-
tialgleichungen Linearitit als eine sehr nitzliche Eigenschaft, mit der viele Aufgaben
wesentlich effektiver gelost werden koénnen. In einem ersten Schritt wird in Abschnitt
der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir explizite Differentialgleichungen auf li-
neare Differentialgleichungen angewandt, um bereits daraus starke Schlussfolgerungen
zu ziehen. Sodann geht es um Unterscheidungen innerhalb Klasse linearer Differenti-
algleichungen, die gewisse einfache Fille mit besonders starker Losungstheorie identifi-
zieren. In werden die verschiedenen Varianten iiberblicksartig besprochen, wobei
stets eine simplere als Spezialfall einer allgemeineren, komplizierteren gegeniibergestellt
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wird. In beginnen wir mit den simpelsten Féllen von DGLen (homogen, konstante
Koeffizienten), deren Losungen sich auf sehr einfache Weise aus Exponentialfunktionen,
Sinus- und Cosinustermen sowie Polynomen zusammensetzen. Komplikationen, die beim
Ubergang zu inhomogenen DGLen auftreten, sind Gegenstand von Lésst man auch
nichtkonstante Koeffizienten zu, miissen andere Wege eingeschlagen werden, wobei wir
nur DGLen erster Ordnung besprechen, siehe [3.2.5] Ab [3.2.6] kommt auch der mehrdi-
mensionale Fall , gekoppelter” lineare DGLen zur Sprache (mehrdimensionale Systeme
linearer DGLen). Fiir den wesentlich speziellere Situation konstanter Koeffizienten steht
mit der Eigenwert-FEigenvektormethode eine sehr méchtiges Losungsverfahren zur Ver-
fligung. Als Ergdnzungen und Illustrationen folgen noch einige weitere Unterabschnitte.
In den ersten beiden davon (?? und geht es um homogene Systeme erster und
hoherer Ordnung , sodann um inhomogene Systeme , um die Anpassung an An-
fangswerte und schliefflich als Wiederholung der Methode aus darum, wie
der Fall einfacher DGLen hoherer Ordnung auf den gekoppelten Fall erster Ordnung
zuriickgefiihrt wird (3.2.10| und [3.2.11]).

3.2.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Inhalt in Kurzfassung: Bevor wir uns in den nachfolgenden Abschnitten der expliziten
Losung gewisser linearer DGLen zuwenden werden, soll hier noch unter einem allge-
meinen Gesichtspunkt angedeutet werden, warum die linearen unter simtlichen DGLen
einen Sonderstatus besitzen.

Lineare DGLen sind solche Differentialgleichungen, deren Lésungen genau jene Funk-
tionen y aus einem Vektorraum V; von Funktionen sind, die durch eine lineare Abbildung
A V) — V, (die in diesem Kontext auch Differentialoperator heifit) auf ein bestimm-
tes a € V3 des Vektorraums V5 (der auch = V; sein darf) abgebildet werden. Weil es sich
um eine DGL handelt, setzt sich A neben y selbst aus (gewthnlichen oder, im Falle par-
tieller DGLen, aus partiellen) Ableitungen der gesuchten Funktionen zusammen. Weil
das sehr abstrakt klingt, soll es an einem einfachen, bereits bekannten Beispiel illustriert
werden.

Fiir die (explizite) Differentialgleichung 3’ = y kénnen wir als V; den Vektorraum aller
differenzierbaren Funktionen auf R wahlen, als V5 den Vektorraum aller reellen Funktio-
nen. Auflerdem setzen wir A : y — y—y’ und @ = 0 (Nullfunktion in V5). V ist tatséchlich
ein Vektorraum und A ist linear (Ubung). Deshalb ist A(y) = 0 sogar eine homogene
lineare Gleichung im Sinne der Linearen Algebra, und ihre Lésungsmenge ein Unterraum
von V. Man spricht deshalb von einer homogenen linearen Differentialgleichung.

Ubungsaufgabe 192. (P) Begriinden Sie fiir dieses Beispiel, warum tatsichlich Vi und
Vo Vektorraume sind, A eine lineare Abbildung von Vi nach Vi und f Lipschitz-stetig
15t.

Es stellt sich die Frage nach der Dimension des Losungsraums. Im vorliegenden Beispiel
lasst sich diese leicht bestimmen. Die Funktion f : x — x, fiir die unsere DGL die Gestalt
y' = f(y) = y annimmt, ist Lipschitz-stetig (mit der Lipschitz-Konstanten A\ = 1), also
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gibt es zu jeder vorgegebenen Anfangsbedingung y(0) = ¢, ¢ € R, eine eindeutige Losung
ye. Diese ist sofort gefunden, denn y. := ¢ - exp erfiillt sowohl y, = (c-exp) = c-exp’ =
¢ exp = ¥y, als auch die Anfangsbedingung y.(0) = c¢-exp(0) = ¢. Die Losungsmenge Lo
der homogenen DGL y' = y besteht also genau aus allen Vielfachen c¢ - exp, ¢ € R, von
exp. Der Losungsraum ist also eindimensional mit {exp} als Basis.

Nehmen wir statt a = 0 als rechte Seite der Gleichung y — ¢ = a eine von der Null-
funktion verschiedene reelle Funktion a : t — a(t), so liegt eine inhomogene lineare
Differentialgleichung der Gestalt A(y) = a vor. Ist y, irgendeine (sogenannte parti-
kulare) Losung und Ly der Losungsraum der zugehorigen homogenen DGL A(y) = 0,
so ist nach den Regeln der Linearen Algebra y, + Lo = {yp + yn : yn € Lo} die Losungs-
menge der inhomogenen Gleichung.

In der Praxis haben einfache (d.h. eindimensionale) gewohnliche lineare Differential-
gleichungen n-ter Ordnung die Gestalt

y(Hao(t) +y' (Har(t) + ... +y " (D)an(t) = f(1),

eventuell mit n Anfangsbedingungen y(0) = yo0,%'(0) = v1,...,y(n —1) = y,_1. Die
Koeffizienten a;(t) diirfen durchaus (auch nichtlineare) Funktionen in ¢ sein, der Diffe-
rentialoperator

A:Vi—o Ve, yeay+ay +...+apy™

als Abbildung zum Beispiel vom Raum V; der (auf einer geeigneten Teilmenge D, von
R) n-mal stetig differenzierbaren Funktionen y in den Raum V5 der stetigen Funktionen
ist trotzdem linear. Die Funktion f stellt den inhomogenen Anteil der DGL dar. Fiir
hoéherdimensionale Losungen gilt dasselbe, und man kann

¥ (Dao(t) +y"(Dar(t) + ... +y™ (D) (t) = £(t)

schreiben. Nach kénnen solche Gleichungen der Ordnung n durch Erhéhung der
Dimension auf Ordnung 1 reduziert werden, und man erhélt Gleichungen der Gestalt

y'(t) = A@)y(¢) + (1),

wobei A(t) nun eine quadratische Matrix ist, deren Komponenten Funktionen in ¢ sind.
Die Theorie dazu wird Inhalt von Abschnitt sein. Im hier nicht ndher behandelten
Fall partieller DGLen treten an die Stelle der gewShnlichen Ableitungen (%) (t) natiirlich
partielle Ableitungen nach verschiedenen Variablen, eventuell auch héherer Ordnung.

Es sollte nun nicht mehr verwundern, dass die Lésungstheorie linearer DGLen extensiv
von Linearer Algebra Gebrauch machen kann, was vieles wesentlich einfacher macht.
So wie die Differentialrechnung in mehreren Variablen im Wesentlichen darin besteht,
moglichst viele auch nichtlineare Funktionen (geeignet sind dafiir die differenzierbaren)
durch lineare zu approximieren, um dadurch die Moéglichkeiten der Linearen Algebra
zu nutzen, kann man versuchen, moglichst viele auch nichtlineare DGLen durch lineare
zu approximieren. Diesen Ansatz werden wir kaum weiter verfolgen. Die Theorie der
linearen Differentialgleichungen selbst werden wir in den folgenden Abschnitten jedoch
einigermaflen vertiefen.
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An dieser Stelle sei noch ein wichtiges Ergebnis iiber die Ldsungsmenge linearer
DGLen festgehalten. Aus der obigen Darstellung y'(t) = A(t)y(t) + £(t) ist ersichtlich,
dass wir es mit einer expliziten DGL zu tun haben. Sind die Komponentenfunktionen
und somit A(t) stetig (was bei linearen DGLen ab nun stillschweigend vorausgesetzt
sei), so erfiillt die DGL die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
3.1.5.2| (insbesondere die Lipschitz-Bedingung, Ubung). Geben wir eine Anfangsbedin-
gung y(to) = yo = (y1,--.,yn) vor, so gibt es folglich genau eine Losung y.

Ubungsaufgabe 193. (E) Uberpriifen Sie im Detail diese Argumentation fiir die Ein-
deutigkeit, indem Sie Folgendes zeigen:

1. Zeigen Sie, dass jede lineare Abbildung F' : R™ — R™ Lipschitz-stetig ist. Anleitung:
Alle Vektoren x = (z1,...,Tm) € R™ mit Linge ||x|| < 1 erfillen |z;| < 1 fir

1=1,...,m. Fir so ein x folgt
m m
IFEI =D @iF(e)|| < D lailllf (e < mr,
i=1 i=1

sofern r den gréfiten der Werte || f(e;)|| bezeichnet. Zeigen Sie, dass A\p := mr eine
Lipschitz-Konstante fiir F' ist.

2. In unserer Anwendung hdngt die lineare Transformation A(t) von t ab. Im er-
sten Teil wurde eine Lipschitz-Konstante A\p aber nur fir ein festes lineares F ge-
funden. Verwenden Sie die dortigen Abschdtzungen und den Satz vom Maximum,
um zu folgern, dass es eine Umgebung von (to,yo) gibt, auf der eine gemeinsame
Lipschitz-Konstante genommen werden kann.

3. Rekapitulieren Sie die entsprechenden Argumente aus|[3.1.5 und begrinden Sie da-
mit, dass die Lésung einer linearen DGL mit Anfangsbedingung sogar auf dem
mazximalen zusammenhdngenden Definitionsbereich eindeutig ist.

Die Abbildung yo = (y1,...,yn) — ¥y, die jeder Anfangsbedingung die zugehorige
Losung y der DGL zuordnet, ist linear, injektiv (weil verschiedene Anfangsbedingungen
verschiedene Losungen erzwingen) auf dem n-dimensionalen Raum R"™ definiert. Also ist
die Losungsmenge der DGL ein zu R" isomorpher Raum von Funktionen, folglich selbst
von der Dimension n. Wir haben damit bewiesen:

Satz 3.2.1.1. Die Lésungen einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung mit stetigen
Koeffizientenfunktionen bilden einen n-dimensionalen Vektorraum.

Bei der Losung solcher DGLen wird es also immer darum gehen, n linear unabhéngige

Losungen zu finden. Diese bilden dann automatisch eine Basis des Vektorraums aller
Losungen.
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3.2.2 Speziellere und allgemeinere lineare DGLen — Uberblick

Inhalt in Kurzfassung: In Bezug auf lineare DGLen behandeln wir die Begriffspaare
einfach versus gekoppelt, erste Ordnung versus hohere Ordnung, konstante versus allge-
meine Koeffizienten und homogen versus inhomogen.

Folgende Unterscheidungen fiir gewohnliche lineare DGLen werden uns leiten:
o einfach (eindimensional) — gekoppelt (hoherdimensional)
o erste Ordnung — héhere Ordnung
e homogen — inhomogen
o konstante Koeffizienten — allgemeine Koeffizientenfunktionen

Dabei lésst sich jeweils der erste Typ als einfacher Spezialfall des zweiten Typs auf-
fassen. Bevor wir mit der eigentlichen Theorie beginnen, sind ein paar Bemerkungen zu
diesen vier Unterscheidungen am Platz:

Einfach — gekoppelt: Zunichst wir einfache (eindimensionale) lineare DGLen. Sind
mehrere unbekannte Funktionen gesucht, die durch lineare DGLen aneinander gebunden
sind, so spricht man von gekoppelten DGLen. Die mathematische Modellierung fiihrt
ins Mehrdimensionale und zu Verallgemeinerungen, fiir die zwar durchwegs die Lineare
Algebra geeignete Methoden bereit stellt, deren Anwendung aber doch einen wesentlich
grofferen Aufwand mit sich bringt. Trotzdem werden sich Analogien erkennen lassen, die
das Verstdndnis wesentlich erleichtern. Fiir ausfiihrlichere Erklarungen muss an dieser
Stelle noch auf B.2.6] verwiesen werden.

Erste Ordnung — héhere Ordnung: Wie wir aus wissen, lassen sich DGLen
hoherer Ordnung auf solche erster Ordnung zuriickfithren, sofern man ein Anwachsen der
Dimension in Kauf nimmt. Somit kénnten wir die Behandlung dieses Aspektes ebenfalls
mit einem Verweis auf 77 abtun. Fiir den Spezialfall konstanter Koeffizienten lohnt es
jedoch auch einen anderen Gesichtspunkt einzunehmen.

Homogen — inhomogen: Als Folgerung der allgemeinen Theorie linearer Gleichun-
gen aus der Linearen Algebra kennen wir bereits die Struktur der Lésungsmenge einer
inhomogenen linearen DGL (siehe : Ist y, irgendeine (sogenannte partikulére) Lo-
sung der zugehorigen homogenen Gleichung und Ly die Losungsmenge der zugehdrigen
homogenen Gleichung, so enthélt

L:yp+LO:{yp+yh3 thLO}

genau die Losungen der inhomogenen Gleichung. Beherrscht man den homogenen Fall,
so kommt es also nur noch darauf an, wenigstens eine partikuldre Losung y, der inho-
mogenen Gleichung zu finden.

Konstante Koeffizienten — allgemeine Koeffizienten: Fiir DGLen mit konstan-
ten Koeffizienten liegt eine ziemlich befriedigende Losungstheorie vor. Die allgemeine,
hoherdimensionale Variante wird ein wesentlicher Inhalt von [3.2] sein. Im eindimensiona-
len Fall sind aber maf3gebliche Vereinfachungen méglich, die schon in diesem Abschnitt,
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

und zwar in besprochen werden sollen.

Der Rest des Abschnitts beschéftigt sich mit jenen der angeschnittenen Fragen, die
fiir einfache lineare DGLen von besonderem Interesse sind. Wir beginnen mit dem ein-
fachsten Fall (einfach, konstante Koeffizienten, erste Ordnung, homogen) und verallge-
meinern dann schrittweise in Richtung hohere Ordnung, inhomogen und allgemeine Ko-
effizienten. Dem letzten Schritt, der Verallgemeinerung von einfach zu gekoppelt, wird
wie gesagt Abschnitt 7?7 gewidmet sein.

3.2.3 Einfache homogene lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten

Inhalt in Kurzfassung: Homogene lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten aber be-
liebiger Ordnung lassen sich mit einer Standardmethode behandeln. Gelingt eine Fak-
torisierung des sogenannten charakteristischen Polynoms der Gleichung, so l&sst sich
unmittelbar die Losungsmenge angeben. Dies geschieht mit Hilfe von Satz der
eine Basis von sogenannten Fundamentallésungen der DGL angibt.

Die Exponentialfunktion exp zur Basis e, Ausgangspunkt fiir sehr vieles in der Ma-
thematik, trat auf als Losung einer einfachen, homogenen linearen DGL erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten: ¢y = y oder 3’ — y = 0. Eine beliebige DGL dieses Typs
ist von der Gestalt a1y’ + apy = 0 mit ag,a; € R, wobei wir ag,a; # 0 annehmen

diirfen. So eine Gleichung lasst sich umformen zu 3y’ = Ay (mit A = —Z—?) Offenbar

ist y = expa @ t — eM eine Losung, ebenso wie alle Vielfachen ¢ - exp,» mit ¢ € R.

Diese DGL erfiillt alle Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
Deshalb gibt es zu jedem Anfangswert yy € R und zu jedem tg € R genau eine Lésung y
mit y(tp) = yo, welche notgedrungen die Funktion ¢ - exp, sein muss mit jenem cy, fiir
welches 1o = coelo? gilt, also cg = yoe **. Den Fall homogener linearer DGLen erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten beherrscht man also sehr leicht.

Wenden wir uns dem Fall hoherer Ordnung zu, wenn die DGL (eventuell nach Division
durch den Koeffizienten bei der héchsten vorkommenden Ableitung y(™ ) also auf die
Gestalt

Y™ 4,y + .+ ary +agy =0
(d.h. mit fithrendem Koeffizienten a,, = 1) gebracht werden kann.

Ansatz: Versuchen wir es auch hier mit einer Lésung der Form y(t) = e. Wegen

yF) = \eer = \ky (Beweis durch Induktion nach k) erhilt die DGL die Gestalt

NN 4 an, AN L+ aghe™ + apeM = p()\)e)‘t =0

mit dem sogenannten charakteristischen Polynom

n
p(z) = Z anz"
=0

beziehungsweise der charakteristischen Gleichung

n
p(z) = Zanac” =0.
i=0
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Ist A\ eine Nullstelle von p, so ist daher y(t) = e eine Losung unserer DGL. Im ,Ide-
alfall“ hat p als Polynom n-ten Grades n verschiedene reelle Losungen Aq,..., A,. Weil
die Losungen einer homogenen linearen DGL laut Satz einen n-dimensionalen
Unterraum bilden, haben wir mit den Funktionen y(t) = e, i = 1,...,n, auch schon
eine Basis dieses Losungsraums gefunden, sofern wir ihre lineare Unabhéngigkeit nach-
weisen konnen. Die Uberpriifung kann mit der Wronski-Determinante erfolgen, auf die
wir spéter (siehe noch werden zu sprechen kommen. Aber auch eine elementare
Methode bietet sich an:

Wir gehen mittels Induktion nach n vor. Fiir n = 0 haben wir es mit der leeren Menge
von Lésungen zu tun, die linear unabhéngig ist. Angenommen, je n solcher Funktionen
seien linear unabhéngig (Induktionsannahme), es bestiinde aber (indirekter Beweis) eine

lineare Abhéngigkeit der Form
n+1

Z rietit =0
=1

mit geeigneten Koeflizienten r; € R, die nicht alle = 0 sind, und fiir alle ¢ € R. Dann
miissen sogar alle r; von 0 verschieden sein, weil sonst ja der entsprechende Term aus
der Summe gestrichen werden kénnte, was einen Widerspruch zur Induktionsannahme
ergibe. Wir diirfen annehmen, dass die \; der Grofie nach geordnet sind:

Al <A< .. <A <A1

Wir dividieren die Gleichung durch e*+! und erhalten

n+1
Z rie(’\i_A"“)t =0.
i=1
Wegen \; — A, < 0 fiir ¢ = 1,...,n konvergieren alle Summanden aufler dem letzten fiir

t — oo gegen 0, woraus doch 7,41 = 0 folgt, Widerspruch. Damit haben wir bewiesen:

Proposition 3.2.3.1. Hat das charakteristische Polynom
n
p(z) = Zanx".
i=0

der homogenen linearen DGL n-ter Ordnung
(n) (n—1) / -
Y\ 4+ an_1y +...+a1y +a9=0

n verschiedene reelle Nullstellen A1, ..., A, so ist die Menge der Lisungen gegeben durch
den n-dimensionalen Raum, der von den n linear unabhingigen Funktionen y;(t) = eMit,
i=1,...,n, aufgespannt wird.

Zerfallt das charakteristische Polynom nicht in ausschliefSlich reelle, sondern teilweise
auch komplexe Linearfaktoren, die aber weiterhin paarweise verschieden sind, so greifen
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

formal sehr &hnliche Argumente. Allerdings werden fiir komplexe Nullstellen o+ auch
die zugehorigen Funktionen

f(t) = e @t = ¢ (cos(Bt) + isin(Bt))

komplexwertig und nicht unmittelbar brauchbar. Echt komplexe Nullstellen treten in
Konjugiertenpaaren auf. Zu obiger Losung gesellt sich daher auch die der konjugierten
Nullstelle o — i zugehorige Losung

g(t) = @Bt = e (cos(Bt) — isin(Bt)).
Da wir im Loésungsraum Linearkombinationen bilden diirfen, sind auch

f(t) +9(t)

__at
5 = ™ cos(pt)

und
f(t) —9()
2i
Losungen. Diese beiden Losungen sind reellwertig und wegen 3 # 0 linear unabhéngig
(Ubung).

= ™ sin(pt)

Ubungsaufgabe 194. (E) Uberpriifen Sie die lineare Unabhéingigkeit dieser beiden
Funktionen e cos(Bt) und e®* sin(3t).

Wir wollen unsere Uberlegungen am einfachen und besonders interessanten Beispiel
der DGL ¢y” = —y, also y” + y = 0 iiberpriifen. Das charakteristische Polynom dieser
Gleichung ist p(z) = 22 + 1 mit den beiden komplexen Losungen i und —i. In den
allgemeinen Uberlegungen ist also a = 0 und 3 = 1 zu setzen. Losungen dieser DGL
sollten also e cos(ft) = cost und e sin(3t) = sint sein, was wegen cos” = — cos und
sin” = —sin tatsichlich der Fall ist. Wieder einmal hat sich der fundamentale Zusam-
menhang zwischen Exponential- und Winkelfunktionen bewéhrt. Er hat eine Verbindung
hergestellt zwischen — grob gesprochen — DGLen mit exponentiell wachsenden oder abfal-
lenden Losungen bei reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms und periodisch
oszillierenden bei komplexen Nullstellen.

Offen bleibt die delikatere Frage, was zu tun ist, wenn das charakteristische Polynom
mehrfache Nullstellen hat. Dann haben wir mit den gefundenen Basislésungen e fiir
Nullstellen A des charakteristischen Polynoms einer gegebenen linearen DGL n-ten Gra-
des ndmlich nicht genug, um einen n-dimensionalen Losungsraum aufzuspannen. Es zeigt
sich, dass eine Basis des Losungsraumes gegeben ist durch alle Funktionen der Bauart
tFeM, wobei A wie bisher alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms p der DGL
durchlduft und £ = 0,1,...,v(\) — 1, wenn v(\) die Vielfachheit von A als Nullstelle
von p ist. Fiir den allgemeinen Beweis dieser Tatsache verweisen wir auf die in [3.2.10)
behandelte Methode. Fiir den Fall n = 2 lédsst sich unsere Behauptung aber explizit
iiberpriifen:
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Ist A eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(z) der DGL y" +ajy+
ag = 0, so bedeutet das

2+ ax+ag=(xz— N2 =222 2z + )\

also a; = —2\ und ap = A\2. Nach dem oben Behaupteten sollte die Funktion y(t) = te*
eine Losung der DGL sein. Tatséchlich, mit der Produktregel berechnen wir

Y (1) = the™ + AeM = (14 At)eM,
y'(t) = (1 + M)A + e = (N2t 4 2))e™,
woraus
y" () + a1y (t) + aoy(t) =
= (A2t +20)eM —2A(1 4+ A)eM 4+ AZeM = (N2 20 — 20 — 202+ A2)eM =0
folgt. Hat A als Nullstelle von p noch gréfiere Vielfachheit, so wird (wir verzichten auf
den Beweis) auch ¢ — t2eM zur Losung der DGL etc. Analoges gilt auch fiir komplexe

Nullstellen. Somit lautet der allgemeine Satz, der doppelte wie auch komplexe Nullstellen
beriicksichtigt:

Satz 3.2.3.2. Das charakteristische Polynom p der homogenen linearen DGL n-ter Ord-
nung
Y+ @y 4+ ay +agy =0

habe folgende Zerlegung in Linearfaktoren:

n k m
p(x) =Y anz™ = [J(@=2)% - I] (= = (u + iB) (@ — (v — i)
=0 j=1 =1

mit k,m € N, Ele ej +>%12fi = n und a, = 1. Dabei seien die \;, j = 1,...,k,
samtliche paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von p mit den Vielfachheiten e; >
0, die oy +i8; mit B; # 0 sdmtliche paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von
p mit den Vielfachheiten f; > 0.

Dann bildet die Lésungsmenge L der gegebenen DGL einen n-dimensionalen Vektor-
raum von Funktionen. Eine Basis von L ist gegeben durch die sogenannten Fundamen-
tallosungen der Gleichung. Das sind die Funktionen

tes Nt =1,k 1=0,...,ef — 1,
und die Funktionen
t s te“cos(Bit) und t— t'e®cos(fyt), l=1,...,m, ¢=0,...,f; —1

Ubungsaufgabe 195. (P) Zeigen Sie, dass coswt und sinwt zwei linear unabhingige
Lésungen von y" +w?y=0 sind und damit ein Fundamentalsystem darstellen. (w # 0!)
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Ubungsaufgabe 196. (P) Wie Aufgabe mit den den Losungen e*t, e=! der DGL
y" —w?y =0.
Ubungsaufgabe 197. (T) Lisen Sie
1. ¥y + 5y +6y=0
2.y =2y +y=0
3. y"+6y +10y =0
Ubungsaufgabe 198. (T) Lisen Sie
1Ly =3y +y -3y=0
2.y" =3y +3y —y=0
3.y +3y —y —3y=0
4-y" —y=0.
Ubungsaufgabe 199. (T) Lisen Sie
1oy® -2y +y=0
2.y 42" +y =0

3.y —y=0.

3.2.4 Inhomogene Gleichungen mit konstanten Koeffizienten

Inhalt in Kurzfassung: Kennt man eine (sogenannte partikulére) Losung y, einer inho-
mogenen linearen DGL und die Losungsmenge (allgemeine Losung) Lo der zugehorigen
homogenen DGL, so hat die allgemeine Lésung L des inhomogenen Problems die Gestalt
L = y, + Ly. Hat man das homogene Problem z.B. mit den Mitteln aus gelost,
so kommt es also nur noch darauf an, ein y, zu finden. Ist der inhomogene Anteil (die
Storfunktion) der inhomogenen DGL von spezieller Form, so gibt es auch ein y, ganz
dhnlicher Bauart. Beispiele dieser Art werden nun besprochen.

In diesem Unterabschnitt heifit die unabhéngige Variable  (nicht wie zuletzt t).
Beginnen wir mit dem einfachsten Fall, ndmlich der Ordnung 1: ¥/ + ay = b mit
a,b € R. Wir greifen auf die Methode der Trennung der Variablen aus [3.3.2] schreiben
I dy dy dy

y' = 4., also 37 +ay = b und formen um zu ey = dz. Integration auf beiden Seiten

liefert —M =z, also b — ay = e~ und schlieBlich y = y(z) = 1(b— e™*).
Diese Methode greift nicht mehr, wenn die Ordnung der DGL erhoht wird. Die Glei-
chungen, mit denen wir uns nun beschéftigen, haben folgende Bauart:

y ™ (@) + ano1y" (@) + -+ ay () + aoy(@) = f(2).
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Man beachte, dass die Storfunktion f durchaus von der unabhéngigen Variablen z ab-
héngen darf, obwohl die Koeffizienten a; konstant sind. Wir beschranken uns dabei auf
Storfunktionen der Form

flx)=(ro+riz+ -+ rpz™)e*® cos(Bz) + (so + s12 4+ -+ - + sma™) e** sin(fBx), (i)
(Dabei soll wieder r,, # 0 oder s,, # 0 sein.) Darin sind auch die Spezialfille
flz)=(ro+rx+ - +rnpz™)e*®, Spezialfall 5 =0 (ii)
und
flz)=ro+rix+---+rypz™. Spezialfall a = =0 (iii)
enthalten.
Die folgenden Aussagen iiber den Partikuldransatz sind im wesentlichen gleichlautend
mit denen bei DGLs-Systemen (gekoppelten DGLen, siehe ab[3.2.6)), bis auf einen Unter-

schied bei der Graderhéhung im Resonanzfall, den wir entsprechend hervorheben werden.
Es gentigt wieder, die Vorgangsweise im Fall (i) zu erldutern:

Ist o + i keine Losung der charakteristischen Gleichung, so setzt man an
yp(x) = (bo + b1z + -+ + bpa™) e cos(Bx) + (co + c1z + -+ - + ™) e** sin(fBx).

Fallt dagegen « + i85 mit einer v-fachen Nullstelle A\ zusammen (,,Resonanz®), so ist
anzusetzen

yp(x) = (bo + b1z + - -+ +bpz™) ¥ e* cos(Bx) + (co+crz+ -+ + cpa™) z¥ € sin(fz).

Der Polynomgrad wird wie bei DGL-Systemen um v erhoht, jedoch mit einem Un-

terschied: Hier kommen im Ansatz die niedrigen Potenzen zV,... 2%~! nicht vor. Sie

vorzusehen, wére nicht falsch, aber iiberflissig!

Beispiel 3.2.4.1. Balken unter Last auf elastischer Unterlage.

Die Durchbiegung y(z) eines schlanken Balkens mit Biegesteifigkeit 1, der auf einer elasti-
schen Unterlage ruht und unter Last f(x) steht, wird beschrieben durch die inhomogene
DGL

yW(2) +wly(@) = fz)  (w>0).

Zuerst ist die zugehorige homogene Gleichung zu lésen. Deren charakteristische Glei-
chung A\ + w* = 0 hat die Losungen

{A1 A2, A3, M} = {ﬁﬂ‘ﬂ, ﬁ—iﬁ, —Eﬂﬁ, —ﬂ—iﬁ}.

Setzt man abkiirzend p = %, so erhélt man fir die reelle Homogenloésung

yn(x) = c1e!* cos(ux) + coet® sin(pz) + cse™* cos(px) + cge™H sin(ux).
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Wir wenden uns jetzt der inhomogenen Gleichung zu. Als Lastfunktion sei zuerst f(z) =
sin(pz) gewdhlt. Da 0 + iy mit keiner der charakteristischen Zahlen A; bis A4 zusam-
menfillt, haben wir anzusetzen

yp(z) = acos(px) + bsin(px).
Ableiten und Einsetzen gibt
y](f) (2)+wiy, () = ap* cos(pux)+bu? sin(pz)+aw? cos(pa)+bw? sin(uz) = f(x) = sin(uz).

Zusammenfassen der Sinus- und Cosinusglieder und Koeffizientenvergleich fithrt auf zwei
Gleichungen fiir die zwei Unbekannten a und b:

COS T : ... a(pt4+w?)=0 = a=0 (beachte: u*+w*=5w/4#0),
sinpx @ ... b(pt+wt)=1 = b=1/(u*+w?) =4/6uw?).
Beispiel 3.2.4.2.

Die Problemstellung ist dieselbe wie zuvor, wir illustrieren aber hier den Resonanzfall
am Beispiel der Lastfunktion

f(x) = e!* cos(ux).

Da p 4 i mit der einfachen Wurzel A = A1 zusammenféllt, muss der Partikuldransatz
jetzt lauten
yp(x) = ax e’ cos(ux) + ba e sin(px).

Die Berechnung der reellen Konstanten a, b mit diesem Ansatz ist mithsam und wir
fiihren sie nicht weiter aus.

Ubungsaufgabe 200. (T) Lisen Sie allgemein
1. & + 5z = cos(5t)
. &+ 5z =e

.+ 3te =1t

2

3

bod st =1
5. & 4 xcott = Hes?

fir die gesuchte Funktion x = x(t).

Ubungsaufgabe 201. (T) Bei den folgenden DG ist eine Partikularlésung y(z) mittels
Ezxponentialansatz zu bestimmen

1. 9" — 2y + 5y = 22
2.y =2y + 5y =¢€”

3.y — 2y + 5y = 322 — 2e*
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4.y + 2y + 5y = sin 2z
5. Yy + 2y + 5y = e*sin2x
6.y + 2y + 5y = 2% sin 2z

Ubungsaufgabe 202. (T*) Wie lautet die Losung von my" +mw?y = masinat  (un-
geddmpfte Schwingung mit harmonischer Erregung: m > 0,w,a,« # 0). Beachten Sie
die Fallunterscheidung w # « und w = «.

Ubungsaufgabe 203. (T*) Wie lautet die Losung von my"+2mey’+mw?y = masin at
f@) (gedampfte Schwingung mit harmonischer Errequng: ¢ > 0, m >0, w, a, a #0).
Fiir die homogene Lisung sind hier dieselben Fallunterscheidungen wie bei der geddmpf-
ten Schwingung ohne Erregung zu beachten, dagegen ist (im Gegensatz zum ungedampf-
ten Fall) fir den Partikuldransatz eine Fallunterscheidung entbehrlich. Diskutieren Sie
folgende Fragen:

1. Fir welchen Wert von o (Kreisfrequenz der Errequng) wird die Amplitude r mazi-
mal?

2. Wie grof8 ist die Phasenverschiebung A zwischen Losung y(t) und Erregung f(t)?

Ubungsaufgabe 204. (T) Es seien {\1, X2, ..., \¢} = {24+4,2+0,2+0,2—14,2—i,2—i}
die charakteristischen Werte einer linearen DGL 6. Ordnung y® + asy® + -+ ayy’ +
aoy = 0 mit konstanten Koeffizienten as, aq, . ..,aq. Wie lauten die Koeffizienten? Wie
lautet die Lésung der DGL mit Inhomogenitit f(x) = x2e**?

Ubungsaufgabe 205. (T) Wie Aufgabe mit {\1, N, ..., ¢} = {1,—1,4,4,—i,—i}
und f(x) = (2 + 2+ 1)e"sin .

3.2.5 Einfache lineare DGLen mit nichtkonstanten Koeffizienten

Inhalt in Kurzfassung: Sind die Koeffizienten einer linearen DGL nicht mehr konstant, so
versagen die bisher besprochenen Methoden. Immerhin gibt es fiir den homogenen Fall
erster Ordnung ein einfaches Losungsschema. Fiir die Ausdehnung auf den inhomogenen
Fall, fithrt ein geeigneter sogenannter integrierender Faktor zum Ziel oder, alternativ,
die Methode der Variation der Konstanten.

Bisher haben wir lineare DGLen fast ausschliefilich mit konstanten Koeffizienten be-
trachtet. Will man sich von dieser Einschrdnkung lésen, hat man es naturgemafl mit
weitaus komplizierteren Aufgaben zu tun. Unter diesen wiederum der einfachste Fall ist
die homogene DGL erster Ordnung

Y (t) = a()y(?).

Sie lasst sich noch sehr leicht 16sen: Die Umformungen der DGL zu

at) = L0~ y()y
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und

tny()) = [ a(t)dt +c

y(t) = c-exp (/ a(t) dt)

mit ¢ € R die allgemeine Losung dieser DGL ist.
Eine erste Moglichkeit, auch der entsprechenden inhomogenen DGL

y'(t) + a(t)y(t) = b(t)

zeigen, dass

mit (stetigen) Funktionen a(t) und b(¢) beizukommen, fu8t auf dieser Methode. Wie wir
in Abschnitt iiber exakte DGLen sehen werden, konnen manche DGLen leichter
gelost werden, wenn man sie mit einem integrierenden Faktor I(¢) multipliziert. Es
zeigt sich, dass im vorliegenden Fall ein I(t) mit I'(t) = a(t)I(t) zum Ziel fiihrt, also
eine Losung einer DGL, wie wir sie im vorangegangenen Absatz behandelt haben. Von

dort wissen wir, dass
I(t) = exp </ a(t) dt) =40

mit einer Stammfunktion A von a die gewiinschte Eigenschaft hat. Damit nimmt die
urspriingliche DGL die Form

Y ()™ + at)y(t)et® = b(t)eA®.

Nach der Produktregel ist die linke Seite dieser Gleichung die Ableitung von y(t)eA®),
Integration nach t liefert daher

y(t)eA® — / b()eAD dt
und somit
y(t) = e AW / b(1)eA® dt.

Die Lésung der urspriinglichen DGL kann also zuriickgefiihrt werden auf die Bestimmung
von zwei Stammfunktionen, einer von a(t) und daran anschliefend einer von b(t)eA(®).

Als Methode fiir den Ubergang von homogenen zu inhomogenen linearen DGLen er-
wéahnen wir auch noch die sogenannte Methode der Variation der Konstanten, die
wir nochmals in [3.2.8] aufgreifen werden. Um den entscheidenden Punkt deutlich zu er-
kennen, behandeln wir den einfachsten interessanten Fall wie oben. Wir suchen also
nochmals nach einer Losung von

y'(t) +a(t)y(t) = b(t)

und nehmen an, dass eine Losung yp, # 0 des homogenen Problems 4/ (t)+a(t)y(t) = 0 be-
reits vorliegt. Dann ist cy,, ¢ € R, die allgemeine Losung des homogenen Problems. Der
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zielfiihrende Trick besteht darin, die gesuchte partikuldre Losung y, des inhomogenen
anzusetzen als y,(t) = c(t)yn(t), wobei c(t) jetzt eine von t abhéngige, nun zu bestim-
mende Funktion und keine Konstante ist. Die linke Seite der inhomogenen Gleichung
nimmt die Form

Yp + at)yp(t)

c(t)yn(t) + ¢ (Oyn(t) + alt)c(t)ya(t) =
= c(t)(Wh(t) + a(t)yn(t) + ' (H)yn(t) = ¢ (t)yn(t)

an. Dabei wurde benutzt, dass y;, die homogene DGL 16st. Es folgt ¢/ (t)yp(t) = b(t), also
ct)y=[ b1)_ dt. Somit ergibt sich eine partikulire Losung

yn(t)
wlt) =nlt) [ 2

Die Losungsmenge des inhomogenen Problems besteht nach der allgemeinen Theorie
linearer DGLen somit aus allen Funktionen y der Gestalt y = vy, + ¢ -y, mit ¢ € R und
einer Losung y, # 0 des homogenen Problems. Ist eine Anfangsbedingung y(to) = o
vorgegeben, ergibt sich das entsprechende ¢y € R aus der Gleichung yo = y,(to)+coyn(to)
als

co = yn(to) ™ (yo — yp(to))-

Die eindeutige Losung y der urspriinglichen inhomogenen DGL ist also

y(t) = yp(t) + coyn(?)

mit cg, y, und y, wie oben.
Die Methode der Variation der Konstanten kann an allgemeinere Félle linearer DGLen
angepasst werden, siehe auch

Ubungsaufgabe 206. (E) Beschreiben und diberpriifen Sie die Methode der Variation
der Konstanten fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnunyg.

T

Ubungsaufgabe 207. (T) Zeigen Sie, dass { —sin a:} ein Fundamentalsy-

cosz’ coszx

stem von y" — Y +y =0 ist.

sinx cosx

Ubungsaufgabe 208. (T) Zeigen Sie, dass {x?, x>Inx} ein Fundamentalsystem von
3

! / 4 .
Yy — -y + 5y =0ist
x x
Ubungsaufgabe 209. (T*) Die DGL 2%y" —xy'4+y = 0 hat offenbar die Losung y; () =
x. Bestimmen Sie eine zweite (linear unabhingige) Losung durch den Reduktionsansatz
yo(z) = z(x)y1(z).

.. 3x—1 1
Ubungsaufgabe 210. (T) Eine Lisung von y" + :cf — xy/—i— Y= 0 lautet y1(z) =

T—% Bestimmen Sie durch Reduktion eine dazu linear unabhdngige Losung ya(x) =
—x

z(z)y1(2).
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Ubungsaufgabe 211. (E) Betrachten Sie die Anfangswertaufgabe

Y™ (@) + an-1y™ V(@) + . 4 ary (@) + agy(z) =0
y®a)=0 fir k=0,...,n—2, y"V(a)=1

FEine Losung yq(x) dieser speziellen Anfangswertaufgabe fihrt zu folgender partikuldren
Losung des inhomogenen Problems mit rechter Seite f(x)

Yp(w) = /:’ Ya(x — 5+ a) f(s) ds.

Bestimmen Sie mit dieser Methode eine partikuldre Losung von

y"(x) — 2y (2) + y(z) = 5e”
Wdhlen Sie dazu a = 1.

3.2.6 Gekoppelte lineare DGLen erster Ordnung

Inhalt in Kurzfassung: Aus einer linearen DGL erster Ordnung der Gestalt y/(t) =
a(t)y(t) mit einer Koeffizientenfunktion a wird im gekoppelten Fall y'(t) = A(t)y(t)
mit einer quadratischen Matrix A(t) von Funktionen a;;(¢). Im Fall konstanter Koeffizi-
enten steht eine Methode zur Verfiigung, wo zum Beispiel die Eigenwertstruktur von A
sowie Exponentialmatrizen (als Verallgemeinerung von Exponentialfunktionen) auftre-
ten. Es folgt eine relativ ausfiihrliche Darstellung dieser Methode.

Die Theorie linearer Differentialgleichungssysteme (1. Ordnung) ist nicht nur fir An-
wendungen wichtig, sondern umfasst auch, wie wir am Ende dieses Abschnitts sehen
werden, die Theorie gewohnlicher linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Ein allgemeines homogenes lineares DGL-System 1. Ordnung hat die Form:

y1(t) ar(t) aixt) - ain(t) Y1 (t)
V() = Ay(®)  baow va(t) | | an(®) ax(t) -+ azn(t) ya(t)
hlt) ani(®) an®) - aw(®) ) \ a0

mit stetigen Koeffizientenfunktionen a;, : I — R (oder G ¢ C — C ).

Von spezieller Bedeutung sind DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten, d.h. die Ko-
effizienten a;; € R oder C sind konstant. Fiir solche Systeme gibt es eine einheitliche
Losungsformel bzw. ein algorithmisches Losungsverfahren, die sogenannte Figenwert—
Eigenvektormethode, die wir in diesem Abschnitt ausfiithrlich besprechen werden.

Es sei ab nun A stets eine konstante nicht notwendig regulére (n xn)-Koeffizientenmatrix
mit Koeffizienten a;;, € R oder C, i,k = 1,...,n. Es gilt dann die folgende sehr elegante
und besonders fir theoretische Zwecke niitzliche Losungsformel:
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Satz 3.2.6.1. Das homogene lineare DGS

y'(t) = Ay(t) (3.1)

hat die allgemeine Lisung
y(t) = ec (3.2)

wobei ¢ € R™ bwz. C™ beliebig gewdhlt werden kann.

Die in Satz[3.2.6.1] auftretende Matrix '/ ist die sogenannte Exponentialmatrix von tA.
Diese ist wie folgt definiert:

Definition 3.2.6.2. Ist B = (b;;) eine reelle oder komplexe nicht notwendig reguldre
(n x n)-Matriz, dann ist die Exponentialmatrix exp(B) = e? von B definiert durch

=1

B _ —
e —mzzo m!Bm'

Um einzusehen, dass diese Exponentialreihe von Matrizen komponentenweise konver-
giert, setzen wir b = max{|b;;| : ¢, =1,...,n}. Wie man durch Induktion sofort sieht,

sind die Elemente bg-c) der Matrix B betragsméfBig durch n*~10* beschrinkt. Fiir die

Elemente cg;c) der Partialsumme Z’:n:O %Bm gilt daher

(k) _ 1,2 L, ®
Cj = 0ij + bij + ﬁb"j + -+ Hbij
(0;; = 1 fiir ¢ = j und 0 sonst). Diese Reihe muss aber absolut konvergieren, denn sie
hat ja die konvergente Majorante

1 1
1+b+§nb2++gnk_1bk—l— (< e"b).
Fir n = 1 degeneriert die Exponentialmatrix natiirlich zur gewohnlichen Exponential-
funktion.

Bevor wir uns an den Beweis von Satz [3.2.6.1] machen, bendtigen wir noch zwei Hilfs-
aussagen iiber Exponentialmatrizen.

Lemma 3.2.6.3. Es seien A, B zwei (n x n)-Matrizen (n > 2) mit AB = BA. Dann
gilt
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Beweis. Der Beweis ist wortlich identisch mit dem fiir den Fall n = 1 (vgl. dazu das Skrip-
tum Mathematik 1). Man bildet genau wie dort das Cauchyprodukt der Potenzreihen
exp(A) und exp(B) (die Aussagen iiber die Multiplikation von Potenzreihen lassen sich
zwanglos auf Matrizenreihen iibertragen). Die Vertauschbarkeit von A und B braucht
man, damit der in den Beweis wesentlich eingehende binomische Lehrsatz seine Giiltig-
keit behalt. (Ist AB # BA, dann gilt ja nicht einmal (A + B)? = A? + 2AB + B2)
[ |
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Folgerung 3.2.6.4. Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fiir jede beliebige (nxn)-Matriz A ist exp(A) regular und hat exp(—A) als Inverse.
(ii) Ist A reell, dann gilt sogar det(exp (A)) > 0.

Beweis. ad (i): Zum Beweis wihle man B = —A in Lemma Da A und —A
kommutieren, erhélt man exp(A)exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = I (hier steht 0 fiir
die Nullmatrix); damit ist exp(A) stets invertierbar und hat exp(—A) als Inverse.

ad (ii): Es sei nun A reell. Wir fithren die Funktion d4(t) = det exp(tA) ein, die fur alle
t € R definiert und offenbar stetig ist. Wie wir eben gesehen haben, ist exp(tA) niemals
singulér, das heift, d4(t) kann an keiner Stelle ¢ € R verschwinden. Wegen der Stetigkeit
kann die Funktion d4(t) also nirgends das Vorzeichen wechseln, sie ist somit entweder
iiberall positiv oder tiberall negativ. Da aber d4(0) = detexp(0A) = detexp(O) =
det I =1 > 0 ist, muss d4(t) tiberall positiv sein. Speziell ist d4(1) = detexp(A) > 0
fir jede reelle Matrix A. |
Beweis von Satz . Wir zeigen zunéchst, dass y(t) = e!4c tatsiachlich eine Losung
von y'(t) = Ay(t) ist. Dabei verwenden wir, dass alle Komponenten von e4 offenbar
gleichméfig konvergente Potenzreihen in ¢ mit Konvergenzradius co sind und daher
gliedweises Differenzieren iiberall erlaubt ist:

d d [ (A)F > dtk O k-l
TRA (Z ( k!) C) = <Z dtk!Ak) €= (Z (k- 1)!Ak> °=

k=0 k=0 k=1

= A <§: e A’“) c
= (k—1) '

Setzen wir nun j = k — 1, so erhalten wir

y'(t) = %y(t) =A (i t.]'AJ) c = Aeftlc = Ay(t)
5=0

was zu zeigen war.

Wir haben weiters zu zeigen, dass y’(t) = Ay(¢) keine anderen Losungen als solche von
der Bauart e*4c haben kann. Die Beweisidee ist im wesentlichen die gleiche wie im Fall
der DG 4 = ay. Bei der Ubertragung der Argumente auf den n-dimensionalen Fall
ist allerdings Vorsicht angebracht, da Matrizen bei Multiplikation nicht mehr generell
kommutieren. Es sei also z(t) irgendein Vektor, der fiir alle reellen ¢t aus einem gewissen
Intervall I = (a,b) (bzw. fiir alle komplexen ¢ aus einem Gebiet G in C) dem DGS Z/(¢) =
Az(t) gentigt. Dann erhalten wir durch Anwendung der Produktregel und Vertauschung
der Faktoren A und e *4:

d

£(e*t‘4z(t)) = —Ae Ma(t) + e 2 (1) = —e M Az(t) + e 712 () =
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Aus dem Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung, angewandt auf die Komponenten-
funktionen von e~*4z(t), folgt nun, dass e *4z(t) gleich einem konstanten Vektor ¢ € R”
oder C" sein muss. Da nach Korollar [3.2.6.4 die Matrizen e~** und ¢! zueinander in-
vers sind, ist daher z(t) = e!“c, wie behauptet. (Da die Matrizenreihe e*4 fiir alle t € C
konvergiert, ist damit gleichzeitig klargeworden, dass jede Losung von y'(t) = Ay(t) auf
ganz C, erst recht also auf ganz R, definiert ist.) |

Beispiel 3.2.6.5.
Zu losen ist das (2 x 2)-DG-System

~—~
~
S~—
I
<
=
—~
~
N—
-
<
[\
—
~~
N~—

in Matrixschreibweise also

ro- (1) w0 - (33) (25).

Die Potenzen von A lassen sich in diesem Fall leicht induktiv bestimmen. Es gilt fiir alle

k> 1,
1 k
k _
(it)
Somit ist
1 1o [(1+t+b+ 48 t4 2 . B
T+tA+ S (tA) +- -+ (tA)" = 2 K 2 B ]
2! k! 0 l+t+ 4+ +4

Die Elemente dieser Matrix sind gerade die McLaurin-Polynome vom Grad k der Funk-
tionen e bzw. te!. Daher lautet die Grenzmatrix

t t
t
etA (6 €t>
0 e

Nach Satz B.2.6.1] ist somit

komponentenweise geschrieben also

y1(t) = cret + cotel,
ya(t) = co el

die allgemeine Losung unseres Systems, was man durch Einsetzen auch sofort bestétigt.

Die Aussage (i) von Korrolar [3.2.6.4] hat eine wichtige Konsequenz fiir die Struktur
der Lésungsmenge von y'(t) = Ay(t): Wie wir gesehen haben, ist die Matrix e/t =
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

(z1(t),...,2,(t)) stets reguldr, hat also jedenfalls n linear unabhéngige Spalten. Nach
Satz [3.2.6.1| kann die allgemeine Losung des Systems y'(t) = Ay(¢) in der Form

y(t) = ete = (z1(t),...,2z2n(t)c=2z1(t)c1 + - + 2 (t)cp

geschrieben werden. Damit erhalten wir direkt die folgende wichtige Aussage.

Folgerung 3.2.6.6. Es sei A eine (nxn)-Matriz (n > 2). Dann bilden die Losungen des
DG-Systems y'(t) = Ay(t) stets einen n-dimensionalen Vektorraum L, in welchem die
Spaltenvektoren z1(t),...,z,(t) der Exponentialmatriz e eine Basis, ein sogenanntes
Fundamentalsystem, bilden.

Bemerkungen:

(i) Nattrlich besitzt der Losungsraum £ noch eine Fiille anderer Basen. Jede andere

Basis y;(t),...,y,(t) von L erhilt man allerdings aus der vorliegenden durch eine
Transformation

w1l Wiz v Wip

w21 W22 ot Wap

Y1()s- s yn(t)) = (22(D), -, 20 (1))

Wn1 Wp2 -+ Wpp
mit einer regulédren n x n-Matrix (w;;).

(ii) Es wird bei der Beschreibung der Eigenwert-Eigenvektormethode klarwerden, dass
simtliche Komponentenfunktionen der Losung von der Form p;;(t)e’? sind; die
Aj sind dabei die Eigenwerte von A und die p;; Polynome in ¢. Genau dann,
wenn A eine diagonalisierbare Matrix ist (wenn also n unabhéngige Eigenvektoren
S1,...,Sp existieren), sind alle p;; vom Grad 0 (also Konstante).

(iii) Auch bei einer nichtkonstanten n x n-Koeffizientenmatrix A(t) = (a;(¢)) ldsst sich
zeigen, dass die Losungen von y'(t) = A(t)y(t) einen n-dimensionalen Vektorraum
bilden. Es gibt dann aber keine universelle Losungsformel wie im Fall konstanter
Koeffizienten, und die Bestimmung eines Fundamentalsystems ist meist schwierig
oder praktisch unmoglich.

Fiir die effektive Berechnung der Losungen von y'(t) = Ay(¢) ist Satz leider im
Allgemeinen

nicht geeignet. Ist jedoch die Koeffizientenmatrix A diagonalisierbar, so kann kann man
e!4 leicht explizit ausrechnen und erhilt, wie wir im folgenden ausfithren, nach einem
passenden Basiswechsel das Fundamentalsystem y;(t) = sjeNt (j=1,...,n).

Satz 3.2.6.7. Es sei A eine diagonalisierbare (n x n)-Matriz (n > 2) mit den Figen-
werten A1, ..., A\, und zugehorigen linear unabhdingigen Figenvektoren si,...,s,. Dann
bildet die Menge der Vektoren

At Aot Ant
{s1e™M,89€™%" ... spe™t}

ein Fundamentalsystem fir den Losungsraum des DG-Systems y'(t) = Ay(t).
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Beweis. Da A diagonalisierbar ist, kann A dargestellt werden in der Form

A=SDS™.
Dabei ist die Diagonalmatrix D = diag(Aq,...,\y) aus den Eigenwerten aufgebaut und
die Matrix S = (si,...,s,) spaltenweise aus den Eigenvektoren. Fiir beliebige Potenten
AF mit k € N bedeutet dies
AF = spFs—1.

tA

Wir setzen diese Ausdriicke fiir A% in unsere Lésungsformel y(t) = e*4c ein, wobei wir

immer gleich passend umklammern:

y(t) = (Z A’“) c= <Z —SDkS ) c=25 ( 3 ZD’“) (§71c) = SetP(S5te).

k=0
Beachten wir nun einerseits, dass mit ¢ auch a := S~ !c den gesamten R" bzw. C"
durchlduft und andererseits, dass e!” = diag(e*'’, ..., e*?), so folgt weiters
At al e/\ltal
& Aot
as €777 as
y(t)==5 : = (81,82,...,Sn)
Ant . .
e
an eMta,

Damit kann die allgemeine Losung des DG-Systems y’(t) = Ay(¢) in der Form

A1t Aot Ant

y(t) =sie™Mta; +s9e™ag + -+ - + spe”ay,

mit ay,...,a, € R oder C beliebig, dargestellt werden. |

Beispiel 3.2.6.8.
Gesucht ist ein Fundamentalsystem fiir das DG-System y'(t) = Ay(t), wobei

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1

1 0 1
S1 = 01, So = 1|, s3=1| 1
-1 -1 1
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Zusammenfassend kénnen wir das folgende Fundamentalsystem angeben:

{y1(),y2(t),y5(t)} = {Sle)‘lta S2eA2t753€/\3t} =

0 1
= o | e, I I R
-1 -1 1
Komponentenweise angeschrieben lautet die Losung
Y1 (t) = 016_2t + c;»,et
ya(t) = coe”? 4+ c3el
y3(t) = —cre”® — e 4+ c3et

mit Koeffizienten ¢y, co, c3 € R.

Fiir eine nicht diagonalisierbare (konstante) Koeffizientenmatrix A ist immer noch jeder

Vektor der Form y(t) = se* (s Eigenvektor zu einem Eigenwert A von A) eine Losung
des Systems y’(t) = Ay(t), denn einfaches Einsetzen zeigt

y' (1) = s(AeM) = (As)eM = (As)eM = A(seM) = Ay(t).

Da es aber jetzt weniger als n unabhéngige Eigenvektoren si,...,s, (m < n) gibt,
bekommt man auf diese Art eben nur m unabhéngige Losungen, also keinesfalls das
ganze Fundamentalsystem. Wir wollen im folgenden erldutern, wie man die restlichen
n—m Fundamentallésungen in einem solchen Fall bestimmt. Wir erinnern dazu zunéchst

an die (2 x 2)-Matrix
11

aus Beispiel [3.2.6.5| die nicht diagonalisierbar ist. Sie hat den Doppeleigenwert A; 2 =1,
aber (bis auf Vielfache) nur einen einzigen Eigenvektor

()

Dementsprechend bekommt man mit y;(t) = sie! nur eine Fundamentallésung, die aus
dem Loésungsausdruck in Beispiel [3.2.6.5] auch direkt abzulesen ist. Wie man ebenfalls
abliest, lautet die zweite Fundamentallésung

y2(t) = < i )et7

sie ist also von polynomialem Typ. Das folgende Beispiel soll illustrieren, wie man allge-
meiner solche polynomiellen Lésung auffinden kann.

Beispiel 3.2.6.9.
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Gesucht ist ein Fundamentalsystem fiir das DG-System y'(t) = Ay(¢), wobei

0 1 0
A= 0 0 1
-1 1 1

1 1
S1 = -1 y So = 1
1 1

et el
yi(t) =sie = —e7t |, yo(t) = seef = | €t
ot t

Zur Ermittlung der fehlenden dritten Fundamentallésung bestimmt man zunéchst einen
vom eben ermittelten Eigenvektor so linear unabhéngigen Losungsvektor u des Gleichungs-

systems
(A - /\2,3])2u = o,
also von
-1 10 -1 10 1 -2 1 uy 0
(A=I)*u = 0 -1 1 0 -1 1 fu=| -1 2 -1 ug | =10
-1 10 -1 10 1 -2 1 u3 0

Offenbar ist jede Losung des Gleichungssystems (A — AI)u = o auch eine Losung des Sy-
stems

(A —AI)?u = o. Das letztere System hat aber gréfieren Defekt und daher weitere von u
linear

unabhéngige Losungen! (Dabei versteht man unter dem Defekt einer (n x m)-Matrix
A, die Zahl n — rang A also die Dimension des Losungsraumes des Gleichungssystems
Ax = a.) Wir wahlen als zu sy linear unabhingige Losung des obigen Systems

1
u= 0
—1

Mit Hilfe dieses Vektors ergibt sich eine dritte Fundamentallosung zu

1-1¢ t 0 1 1-1¢
y3(t) = [I +t(A = Ay 3D)|uet2st = 0 1—t t 0 |e= —t | e
—t t 1 —1 —1—1
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Dass y3(t) wirklich Losung unseres DG-Systems ist, sieht man so (wir argumentieren
gleich allgemein): Nach Konstruktion von u gilt (A — AI)(A — Al)u = o, also

A(A—=X)u=\A—- A)u. (3.3)
Daraus erhalten wir
roy @ _ At _ _ _ At
ys(t) = g [u+t(A— A)ule™ = [Au+tANA - A)u+ (A — A)ule™.

Einsetzen von (3.3)) ergibt daher wie behauptet
yh(t) = [tA(A — X)u + AuleM = A[t(A — M)u + uleM = Ays(t).

Dass y3 auch linear unabhéngig von y, ist, folgt einfach aus der Bauart dieser beiden

Losungen: Sie sind von der Form yj(t) = pje)‘t, wobei ps und p, Vektorpolynome von
verschiedenem Grad sind. Damit haben wir bei unserem Beispiel jetzt 3 unabhéngige
Losungen y;,y,,y3 gefunden. Die allgemeine Homogenlosung erhdlt man daraus wie
iiblich durch LK:

y(t) = a1y (t) + a2yy(t) + asy;(t) (a1, az2,as € R oder Cbeliebig).

Wir beschreiben jetzt das allgemeine Verfahren, die sogenannte Eigenwert-Eigenvektor-
Methode, zur Bestimmung eines Fundamentalsystems des DG-Systems y’(t) = Ay(¢) bei
einer nicht
diagonalisierbaren n x n-Matrix A. Dazu sei A ein Eigenwert von A mit

algebraischer Vielfachheit v und geometrischer Vielfachheit g < v.

So etwas kann natiirlich erst ab v > 2 eintreten, denn g ist sicher mindestens gleich 1. Wir
brauchen also nur Doppel- oder Mehrfachwurzeln A zu betrachten. Zu Einfachwurzeln
A gehoren Fundamentallsungen y(t) = se*, s Eigenvektor zu A, und diese sind von
anderen Fundamentallésungen linear unabhéngig.

Eigenwert-Eigenvektor-Methode:
Alle zu einem Mehrfacheigenwert A gehorigen Fundamentallosungen yq,...,y, erhilt
man auf folgende Weise:

1. Schritt: Wahle g unabhéngige Eigenvektoren sy, ...,s,, d.h. g unabhéngige Losungen
von

(A—XM)s=o. (3.4)
Damit ergeben sich g linear unabhéngige Fundamentallésungen
yi(t) =s1eM, L y,(t) =sgeM.

Es fehlen uns nun wegen g < v noch v — g Fundamentalldsungen zum Eigenwert A\. Zu
ihrer Bestimmung machen wir den
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

2. Schritt: Da die Matrix (A — AI)? gréBeren Defekt hat als A — AI, hat das Gleichungs-
system

(A=X)*u=o0 (3.5)

sicher mehr Losungen als (3.4]), darunter offenbar jede Losung von ([3.4]). Wir wéhlen so
viele zusatzliche Losungen u wie mdoglich, die vom System s1,...,s, linear unabhdingig
sind und bezeichnen sie mit

Ug+1,- .-, Ugth,

wobei h = Defekt((A — AI)?) — Defekt(A— \I). Diese Vektoren sind keine Eigenvektoren,
sondern werden Hauptvektoren 1. Stufe genannt. Als zugehorige Fundamentallosungen
ergeben sich:

Yor1(t) = (I +t(A—=A))ugiieM,

Yorn(t) = (I +t(A=A))ugppe.

Ist nun g + h = v, dann sind wir fertig. Andernfalls fehlen immer noch Fundamentall6-
sungen und wir fithren den néchsten Schritt durch:

3. Schritt. Wiederum liisst sich zeigen, dass die Matrix (A — AI)? gréferen Defekt hat
als die niedrigere Potenz (A — AI)2. Das bedeutet, dass das Gleichungssystem

(A= X)*v=o0
wieder mehr Losungen als (3.5) hat, darunter offenbar jede Losung von (3.5) und (3.4)).
Wir wihlen soviele zusétzliche Losungen v wie mdéglich, die vom System aller sq,...,s,
und ugy1, ..., Ug4p, linear unabhingig sind und bezeichnen sie mit
Vg+h+1ly- -5 Vgt+htj)

wobei j = Defekt((A — AI)3) — Defekt(A — AI)?. Als Fundamentalldsungen kommen neu
hinzu

Yg+ht1(t) = (I + (A= AI) + %21(14 - )\1)2) Vorniie,

yg—i—h—l—j(t) = (I + t(A — )\I) + %2'(14 — )\1)2) Vg+h+j€>\t

Nach endlich vielen Schritten der beschriebenen Art haben wir jedenfalls geniigend viele
linear unabhingige Fundamentallsungen (ndmlich v viele) gefunden. Die Anzahl k der
notigen Schritte ist offenbar hochstens gleich v — g, denn begonnen haben wir mit g
Fundamentallésungen, und in jedem Schritt kommt mindestens eine hinzu. Nach dem
letzten Schritt, also dem Losen von (A — M )*w = o, erhéht sich der Defekt nicht mehr
weiter, man hat dann

Defekt((A — AI)*) = Defekt((A — A[)*) = ... = 0.
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Ubungsaufgabe 212. (T) Berechnen Sie die Lisung des Systems y' = Ay mit An-
fangswert y(0) = (—2,0,3)T und

-3 7 =3
A= -4 7 -2
-3 3 1

3.2.7 Homogene Systeme hoherer Ordnung

Inhalt in Kurzfassung: Der Ubergang von gekoppelten Systemen erster zu solchen héhe-
rer Ordnung folgt den bereits aus bekannten Uberlegungen.

Jedes lineare DGS lésst sich auf eines von erster Ordnung zuriickfithren. Man fithrt dazu
fir alle auftretenden Ableitungen neue Funktionsbezeichnungen ein und ersetzt damit
das gegebene DGS durch ein hoéherdimensionales DGS erster Ordnung. Die Vorgangs-
weise wird ausreichend illustriert durch das folgende Beispiel.

Beispiel 3.2.7.1.
Zwei gekoppelte Federschwinger mit gleichen
Massen:

Die Anwendung des Newtonschen Grundge-
setzes (Masse mal Beschleunigung ist gleich
Summe der einwirkenden
Kréfte, hier Riickstellkréifte der Federn) auf
jede der
beiden schwingenden (gleichen) Massen im
skizzierten

System fithrt auf die Bewegungsgleichungen

2 =—ax —b(x —y),

y'=—ay—b(y —x).
Dabei sind z(t) und y(¢) die von der Zeit ¢t abhédngigen Auslenkungen der Massen aus
der jeweiligen Ruhelage. Sind beide Massen in Ruhelage (z = y = 0), dann sollen alle
drei Federn entspannt sein. Der Einfachheit halber haben wir m = 1 gewéhlt. Ferner
bezeichne b (> 0) die Federkonstante der koppelnden Feder und a (> 0) die Federkon-
stante jeder der beiden (gleich starken) d&uBleren Federn. AuBler den Federkriften sollen
keine weiteren Kréfte auf das System einwirken.
Setzt man

=1, p=y, y=1, u=y,

so wird aus dem gegebenen (2 x 2)-DG-System 2. Ordnung ein (4 x 4)-DG-System 1.
Ordnung y'(t) = Ay(t) mit

0 0 10
0 0 0 1
A= —a—0b b 00
b —a—b 0 0
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Dessen Eigenwerte lauten

{1, A2, A3, M} = {iva, —iva; iva + 2b, —iva + 2b}.

Wegen a > 0 und b > 0 sind alle Eigenwerte einfach, es ist also von vornherein klar,
dass zu den paarweise konjugiert komplexen Eigenwerten vier unabhingige paarweise
konjugiert komplexe Eigenvektoren s1, sy = S7; S3, s4 = 53 existieren (d.h. A ist diagona-
lisierbar). Nach einfacher Rechnung erhélt man, wobei abkiirzend w = /a, n = va + 2b
gesetzt worden ist,

1 1 1 1
1 1 -1 -1
51 = . , S2.= . , S3 = , , 84 = .
w —iw mn —in
1w —iw —in mn

Die Losungsausdricke fur die urspriinglich gesuchten Auslenkungen z und y liest man
nun aus der ersten und zweiten Zeile ab:

l’(t) — (Clez‘wt 4 Cge_th) 4 (C3eint 4 C4C_i77t),
y(t) = (1™t + coe™ @) — (c3e™ + cpe™ ).

Da man im Allgemeinen nur an reellen Losung interessiert ist, geht man zu Real- und
Imaginérteilen iiber und erhélt so

x(t) = (dy coswt + dg sinwt) + (ds cos nt + dy sinnt),
y(t) = (dy coswt + dy sinwt) — (ds cosnt + dy sinnt).

Den Lésungen sieht man noch deutlicher ihre Struktur an, wenn man sie in der Form

z(t) = Rsin(wt — ) + rsin(nt — ),
y(t) = Rsin(wt — o) — rsin(nt — )

schreibt. Man erkennt daraus, dass es zwei Grundschwingungen mit Kreisfrequenzen
w = y/a und n = V/a + 2b gibt, die sich (i.a. phasenverschoben und mit verschiedenen
Amplituden) tiberlagern. Man kann diese aber im Experiment auch isoliert beobachten:

(i) Wéhlt man r = 0, so hat man zu allen Zeitpunkten z(t) = y(¢), d.h. beide Mas-
sen schwingen synchron mit Kreisfrequenz w (die koppelnde Feder ist dauernd
entspannt, hat also gar keine Wirkung; die Massen schwingen so, als ob es die
mittlere Feder gar nicht gébe).

(ii) Wé&hlt man dagegen R = 0, so hat man z(t) = —y(t), d.h. die Massen schwingen
gegensynchron, die mittlere Feder wird jetzt periodisch komprimiert und dilatiert,
das System ist also insgesamt steifer als bei (i) und schwingt dementsprechend
schneller (die hier relevante Kreisfrequenz n = v/a + 2b ist tatsdchlich grofler als
die bei (i) auftretende w = \/a).
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3.2.8 Inhomogene Systeme

Inhalt in Kurzfassung: Fiir die Behandlung inhomogener Systeme gibt es zur Bestim-
mung einer partikuldren Losung sowohl Ansatzmethode als auch Variation der Konstan-
ten Analoga fiir den gekoppelten Fall.

Inhomogen nennt man ein lineares DG-System, wenn es von der Gestalt

y'(t) = Ay(t) + £(t) (3.6)

ist. Dabei ist A = A(t) = (ax;(t)) eine vorerst nicht notwendig konstante n x n-Matrix
mit stetigen Koeffizientenfunktionen ay; auf einem offenen Intervall oder einem Gebiet
in C, und f = f(¢) der sogenannte Storvektor, dessen Komponenten fi(t) ebenfalls stetig
von t abhéngen sollen. Genau wie im Fall n = 1 zeigt man leicht, dass die allgemeine
Losung eines solchen Systems von folgender Form ist:

y(t) = yu(t) +yp(0),

wobei unter y;, die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems y} (t) =
Ayy(t) (mit n freien Parametern) zu verstehen ist und fiir y, eine beliebige Losung des
inhomogenen Systems (3.6|), eine sogenannte Partikuldrloésung, genommen werden kann.

Die Variation der Konstanten zur Bestimmung einer Partikuldrlésung.

Kennt man ein Fundamentalsystem

des homogenen Systems (und damit die allgemeine Homogenlésung Ye =y, (t)e; +- - -+
Yn(t)en), so kann man sich durch die Methode der Variation der Konstanten zumindest
im Prinzip immer eine Partikularlésung verschaffen. Man ,variiert“ dazu die Homogen-
16sung, d.h. man wahlt fir die Partikuldrlésung einen Ansatz der Form

Yp(t) = y1(t) c1(t) + -+ +ynu(t) ea(t) = Y(2) c(t),

wobei die ¢;j(t) jetzt Funktionen sind, die wir zu bestimmen haben. Ableiten nach der
Produktregel und Einsetzen in (3.6) gibt

yp(t) =Y (t)c'(t) + Y'(t)c(t) = AY (t)c(t) + f(t),

und da Y'(t) = AY (t) ist (beachte: die Spaltenvektoren von Y sind die Fundamentallo-
sungen y;, die ja nach Definition den Beziehungen y;- (t) = Ay;(t) geniigen), vereinfacht
sich das Ganze zu dem folgenden linearen Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir die
n Unbekannten ¢} (t):
Y(t)c'(t) = £(t).

Dieses Gleichungssystem ldsst sich aber fiir jedes t € I bzw. t € G eindeutig nach
c¢/(t) auflosen, denn die Systemmatrix Y (¢) = (y;(¢),...,y,(t)) besteht ja aus n Funda-
mentallosungen, die nach Annahme auf I bzw. G linear unabhéngig sind. Y (¢) ist also
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dort jedenfalls reguldr. Die gesuchten Funktionen c¢;(t) bekommt man am Ende durch

Integration der offenbar stetigen Komponenten c(t) von ¢'(t).

Fiir die Matrix Y = Y(¢) hat sich die Bezeichnung Wronskimatriz eingebiirgert, ihre
Determinante heifit Wronskideterminante. Wie sich eben gezeigt hat, kommt ihr im
Rahmen unseres Problems eine Schliisselrolle zu. Die Wronskimatrix wird uns auch noch
im néchsten Abschnitt bei der Lésung von Anfangswertproblemen wiederbegegnen.
Die Ansatzmethode zur Bestimmung einer Partikuléarlosung.

Im Fall, dass A eine konstante Koeffizientenmatriz ist und der Stérvektor die spezielle
Form

f(t) = p(t)el "

hat mit einem Vektorpolynom p beliebigen Grades, ist es meist vorteilhafter, mit einem
geeigneten Ansatz fiir die Partikuldrlosung zu arbeiten. Da man meist nur an reellen
Loésungen interessiert ist, werden wir uns gleich nur mit Stérvektoren von einer der
folgenden Bauarten befassen:

f(t)=(ro+rit+---+ rpt™)e™ cos(ft) + (so+sit+---+ smtm)eo‘t sin(5t). (i)

Wenigstens einer der fithrenden Koeffizienten r,, oder s,, soll dabei # o sein, d.h. we-
nigstens eines der beiden Vektorpolynome soll genau vom Grad m sein.

f(t) = (ro +rit + -+ 1t™)e™, (ii)

f(t) =ro+rit+- ™ (iii)

Die obigen Fallunterscheidungen sind im Hinblick auf das praktische Rechnen sinnvoll,
man kdme jedoch mit (i) allein aus, wenn man alles im Reellen rechnen méchte (aus dieser
Sicht stellen sich (ii) und (iii) als Spezialfille von (i) dar mit 5 = 0 bzw. a = = 0).
Lésst man dagegen auch Rechnung im Komplexen zu, dann kdme man mit (ii) allein
aus, man muss dann allerdings fiir a gegebenenfalls komplexe Werte zulassen (mit Hilfe
der Eulerformeln kann ja (i) leicht in die Form (ii) gebracht werden).

Der Ansatlz zum Auffinden einer Partikuldrlosung y, wird in jedem Fall dem Storvektor
nachgebaut und im Fall der sogenannten ,Resonanz“ muss der Grad der Polynome im
Ansatz erhoht werden. Wir erldutern die Vorgangsweise im Fall (i):

Zuerst ist zu priifen, ob die komplexe Zahl o + i in der Liste der Eigenwerte von A
vorkommt. Ist das nicht der Fall, dann kopiert man die Bauart des Storvektors und setzt
an

yp(t) = (ag + art + - + aut™)e™ cos(Bt) + (bg + byt + - - - + by, t"™)e™ sin(5t).

Ist dagegen a+1i/ mit einem der Eigenwerte A identisch, dann spricht man von Resonanz.
Hat X algebraische Vielfachheit a¢ und geometrische Vielfachheit g, dann ist der Grad
der Polynome im Ansatz um v = a — g + 1 zu erhéhen:

¥p(t) = (a0 +art +- - + appt™)e cos(Bt) + (bg + bit + - - - + byyot™)e sin(Bt).
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Achtung: Auch wenn beim Cosinus- oder Sinusterm des Stérvektors ein Polynom von
niedrigerem Grad steht oder eventuell ganz fehlt, hat man den entsprechenden Term im
Ansatz mit dem vollen Polynom vom Grad m + v auszustatten!

Bemerkung: Kennt man die geometrische Vielfachheit von A nicht, dann kann man den
Grad einfach auch um a erhdhen. Fiir den Fall, dass ¢ = 1 (also a = v) ist, wird sich
dadurch nichts dndern, andernfalls aber (¢ > 1, d.h. a > v) wird die Graderhthung
grofer ausfallen als eigentlich nétig wére, d.h. die Rechnung wird fiir die fiihrenden
Koeffizienten a,;, 4 = - - - = ay4q4—g4+2 = 0 ergeben.

In den Spezialfillen (ii) und (iii) ist mit naheliegenden Modifikationen vorzugehen. In
den folgenden Beispielen befassen wir uns jeweils nur mit der Partikularlésung, die Ho-
mogenlosung ist schon aus Beispiel |3.2.6.5 bekannt.

Beispiel 3.2.8.1.

Gesucht ist eine Partikulérlésung fiir das inhomogene DG-System

Y/(t):AY(t)JrrJrst:((l) 1>y(t)+<(1)>+<(1)>t.

Die Matrix A ist die aus Beispiel Wir haben schon festgestellt, dass sie den
Doppeleigenwert A = 1 hat und nicht diagonalisierbar ist, wir haben also a = 2 und
g = 1. Der Storvektor ist ein reines Vektorpolynom vom Grad 1, f(t) = (r + st)e%,
also von der Form (iii). Resonanz liegt nicht vor, da @ = 0 kein Eigenwert ist, der
Polynomgrad bleibt somit gleich 1, und der Ansatz lautet

y,(t) = a+ bt.
Einsetzen in das gegebene inhomogene DG-System ergibt
yp(t) = b = Ay, (t) + f(t) = A(a + bt) + r + st.

Koeffizientenvergleich (dabei ist es meist von Vorteil mit der héchsten Potenz zu begin-
nen!) liefert

th: ... Ab= —s,

t°: ... Aa=-r+b.

Da die Matrix A reguléar ist, sind das zwei eindeutig l6sbare lineare Gleichungssysteme,
aus denen sich sukzessive folgende Losung ergibt:

-1 0
b—<0> und a—<_1>.
Beispiel 3.2.8.2.

Gesucht ist eine Partikuldrlésung fiir das inhomogene DG-System

y'(t) = Ay(t) +re’ = ( (1) 1 )y(t)+ ( i )et.
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Die Matrix A ist wieder dieselbe wie oben. Der Stérvektor f(t) = re!? ist von der Form
(ii), mit einem Vektorpolynom vom Grad 0. Diesmal ist « = 1 = A, es liegt also Resonanz
vor, und der Polynomgrad ist beim Ansatz um v =a — g+ 1 = 2 zu erhdhen:

y,(t) = (a+ bt + ct?)e".
Einsetzen in das inhomogene DG-System ergibt
yp(t) = (b+2ct)e’ + (a+ bt + ct?)e’ = A(a+ bt + ct®)e’ + re.

Dividieren durch e’ und Koeffizientenvergleich liefert:

2 (A—=TI)c= o,
th: (A—1)b = 2c,
t0 (A—I)a= b-—r.

In den drei Gleichungssystemen zur Bestimmung der unbekannten Vektoren ¢, b, a tritt
wieder ein und dieselbe (diesmal singuldre) Koeffizientenmatrix auf. Allgemein handelt
es sich dabei um die Matrix A — ul (1 = a+if3), welche genau im Resonanzfall singuldr
ist, wenn also p gleich einem Eigenwert A ist. In unserem Beispiel ist es die Matrix A—11,
und die ist wegen p = A = 1 singular.

Aus dem ersten Gleichungssystem ist ersichtlich, dass ¢ ein Eigenvektor von A sein muss
(das ist im Resonanzfall immer so). Wir haben somit

c:<601>.

Es ist dabei zu beachten, dass der Figenvektor c allgemein anzusetzen ist. Damit gehen
wir in das zweite System

e (2)(2)(5)

welches als einzige Bedingung b = 2¢; liefert. Wir gehen daher mit

in das dritte System

amna= (0 (@)= () (1)

Der Nullzeile auf der linken Seite steht jetzt der nichttriviale Eintrag 2¢; — 4 auf der
rechten Seite gegeniiber. Damit ist das System also nur dann l6sbar, wenn diese rechte
Seite verschwindet, wir erhalten damit ¢; = 2 (hdtte man c nicht allgemein angesetzt,
so konnte sich an dieser Stelle schon ein Widerspruch ergeben). Aus der ersten Zeile des
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letzten Systems ergibt sich noch as = b1 — 1.

Zusammenfassend haben wir gefunden, dass die insgesamt sechs zu bestimmenden Kom-
ponenten a1, as, b1, ba, c1, co nur den vier Bedingungen

CQZO, 61:2, b2:4, a2:b1—1

unterworfen sind. Das Resultat ist somit keineswegs eindeutig, wir konnen hier a; und
b1 nach Belieben wahlen, z.B. a; = b; = 0. Das ergibt eine Partikularlésung

yp(t) = (a+bt+ct?) e’ = << _?>+<2>t+<g>t2>et.

Es konnen sich hier je nach Wahl der freien Parameter verschiedene Partikuldrlésungen
ergeben, doch unterscheiden sich diese selbstverstédndlich nur um Homogenl6sungen.

Beispiel 3.2.8.3.

Gesucht ist der Ansatz zur Bestimmung einer Partikuldrlésung fiir das inhomogene DG-
System

y' () = ( (1) i >y+ (r + st +ut?) e sin(2t).

Wegen a + i = 3 + 2¢ # 1 liegt keine Resonanz vor, der Partikuldransatz muss somit
lauten

y,(t) = (ap +ait + ast?) e¥ cos(2t) + (bg + byt + bat?) ¥ sin(2t).

Achtung: Im Storvektor fehlt hier der Cosinusterm génzlich; trotzdem hat man ihn im
Ansatz mit dem vollen Polynom vom Grad m + v auszustatten.

Ubungsaufgabe 213. (T) Fiir das folgende lineare Differentialgleichungssystem gebe
man ein Fundamentalsystem an:

X (t) = ( h ?11 >x(t).

Anleitung: Suchen Sie zuerst eine Fundamentallosung x1(t), deren Komponenten
jeweils ein Polynom sind. Machen Sie dann den sogenannten Reduktionsansatz

x2(t) = c(t)x1(t) + z(1),
wobei z(t) ein Vektor ist, dessen letzte Komponente 0 ist.

Ubungsaufgabe 214. (T) Finden Sie eine partikuldre Losung des linearen Differenti-
algleichungssystem

X (t) = ( 2! )x(t)— (2;), x(0) = @
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

3.2.9 Das Anfangswertproblem

Inhalt in Kurzfassung: Losungen expliziter DGLen werden, wie wir bereits wissen, in
der Regel erst durch Anfangsbedingungen eindeutig. Dies soll nun am Beispiel linearer
DGLen illustriert werden.

Wir zeigen, dass die n Parameter in der Lésung eines inhomogenen linearen DG-Systems
(mit nicht notwendig konstanter Koeffizientenmatrix)

y'(t) = A(t)y(t) + (t)

stets in eindeutiger Weise so gewéhlt werden konnen, dass die Losung einer beliebig
vorgeschriebenen ,,Anfangsbedingung® (kurz: AB)

a1
y(to) =a=

an

geniigt. Es sei I ein offenes Intervall in R bzw. G ein Gebiet in C, das tp enthélt, und
auf dem die allgemeine Losung

C1 Yp1 (t)
y(t) =Y(He+y,(t) = i(®), - ya®) | 0 |+

Cn Ypn (t)
des inhomogenen Systems erklart ist und die Spaltenvektoren y(¢),...,y,(t) der Matrix
Y'(t) ein System linear unabhéngiger Homogenlosungen bilden. (Ist speziell A konstant
und f(¢) eine LK von Ausdriicken der frither betrachteten Form p(t)e(®+®)! so kann
man I = R bzw. G = C nehmen). Einsetzen der AB fiihrt sofort auf das lineare Glei-
chungssystem

Y(to)e = —y,(to) + a.

Da die Wronskimatriz Y (to) reguldr ist, ist dieses Gleichungssystem fiir jede Vorgabe von
a
etndeutig nach cy,...,c, auflésbar.

Beispiel 3.2.9.1.

Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems

y’<t>=<é })wm(i)a y(l)zaz(f;).

Die Resultate der Beispiele[3.2.6.5| und [3.2.8.2| ergeben zusammen die allgemeine Losung

y(t) = yu(t) +y,(t) = Y(t) c+y,(t) =
1

()0 (8) e (B) e
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Einsetzen der AB fithrt auf das Gleichungssystem Y (1) c = —y,(1) + a, also

o) (8)=(2)+ (%)

Dieses hat die eindeutige Losung

Somit lautet die gesuchte Losung

yi(t) =

1 +t + 2t?)el,
Yya(t)

(—1
Atet.

3.2.10 Losungsmethode bei konstanten Koeffizienten

Inhalt in Kurzfassung: Nochmals wird die Riickfithrung (einfacher) linearer DGLen ho-
herer Ordnung auf (gekoppelte) lineare DGLen erster Ordnung im Sinne von durch-
gespielt.

Die homogene Gleichung:
Gewohnliche homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich auf ein-
fache Weise in lineare DG-Systeme erster Ordnung ,,iibersetzen®. Wir demonstrieren das
Prinzip dieser Ubersetzung am Beispiel der allgemeinsten homogenen linearen Differen-
tialgleichung vierter Ordnung

y () + alt)y" (1) + b(t)y" (1) + c(t)y'(8) + d(t)y(t) = 0 (3.7)

mit stetigen Koeffizientenfunktionen a(t),b(t),c(t),d(t), an dem man schon alles We-
sentliche sieht. Um diese DG zu einem DGS erster Ordung umzuschreiben, setzen wir

=y, we=vy, w=y, ya=y" (3.8)
und erhalten damit aus und
v = Yy = Y2
vy, = Y = Y3
y3 = y"” Ya
vh = yW = —dt)yr —c(t)y2 —b(t)ys —alt)ys

Wir sind also, wie angekiindigt, auf ein lineares DGS mit 4 Differentialgleichungen 1.
Ordnung fir 4 unbekannte Funktionen gefithrt worden (dabei interessiert uns hier al-
lerdings nur y; = y). In Matrixschreibweise y’(t) = A(t)y(t) sieht das Ganze so aus:

!/

1 0 1 (1
Yo 0 1 Yo

— . 3.9
s o 1| u (8.9)
Y4 —d(t) —c(t) —bt) —al(t) Y4
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Die sogenannte Begleitmatriz einer linearen Differentialgleichung ist also von spezieller
Bauart.

Wir wollen nun das System (3.9) fiir den Fall konstanter Koeffizienten a,b,c,d € R
mit Hilfe der Eigenwert-Eigenvektor-Methode 16sen. Die Eigenwerte Aq1,..., Ay von A
ergeben sich als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

—A 1
A 1
—A 1
—d —c —-b —a-—A\

p(A) = det =M+ aX3 + DA+ e) +d.

Man nennt die Eigenwerte von A auch die charakteristischen Zahlen der Differential-
gleichung (3.7), von der wir ausgegangen sind. Ist A ein Eigenwert, so erhilt man jeden
zugehorigen Eigenvektor aus dem Gleichungssystem

- 1
A 1
—A 1
—d —c —-b —a-—A\

(A= X)s =

o O O O

S 2 » 3

Der Rang von A — A ist genau 3 (bei einer (n x n)-Begleitmatrix genau n — 1), denn
einerseits muss er kleiner als 4 sein, da fiir einen Eigenwert (und nur fiir einen solchen)
die Matrix A — Al jedenfalls singulér ist, andererseits ist er mindestens gleich 3, da in
unserem speziellen Beispiel die ersten 3 Zeilen dieser Matrix ersichtlich unabhéngig sind.
Die volle Information unseres Gleichungssystems ist daher schon in den ersten drei Zeilen
enthalten. Man kann also die letzte Zeile ignorieren und erhélt

—Ar 4+ s = 0 = s = AT,
— A5 + wu = 0 = u = As = \r,
_ )\U + v = 0 = vo= )\’LL = )\37' 5

also die einparametrige Losungsschar

r 1
S A .
u 1 =1 ae t, t € R beliebig.
v A3
Sind die Eigenwerte A1, ..., A4 alle einfach, also paarweise verschieden, so hat A die vier
linear unabhéngigen Eigenvektoren
1 1 1 1
S A S Az S A3 S A
1= ) 2 = 3 3 = ) 4 =
" » X \
A7 A5 A3 i
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Baut man nun aus dem Fundamentalsystem

A1t Aot Ast

yi(t) =s1eMt, yo(t) = s0e™l)  ys(t) =s3e™, yu(t) = sqe?

die allgemeine Losung
y = a1yy + a2ys +aszys + a4yy

auf und liest daraus den Ausdruck fiir die erste Komponente ab, so ergibt sich

A1t Aot Ast gt

y(t) = a1 e +az e’ +aze™ + age™.
Diese Ergebnisse lassen sich auf den allgemeinen Fall einer linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten wie folgt iibertragen: Jeder Eigenwert A\ der

Begleitmatrix einer solchen DG hat geometrische Vielfachheit 1, es gibt ndmlich bis auf

Vielfache nur einen
einzigen Eigenvektor mit Komponenten 1,\,A2,..., A"~ 1, gleichgiiltig welche algebrai-
sche Vielfachheit der Eigenwert A hat. Hat die betreffende DG also auch nur einen einzi-
gen mehrfachen

Eigenwert, so gibt es insgesamt offenbar weniger als n unabhéngige Eigenvektoren, d.h.
die

Begleitmatrix ist dann nicht diagonalisierbar. Sind die Eigenwerte paarweise verschieden,
dann lautet die aus den Eigenvektoren zusammengesetzte Matrix

1 1 S
Mood
s—| N A3 A2
ViV

Das ist eine sogenannte Vandermonde-Matrix. Sie ist genau dann reguldr, wenn die \;
paarweise verschieden sind, was aus der Bauart der ,Vandermonde-Determinante“ un-
mittelbar zu erkennen ist. Diese hat namlich, wie man induktiv zeigt, die Faktorisierung

n k-1
det S = H ()\k—)\j): H H()\k—kj).
1<j<k<n k=2 j=1

Zur Losung gewohnlicher linearer Differentialgleichungen geniigt es also ein lineares DG-
System 1. Ordnung mit der entsprechenden Begleitmatrix zu l6sen. Diese Methode ist
jedoch fiir die praktische Losung von Differentialgleichungen héherer Ordnung in der
Regel ungeeignet, daher geben wir hier eine gesonderte zusammenfassende Darstellung.
Eine Begriindung aller folgenden Aussagen liefle sich durch eine konsequente Anwen-
dung der Eigenwert-Eigenvektormethode auf das entsprechende DG-System geben. Wir
werden diese jedoch nicht ausfithren.

Hat man eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten der
Form
Y (@) + an1y" (@) + -+ a1y (2) + aoy (@) =0 (3.10)
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

zu l6sen, dann kann man den Ansatz

y(z) =
in die DG einsetzen, wobei A eine noch zu bestimmende Konstante ist. Diese Funktion
und ihre Ableitungen y/(z) = AeM, y"(z) = A2 ...y (z) = A\"e M setzt man ein
und erhalt

(A" 4+ ap g A" @ X +ag) N = 0.

Da e niemals verschwinden kann, muss \ eine Losung der charakteristischen Gleichung

N4 AN A+ ag =0 (3.11)

sein. Umgekehrt liefert jede Lésung von eine Losung e von . Die Losungen
von werden charakteristische Zahlen genannt und sind nichts anderes als die Ei-
genwerte der Begleitmatrix der DG . Wenn alle n Lésungen der charakteristischen
Gleichung einfach sind, so erhélt man auf diese Weise n unabhéngige Losungen, also ein
Fundamentalsystem. Wie wir gesehen haben, bildet die Losungsmenge einer homogenen
linearen DG n-ter Ordnung stets einen n-dimensionalen Vektorraum. Ist hingegen auch
nur eine der Nullstellen mehrfach, dann fehlen noch Fundamentallésungen, und es muss
beschrieben werden, wie man sich diese beschafft.

Es sei also A eine Losung von ([3.11]) mit Vielfachheit v > 1. Dann bilden die insgesamt

v Funktionen

eA:):’ LL’B/\x, . xvfle/\x

ein System linear unabhéngiger Losungen von (bei v = 1 hat man lediglich e**).
Auf diese Weise arbeitet man alle Nullstellen ab. Zusammengesetzt ergeben die Teilsyste-
me gerade die richtige Anzahl unabhéngiger Losungen und damit ein Fundamentalsystem
{y1,y2,--.,Yn}, aus dem man die allgemeine Homogenlésung zusammenbaut:

Yy =ciy1 + coyo + -+ + Cc¥n, c1,--.,¢y € R beliebig.

Beispiel 3.2.10.1.

Gesucht ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y/// _ 2y// _ y/ + 2y — 0‘

Die charakteristische Gleichung der DG ist gegeben durch A3 — 2A\? — X\ + 2 = 0, womit
sich die charakteristischen Zahlen ergeben zu

{ >\1? /\27 >\3 } = {_17 L, 2}
und damit ein Fundamentalsystem gegeben ist durch
{e™®, ", e,

Beispiel 3.2.10.2.
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Gesucht ist ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung
y(4) _ 3y/// + 33/” _ y/ —0.

Die charakteristische Gleichung der DG ist gegeben durch A* —3A3 +3X? — X\ = 0, womit
sich die charakteristischen Zahlen ergeben zu

{)\17 )\27 )\37 )‘4} == {07 17 17 1}
und damit ein Fundamentalsystem gegeben ist durch

{1, €%, ze®, e}

Beispiel 3.2.10.3.

Gesucht ist ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

yW — 8y" + 26y — 40y + 25y = 0.
Die charakteristische Gleichung der DG ist gegeben durch

A 8A3 2607 — 40N +25 = (A2 — 4N +5)2 =0,
womit sich die charakteristischen Zahlen ergeben zu
{Ms A2, A8, ={24+4,244,2—-14,2—1i}

und damit ein komplexes Fundamentalsystem gegeben ist durch

{€(2+i)$’ xe(2+i)$’ e(?—i)x’ xe(?—i)m}.

Durch Ablesen der Real- und Imaginérteile erhdlt man daraus ein reelles Fundamental-
system
{621: cosz, e’ cosx, e sinx, e’ sin x}.
3.2.11 Das Anfangswertproblem fiir lineare DG
Inhalt in Kurzfassung: Die Untersuchungen aus [3.2.10] werden in Hinblick auf das An-

fangswertproblem fortgesetzt.

Wir zeigen, dass die n Parameter in der Losung einer inhomogenen linearen Differenti-
algleichung n-ter Ordnung (mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten)

y " (@) + an-1(2)y" V(@) + -+ ar(@)y (2) +ao(2) y(e) = ()

stets in eindeutiger Weise so gewdhlt werden kénnen, dass die Losung den Anfangsbe-
dingungen
y(xo) =m0, ¥'(xo)=m, -+, y" (o) =1
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mit beliebig vorgegebenen Werten 7, € C gentigt. Zum Beweis konnte man auf das zuge-
ordnete DG-System zuriickgreifen, doch ist die ,,Riickiibersetzung* recht undurchsichtig.
Daher ist eine gesonderte Darstellung vorzuziehen. Es sei I ein offenes Intervall in R bzw.
G ein Gebiet in C, das xg enthélt, und auf dem die allgemeine Losung

y(r) = y1(x) c1 + ya(z) ca + - + yYn(x) cn + yp(2)

des inhomogenen Systems erklart ist und die Funktionen yi(z),...,y,(z) ein System
linear unabhéngiger Homogenlosungen bilden (sind speziell die Koeffizienten aj konstant
und ist f eine LK von Ausdriicken der Form p(z) elati®)z 5o kann man I = R bzw. G = C
nehmen). Einsetzen der AB fiihrt unmittelbar auf das lineare Gleichungssystem

y1 (o) Y2 (o) <oy (z0) c1 —Yp (7o) + o

Y1 (o) y5(20) o yn(20) co —yp(20) + m
Y(z)c= X ) . ) = .

oy Vwo) v V@o) -y @) ) \ en —y" V(z0) + et

Die Matrix Y ist nichts anderes als die Wronskimatriz, die uns schon beim Anfangswert-
problem fiir DG-Systeme begegnet ist. Sie ist wegen der Unabhéngigkeit der Homogen-
losungen yi,...,y, auf I bzw. G an jeder Stelle xg € I (bzw. xg € G) reguldr. Daher
ist das Anfangswertproblem fiir jedes xo und jeden vorgegebenen Vektor (ng, ... ,nn—1)
eindeutig losbar.

Dass Y (z) auf G tatséchlich genau dann reguldr ist, wenn die erste Zeile aus einem
System von (auf G) unabhéngigen Funktionen yy,ys, ... ,y, aufgebaut ist, sieht man so:
Unabhéngigkeit ist gleichbedeutend damit, dass sich die Funktionen y1, 4o, ... ,y, auf G
nur trivial zur Nullfunktion linear kombinieren lassen, anders ausgedriickt:

Das Bestehen der Identitit — c1y1(z) + coye(z) + -+ + cpyn(x) =0 (Vo € G)
impliziert ¢ =co=---=¢,=0.

Leitet man die Identitdt () nach x wiederholt ab, so gewinnt man aus ihr die n ebenfalls
auf G bestehenden Identitaten

c1y1(x) + cya(z) + o+ cpyn(x) =0
c1y(x) + cayy(x) + o+ cayn(x) =0

clygnfl)(x) + @yénfl)(x) + -+ cnygzn*l)(x) =0

Bestehen umgekehrt alle Identitdten (xx) gleichzeitig, so trivialerweise auch (x). Das
bedeutet: (*) ist dquivalent damit, dass das homogene Gleichungssystem (xx) fiir alle
x € G erfiillt ist. Soll dieses aber fiir jedes x € G nur die triviale Lésung ¢ = o haben,
so muss Y (x) auf ganz G reguldr sein, und ist umgekehrt Y (z) auf G reguldr, so hat (x)
nur die triviale Losung, das System { y1,y2,... ,yn } ist dann also auf G unabhéngig.
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

3.3 Losungsverfahren fiir ausgewdhlte nichtlineare DGLen

In diesem Abschnitt besprechen wir einige weitere Methoden, mit denen manche DGLen
gelost werden kénnen. Die Schlagworte dazu lauten Potenzreihenansatz (3.3.1)), Trennung
der Variablen (3.3.2), exakte DGLen ({3.3.3)), integrierende Faktoren (3.3.4), Variablen-

substitution (3.3.5) und numerische Methoden (3.3.6)).

3.3.1 Potenzreihenansatz

Inhalt in Kurzfassung: In Mathematik 1 sind wir auf die Exponentialreihe gestoflen, in-
dem wir eine Funktion f mit f(0) = 1 und f’ = f gesucht haben und dafiir allgemein
eine Potenzreihe f(z) = >,°janz™ um xo = 0 mit zundchst unbekannten Koeffizienten
a, angesetzt haben. Aus der Forderung f/ = f ldsst sich daraus (n+1)a,1+1 = a, fiir alle
n ableiten, was wegen ag = f(0) = 1 zur eindeutigen Losung a,, = % fiir alle n € N fiihrt.
Diese Methode des sogenannten Potenzreihenansatzes ist sehr allgemein anwendbar und
wird nun kurz besprochen.

Wir kennen bereits aus Mathematik 1 ein einfaches Beispiel eines Potenzreihenansat-
zes, als wir uns die Aufgabe stellten, eine Potenzreihe

f(z) = Z anz"
n=0

mit positivem Konvergenzradius zu finden, so dass f/ = f und f(0) = 1 gilt, die also
Losung der Anfangswertaufgabe vy’ = y, y(0) = 1 ist. Wir sind dabei notgedrungen auf
die Potenzreihe mit den (rekursiv sich ergebenden) Gliedern a,, = 2 gestoBen. Von der
konnten wir zeigen, dass sie auf ganz R konvergiert und tatséchlich die gegebene An-
fangswertaufgabe 16st. (Auflerdem konnten wir zeigen, dass die durch diese Potenzreihe
dargestellte reelle Funktion f die Funktionalgleichung f(z +y) = f(x) - f(y) erfiillt und
deshalb eine Exponentialfunktion ist, deren Basis wir e nannten. Das ist aber fiir das
Folgende nicht der entscheidende Punkt.)

Diese Vorgangsweise, dass man gesuchte Funktionen als Potenzreihen mit zunéchst
unbekannten Koeffizienten a,, anschreibt und versucht, diese a,, aus den Vorgaben zu er-
mitteln, heiit Potenzreihenansatz. Sie ist deshalb bei vielen DGLen zielfithrend, weil
Potenzreihen gliedweise differenziert werden, die Bildung ihrer Ableitungen also kein
Problem darstellt. Kommen auch andere Operationen vor, so sind natiirlich mannigfal-
tige Komplikationen denkbar. Treten beispielsweise Multiplikationen auf, so miissen die
entsprechenden Cauchyprodukte gebildet werden. Auch das ist bei Potenzreihen noch
routineméfBig moglich. Bei Divisionen, Verkettungen etc. wird das Verfahren aber immer
komplizierter.

Potenzreihenanséitze fithren typischerweise zu Rekursionsgleichungen fiir die Koeffizi-
enten a,,. (Im Fall der Exponentialreihe war es die Rekursion a,,+1 = ﬁ mit Startwert
ap = 1.) Es ist aber keineswegs garantiert, dass sich diese Rekursionsgleichungen leichter
explizit 16sen lassen als die urspriingliche DGL. Und selbst wenn man zu einer expliziten

220



3.3 Loésungsverfahren fiir ausgewéhlte nichtlineare DGLen

Formel fiir die a,, gelangt, heifit das noch nicht, dass man die Funktion f dadurch hinrei-
chend gut versteht. Ist der Konvergenzradius der erhaltenen Reihe positiv, so erhédlt man
aber wenigstens in einer Umgebung der Entwicklungsstelle zo (im Beispiel war z¢ = 0)
Taylorpolynome als lokale Approximationen von f, iiber deren Giite der Satz von Taylor
(siehe Mathematik 1, fiir mehrere Variablen: Auskunft gibt. Hier begniigen wir
uns mit diesen Bemerkungen und einigen Ubungsaufgaben.

Ubungsaufgabe 215. (T) Bestimmen Sie fiir das Anfangswertproblem

fl@) = —af(x)1+ f(z)), f(0)=1
durch Potenzreihenansatz f(x) = ¢y + c1x + cox® + ... die Koeffizienten cy, .. ., c4.

Ubungsaufgabe 216. (T) Bestimmen Sie fiir das Anfangswertproblem y' = e®(y —
y?) — 1, y(0) = 1, die ersten Glieder der Reihenentwicklung y = co + c1x + cax® + . ..

Ubungsaufgabe 217. (E) Verwenden Sie den Ansatz yi(x) = /T - 300 o caz™ um eine
Lésung folgender Gleichung zu bestimmen:

$2y"+xy’+<—i+:r2>y:0

sin x
NG

Ubungsaufgabe 218. (E) Verwenden Sie den Reduktionsansatz ys(z) = c(z)yi(z) um
eine zweite l.u. Losung der Differentialgleichung zu gewinnen:

(Lésung: y1(x) = co

)

2y +ay + (—i + x2> y=0

(Losung: ya(x) = co ﬁ%

3.3.2 Implizite Losungen vermittels Trennung der Variablen

Inhalt in Kurzfassung: Explizite DGLen der speziellen Form ¢/ = f(¢,y) = g(¢t)h(y) las-
sen sich durch sogenannte Trennung der Variablen behandeln.

Ein Spezialfall expliziter, aber nicht autonomer und schon gar nicht linearer DGLen

y = f(t,y)

sind jene, wo sich f als Produkt zweier Funktionen schreiben lisst, die jeweils nur von
einer Variablen abhéngen, also f(t,y) = g(t)h(y). Fiir solche Gleichungen hat sich der auf
den ersten Blick begrifflich zwar etwas fragwiirdige, jedoch sehr praktische Formalismus
mittels Differentialschreibweise eingebiirgert, der sich tiberdies streng rechtfertigen lasst.

Man verwendet die Symbole dt und dy fiir die sogenannten, an dieser Stelle nicht
exakt definierten Differentiale fiir die Variablen ¢ und y. Man stellt sich vor, dass y als
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Funktion y(t) in Abhiingigkeit von ¢ die Anderungsrate dy = y'dt hat, die sich also nach

der Regel , Anderungsrate von ¢ mal Ableitung von y nach t“ ergibt. Es gilt also 3y = %.
Damit lasst sich die Differentialgleichung ' = f(¢,y) = g(¢)h(y) nach Multiplikation

mit dem Differential d¢ umschreiben zu
dy
h(y)

(Die Variable y kommt nur auf der linken, die Variable ¢ nur auf der rechten Seite vor.
Man spricht deshalb auch von Methode der Trennung der Variablen.)
Diese Gleichung wird nun integriert zu

dy
ok / g(t)dt.
1

Wenn es gelingt eine Stammfunktion H (y) von el (als Funktion in y) und eine Stamm-

= g(t)dt.

funktion G(t) von g(t) (als Funktion in ¢) zu finden, so liefert (unter geeigneten, typi-
scherweise erfiillten Voraussetzungen) fiir jedes ¢ € R der Zusammenhang

H(y)=G(t) +c¢

eine implizite Darstellung von y als Funktion von ¢. (Beziiglich des Themenkreises im-
plizite Funktionen sei auf Satz [2.3.4.1| verwiesen.) Die Konstante ¢ kann gegebenenfalls
an eine Anfangsbedingung angepasst werden.

Diese Vorgangsweise mag Unbehagen erzeugen, weil der Begriff der Differentiale dt und
dy nicht geklart ist und deshalb auch der Vorgang des Integrierens auf einer rein symbo-
lischen Manipulation zu beruhen scheint, der keine mathematischen Realitdten entspre-
chen. Bevor wir dieses Unbehagen ausrdumen, sei die Funktionsweise dieser Trennung
der Variablen aber an einem einfachen Beispiel illustriert.

Gegeben sei die (nichtlineare aber autonome) DGL ¢’ = y2. Mit obiger Notation ist
also h(y) = y? und g(t) = 1, was zu

d 1

H(y) :/—:g =——+c¢ und G(?) :/dt:t+02
Yy Yy

fiihrt. Aus der resultierenden impliziten Gleichung ergibt sich fiir jedes ¢ = ¢; — ¢o eine

entsprechende Losung y.(t) = —tJ%C. Geben wir eine Anfangsbedingung y(0) = yo vor,

so liefert Einsetzen der Stelle t = 0 die Beziehung yo = !

zu setzen. Somit ist

_%ﬂ = —%, also ist ¢ = —y,
1
t—yy'  yp 1
die Losung der DGL 3’ = y? mit Anfangswert y(0) = .

y(t) =

Die Rechtfertigung dieser Methode erfolgt, indem man von einer Funktion y(t) in
der Variablen t ausgeht, so dass fiir alle ¢t aus einem geeigneten Definitionsbereich die
Gleichung
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gilt, wobei H'(y) = ﬁ und G'(t) = g(t) gelte. Ableiten nach ¢ liefert fiir die linke Seite
nach der Kettenregel v/'(¢t)H'(y(t)) = %, fiir die rechte g(t), woraus die Gleichung

% = g(t), also ¥/ (t) = g(t)h(y) folgt. Die Funktion y(t) ist also tatséchlich eine Losung
der DGL. Dass ¢ in der beschriebenen Weise an einen gegebenen Anfangswert angepasst
werden kann, ergibt sich durch Einsetzen.

Ubungsaufgabe 219. (T) Bestimmen Sie mittels Trennung der Variablen alle Losun-
gen der Differentialgleichung

y'(t) = 3y2/3(t) cost.

Ubungsaufgabe 220. (T) Bestimmen Sie die Losung der folgenden Differentialglei-
chungen jeweils mit einer geeigneten Methode:

1. y' = 2y, mit Anfangswert 3(0) = 1.
2. y' +y = x, mit Anfangswert y(0) = 0. (Hinweis: Potenzreihenansatz)
3.y = 3> mit Anfangswert y(l) =2.

Ubungsaufgabe 221. (T) Lisen Sie méglichst allgemein

2y

1. y’—l—?zéla?.

1-—2z
=1.
x2 y

2.y +
3.y +y=cosz.

3.3.3 Exakte DGLen

Inhalt in Kurzfassung: Sei F' eine (zweimal stetig differenzierbare) Funktion in zwei
Variablen, so dass die Gleichung F(x,y) = 0 implizit eine Funktion y(x) definiert.
Differentiation nach x gemaf der mehrdimensionalen Kettenregel liefert F'(z,y(z)) =
F, + F,y' = 0. Ist umgekehrt eine DGL der Gestalt f(z,y)+ g(z,y)y’ = 0, so kann man
sich fragen, ob es ein F' gibt mit F,, = f und F,, = g. Nach dem Satz von Schwarz muss
in diesem Fall die sogenannte Integrabilitdtsbedingung f, = F,y = Fy, = g, erfiillt sein.
Man spricht von einer exakten DGL. Liegt Exaktheit vor, so hat man sehr gute Chancen,
durch entsprechende Integration der Komponentenfunktionen f und ¢ die Funktion F

und somit eine implizite Darstellung einer Losung der DGL zu rekonstruieren.

Exakte Differentialgleichungen sind spezielle explizite Differentialgleichungen, fiir die
sich die rechte Seite in einer ganz bestimmten Weise als Quotient schreiben ldsst. Um
die Idee der Losungsmethode fiir solche Gleichungen besser zu verstehen, empfiehlt sich
eine etwas andere Notation.
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Definition 3.3.3.1. Eine Differentialgleichung der Form
(1) f(x,y) +g(z,y)y =0 mit f,g: G — R stetig
heifit exakt, wenn es eine Funktion F : G — R mit stetigen partiellen Ableitungen gibt
mit
(2) F,.=f F,=g.
Man nennt F' eine Stammfunktion von f und g.
Beispiel. Die Differentialgleichung
2z +y)+ (x+2y)y =0
ist exakt. Eine Stammfunktion ist
F(z,y) = 2 + zy + y>.
Statt (1) schreibt man auch gerne
(1) f(z,y)dz + g(z,y)dy = 0.

(Ist die Differentialgleichung exakt und F' eine Stammfunktion, dann ist (1) offenbar
das sogenannte (totale) Differential von F.)

Losung einer exakten Differentialgleichung
Wir betreiben wieder Heuristik: Ist y = y(x) eine Losung von (1), so gilt wegen (2)

fz,y(@) + gz, y(2)y'(x) = Fol@,y(2)) + Fy(z,y(z))y' (z) = 0.
Nach der Kettenregel fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen gilt also

d

oder
F(z,y(x)) = const.

Wir prazisieren den Satz iiber exakte Differentialgleichungen:

Satz 3.3.3.2. Es seien f,g: G — R stetig, so dass

(1) flx,y) +g(z,9)y =0

eine exakte Differentialgleichung ist. F sei eine Stammfunktion von f,g. Ist (a,b) € G
und gilt g(a,b) # 0, dann gibt es eine Umgebung U C R wvon a und eine eindeutig
bestimmte Losung y: U — R von (1) mit

y(a) = 0.
Diese Lisung ergibt sich durch Auflosung nach y aus der impliziten Darstellung
F(z,y) = F(a,b).

Exakte Differentialgleichungen haben angenehme Eigenschaften, die sie gegeniiber vielen
anderen Differentialgleichungen auszeichnen, z.B. lassen sie sich leicht 16sen — wie wir
noch sehen werden. Es erhebt sich daher die Frage,
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Wie erkennt man eine exakte Differentialgleichung?
Fiir viele Félle reicht das folgende Kriterium aus.

Satz (Exaktheitskriterium). Eine Differentialgleichung der Form
fx,y) +9(z,9)y =0 (f,9: G — R, stetig)
ist jedenfalls dann exakt, wenn sie folgende Bedingungen erfillt:
(i) G ist einfach zusammenhdngend (d.h. G hat keine Locher).
(ii) f,g haben stetige partielle Ableitungen.

(iii) Integrabilitatsbedingung: f, = g, auf G.

Die Integrabilitdtsbedingung ist ganz naheliegend: Aus
f=F, g=1F,
folgt wegen der stetigen Differenzierbarkeit von F' nach dem Satz von Schwarz
fy = Foy = Fyo = ga.
Das Exaktheitskriterium folgt aus einem Satz iiber Vektorfelder.

Beispiel.
2z + (32%y? — 2)y' =0

ist exakt, denn

G = Rz, ;y(Qng:i) = 6:13y2 =

0

B (32%y* — 2).

Wir haben oben gesehen, dass man die Losung einer exakten Differentialgleichung gleich
hinschreiben kann — jedenfalls in impliziter Form — wenn man eine Stammfunktion
kennt. Es lauft also die Losung auf die Beantwortung folgender Frage hinaus:

Wie bestimmt man eine Stammfunktion?
Wir geben zuerst ein allgemeines Resultat an (Bestimmung von Stammfunktionen)
und iiberlegen uns dann, wie man iiblicherweise vorgeht.

Satz 3.3.3.3. Es set

f@y) +9(@,y)y =0 (fg:G—R, stetig)
eine exakte Differentialgleichung. Dann ist eine Stammfunktion F gegeben durch

(z.y)
Fay) = [ fay)ds+gle.)dy fir (@.y) € G.
(a,b)
Dabei ist (a,b) € G fest und das Integral ist das Kurvenintegral tiber einen beliebigen, in

G gelegenen Integrationsweg von (a,b) nach (x,y). Die weiteren Stammfunktionen sind
genau die Funktionen, die sich von F' um eine additive Konstante unterscheiden.
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Ist (a,b) € G so, dass fiir jeden Punkt (z,y) € G der Streckenzug mit den Ecken

(a,0), (2,b), (z,y)

in G liegt, dann geht das Kurvenintegral in gewohnliche Integrale iiber und es folgt
T Y
F(z,y) = /f(s,b)ds + /g(a:,t)dt fir (z,y) € G.
a b

Beispiel. Wir fithren unser obiges Beispiel fort.
2¢y° + (32%y* — 2)y' =0,  y(0)=1.

Stammfunktion:
F(z,y) = /(2513)ds + /(3:1:2152 —2)dt = 3562% —2y+2=a%> 2y +2.
0 1

Implizite Darstellung der Losung;:
22y — 2y +2=0.

Ubungsaufgabe 222. (T) Entscheiden Sie ob eine exakte Differentialgleichung vorliegt
und losen Sie das Anfangswertproblem

1. coszcosy — (sinzsiny + %)y = 0 und y(0) = 1.

2. 32/% + ytfﬁy’ =0 und y(1) = 1.

Ubungsaufgabe 223. (T) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Diffe-
rentialgleichungen:

1. (sinwcosy + tan?z) + (coszsiny)y = 0

2. (6xy® —y) + (122%y* — 2z + y)y' = 0
3. (2azy — y*)dx + (2ax® — 3zy + 1)y’ =0

3.3.4 Integrierende Faktoren

Inhalt in Kurzfassung: Von einer beliebig gegebenen DGL kann man nicht erwarten, dass
sie exakt ist und somit auf die in beschriebene Weise gelost werden kann. Eventuell
lassen sich aber sogenannte integrierende Faktoren finden, mit denen multipliziert eine
nicht exakte DGL zu einer exakten wird. Allerdings fithrt die Suche nach integrierenden
Faktoren in der Regel selbst zu neuen DGLen, die nur in gewissen Féllen leicht zu losen
sind.
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3.3 Loésungsverfahren fiir ausgewéhlte nichtlineare DGLen

Kann man eine Differentialgleichung exakt machen?
Sehr viele Differentialgleichungen der Form

(1) fl@y)+9(z,y)y =0
lassen sich mit einem passenden Faktor

m=m(z,y): G =R, m(z,y) #0 fir (z,y) € G
multiplizieren, so dass die 16sungsgleiche Differentialgleichung

(2) m(z,y) f(z,y) +m(z,y)g(z,y)y =0

exakt ist. m nennt man gerne einen integrierenden Faktor oder Eulerschen Multi-
plikator von (1). Sind die Funktionen m, f, g stetig differenzierbar, so miissen, falls (2)
exakt ist, die Ausdriicke

0 0
%(mf) - myf + mfy und %(mg) = Mzg + mgx

gleich sein, d.h. es muss gelten

(3) mgg —myf = m(fy — gz)-

Die Behandlung von (3) kann schwieriger sein, als die von (1). In manchen Sonderfil-
len kommt man aber doch leicht zum Ziel. Einer davon ist in folgendem Satz vom
integrierenden Faktor enthalten.

Satz 3.3.4.1. FEs sei G einfach zusammenhdngend, f,qg: G — R haben stetige partielle
Ableitungen und es sei g(x,y) # 0 fir (z,y) € G.
fy B

9z , .
—~=—— hange nur von x ab.

I sei die Projektion von G auf die x-Achse. Dann ist jede Lésung m : I — R der
Differentialgleichung

m':ify_gxm mit m # 0
g

ein integrierender Foktor der Differentialgleichung

f(@,y) +g(z,y)y" =0.
Bemerkung. Héangt
Sy — Ga
f

so betrachtet man die gewohnliche Differentialgleichung

nur von y ab,

m = _fy _gzm
f
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und geht dhnlich vor.
Beispiel. Man l6se die folgende Differentialgleichung

y—zy =0.
Es ist 5 9
— =1 d —(—x) = -1
5, ) wd = (—a) = -1,
womit
1) _ 2
—x =z

nur von x abhéngt. Integrierender Faktor:
,  —2
m = —m,

_ [ 2dz _ 1
m = e fl’ = e 21nx:—

Exakte Differentialgleichung:

Yy L,
= ——y =0.
2 77
Stammfunktion:
z y
b d b|* Y
F(.’E,y)—/ 2d— 7y:_* _g :_g+*
T T x|, Tl T a

Losung durch (a, b):
b b
—Q—F*:O oder y=—x.

T a a
Beispiel (lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung). Fiir stetige f,g : I — R
ist

y =f@y+g(x) oder (—f(x)y—g(x)+1y =0

nicht exakt. Wegen
Dpy-g=-f wa Za=o
oy y—9= ox

héngt
—f(x) -0
1
nur von x ab und man erhélt als integrierenden Faktor

m(z) =e" Ja f(s)ds.

Multipliziert man die Differentialgleichung damit und 16st sie, so erhélt man dasselbe
Ergebnis wie im Abschnitt iiber lineare DGLen beschrieben.

228



3.3 Loésungsverfahren fiir ausgewéhlte nichtlineare DGLen

3.3.5 Variablensubstitution

Inhalt in Kurzfassung: So wie bei der Suche nach Stammfunktionen fithren auch bei
manchen DGLen Variablensubstitutionen zum Ziel. Es folgen zwei illustrative Beispiele
hierzu.

So wie bei der Integralrechnung fithren auch bei der Lésung von DGLen gelegentlich
Variablensubstitutionen zum Ziel, indem komplizierte auf einfachere Probleme zuriick-
gefiihrt werden. In der Zeit vor dem Computer gehorte das zu den wenigen vorhandenen
Optionen. Heutzutage spielen jedoch numerische Verfahren, wie wir sie in noch
etwas ausfiihrlicher besprechen werden, eine viel gréflere Rollen. Sie machen sich die
enorme Leistungsfahigkeit moderner Rechenmaschinen zunutze. Im Vergleich dazu wird
Trickreichtum bei geschickten Substitutionen zur recht brotlosen Kunst, die nur mehr in
recht speziellen Einzelfdllen Erfolg verspricht. Immerhin zwei Beispiele dieser Art sollen
hier trotzdem kurz dargestellt werden.

Riickfiihrung homogener DGLen auf solche mit Trennung der Variablen:
(Achtung: Hier bedeutet ,homogen“ etwas ganz anderes als bei linearen DGLen!) Lésst

sich in einer expliziten DGL y’ = f(t,y) die Funktion f auch als Funktion g anschreiben,

die nur von einer Variablen u = ¥ abhéngt, also f(t,y) = g(u) = g(¥), so nennt man

die DGL homogen. In diesem Fall gilt y = ut und daher mittels Produktregel (wir
verwenden die Differentialschreibweise aus (3.3.2))

_dy _ d(ut) dt  du

—u By
Tt dt e T T YTty e

g(u) = f(t,y)
Sammeln wir links die Ausdriicke in ¢, rechts die in u, so erhalten wir
tu'(t) = g(u) — u,

also eine DGL in der unbekannten Funktion u, die mit der Methode der Trennung der
Variablen gelost werden kann (siehe 3.3.2)).

Bernoullische DGL: Darunter versteht man sehr spezielle explizite, aber im Allge-
meinen weder lineare noch autonome DGLen der Bauart

y' = p(t)y +q(t)y",

mit irgendwelchen Koeffizientenfunktionen p und ¢ und n € Z. Fir n = 0,1 lage eine
lineare DGL vor, die mit den entsprechenden Methoden behandelt werden kann. Es zeigt
sich, dass man aber auch den Fall n > 2 auf den linearen zuriickfithren kann, und zwar
mit Hilfe der Variablensubstitution « = y'~™. Denn dann ergibt sich mit der Kettenregel

v = (1-n)y ™"y = (1-n)y "(p(t)y+q(t)y") = (L—n)p(t)y' "+q(t) = (1—n)p(t)utq(t),

tatsdchlich eine (inhomogene) in u lineare DGL mit variablen Koeffizienten.
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3 Differentialgleichungen (DGLen)

Ubungsaufgabe 224. (T) Lisen Sie die Differentialgleichungen indem Sie zuerst die
angegebene Substitution durchfiihren. Vergessen Sie nicht, die Lésung am FEnde wieder
zuriick zu transformieren.

1. (x+ )y = (x +y)? + 1 mit Substitution z(x) = z + y.

2. y- (cos <y) + Ysin (y)) = (y sin (y) — X Ccos (y)) y' mit Substitution z(z) =
x x x x x
y

T
3. 223 + 3zy? + y3y = 0 mit Substitution z(z) = ¥

3
4.y +xy+ %y?) = 0 mit Substitution y = z~ /2.
Ubungsaufgabe 225. (T) Lisen Sie das Anfangswertproblem mit Hilfe der Substitution
u(x) = z%y(z). Der Parameter « ist dabei jeweils passend zu bestimmen.

1. 32%y% — 2y — 2y’ = 0,y(1) =1 und

2. zyy' = 22% + 3y + 292, y(1) = 1.

r+2y+3

m, indem

Ubungsaufgabe 226. (T) Lisen Sie die Differentialgleichung y' =
Sie X(z) =z —1 und Y(y) = y + 2 substituieren.

3.3.6 Numerische Methoden

Inhalt in Kurzfassung: Numerische Methoden fithren zwar nicht zu expliziten Formeln fiir
die Losungen von DGLen. Sie sind aber — vor allem Dank der explodierenden Leistungs-
fadhigkeit moderner Computer — sehr universell einsetzbar und deshalb zum wichtigsten
Werkzeug fiir die anwendungsorientierte Losung von DGLen geworden.

Die bisherigen Losungsmethoden und erst recht die fiir lineare DGLen, wie wir sie in 77
und ?7? kennen gelernt haben, sind auf ganz bestimmte Typen von DGLen ausgerichtet,
bieten nur qualitative Ansétze oder sind aus einem anderen Grund fir viele praktische
Anwendungen nicht befriedigend. Bis weit ins 20. Jahrhundert hinein beschréankten diese
Schwierigkeiten die technischen Moglichkeiten in vielen Bereichen betréchtlich. Wahrend
der letzten Jahrzehnte jedoch erdffnete die Entwicklung des Computers vollig neue Mog-
lichkeiten. Sowohl die Kapazitéit der Speicher als auch die Geschwindigkeit der Prozesso-
ren haben sich in astronomischen Groflenordnungen weiterentwickelt. Kleine Computer,
wie sie heutzutage schon fast jeder Schiiler besitzt, kénnen innerhalb weniger Sekunden
Rechnungen durchfiihren, die zur Zeit der ersten Mondlandung im Jahr 1969 vermutlich
iiberhaupt nicht moglich gewesen wéren, selbst wenn man sédmtliche Rechenmaschinen
der NASA zusammengespannt hétte. Und nur 30 Jahre frither gab es noch iiberhaupt
keine Computer.

Das néherungsweise (numerische) Losen von DGLen ist heute einer der wichtigsten
Anwendungsbereiche von automatischen Rechenmaschinen. Das liegt daran, dass man
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nicht mehr darauf angewiesen ist, durch geschickte symbolische Manipulation explizi-
te Formeln zu finden. In den meisten etwas komplizierter gelagerten Féllen wére man
damit auch auf verlorenem Posten. Wie schon in Mathematik 1 bemerkt, lasst sich bewei-
sen, dass es keine explizite Darstellung von Stammfunktion der relativ einfach gebauten
Funktionen e~*" und % gibt. Damit ist klar, dass man auch bei den allermeisten etwas
komplizierteren DGLen keine einfach gebauten Losungsformeln erwarten darf. Minde-
stens ebenso wie bei der Integration spielen daher in praktischen Anwendungen auch
bei der Losung von DGLen sogenannte numerische Methoden eine immer grofiere
Rolle. Dabei werden ausgereifte und teilweise auch hoch spezialisierte Programmpake-
te verwendet, die dem Anwender die Rechenarbeit abnehmen. Nicht abgenommen wird
ihm hingegen die Entscheidung, zu welchen der unzéhligen verfiigharen Hilfsmitteln er
greift. Die wichtigste Entscheidungsgrundlage ist ein grundsétzliches Versténdnis fiir
die zugrundeliegenden Methoden und eine realistische Einschéitzung ihrer Stérken und
Schwichen. Da es sich in aller Regel nicht um exakte, sondern um N&herungsverfahren
handelt, miissen bei ihrem Einsatz verschiedene Arten von Qualitdt und Kosten (z.B.
fiir Rechenzeit, Speicheraufwand, Genauigkeit) gegeneinander abgewogen werden.

An dieser Stelle begniigen wir uns mit einer elementaren Idee zur numerischen Losung
eines Anfangswertproblems y' = f(t,y), y(to) = yo. Die gesuchte Losung y hat an der
Stelle ¢y die Ableitung v'(t9) = f(to,v0). In einem hinreichend kleinen Intervall um tg
gilt daher

y(t) = yo + (t — to)y'(to) = yo + (t — t0) f (to, yo)-

Liegt ¢; hinreichend nahe bei tg, wird also y; := yo + (t1 — to) f(t0, y0) eine akzeptable
Approximation fiir y(t;) sein. Die entsprechende Uberlegung fiihrt zu einer Approxima-
tion yo 1= y1 + (t2 — t1)f(t1,y1) fiir y(t2). Dieses Verfahren kann fortgefiihrt werden,
so dass schliefllich endlich viele Approximationen yp,¥ys,...,y, fir die Funktionswerte
y(t1),y(t2),...,y(tn) der gesuchten Funktion an den Stellen ¢1,¢a,...,%, vorliegen. Es
ist zu erwarten, dass diese Funktionswerte genauer werden, wenn die Abstdnde zwischen
den t; klein sind, was allerdings die Anzahl n der Schritte im Verfahren in die Hohe
treibt. Auch stellen mehr Werte mehr Information dar. Allerdings kosten die zusétzli-
chen Schritte kostbare Rechenzeit. Uberdies ist noch ein weiterer Effekt zu bedenken,
die Rundungsfehler. Der Computer kann reelle Zahlen, die in der Regel ja erst durch un-
endlich viele Nachkommastellen exakt bestimmt sind, nur ndherungsweise abspeichern.
Unterhalb einer gewissen Groflenordnung (etwa der Abstéande ¢; 41 —t;) werden die Run-
dungsfehler deshalb so grofi, dass eine weitere Verkleinerung der Schrittldnge sich auf die
Genauigkeit des Ergebnisses kontraproduktiv auswirken wiirde. Eine kluge Entscheidung
fiir sinnvolle Parameter bei der Berechnung setzt also feine mathematische Uberlegungen
voraus, die das tégliche Brot numerischer Mathematiker sind.

Die angedeutete Methode ist fiir explizite (gewohnliche) Differentialgleichungen mag-
geschneidert. Fiir einen tatséchlichen Einsatz in der Praxis, sind unterschiedlichste Ver-
feinerungen im Gebrauch. Natiirlich wurden Methoden zur numerischen Berechnung von
Losungen auch partieller Differentialgleichungen entwickelt. Dort miissen Naherungen
nicht nur entlang der Zeitachse errechnet werden, sondern in mehrere Dimensionen, was
alles entsprechend komplizierter werden léasst. Lediglich als Schlagwort sei die sogenannte
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Methode der finiten Elemente erwiahnt.
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Im Vergleich mit dem eindimensionalen Riemann- oder auch Lebesgueintegral ist die
Situation im Hoherdimensionalen wesentlich vielfdltiger. Am unmittelbarsten als direk-
te Verallgemeinerung lassen sich Bereichsintegrale verstehen, wo ndmlich lediglich nach
dem n-dimensionalen Lebesguemaf} ),, statt nach X\ integriert wird. Begrifflicher Hin-
tergrund von Bereichsintegralen sowie Berechnungsmethoden wie der Satz von Fubini
und die Substitutionsregel sind die zentralen Inhalte von Abschnitt Kompliziertere
Varianten hoherdimensionaler Integrale sind Kurven- und Oberflichenintegrale, denen
die Abschnitte bzw. gewidmet sind. Von Kurven- und Oberflichenintegralen gibt
es jeweils zwei Typen: Bei jenen erster Art wird tiber Skalarfelder (reellwertige Funk-
tionen) integriert, bei jenen zweiter Art {iber Vektorfelder. Weitreichende Verbindungen
zwischen all diesen Konzepten werden durch Vektoranalysis und Integralsitze hergestellt,
die als Abschluss des Kapitels in Abschnitt behandelt werden.

4.1 Bereichsintegrale

Der néchstliegende Schritt der Verallgemeinerung eindimensionaler Integrale, die zur
Berechnung von (zweidimensionalen) Flachen dienen, ist der zu Bereichsintegralen zur
Berechnung von beispielsweise dreidimensionalen Volumina. Dieser Schritt ist Haupt-
gegenstand dieses Abschnitts. Ein angemessener Rahmen, der sich sehr gut fiir diverse
Verallgemeinerungen eignet, fufit auf der Integration nach einem Maf, wie sie in ihren
Grundziigen auch schon in Mathematik 1 behandelt wurde. Das wird in nochmals
rekapituliert. Mit dem Satz von Fubini kann die Berechnung von hoherdimensio-
nalen Integralen auf die iterierte Berechnung eindimensionaler Integrale zuriickgefiihrt
werden. Angenehme Vereinfachungen sind in vielen anwendungsrelevanten Situationen
mit Hilfe der héherdimensionalen Substitutionsregel moglich . Als wesentlicher
Bestandteil darin tritt die Funktionaldeterminante, deren anschauliche Bedeutung noch
davor in behandelt wird. Dariiber hinaus gehort sonst nur noch die Berechnung
eines fiir die Stochastik wichtigen Integrals in [4.1.7] zum Priifungsstoff. Die anderen
Unterabschnitte dieses Abschnitts (4.1.5) [4.1.6] [4.1.8/ und [4.1.9)) sind vor allem Wieder-
holungen und Illustrationen des Stoffes. Sie werden zur wenigstens einmaligen Lektiire
empfohlen, ergeben sich aber mehr oder weniger unmittelbar aus dem Bisherigen und
sollten deshalb nicht als neuer Stoff empfunden werden.

4.1.1 Ein gemeinsamer Rahmen

Inhalt in Kurzfassung: Wir rekapitulieren Grundideen zur Integralrechnung aus Mathe-
matik 1, insbesondere die Integration nach einem Mafl. Damit wird ein gemeinsamer
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begrifflicher Rahmen fiir mannigfaltige Aufgabenstellungen verfiigbar, der zum Beispiel
auch in der Stochastik wertvolle Dienste leisten wird.

In Mathematik 1 haben wir den Einstieg zur Integralrechnung iiber das (eindimensio-
nale) Riemmannintegral gewéhlt. Die Aufgabe besteht darin, den Flacheninhalt rechteck-
sahnlicher Flédchen zu berechnen, bei denen allerdings eine der vier Seiten (wir stellen sie
uns als die ,obere* vor) durch eine krummlinige Begrenzungslinie ersetzt wird. Diese Be-
grenzungslinie wird ihrerseits durch eine Funktion f beschrieben. In einem zweidimensio-
nalen Koordinatensystem stellen wir uns die untere Begrenzungslinie als den Abschnitt
der x-Achse zwischen zwei Punkten a < b vor, die rechte und linke Begrenzungslinien
als Abschnitte der senkrechten Geraden x = a (links) und = = b (rechts) zwischen der
x-Achse (mit der Gleichung y = 0) und den Werten y = f(a) bzw. y = f(b). Ist f
nichtnegativ und stetig (auch allgemeinere Voraussetzungen reichen hin), so beschreibt
das Riemannintegral

/abf(x)dx

die Fliache zwischen diesen vier Linien: y = 0, z = a, y = f(z) und = = b. Begrifflich
préazise wird diese Aufgabe mit Hilfe des Riemannintegrals gelost, die mit Hilfe von Ober-
und Untersummen oder dquivalent mittels Riemannsummen erfolgt.

Ein alternativer Zugang, der ebenfalls schon in Mathematik 1 angedeutet wurde, er-
offnet sich unter Verwendung des Lebesgueschen oder auch irgendeines anderen Mafles
. Zur Erinnerung: Ahnlich wie bei der Definition von Untersummen approximiert man
eine gegebene Funktion f durch Treppenfunktionen ¢ < f, die nur endlich viele ver-
schiedene Werte ¢; annehmen, jeden auf einer messbaren Teilmenge A;, i =1,...,n, des
Integrationsbereichs D. Fiir so ein ¢ definiert man das Integral

/ tdp ="y cipu(A;)
D i=1

und damit fiir allgemeines f > 0

/fdu:zsup/ tdu.
D t<fJD

Fiir reellwertiges f mit eventuell auch negativen Werten verwendet man die Zerlegung
f = fT—f~ in Positiv- und Negativteil (f := max{f,0}, f~ := (= f)T = max{—f,0}),
fir komplexwertiges f die Darstellung f = f; 4+ i fo mit Realteil fi; und Imaginérteil fo,
um das Integral in linearer Weise zu definieren:

/Dfdu:/Df*du—/Df‘du baw. /Df1+if2d,u,::/Df1du+i/Df2du.

Damit lasst sich eine Integrationstheorie entwickeln, die dem Riemannschen Integralbe-
griff in mehrfacher Hinsicht iiberlegen istH

"Vorausgesetzt wird dabei, dass die auftretenden Funktionen f messbar beziiglich p sind. Und zwar
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Ein erster Eindruck von dieser Uberlegenheit entsteht, wenn man sich die Allgemein-
heit der Begriffe vor Augen fithrt. Angenommen, wir wollen nicht wie beim Riemann-
integral die zweidimensionale Flache unter dem Graphen einer Funktion f : [a,b] — R,
sondern zum Beispiel das (dreidimensionale) Volumen V eines rdumlichen Bereichs B
definieren, der iiber einer zweidimensionalen Grundfliche D liegt und nach oben durch
eine Funktion f: D — R mit f > 0 begrenzt ist. Dann gelingt das, weil die Beziehung

V = x(B) = /Dfd)\g

zwischen dreidimensionalem Maf3 A3 und dem Integral iiber das zweidimensionale Maf}
Ao gilt.

Dabei ist B = {(z,y,2) € R® : (x,5) € D, 0 < z < f(z,y)}. Wollte man statt
dessen im Geiste des Riemannintegrals vorgehen, kénnte man Zerlegungen von zwei-
oder hoherdimensionalen Bereichen samt Ober- und Untersummen betrachten. Das ist
zwar moglich, wirkt im Vergleich zu der obigen konzisen Notation eher schwerféllig. So
wie im Eindimensionalen stimmt der Wert des Integrals im Riemannschen Sinn (sofern
definiert) aber mit dem Lebesgueschen iiberein, und man kann risikolos auch

V:/Df(x,y)d:zdy

schreiben, was in vielen ingenieurswissenschaftlichen Anwendungen bevorzugt wird.

Der entscheidende mathematische Satz, mit dem sich die Lebesguesche Integralschreib-
weise rechtfertigen lésst, ist jener von der Existenz des Lebesguemafles A, in jeder Di-
mension n, hier verwendet fir n = 2 (Flachenma) und n = 3 (Raummaf}). Wann
immer es niitzlich erscheint, werden wir davon ebenso Gebrauch machen wie von der
Moglichkeit, Integrale beziiglich eines beliebigen Mafles zu bilden.

Damit ist begriffliche Klarheit dariiber geschaffen, wie beispielsweise dreidimensionale
Volumina als Integrale dargestellt werden konnen. Wie man sie berechnen kann, ist damit
allerdings noch nicht geklért. So wie bei den meisten in der Praxis auftretenden eindimen-
sionalen Integralen, sind die Berechnungsmethoden fiir Riemann- und Lebesgueintegrale
dieselben. Beide Integralbegriffe liefern ndmlich zum Beispiel fiir (stiickweise) stetige
Funktionen auf hinreichend einfach gebauten Integrationsbereichen (zum Beispiel mit
endlich vielen Rechtecken, Kreisscheiben u.4. als Bestandteilen) immer denselben Wert.

Dariiber hinaus wird sich der Zugang zur Integralrechnung beziiglich eines Mafles
besonders in der Stochastik (siehe Kapitel [p) bewéhren, fiir die wir dann die Ma$- und
Integrationstheorie einfach {ibernehmen kénnen und nicht nochmals extra entwickeln
miissen.

heift eine reellwertige Funktion f messbar, wenn die Urbilder f(~)(I) von allen Intervallen I unter
f beziglich p messbar sind. Eine komplexwertige Funktion f heif3t messbar, wenn sowohl Real- als
auch Imaginérteil messbar sind. Aulerdem verlangt man fir reellwertiges f meist f frdpy < o
oder f f~ du < oo oder beides, in welchem Fall f integrierbar heifit. Ein komplexwertiges f heifit
integrierbar, wenn sowohl Real- als auch Imaginérteil integrierbar sind. Dann gilt auch f |fldu < oo.
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Es ist &uflerst niitzlich, sich klarzumachen, dass in der Integralrechnung Nullmengen
beziiglich des zugrunde liegenden Mafles i, das heiffit Mengen N mit u(N) = 0, weitge-
hend vernachléssigt werden koénnen, weil Integrale iiber Nullmengen immer den Wert 0
haben sie folglich keinen Einfluss auf den Wert eines Integrals haben:

fusn= Lo

Praktisch ist das oft, wenn ein Integrand f auf dem Rand dD des Definitionsbereichs
D C R"™ anders definiert ist als sonst. Beziiglich des n-dimensionalen Lebesguemafles A,
sind Rénder oft Nullmengen. In solchen Fillen gilt fiir alle Integranden f:

4.1.2 Der Satz von Fubini

Inhalt in Kurzfassung: Der Satz von Fubini ermdglicht die Riickfithrung héherdimen-
sionaler Integrale auf die Iteration eindimensionaler. Die Grundidee kann man sich so
vorstellen, dass man das Volumen eines dreidimensionalen Bereiches erhélt, wenn man
entlang einer Achse Uber die Querschnittsflichen integriert.

Die wichtigste Methode, mit der die aus dem Eindimensionalen vertrauten Integrati-
onsmethoden (meist auf Basis des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung)
auf hohere Dimensionen hochgezogen werden kann, fufit auf dem Satz von Fubini.

Die Idee dazu lédsst sich am einfachsten anhand eines dreidimensionalen Bereiches
B = {(z,y,2) € R®: (z,y) € D, 0 < 2z < f(x,y)} mit einer Funktion (eines Funkti-
onsgebirges) f > 0 iiber einem Definitionsbereich D C R? illustrieren. Der Einfachheit
halber setzen wir den Integrationsbereich als Rechteck D = [a,b] x [¢,d] und f als ste-
tig voraus. Das Volumen von B ist die Summe der Volumina diinner Scheiben, die sich
ergeben, wenn man B durch Schnitte parallel zur y-z-Ebene (normal zur z-Achse) zer-
schneidet. Sei Z = {a = 29 < 1 < ... < x, = b} eine Zerlegung von [a,b] und S; die
i-te Scheibe, d.h. S; = {(z,y,2) € B : x;—1 < x < a;} fur i = 1,...,n. Dass dabei
die Schnittflachen Fy = {(x,y,2) € B: x =2’} mit 2/ = 21, ..., 2,-1 doppelt gezihlt
werden, stort nicht, weil sie ja dreidimensionales Volumen 0 haben. Mit f ist auch die
Funktion x +— Ao(Fy) stetig. (Fir einen strengen Beweis verwendet man dhnlich wie
bei der Riemannintegrierbarkeit stetiger Funktionen im Eindimensionalen, dass stetige
Funktionen auf kompakten Bereichen auch im Héherdimensionalen sogar gleichméfig
stetig sind.) Deshalb gilt bei hinreichend feiner Zerlegung Z von [a,b], d.h. bei hinrei-
chend kleinen Abstédnden z; — x;_; eine Approximation A3(S;) ~ (z; — x;—1)A2(F;) mit
einer beliebig vorgegebenen Giite. Bezeichnen wir fiir ein beliebiges mit F, den zwei-
dimensionalen Bereich {(y,z) € R? : (x,y,z) € B}, so lisst sich genauer sagen: Die

Riemannsumme
n

D (@i = zim1)ho(Fy,)

i=1
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4.1 Bereichsintegrale

konvergiert, wenn die Feinheit der Zerlegung Z gegen 0 geht. Wegen Ao (F,) = |, Cd f(z,y)dy
ist der Grenzwert das entsprechende Riemannintegral

)\3(B)—/ab)\g(Fm)d:r—/ab/cdf(:v,y)dyd:r,

dessen Integrand selbst ein Riemannintegral ist, allerdings beziiglich der zweiten Inte-
grationsvariablen y. Man kann natiirlich auch symmetrisch vorgehen und zuerst das
Intervall [, d] auf der y-Achse zerlegen und in Scheiben normal dazu zerlegen. Es kommt
also nicht auf die Reihenfolge der Integration an. Zusammenfassend kénnen wir schrei-

ben:
b pd d rb
/ fd>\2=/ / f(ﬂf,y)dydfcz/ / fz,y) dydz
[a,b] X [c,d] a Jc c a

Das erste Integral ist eines im Lebesgueschen Sinn, das zweite und dritte sind Rie-
mannsche Doppelintegrale. Die Aussage, dass hoherdimensionale Integrale (unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen, die jedenfalls bei stetigem Integranden erfiillt sind) durch
Iteration von eindimensionalen berechnet werden kénnen, ist auch als Satz von Fubini
bekannt.

Eine Veranschaulichung der oben angestellten Uberlegungen mit etwas anderer Nota-
tion:

X x+dx X

Der Satz von Fubini ldsst sich auch fiir die Berechnung des Volumens einer Kugel
KT = {(x7y7z) S Rg N ,],‘2 +y2+22 S 7,2}

mit Radius r anwenden. Die Querschnittsfliche bei einem bestimmten z-Wert besteht
aus allen Punkten (x,y,2) € R mit 22 + % + 22 < 72, also y? + 22 < 72 — 2% Das ist
eine Kreischeibe mit Radius v/r? — 2. Diese hat nach der wohlbekannten Formel (siehe

auch Mathematik 1) die Fliche (r? — 2?)7. Dabei variiert = zwischen —r und . Eine

2

Stammfunktion von f(x) := (r? —2?)r ist die (ungerade) Funktion F(z) := (r?z — %3)77

Somit ist das Volumen der Kugel gegeben durch
T 3 4
A (K,) = / (2 = a*)mdo = F(r) = F(—r) = 2F(r) = 2 = -)m = 2o

-r
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Ubungsaufgabe 227. (T) Sei f(z,y) = 1 und D das von den drei Geraden x = 0,
2y +x =2 und x +y = 2 begrenzte Dreieck. Skizzieren Sie D und berechnen Sie sowohl
[Ip f(z,y)dx dy als auch [[, f(z,y)dydx (d.h. berechnen Sie zweimal das Integral mit
unterschiedlicher Integrationsreihenfolge).

Ubungsaufgabe 228. (T) Vertauschen Sie die angegebene Integrationsreihenfolge und

berechnen Sie
4 2
/ / sin( na’ Ydxdy.
0 vy

Ubungsaufgabe 229. (T) Vertauschen Sie die angegebene Integrationsreihenfolge und

berechnen Sie
2 2

/

11

dydz.

< |8

Ubungsaufgabe 230. (T) Es sind die beiden folgenden Integrale allgemein mit ver-
tauschter Integrationsreihenfolge darzustellen:

1 VY
1 [ [ Uw)+ o) dody
0

Y

2 2x
2. 1/ ! [f (2, y) + g(y)] dyda

Ubungsaufgabe 231. (T) Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge und berechnen
Sie

sin(rx3)dady

Ok\‘x»
iﬁ&““sw

dydzx

o
Tt~
H\RN

< |8

Ubungsaufgabe 232. (E) Bestitigen Sie durch Nachrechnen, dass gilt

1 1 1
f:// x_y da:dyyé// x_y e =
y=0z=0 z=0y=0

Verwenden Sie dabei die Identitdten

MJ?(JC)J”(?J)
(22 4+ 922 Ox \22+y2) Oy \22+y2)’

Widerspricht dieses Ergebnis dem Satz von Fubini?
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4.1 Bereichsintegrale

4.1.3 Funktionaldeterminante

Inhalt in Kurzfassung: Zur Einstimmung auf die Substitutionsregel folgt eine Veran-
schaulichung der Funktionaldeterminante im Zweidimensionalen.

Funktionaldeterminante
Es sei D C R? offen und f,g: D — R seien stetig differenzierbar. Wir fassen die beiden
Funktionen zusammen zu einer Abbildung

<x> — <f(m’y)> . D — R2.
Y g(x,y)

Ist @ in D ein kleines Quadrat mit den Ecken

B 60 60

dann ist der Bildbereich R von @ ein krummlinig berandeter, parallelogrammaéhnlicher
Bereich mit den Ecken

Fan)\ (fla+mb)\ (fab+n)\ [ fla+hb+h
g(a,b) )" \gla+h,b)) \gla,b+h)) \gla+hb+h))

Da f, g als Funktionen in zwei Variablen differenzierbar sind, sind die Ecken anndhernd

F@v)\ (f@) , (f@b)) (fab))  , (fi(ab)
(g(a,b>>’ <g<a7b>> o (gm<a,b>>’ <g<a,b>> o (gy<a,b>>’

f(a7 b) fft(aa b) fy(aab)
(ﬁmw>*h@Amw>+h@umw>
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Es sei P das Parallelogramm mit diesen Ecken.
Dann gilt fiir die Flacheninhalte

fm(aa b) f (av b) _
(e ) () )=

Die hier auftretende Determinante nennt man die Funktionaldeterminante von f,g
an der Stelle (a,b), Symbole

1(Q) = 1?,
I(R) ~ I(P) =

a(f.9) a(f,9)
o, " B, y)
Es gilt also anndhernd
IR 0he), [ e
I(Q) - ‘3(%3/) (a, b)‘ fiir |h| klein.

Das driickt man gerne auch so aus:

Geometrische Interpretation der Funktionaldeterminante
Die Funktionaldeterminante
a(f,9)

oz, y)

gibt im zweidimensionalen Fall die lokale Flidchenvergrofierung (oder -verkleinerung) bei

folgender Abbildung an:
) = f(,y) : D — R%
y 9(z,y)

Analog beschreibt die Funktionaldeterminante im dreidimensionalen Fall den Faktor der
Volumsvergréferung.

4.1.4 Die Substitutionsregel

Inhalt in Kurzfassung: Transformiert man einen Bereich B (in welcher Dimension n
auch immer) mittels einer Transformation 7" zu einem Bereich T'(B), so verdndert sich
im Allgemeinen das Volumen. Handelt es sich bei T" um eine lineare Transformation,
so multipliziert sich das Volumen mit einem Faktor, den wir in der Linearen Algebra
(Kapitel 1)) als Determinante |detT'| bestimmt haben. Bei einer allgemeineren Trans-
formation ist dieser Faktor variabel. Wenn T stetig differenzierbar, kann man aber in
jedem Punkt x die Funktionaldeterminante |det T%| nehmen. Die resultierende Formel
nennt man Substitutionsregel. Fiir n = 1 handelt es sich im Wesentlichen um die bereits
aus Mathematik 1 bekannte Regel.

Nach dem Satz von Fubini lohnt es, auch noch eine alternative Methode zu besprechen,
weil sie zur wichtigsten Formel fiir Integrale fithrt, der Substitutionsregel fiir hoherdi-
mensionale Integrale. Wir erinnern uns an Kugelkoordinaten, mit denen dreidimensiona-
le Objekte beschrieben werden kénnen. Und zwar werden die Koordinaten des Punktes
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4.1 Bereichsintegrale

(z,y, z) dargestellt als

mit 7 > 0,0 < o < 27 und —§ < B < . Unter diesen Einschrankungen sind r, o, 8
eindeutig bestimmt, sofern nur (x,y, z) # o. Die Kugel Kr mit Radius R besteht genau
aus jenen Punkten mit Koordinate » < R. Wir betrachten die Transformation

S r x = rcos(a) cos(f)
T:[0,R] x [0,27] x [-=, =] = R?, a | — | y:=rsin(a)cos(f)
22 .
B z = rsin(f)
Sie ist auf dem Quader Qg := [0, R] x [0,27] x [~F, ] definiert und ordnet dem Tnpel

von Kugelkoordinaten (r,«, ) die zugehorigen kartesischen Koordinaten (z,y,z) z
Das Bild T(QRr) ist gerade die Kugel Kg.

Eine Approximation des Volumens von Kp lédsst sich folgendermafien erhalten. Wir
zerlegen den Definitionsbereich Qg von T in kleine Teilquader @Q;. T ist differenzierbar
und kann deshalb auf hinreichend kleinen Teilquadern um einen Punkt v; beliebig gut
durch die lineare Funktion 7Ty, approximiert werden. Als lineare Funktion verzerrt Ty,
das Volumen um den Faktor | det(7y,)|, dem Betrag der aus ?? bekannten Funktional-
determinante von 7" im Punkt v;. Somit ergibt sich fiir das Volumen des Bildbereichs

Z | det |)‘3 Qz)

Durch Verfeinerung der Zerlegung von ) wird aus ~ im Grenzwert = und aus der Summe
das Lebesgueintegral

2s(T(Q)) = /Q | det(T")|dAs.

Dieselben Uberlegungen gelten, wenn zusitzlich noch iiber eine auf 7(Q) definierte reell-
oder auch komplexwertige Funktion f integriert wird. Auf diese Weise erhélt man die
allgemeine Substitutionsregel in mehreren Variablen:

/T(Q) /f )| det(T%)| dAn(x)

Voraussetzungen an T sind dabei: T': Q@ — T'(Q) ist fast injektiv (d.h. injektiv auf einer
Menge @ \ N mit einer A\,-Nullmenge N) und stetig differenzierbar. Auflerdem ist fiir
Q, T(Q) und f Messbarkeit vorauszusetzen, was in der Praxis aber so gut wie immer
erfillt ist.

Bemerkung zum Fall n = 1: Fiir n = 1 stimmt die Determinante der Ableitung mit
dem Wert der Ableitung selbst iiberein. Deshalb geht die Substitutionsregel in diesem
Fall fast in jene fir das gewohnliche Riemannintegral aus Mathematik 1 iiber. Und zwar
deshalb nur fast, weil dort kein Betrag der Ableitung auf fiir n = 1 aufgetreten ist.
Das hat mit der Orientierung des Riemannintegrals (Stammfunktion ausgewertet am
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Endpunkt minus ausgewertet am Anfangspunkt, weshalb sich bei Vertauschung der In-
tegrationszeichen das Vorzeichen umdreht) zusammen, die im héherdimensionalen nicht
in so einfacher Weise sinnvoll ist. In diesem Punkt unterscheiden sich das vorzeichen-
behaftete Riemannintegral von Lebesgueintegral, wo positive Funktionen nie negative
Integrale haben konnen.

Fiir unser konkretes (und sehr wichtiges) Beispiel mit den Kugelkoordinaten wollen
wir die Funktionaldeterminante berechnen. Sie ergibt sich aus

dx Ox Ox Or cos(a) cos(B)  Orcos(a)cos(B)  Orcos(a) cos(B)
dr Oda 0B or Oa o8
det T" _ |9y 9y 9y| _ |Orsin(a)cos(B) Orsin(a)cos(8)  Orsin(a)cos(B)| _
Clap) = |or Ba oB| — or Oa opB -
9z 0z 0Oz Orsin(p) Orsin(p) Orsin(pB)
gr da 0P ar dax aB

cos(a) cos(f) —rsin(a)cos(B) —rcos(a)sin(S)
= [sin(a) cos(B) rcos(a)cos(B)  —rsin(a)sin(f)
sin(3) 0 rcos(3)

Nach der Regel von Sarrus und unter mehrmaliger Verwendung von sin? 4 cos? = 1 folgt
daraus weiter

det T(/T,aﬁ) =12 cos?(a) cos®(B) + r? sin?(a) sin?(3) cos(3)+
+ 72 cos?(a) sin?(B) cos(B) + r? sin’(a) cos®(B) =
=12 cos®(B) + r? sin?(B) cos(B) = r? cos(B).

Wenn wir als Integranden die konstante Funktion f = 1 nehmen, erhalten wir damit fiir
das Kugelvolumen:

s
2

R 27
(K = Ma(T(Q)) = /Q 112 cos(8)| dAs(r, a, B) = /0 r? /0 /_ cos(8) dB da dr.

s
2

Das innerste Integral hat den Wert

R 9 27 R 9 4 3
)\3(K):/ r 2dadr:/ rédmdr = §R T,
0 0 0

VB

7, cos(f) dp = 2sin(g) =2,

also

in Ubereinstimmung mit unserer ersten Berechnung.

Ubungsaufgabe 233. (T) Berechnen Sie das Doppelintegral

// 23y dady
D

wobei D jener Bereich der Ebene ist, der von den Geraden y = x und y = 4x und von
den Hyperbeln xy = 1 und xy = 9 begrenzt wird.

Anleitung: Substituieren Sie x(u,v) = 5, y(u,v) = uv. Uberlegen Sie, wo diese Substi-
tution wohldefiniert ist (ndmlich nicht auf ganz R? !) und skizzieren Sie den Integrati-
onsbereich D sowohl in (x,y)-Koordinaten als auch in (u,v)-Koordinaten.
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4.1 Bereichsintegrale

Ubungsaufgabe 234. (T) Berechnen Sie die von den gegebenen Kurven eingeschlos-
senen Fldacheninhalte mit Hilfe der angegebenen Substitutionen

1. 2—; + g—; = (x =racost, y=rbsint) mit a,b >0 und t € [0, 27].
2. (2 +y*)? =2y (xr=rcosg, y=rsing).
Ubungsaufgabe 235. (T) Berechnen Sie

// 2% + % dxdy,
D

wobei D wvon den Hyperbeln x> —y?> =1, 22 — y? = 3, 2y = 2 und xy = 4 begrenzt wird.
) 2

Ubungsaufgabe 236. (T) Berechnen Sie das Volumen jenes Kirpers im ersten Ok-
tanten, der von den Koordinatenebenen und der Fldche

flay) = (1+z+3y)~"

begrenzt wird. Achtung: Hier tritt ein uneigentliches Doppelintegral auf.

4.1.5 Definition und Grundeigenschaften der Doppelintegrale

Inhalt in Kurzfassung: Es geht nun um einen alternativen Zugang zu Doppelintegra-
len. Im Gegensatz zu der bisher dargestellten Integration nach einem Mafl dhnelt er
starker dem eindimensionalen Riemann-Integral. Da in der Vorlesung dieser Weg nicht
beschritten wird, handelt es sich auch um keinen Priifungsstoff. Zur Verbesserung der
Anschauung und zur Verbreiterung der Verstdndnisbasis wird dennoch empfohlen, die-
sen Unterabschnitt wenigstens einmal durchzulesen.

Integrationsbereiche
Unter einem elementaren Bereich im R? verstehen wir eine beschrinkte Teilmenge
des R?, deren Rand sich aus endlich vielen, aneinander anschlieBenden Kurvenstiicken
zusammensetzt, die sich in der Form

y=f(z),z €l oder x =g(y),yeJ

darstellen lassen. Dabei verlangen wir, dass diese Funktionen f,g stetig und konvex
oder konkav sind. Wir merken an, dass man einem elementaren Bereich D C R? in
eindeutiger Weise einen Inhalt I(D) = |D| zuordnen kann. Zur Inhaltsbestimmung
kann man vielfach die Leibnizsche Sektorformel heranziehen.

Unter dem Durchmesser eciner Teilmenge des R? versteht man das Supremum der
Absténde von je zwei ihrer Punkte. Man sagt, die elementaren Bereiche Dq,..., D,
bilden eine Zerlegung oder Einteilung des elementaren Bereichs D, wenn gilt D =
DiU---UD, und je zwei verschiedene der Bereiche Dy, ..., D, hoéchstens Randpunkte
gemeinsam haben. Die Feinheit der Zerlegung D1, ..., D, von D ist das Maximum der
Durchmesser der einzelnen Bereiche D;.
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Von nun an sei D ein elementarer Bereich im R?, ebenso Dy, ..., D,.

Definition des Doppelintegrals

Es sei f : D — R. Gibt es eine Zahl I(f) mit folgender Eigenschaft: zu jedem £ > 0
gibt es ein d > 0, so dass fiir jede Zerlegung D1, ..., D, von D mit Feinheit kleiner ¢ fiir
beliebige Wahl von Punkten (£1,m1) € D1, ..., (&, nn) € Dy, gilt

<e,

’I(f) - Zn: f (ks i) | D
=1

dann heifit die Funktion f (Riemann-) integrierbar auf D und I(f) ihr (Riemann-)
Integral. Symbole fiir I(f):

/ f dxdy, ...,/fdwdy,/f(x,y)dxdy
D D

D

f heifit Integrand, D Integrationsbereich und z,y die Integrationsvariablen.

Eindeutigkeit und Existenz
Ohne besondere Schwierigkeiten sieht man folgenden

Satz (Eindeutigkeit des Integrals). FEzistiert das Riemannintegral einer Funktion
f: D — R, dann ist es eindeutig bestimmt.

Sind Integrand f und Integrationsbereich hinreichend regulér, so existiert das Rie-
mannintegral auch tatséchlich. Wir verzichten hier allerdings auf Details.
Rechenregeln
Aus der Definition des Doppelintegrals leitet man einfach die folgenden Figenschaften
(i) — (iii) her. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zeigt man genauso wie bei Vektoren.
Daraus folgt dann die Dreiecksungleichung.

Satz. Fs seien f,g: D — R integrierbar und a € R. Dann gilt

(i) af ist integrierbar und // afdxdy = a// fdxdy.
D D
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4.1 Bereichsintegrale

(ii) f + g ist integrierbar und //(f + g)dxdy = // fdxdy + // gdxdy.
D D D

[[ rasay| < [[ 171wy,
D D

(iv) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: fg, 2, g% sind integrierbar und

1/2 1/2
(.9) =) [[ fodady < ( / f2dmdy> ( i gzdxdy> (= 17l llgl)-
D D D

(v) Dreiecksungleichung: (f + ¢)?, f2, ¢* sind integrierbar und

(iii) |f] ist integrierbar und

1/2 1/2
< +

/
(1f-+gll2 =) ( // (f+g)2dwdy> ( // f?dxdy) ( i g’zdxdy)l (= Ut
D D D

Ist f: D — R integrierbar und f > 0, dann betrachten wir den Bereich (Gebirgsstock)

B={(z,y,2): (z,y) € D,0 <z < f(z,y)}.

Sein Volumen V(B) = |B| kann man dann definieren durch
v(B) = [[ s ydudy.
D

Eine einfache geometrische Uberlegung (Gebirgsstock bzw. Hochebene mit demselben
Grundriss) macht das folgende Ergebnis plausibel:

Satz (Mittelwertsatz fiir Doppelintegrale). Es sei D zusammenhdangend und f :
D — R stetig. Dann gibt es eine Stelle a € D mit

[[ 1. pdedy = 1D15 ).
D

Ebenso leicht einleuchtend wie der vorhergehende Satz ist das folgende Resultat.

Satz. Es sei Dy, Do eine Zerlegung von D. Dann ist eine Funktion f : D — R genau
dann integrierbar, wenn die Einschrankungen von f auf D1 und Do integrierbar sind. In
diesem Fualle gilt

[ @ pdsdy= [[ s@pdody+ [[ 1.y)dzay.
D D1 Do
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

4.1.6 Methoden zur Berechnung und weitere Eigenschaften

Inhalt in Kurzfassung: Es folgen Wiederholungen am Beispiel von Doppelintegralen so-
wie Ergédnzungen, die nicht Priifungsstoff sind.

Riickfithrung auf Einfachintegrale

Da man gewdhnliche Riemannintegrale verhdltnisméflig gut beherrscht und auch be-
rechnen kann, ist das folgende Resultat ein effektives Hilfsmittel zur Berechnung von
Doppelintegralen.

Satz. Der elementare Bereich D habe die Form
D={(z,y):a<z<b(®) <y<o@)} (1,0:[ab] - R stetig).

Dann gilt fiir jede stetige Funktion f: D — R

[[ 1w pdody = /b 7)f(x,y)dy da.
D @ \y(z)

Ganz analog ergibt sich fiir
D={(zy):ay) <z <By)a<y<b} (afB:[ab — R stetig)
die Integrationsformel

b [ B)

[ s@wdsay= [ | [ sw.yyds | dy.
D

a (v)

Diese Ergebnisse sind sehr einleuchtend: Das Volumen eines Brotlaibs ergibt sich, in-
dem man ihn in Scheiben schneidet, den Flicheninhalt jeder Scheibe mit ihrer Dicke
multipliziert und iiber alle Scheiben summiert.

x xt+dx x
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4.1 Bereichsintegrale

Ein wichtiger Sonderfall unseres Satzes tritt dann auf, wenn D = {(z,y) : a < z <
b, ¢ <y < d} ist. Dann nimmt (1) folgende Gestalt an

|| t@.yydedy = /b ( /d f(:c,y)dy) da.

a<x<b
e<y<d

Gilt dariiber hinaus f(z,y) = g(z)h(y), dann erhédlt man folgende Formel:

@ | st@inty) dody - ( /b o) dx) - ( /d h(y) dy) .

a<z<b
c<y<d
Beispiel
2 4—x2 2 9 9 Vi—zZ

2 _ 2 _ 7y _

zéydrdy = riydy | doe = — dx =
—2<a<2 Z2\ 0 2 0
0<y<v4—z?

2
2 2
4 — 64
= / ri-vy) -z )dx =
=2
Transformation von Doppelintegralen

Manchmal kann man ein Doppelintegral durch ,Einfiihrung von neuen Variablen“ ver-
einfachen. Wie das gemacht wird ist Inhalt des folgenden Resultats.

Satz. Es seien C, D elementare Bereiche im R?. Durch

(u,v) = (z(u,v),y(u,v))

sei eine umkehrbar eindeutige Abbildung von C auf D gegeben, wobei x und y stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen und fir die Funktionaldeterminante gilt

Ty (U, v) Ty

) Yu(u,v) Yo

(u,v) .

(. ) # 0 fir alle (u,v) € C.

Ist f : D — R integrierbar, dann ist auch f(z(u,v),y(u,v)) : C — R integrierbar und es
gilt

() [ oo |55 o)
C

dudv = // f(z,y)dxdy.
D

Wir versuchen, dieses Ergebnis plausibel zu machen. Es sei D1, ..., D, eine Zerlegung
von D und C4,...,C), die entsprechende Zerlegung von C
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L/

pim” e
/

(cuT)

Ry

Nach einem Satz tiber Funktionaldeterminanten ist

I(z,y)
[eyew o] et~ 124
und daher
0
falon, ), ylorm) || (@9) (0 1) (el ~ F(&ne) Dy
N— e N—— 8(u,1})

é—k Nk

Summiert man von 1 bis n, so sieht man, dass die Zwischensummen der beiden Integrale
in (4) beinahe {ibereinstimmen, wobei die Ubereinstimmung umso besser ist, je feiner
die Einteilung ist. Damit gilt (4).

Bemerkung. Wir halten fest, dass die Transformationsformel auch dann noch gilt, wenn
die umkehrbare Eindeutigkeit der Abbildung oder Bedingung (3), dass die Funktional-
determinante nicht verschwinden darf, in einzelnen Punkten oder auf Kurven verletzt
ist.

Beispiel (Transformation auf Polarkoordinaten).

oA y A

<Y
=Y

(5) // f(rcose,rsinp)rdrde = // f(z,y)dzdy.
C D

Parameterintegrale
Fiir manche Anwendungen ist das folgende Ergebnis wichtig.
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4.1 Bereichsintegrale

Satz (Differentiation von Parameterintegralen). Es sei D beschrinkt und abge-
schlossen. f : D x I — R sei stetig und habe eine stetige partielle Ableitung nach der
letzten Variablen t. Dann ist die Funktion F : I — R, definiert durch

= //f(%@/,t)d:cdy firt eI,
D
stetig differenzierbar und es gilt

0
F'(t) = ;tg/ flx,y, t)dedy = g/ a—{(m,y,t)dmdy firtel.

4.1.7 GauBsches Fehlerintegral

Inhalt in Kurzfassung: Als originelle Anwendung bisheriger Integrationsmethoden be-
rechnen wir das Integral [ e’ dz, das auch in der Stochastik noch eine wichtige Rolle
spielen wird.

Fir a > 0 sei

// e~ @) gy und J(a) = /e_xzdx.

—a<z<a —a
—a<y<a
Nach (2) ist
(6) I(a) = /eiﬁdm/e*dey: J(a)?.
—a —a

Wir schétzen I(a) ab. Offenbar gilt

(7) / / ~@ ) dpdy < I(a / / @492 gy,

x2+y2§a2 x2+y2<2a2

Nun ist nach (5) und (2)

b 27
e_(z2+y2)dxdy = // e_rzrdrdgo = (—;/S_TZ(—QT’)dT) /dgp
22 4y2<b? 0<r<h 0 0
0<p<2n
_ 1 —7‘2b o — 1 —b?
= | 3¢ ; T=T7 ( e )

Daraus und aus (6) und (7) folgt

NZs (1 — e_ag)

1/2

< J(a) <7 (1 - 6_2“2)1/2,
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

also
J(a) = /7 bei a — +o00,
womit
+o0
/ e dy = /7.
—o0

4.1.8 Anwendungen

Inhalt in Kurzfassung: Die folgenden Anwendungen der mehrdimensionalen Integral-
rechnung sind zwar nicht Priifungsstoff, kénnen aber zur Ausweitung der Vorstellungs-
vermogens und somit zur Verbesserung des Verstédndnisses dienen. Entsprechend wird
empfohlen, sie sich wenigstens einmal kurz zu Gemiite zu fiithren.

Masse:
Die Masse einer Platte D variabler (Fldchen-)Dichte o : D — R ist

m = // o(x,y)dxdy.
D

Statische Massenmomente und Schwerpunkt:
Die statischen Massenmomente oder Massenmomente erster Ordnung einer Platte D
variabler Dichte g beziiglich der y- und der z-Achse sind

my = // vo(w,y)dedy  wnd  m, = //yg(:v,y)dwdy-
D D

Daraus bestimmt man sich die Schwerpunktskoordinaten

m my
z, = —2 und Ys = —.
m m

Massentragheitsmomente:
Die Massentragheitsmomente oder Massenmomente zweiter Ordnung einer Platte D mit
variabler Dichte o sind

Liw = //yQQ(a:,y)d:pdy, Loy = Iys = //:cyg(:ﬂ,y)dxdy, Iy = //3529(5”’1/)‘19“19'
D D b

Erwartungswert: Diese wichtige Anwendung wird in Kapitel [5| eine zentrale Rolle
spielen.
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4.1 Bereichsintegrale

4.1.9 Dreifachintegrale

Inhalt in Kurzfassung: Zur Ilustration folgen noch einige Wiederholungen und Illu-
strationen zu Dreifachintegralen. Die Lektiire kann zur Absicherung des Verstédndnisses
dienen.

Wir geben nur einige Formeln ohne Details an und dann einige Beispiele.

Riickfithrung auf Doppel- und Einfachintegrale

Gilt
D ={(z,y,2) : (z,y) € D', a(z,y) < z < B(z,y)}
oder
D ={(z,y,2) : z € [a,b], (z,y) € D(2)},
dann gilt
B(zy)
///f(x,y, z)dzxdydz = // / f(x,y, z)dz | dedy (Sdulenintegration)
D D’ ()

b

///f(a:,y,z)dmdydz :/ // f(z,y, z)dxdy | dz (Schichtenintegration)
D (2)

a

Sonderfall:
k

g(y)dy/h(Z)dZ-

e

Ot~

JJ[ t@atwn(z)drdyd: = /b f(z)de

a<z<b
c<y<d
e<z<k

Transformation von Dreifachintegralen
Es sei
D (u,v,w) = (z(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v,w))

eine umkehrbare eindeutige Abbildung von C auf D, wobei x, ¥, z stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung haben und

oz, y,2)

det @ :=
¢ O(u, v, w)

(u,v,w)| # 0 fur alle (u,v,w) € C.
Dann gilt

/// f(z(u,v,w)), y(u,v,w), z(u, v,w)) - det ® du dv dw = /// f(z,y, z)dxdydz.
C D

Beispiel. Transformiert man auf Zylinder- bzw. auf Kugelkoordinaten, so sind

r bzw. r?sin
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

die Funktionaldeterminanten.

Beispiel. (Trigheitsmoment T' einer Vollkugel K vom Radius R, dem Mittelpunkt o
und der Dichte p beztiglich einer Achse durch o). Aus Symmetriegriinden ist 7" von der
speziellen Wahl der Achse unabhéngig. Daher gilt

T = ///y: + 32 da:dydz—g///y + 22)dzdydz
= ///z + 2 Ydxdydz.

Addition und Einfiihrung von Kugelkoordinaten gibt

T = ///l’ +y? 422 dxdydz—g /// r2r? sin 9drdddy

0<r<R
0<v<m
0<p<2r

20 R 7T_897TR5
3 5 15

4.2 Kurvenintegrale

Bei Kurvenintegralen ist der Integrand in Teilbereichen des n-dimensionalen Raum de-
finiert, integriert wird aber nur entlang einer Kurve, die durch eine eindimensionale Pa-
rametrisierung gegeben ist. Mit deren Hilfe lassen sich Kurvenintegrale als gewohnliche
eindimensionale (Riemann-)Integrale darstellen. Die Unterscheidung zwischen Kurven-
integralen erster und zweiter Art (4.2.1 bzw. [4.2.2)) entspricht den beiden Moglichkeiten
fiir den Integranden: Skalar- oder Vektorfeld. Im zweiten Fall zeichnen sich Potential-
felder durch Wegunabhéngigkeit der Kurvenintegrale aus, was ihnen einen besonderen

Status verleiht, siehe

4.2.1 Kurvenintegrale erster Art (iiber Funktionen)

Inhalt in Kurzfassung: Kurvenintegralen erster Art orientieren sich am gewthnlichen ein-
dimensionalen Integral. Allerdings wird nicht entlang der (linearen) x-Achse integriert
(aufsummiert), sondern entlang einer Kurve im Raum. Es geht also darum, die (loka-
le) Kurvenlange ins Spiel zu bringen, was iiber die Ableitung der Parametrisierung der
Kurve gelingt.

Bereichsintegrale [, f d\,, wie wir sie in Abschnitt behandelt haben, lassen sich
folgendermaflen deuten: In einem n-dimensionalen Bereich D ist eine Substanz mit un-
terschiedlicher Dichte verteilt. Diese Dichte wird durch die Funktion beschrieben. Das
Integral gibt die Gesamtmenge der Substanz in D an.
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4.2 Kurvenintegrale

Eine &hnliche Idee liegt Kurvenintegralen erster Art zugrunde. Der Unterschied be-
steht darin, dass die Substanz (es kann sich auch um elektrische Ladung o.4. handeln)
nicht in einem Teilbereich D des R™ von voller Dimension n verteilt ist, sondern auf
einer (idealisiert) eindimensionalen Teilmenge, einer Kurve. Auf dieser Teilmenge gibt
(analog zu Bereichsintegralen) die Funktion f an, welche Dichte f(x) die Substanz an
einem Punkt x auf der Kurve hat. Im Gegensatz zu Bereichintegralen, wo die Dichte zu
verstehen ist als Grenzwert ,Masse pro Raumeinheit* fiir klein werdende Raumanteile,
haben wir es nun mit ,,Masse pro Langeneinheit* zu tun. Schnell wird klar, wie wir wei-
ter vorzugehen haben, wenn wir uns an den Begriff der Kurvenldnge aus Mathematik 1
erinnern. Der Unterschied zum gewo6hnlichen eindimensionalen Integral besteht lediglich
darin, dass nun nicht entlang der z-Achse integriert wird, sondern entlang einer in der
Regel gekriimmten Kurve im Raum, deren Linge beriicksichtigt werden muss.

Wir betrachten also Kurven, die mit Hilfe eines reellen Intervalls [a, b] parametrisiert
sind:

z1(t)
x:[a,bl > R", t— $2,(t>
Tn(t)

Ist Z={a=1t <t <...<tp1 <t, = b} eine hinreichend feine Zerlegung des
Parameterintervalls, so wird die Liange L der Kurve (unter Voraussetzungen, die wir
gleich rekapitulieren werden) approximiert durch die Summe der Absténde ||x(t;) —
x(ti—1)|, ¢ = 1,...,n, zwischen zwei aufeinanderfolgenden Unterteilungspunkten der
Kurve.

Wiére die Parameterdarstellung x auf jedem der Teilintervalle linear, so wére

e (t:) = x(ti-1)ll = (t: — ti-a) %' (7))

fur alle 7, mit ¢;_1 < 7 < t;, und wir hétten
n
L= (ti—tic1) %' (7).

=1

Das ist gerade die Riemann-Summe fiir das Integral

b
| Ix

beziiglich der Belegung {71, ...,7,} firr die Belegung Z. Ist x’ stetig auf [a,b] (die Pa-
rametrisierung x der Kurve also stetig differenzierbar), so konvergieren (Mathematik 1)
die Riemannsummen gegen den Wert dieses Integrals, sofern die Feinheit von Z gegen 0
geht. Das Integral ist deshalb auch gleich dem Supremum der Summen

> lx(t) = x(tiv)ll
i=1
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

iiber sémtliche Zerlegungen Z von [a, b], das man tiblicherweise zur Definition der Linge
einer Kurve heranzieht. Fiir diese Definition geniigt es, von der Parametrisierung nur
Stetigkeit vorauszusetzen.

Doch zuriick zum Kurvenintegral erster Art: Ist die Dichte f der Substanz auf der
Kurve konstant = 1, so ist die Gesamtmenge schlicht die Lange der Kurve. Doch hindert
uns nichts diesen konstanten Faktor 1 durch den Integranden f zu ersetzen:

Definition 4.2.1.1. Sei x : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve im R™ mit
Bildbereich C = x([a,b]) und f : C — R eine (als Masseverteilung auf C' interpretiert)
stetige reellwertige Funktionﬂ Dann heifst

[ seyax = [ s

das Kurvenintegral erster Art von f dber die Kurve x (bzw. iber C' beziglich der Para-
metrisierung X ).

In der urspriinglichen Aufgabenstellung hing das gesuchte Ergebnis nur von der geo-
metrischen Lage der Kurve und der darauf durch f gegebenen Masseverteilung ab, in
Definition [£:2.1.1] jedoch von der speziellen Parametrisierung. Tatséchlich: Handelt es
sich bei der Kurve zum Beispiel um einen Kreis, so konnte dieser laut Definition
z.B. auch zweimal durchlaufen werden. Das wiirde natiirlich auch den Wert des Kurven-
integrals verdoppeln. Um sich zu vergewissern, dass das Kurvenintegral tatséichlich die
jeweils intendierte Bedeutung hat, ist also beispielsweise darauf zu achten, dass die Kur-
ve nicht mehrmals durchlaufen wird (eventuell mit der Ausnahme einzelner Anfangs-,
End- oder Uberschneidungspunkte vom Maf 0). Ansonsten liefern verschiedene Parame-
trisierungen aber dasselbe Ergebnis. Der allgemeine Satz dazu lautet:

Satz 4.2.1.2. Seien x : [a,b] — R™ undy : [c,d] — R™ zwei stetig differenzierbare
Parametrisierungen derselben Kurve in folgendem Sinn: Es gibt eine bijektive und stetig
differenzierbare Funktion (Parametertransformation) ¢ : [a,b] — [c,d] mit y o ¢ = X,
also x(s) = y(¢(s)) fir alle s € [a,b]. Dann gilt

[ sl ds = [ o)y o)

Ubungsaufgabe 237. (E) Man beweise Satz|4.2.1.3. Hinweis: Kettenregel fiirs Diffe-
renzieren und Substitutionsregel fiirs Integrieren.
4.2.2 Kurvenintegrale zweiter Art (iiber Vektorfelder)

Inhalt in Kurzfassung: Im Vergleich zu Kurvenintegralen erster Art wird der dort ska-
larwertige Integrand f durch ein Vektorfeld v ersetzt und entsprechend das Produkt

2Stetigkeit von f ist hier nicht einmal nétig. Es geniigt z.B., dass t — f(¢)||x'(t)|| auf [a, b] integrierbar
ist.
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4.2 Kurvenintegrale

F(x(t)) - [|x'(t)|| von Zahlen durch das Skalarprodukt v(x(¢)) - x'(t) von Vektoren. Die
tibliche physikalische Interpretation: Das Vektorfeld v ist ein Kraftfeld, x'(¢) die Mo-
mentangeschwindigkeit entlang der Kurve und das Integral {iber das Skalarprodukt die
gesamte Arbeit, die zur Uberwindung des Feldes v entlang der Kurve geleistet werden
muss.

Man stelle sich ein Kraftfeld, zum Beispiel ein Gravitationsfeld vor. Wir interessieren
uns fiir die physikalische Arbeit A (Energie), die notwendig ist, um eine Einheitsmas-
se entlang eines bestimmten Weges durch dieses Gravitationsfeld zu bewegen. Wire das
Kraftfeld (représentiert durch den Vektor v) konstant und der Weg geradlinig (mit Rich-
tungsvektor x), so ware die einfache Formel Arbeit = Kraft mal Weg anzuwenden. Die pro
Streckeneinheit zu iiberwindende Kraft ergébe sich als die Projektion des Kraftvektors
v auf x, also als Skalarprodukt vx. Ist das Kraftfeld hingegen nicht konstant, so hangt
v vom Ort ab, also auch vom Weg, den wir durchlaufen. Wir fassen x als zeitabhéngige
GroBe x(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € [0,T] auf. In einem kleinen Zeitintervall zwischen
den Zeitpunkten ¢y und ¢; bewegen wir uns von x(¢y) bis x(¢;). Es ist also der Vektor
x(t1) —x(to) zu tiberwinden. So wie bei den Kurvenintegralen erster Art lasst sich dieser
Wert unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion x (stetige Differenzierbarkeit
der Funktionen ¢ — (z(t),y(t), 2(t)) gut durch (t; — to)x/(to), x'(t) = (2/(¢),y'(t), 2/ (t))
approximieren. Hiangt auch v = v(x) stetig von x ab, so fithrt Summation iiber kleine
Zeitintervalle [0 = to, t1], [t1,t2], ..., [tn—1,tn = T] zu

A= Z V(X(ti))X,(ti)(ti - ti—l)-

i

So wie in konnen wir die Summe als Riemannsumme auffassen, so dass im Grenz-
wert (Feinheit der Zerlegung gegen 0) gilt:

A= /O ()X (t) dt = /C v(x) dx

In der etwas kiirzeren Schreibweise des zweiten Integrals rechts bezeichnet C die Kur-
ve (den Weg) entlang derer integriert wird. Das Integral auf der rechten Seite heifit
Kurvenintegral zweiter Art des Vektorfeldes v entlang der Kurve x.

Eine graphische Darstellung zum Zeitpunkt s:
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Ubungsaufgabe 238. (T) Gegeben sind die Kurven c,(t) = (t,1—t",t") mitn € N und
t € [0,1]. Skizzieren Sie die Kurven und berechnen Sie explizit die Integrale [, v(z)dx
fiir das Vektorfeld
y+z
viz,y,2z)=| z+=z2
z+y

Ubungsaufgabe 239. (T) Gegeben ist die geschlossene Kurve C im R2, welche sich
aus C1 und Co zusammensetzt, wobei Cy die obere Hilfte des Kreises mit Radius 1 und
Mittelpunkt (0,0) ist (d.h. jener Teil des Kreises, dessen Punkte positive y—Koordinate
haben), und Co der Teil der x—Achse ist, der die Punkte (—1,0) und (1,0) verbindet.

Berechnen Sie das Kurvenintegral [-v(x)dx fir das Vektorfeld v(x,y) = (InyZ).

3x — 6y
Ubungsaufgabe 240. (T) Vom Vektorfeld V(x,y,z) = 14y 2> berechne man
2022*
entlang der Kurven y1, 72,3 von (0,0,0) nach (1,1,1) die Kurvenintegrale [ V(x)dx, n =
1,2,3. Dabei ist v1(t) = (t2,12,t) mit t € [0,1]. 7o die gerade Verbindung von (0,0,0)
zu (0,1,0), dann zu (0,1,1) und schlieflich zu (1,1,1); 3 die gerade Verbindung von
(0,0,0) zu (1,1,1).

Ubungsaufgabe 241. (T) Wie Aufgabe aber mit dem Vektorfeld V(x,y,z) =
3xy
—5z | und der Kurve y(t) = (t2 +1,2t2,t3).
10z

Ubungsaufgabe 242. (T) Zeigen Sie, dass das Vektorfeld v(z,y) = (ngjl) konservativ
ist und berechnen Sie seine Potentialfunktion.
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4.2 Kurvenintegrale

Berechnen Sie das Kurvenintegral [ v dx, wobei C den Kreisbogen x> +vy* =4, x > 0,

C
y > 0 mit Anfangspunkt (2,0) und Endpunkt (0,2) bezeichne, direkt und mit Hilfe der
Potentialfunktion.

.o Y
Ubungsaufgabe 243. (T) Gegeben ist das Vektorfeld v(x,y) = ( =%+v*). Zeigen Sie,
PR

dass v die Integrabilitatsbedingung erfillt. Berechnen Sie [ vdx, wobei v der (gegen den
¥

Uhrzeigersinn durchlaufene) Kreis % +y? = 1 ist. Wieso entsteht hier kein Widerspruch
zur Wegunabhdangigkeit von konservativen Vektorfeldern?

2xy
Ubungsaufgabe 244. (T) Es ist nachzuweisen, dass durch v(z,y,z) = | 2%+ 2yz
y +1
ein konservatives Vektorfeld gegeben ist. Es ist ein Potential zu berechnen und fiir eine
von (1,—2,1) zu (x0, Y0, 20) fihrende Kurve C das Integral [ v dx zu berechnen.
C
Ubungsaufgabe 245. (T) Bestimmen Sie den Wert des Parameters \ so, dass das
A

Vektorfeld v(x,y) = (_*1v ) konservativ wird. Berechnen Sie die zugehdrige Potential-
y(z+y)

funktion.

4.2.3 Wegunabhangigkeit von Kurvenintegralen in Potentialfeldern

Inhalt in Kurzfassung: Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften von Potentialfeldern
besteht in der Wegunabhéangigkeit von Kurvenintegralen zweiter Art. Diese wird theo-
retisch wie auch anhand einiger Beispiele besprochen.

Es war eine wichtige Eigenschaft von Kurvenintegralen zweiter Art, nicht von der spe-
ziellen Parametrisierung abzuhéngen. Eine noch stiarkere Unabhéngigkeitseigenschaften
ergibt sich im Falle von Potantialfeldern. Dort héngen Kurvenintegrale nur mehr von
Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab und nicht vom Weg dazwischen. Man spricht von
Wegunabhéangigkeit:

Satz 4.2.3.1. Es sei v : G — R? oder R? ein stetig differenzierbares Potentialfeld mit
Potential P (also P' =v). Ist C eine Kurve in G mit stiickweise stetig differenzierbarer
Parameterdarstellung x : [a,b] — G, dann gilt

(1) /vdx — P(x(b)) — P(x(a)).
C

Beweis. Wegen v = gradP, der Kettenregel fiir Funktionen in mehreren Variablen und
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

b b
/ vdx = / v(x(t)) - %(t)dt = / %P(x(t))dt — P(x(b)) — P(x(a)).

C
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Die Formel (1) sagt aus, dass ein Kurvenintegral in einem Potentialfeld nur von
Anfangs- und Endpunkt, nicht aber vom tatséchlichen Verlauf der Kurve abhéngt. Das
driickt man gerne auch so aus: Das Kurvenintegral ist wegunabhéngig. Speziell ist
das Kurvenintegral {iber geschlossene Wege 0. Durch Umlauf um einen geschlossenen
Weg in einem Potentialfeld 148t sich also keine Energie gewinnen. Eine weitere wichtige
Folgerung des letzten Satzes lautet:

Satz (Bestimmung von Potentialen). Weiff man, dass ein stetiges Vektorfeld v :
G — R? oder R? ein Potentialfeld ist, dann erhdlt man ein Potential P auf folgende
Weise:

P(x) = /de firxe G, (a€d, fest)

wobei diese Schreibweise andeuten soll, dass das Integral ein Kurvenintegral iber irgend-
eine Kurve in G ist, die eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung hat und a und
x verbindet.

Beispiel. Wir betrachten einen Punkt der Masse m in o. Welche Energie E benotigt
man, um eine Einheitsmasse vom Punkt (1,0,0) in den Punkt (1,1,1) zu bringen.

(i) Wiisste man nicht, dass das Gravitationsfeld des Massenpunktes ein Potentialfeld ist,
dann ist die Aufgabe unvollstdndig, man miisste noch die Verbindungskurve angeben.
(i) Weil man, dass unser Gravitationsfeld ein Potentialfeld ist, dann darf man irgendeine
Verbindungskurve C wéhlen, z.B. die mit der Parameterdarstellung

1 1 1
xt)=1-t)f 0o |+t 1 |=]|1t |, 0<t<1.
0 1 t

Dann ist

1 1
/ /xt) x(t / 2t &t
m %
B, |x<t>\|3 S (L4223

1 2
4tdt vm/ ym _1/9 2
= / = = (1 +u)V2 (-2
2)3/2 3/2
) (1+26%) (1421232 2 / 1+u/ 2 0

e i)

(iii) Weil man, dass das Gravitationsfeld die Potentialfunktion

1
)

hat, dann ist

E = —(P((1,1,1)) - P(1,0,0)) = — ('\Vg - 'ym> —m (1 - \%) .
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4.3 Oberflachenintegrale

Beispiel. Man berechne folgende Kurvenintegrale:

t
/dex—a:Qdy, C:x(t)= (COS ), ogtgg,

sint
(i) o
/: — /(sin3t+cos3 t)dt.
C 0
Die Differentialschreibweise im ersten Integral steht fiir do = 2/(t)dt = — sin(t)dt bzw.

dy = y/(t)dt = cos(t)dt, woraus sich der Rest ergibt. Beachtet man, dass
1 1
/sin3 tdt = —cost + 3 cos> t, /cos3 tdt = sint — 3 sin®¢

gilt, so folgt
/2 4

1 3 . 1 -3
=cost — —cos°t —sint + —sin” ¢t

0 3

1—1t
ylidr — 22dy, C’:x(t)z( ; ), 0<t<1.

A A O

1
2
:/(—2t2+2t—1)dt:~--:—§.
0

2

Das Vektorfeld (¥

2

) ist also kein Potentialfeld.

4.3 Oberflachenintegrale

Wenn auch nicht auf den ersten Blick sichtbar, so folgt der Abschnitt iiber Oberfla-
chenintegrale einer analogen Struktur wie der {iber Kurvenintegrale. Diese Struktur ist
gepragt von der Unterscheidung zwischen Oberflichenintegralen erster und zweiter Art.
Von gleicher Art ist bei beiden Typen von Oberflichenintegralen der Integrationsbereich,
niamlich eine durch zwei Parameter beschriebene Fliche im R3. Durch die Parametrisie-
rung wird die Integrationsaufgabe auf zweidimensionale Bereichsintegrale zuriickgefiihrt.
Die Ideen hinter dieser Zuriickfithrung involvieren das Vektorprodukt und sind Gegen-
stand der einfiihrenden Bemerkungen in In erfolgt dann die Anwendung auf
die Integration von Skalarfeldern (Oberflichenintegrale erster Art), in auf Vektor-
felder (Oberflichenintegrale zweiter Art). Zu beiden Typen gibt es Unterabschnitte mit
weiteren Erlduterungen und Illustrationen, die jedoch nicht zum Priifungsstoff zédhlen
(4.3.3] und 4.3.5).

4.3.1 Vorbemerkungen zur Geometrie von Flachen

Inhalt in Kurzfassung: Als Vorbereitung auf die Oberflichenintegrale sowohl erster als
auch zweiter Art beginnen wir mit einigen Bemerkungen zur Parametrisierung von (zwei-
dimensionalen) Flachen im (dreidimensionalen) Raum. Besondere Beachtung verdient
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

dabei das Vektorprodukt, angewendet auf die Parametrisierung der Fléche.

Inhalt von Flachenstiicken; Oberflichen
Es sei D beschrankt und abgeschlossen. Ist f : D — R stetig, so nennt man

F={(z,y,2) : (z,y) € D,z = f(x,y)}

ein Flachenstiick in expliziter Darstellung. Unter gewissen Einschrankungen fiir f kann
man ihm einen Fldcheninhalt zuordnen. Hat f stetige partielle Ableitungen, so hat F
einen Inhalt I(F') = |F|, der sich in folgender Weise berechnen 148t:

(8) I(F) = // \/1 + fo(z,y)? + fy(z,y)2dxdy.
D

Anschaulich kann man sich diese Formel auf folgende Weise klar machen: Wir betrachten
einen Summanden einer Zwischensumme fiir dieses Integral:

\/1 + fo (& me)? 4 fy (& )% Dl

Das ist der Inhalt des in der Tangentialebene an F' im Punkt (£, ng, f(&k, k) und tiber
Dy, gelegenen Flachenstiicks.

\/

o)

Dieses ebene Flachenstiick ndhert sehr gut den Teil von F' an, der iiber D liegt.

Ist ein Fléachenstiick F' in Parameterform gegeben, etwa

F ={x(u,v) : (u,v) € D} mitx=| y(

und haben z,y, z stetige partielle Ableitungen, und ist

1.“ ‘T'U
Xy (U, V) X Xp(u,v) Zoauf D,  wobeix, = | yu |, xe=1| v
Zu Z’U
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4.3 Oberflachenintegrale

(dieser Vektor ist ein Flachennormalenvektor im Punkt x(u, v)), dann hat F' einen Inhalt
I(F) und es gilt

9) I(F) = // |0 (u, v) X x4 (u,v)||dudv.
D

(8) ist ein Sonderfall von (9).

Beispiel (Oberfliche und Volumen der Kugel).
Wir beniitzen die beiden folgenden
Darstellungen der Oberfliche einer Kugel K mit Mittelpunkt o und Radius R:

= g:iﬁggﬁfi ¥ Poldistanz, 0 < ¢ <,

- . .. < <
Rcost) i geographische Lange, 0 < ¢ < 2,
x
X = Yy z?+y? < R?
=@
Damit ist
™ 2
O(K) = // %9 X X, ¥ dp = / R%sin 9 dd) dp = RZ/sinﬁdﬁ/dgo = 47 R?,

0<9<m 0<I<m 0 0
0<p<2m 0<p<2m

V(K) = 2 // VR — (22 +?) dedy = 2 // VR? — 2 drdp =

z24+y2<R? 0<r<R
0<p<27
Jp— 21"\ an
0
0

4.3.2 Oberflachenintegrale erster Art (iiber Funktionen)

Inhalt in Kurzfassung: Bei Oberflichenintegralen erster Art wird, analog zu Kurven-
integralen erster Art, eine reellwertige Funktion (ein Skalarfeld) integriert, allerdings
nicht iiber eine eindimensionale Kurve, sondern iiber eine zweidimensionale Flache. Wie-
der spielen Parametrisierungen eine entscheidende Rolle, um solche Flachen iiberhaupt
beschreiben zu konnen. Dadurch wird auch die Zuriickfiihrung auf zweidimensionale
Bereichsintegrale moglich (so wie Kurvenintegrale auf eindimensionale Integrale zuriick-
gefiihrt werden konnen). Dem Betrag der Ableitung der Parametrisierung einer Kurve
entspricht nun der Betrag eines Vektorproduktes.
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Man stelle sich eine krumme Flidche F' im Raum vor, auf der Masse verteilt ist. F
werde durch eine Funktion

x:D =R (u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v))

mit D C R?, F := x(D), beschrieben wird, . Die Verteilung der Masse sei durch eine
Dichtefunktion f : ' — R modelliert. Wir interessieren uns fiir die gesamte auf F
befindliche Masse M. Auf einem kleinen Teilstiick F; von F' befindet sich bei anndhernd
stetiger Verteilung f eine Gesamtmasse, die etwa dem Produkt f(x;)A2(F;), wobei x; =
x(ui, v;) ein Punkt auf F; ist und A2(F;) das zweidimensionale Flichenmafl von Fj. Ist
x stetig differenzierbar und F; = x(Q;) mit einem kleinen, achsenparallelen Quadrat
Q; € D, so unterscheidet sich F; nur geringfiigig von seiner linearen Approximation.
Diese ist ein Parallelogramm, dessen erzeugende Vektoren die partiellen Ableitungen

ox ox ox
Xu(ui,vi) = (w(ui,vi), %(Uivvi)v M(“u%))

und
ox ox ox
Xu(uz‘,vi) = (&}(Ui,w), %(uiavi)a av(ui,vi)>

von x nach u bzw. v, jeweils an der Stelle (u;, v;) sind. Die Fléche eines Parallelogramms,
das von zwei Vektoren a,b € R? aufgespannt wird, stimmt bekanntlich mit dem Betrag
la x b|| des Vektorproduktes von a und b iiberein. Ahnliche Uberlegungen zu Zerle-
gungen wie zum Kurvenintegral (nur jetzt des zweidimensionalen Bereichs D statt des
eindimensionalen Zeitintervalls) und Grenziibergang fiir beliebig feine Zerlegungen fiih-
ren wieder zu einer Darstellung als Integral. In der Lebesgueschen Notation gilt daher

M = /D £, 0)) - [0 % %0 (0| dAa(u, v),

aber auch folgende Schreibweisen sind iiblich:
M= / £dO = // Fx (1, 0))[x0 X %o (1, )| dudo
F D

4.3.3 Oberflachenintegrale erster Art, Erganzungen

Inhalt in Kurzfassung: Die folgenden Ergidnzungen zu Theorie und Interpretation von
Oberflachenintegralen erster Art sind nicht Priifungsstoff, werden aber zur Lektiire emp-
fohlen.

Es sei G ein Gebiet im R3, D ein elementarer Bereich im R2.

Definition
Es sei f : G — R. Ferner sei x : D — G die Parameterdarstellung eines Fléchenstiicks
F in G. Gibt es eine Zahl O(f, F') mit folgender Eigenschaft: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
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4.3 Oberflachenintegrale

0 > 0, so dass fir jede Zerlegung D1, ..., D, von D in elementare Bereiche mit Feinheit
< ¢ fir beliebige Wahl von Punkten (o1,71) € D1,...,(0n, ™) € D, gilt

<e,

|O(f, F) = f(x(o%, 7)) | Fi|
k=1

dann heifit O(f, F) das Oberflaichenintegral der Funktion f iiber das Flachenstiick
F. Dabei sind Fi,..., F, die Flachenstiicke mit den Parameterdarstellungen x|D, ...
..., X|Dy. Ubliche Symbole fiir O(f, F) sind

/de, /fds, //de,...
F

F F
Es gentigt also, die Funktion f auf dem Flachenstiick F' zu kennen.

Eindeutigkeit, Existenz und Berechnung

Ohne Schwierigkeiten sieht man, dass ein Oberflichenintegral eindeutig bestimmt ist —
falls es Uberhaupt existiert. Es existiert erfreulicherweise in allen verniinftigen Féllen,
wie das folgende Resultat zeigt.

Satz (Existenz und Riickfiihrung auf Doppelintegrale). Es sei f : G — R3 stetig
und

x : D — G Parameterdarstellung eines Flichenstiicks F' und x habe stetige partielle
Ableitungen und es sei X, X X, # 0 auf D. Dann existiert das Oberflichenintegral von
f dber F und es gilt

/de://f(x(u, o)) |xa(w, 0) X xo (1, v)||dudo.
F D

Hat F' die spezielle Darstellung
z=g(z,y) mit (z,y) € D (g:D — R, stetig),

dann gilt

[ 140 = [[ fap gl ) 0+ 9ol ) + gy @ )%) 2 dady.
F D

Physikalische Deutung

Fiir die Definition des Oberflachenintegrals geniigt es, f auf F' zu kennen. Ist nun f
(auf F') die Dichte einer Massenbelegung von F' bezogen auf die Flidcheneinheit, dann
ist das Oberflichenintegral einfach die Gesamtmasse. Eine analoge Aussage gilt, wenn f
die Ladungsdichte ist. Ist das Flachenstiick F' ein Teil der Erdoberfliche (Seehéhe) und
f die Hohe (beziiglich der Seehohe) des dariiberliegenden Gebirges, so ist das Oberflé-
chenintegral einfach das Gebirgsvolumen (iiber Seehdhe).
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Flachen

Ohne dass wir darauf ndher eingehen, halten wir fest, dass sich Flachen aus mehre-
ren Flachenstiicken zusammensetzen und dass das Oberflichenintegral {iber eine Fléache
einfach die Summe der Oberflachenintegrale iiber die einzelnen Flachenstiicke ist.

Beispiel (Schwerpunkt eines massenbelegten Flichenstiicks). Es sei p(x) die
Dichte der Massenbelegung eines Flachenstiicks F' und die Parameterdarstellung von F
habe stetige partielle Ableitungen. Dann ist der (Massen-)Schwerpunkt von F' gegeben
durch

Jr zo(x)dO

1
— | [ (x)dO
fF 0(x)dO fi: Z@Q)(X)dO

Beispiel. Das Gravitationspotential oder das elektrostatische Potential eines mit Masse
bzw.
Ladung der Dichte o(x) belegten Fliachenstiicks F' ist gegeben durch

o) — o(u)
=7 [ g

wobei 7 eine Proportionalitdtskonstante ist (Gravitationskonstante bzw. Coulombkon-
stante).

Beispiel. Man bestimme das Tragheitsmoment 7' einer mit Masse der Dichte 1 belegten
Kugelfliche S vom Radius R beziiglich einer Achse durch den Mittelpunkt. O.B.d.A.
darf man annehmen, dass o Mittelpunkt und die z-Achse diese Achse ist. Dann gilt

T:2/fd0 mit f(x) = 2> +1%, F:z=g(zy) = (R — (2?4 y?)"/%

Also ist
9 9 1/2 27 R
_ 2 2 Tt +y
22 4y2<R2
4 (r/R)? ”/ L indt
s T in
= ——RR} | ——LL__dr= 47TR4/ ds = 47 R* / — costdt
R / 1—(r/R)? V1 ) V1= sin?t
/2 "
= 47rR4/sm tdt 87?2 .
0

4.3.4 Oberflachenintegrale zweiter Art (iiber Vektorfelder)

Inhalt in Kurzfassung: Oberflachenintegrale zweiter Art verhalten sich zu denen erster
Art analog wir Kurvenintegrale zweiter zu denen erster Art, das heif3t: Der Integrati-
onsbereich ist eine zweidimensionale parametrisierte Fléche, Integrand ist aber nun ein
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4.3 Oberflachenintegrale

Vektorfeld, wobei an die Stelle des Produktes zweier Skalare das Skalarprodukt zweier
Vektoren tritt: einer ist durch das Vektorfeld gegeben, der andere ist das Vektorprodukt
der Ableitung der Parametrisierung nach den beiden Parametern (und nicht mehr dessen
Betrag). Ubliche physikalische Interpretation: Der gesamte Durchfluss des Vektorfeldes
durch die Flache.

Wieder gehen wir von einer krummen Fléche im Raum aus, die durch eine Funktion
x:D =R (u,0) = (2(u,v),y(u,0), 2(u,0))

mit D C R?, F := x(D), beschrieben wird. Im Unterschied zu Oberflichenintegralen
erster Art, wo man an eine Massenverteilung auf einer Fliache denkt, empfiehlt sich bei
jenen zweiter Art die Vorstellung eines Flusses im Raum. Die Aufgabe besteht darin,
die Fliissigkeitsmenge zu bestimmen, die ein bestimmtes Flichenstiick im Raum pro
Zeiteinheit durchdringt. Wieder arbeitet man mit einer lokalen linearen Approximati-
on (Tangentialebene) eines kleinen Teilflichenstiicks F; := x(D;), wobei D; ein kleines
Teilrechteck des Parameterbereichs D ist. Diese Approximation ist ein Parallelogramm
P;, das wie oben von den partiellen Ableitungen x,,(u;,v;) und x,(u;,v;) aufgespannt
wird. Der Fluss ergibt sich jedoch aus der Intensitdt des Durchflusses, sprich aus der
Projektion eines Vektors v(x(ui,v;)), mit dem wir Richtung und — tber die Linge —
die Intensitit der Durchflusses an der Stelle x(u;, v;) modellieren, auf die Normale des
Parallelogramms. Weil der Vektor v(x) von x abhéngt, liegt eigentlich eine Funktion
v : Dy = R3 mit F C D, C R?, ein sogenanntes Vektorfeld vor. Weil der Durchfluss
(anndhernd) linear von der Fliache des Parallelogramms abhéngt, liefert das Skalarpro-
dukt

v(x(ug, v;))(Xu (Ui, v;i) X Xy (Ui, v;))
gerade jenen Beitrag, der dem Fléachenstiick F; entspricht. Das Volumen V' der Fliissig-
keit, die in einer Zeiteinheit F' durchstromt ist also annédhernd gegeben durch

V =~ Zv(x(ui, 0;)) (X (wiy v5) X Xy (ug, v5)) A2 (D).

Approximationsargumente dhnlich den bisherigen an analoger Stelle fiithren (jedenfalls
sofern x stetig differenzierbar ist und v stetig von x abhéngt), zur exakten Formel

V= /Dv(x(u,v))(xu(u,v) X Xy (u,v)) dXa(u,v).

Analog zu Oberflachenintegralen erster Art sind auch die Schreibweisen

V:/deO:/Dv(x(u,v))(xu(u,v) % %o (1, v)) dudv

sind gebrauchlich.

Um Verwechslungen zu vermeiden, halte man sich nochmals den Unterschied zwischen
Oberflachenintegralen erster und zweiter Art vor Augen. Im ersten Fall ist der Integrand
das Produkt zweier Zahlenwerte (dem Wert der Funktion f(x) mit der Lénge des Vek-
torproduktes x, X X,), im zweiten Fall das Skalarprodukt zweier Vektoren (des durch
das Vektorfeld gegebenen Vektors v(x(u,v)) und des Vektorproduktes x,, x x, selbst).
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Ubungsaufgabe 246. (T) Wie lautet das bei Oberflichenintegralen zweiter Art auftre-
tende Oberflachenelement dO eines Zylinders mit konstantem Radius r?

T COS
x(r,p,z) = | rsinp |7?
z

Ubungsaufgabe 247. (T) Wie lautet das bei Oberflichenintegralen zweiter Art auftre-
tende Oberflichenelement dO einer Kugel mit konstantem Radius r?

7 cos @ sin v
x(r,p,z) = | rsinpsind | 7
r cos

Ubungsaufgabe 248. (T) Gegeben ist der Kegel mit Spitze im Ursprung, Hohe 1 und
halbem Offnungswinkel /4, auflerdem das (konstante) Vektorfeld

v(z,y,z) = (%, %, —1) )

Berechnen Sie den Fluf$ von V' durch die Mantelfliche und durch die Deckfliche des
Kegels und fertigen Sie eine aussagekrdiftige Skizze an.

Ubungsaufgabe 249. (T) Gegeben ist das Tetraeder T mit Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0) und (0,0,1). sowie das Vektorfeld

Berechnen Sie das Oberflichenintegral zweiter Art [[vdO. 0T bezeichnet hier die Ober-
oT
fliche des Tetraeders.

Ubungsaufgabe 250. (T) Gegeben ist die Halbkugel (6stliche Hemisphdre)
H:={(z,y,2) : 2 +y* +2* < 1,y > 0}

sowie das Vektorfeld
x

v(z,y,2):= | y
22

Berechnen Sie das Oberflichenintegral zweiter Art [[vdO. OH bezeichnet hier die Ober-
oH
flache der Halbkugel.

Ubungsaufgabe 251. (T) Gegeben sind zwei Kugeln K1 und Ky (Mittelpunkt im Ur-
sprung) mit Radien Ry < Ry. Es bezeichne K? jenes Gebiet (Kugelschale), welches aus
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4.3 Oberflachenintegrale

Punkten besteht, die zwischen beiden Kugeln liegen, d.h. jene x mit Ry < [|x]| < Ra.

Berechnen Sie
X
——dO.
/ / Bk
0K

Hinweis: Achten Sie hier auf die Orientierung des Normalvektors und verwenden Sie
dass fir Kugeln dO parallel zu x ist.

4.3.5 Oberflachenintegrale zweiter Art, Erganzungen

Inhalt in Kurzfassung: Wie schon bei den Oberflachenintegralen erster Art folgen auch
auf jene zweiter Art (4.3.4) nun noch einige Ergénzungen und Aspekte, die nicht Prii-
fungsstoff sind, dem Versténdnis aber durchaus dienen kénnen.

Definition

Essei v : G — R3 ein Vektorfeld und x : D — G die Parameterdarstellung eines Flichen-
stiicks F' in G. Gibt es eine Zahl O(v, F') mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem € > 0
gibt es ein & > 0, so dass fiir jede Zerlegung D1,..., D, von D in elementare Bereiche
mit Feinheit < § fiir beliebige Wahl von Punkten (o1,71) € D1, ..., (0n, ) € D, gilt

(1) O(V,F)—ZV(X(O’k,Tk>)-n(o‘k,Tk)|Fk| <eg,
k=1

dann heifit O(v, F') das Oberfldchenintegral von v iiber F'.

Dabei ist
n(u,v) = Xu(u,v) X Xy (1, 0) fir (u,v) € D
[ (u; v) X x4 (u, v)||

der Normaleneinheitsvektor von F' in x(u,v) und Fi, ..., F, sind die Flachenstiicke mit
den
Parameterdarstellungen x|Dy, ..., x|D,. Symbole

/de, /vdS, //VdO,...

F F F

Es geniigt also, das Vektorfeld v auf dem Fléachenstiick F' zu kennen.
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Eindeutigkeit, Existenz und Berechnung
Existiert das Oberflachenintegral, so ist es eindeutig. Fiir die Praxis wichtig ist folgender

Satz (Existenz und Riickfiihrung auf Doppelintegrale). Es sei v : G — R? ein
stetiges Vektorfeld und x : D — G sei eine Parameterdarstellung eines Fldchenstiicks
F', x habe stetige partielle Ableitungen und es sei x, X x, # 0 auf F. Dann existiert das
Oberflichenintegral von v tber F' und es gilt

/de = //v(x(u,v)) Xy (U, v) X Xy (u, v)dudv.
F D

Physikalische Deutung

Wir nehmen an, dass v das stationdre Geschwindigkeitsfeld der Stromung einer inkom-
pressiblen Fliissigkeit der Dichte 1 ist. Wir betrachten das Flachenstiick Fj. Die durch Fj
hindurchtretende

Fliissigkeit hat anndhernd die Geschwindigkeit v(x(og, 7%)). Die in einer Sekunde durch
F}, hindurchtretende Fliissigkeit erfiillt also anndhernd ein schriges Prisma mit Grund-
flache Fj und Deckfliche Fy, 4+ v(x(og, %)) Sein Volumen ist also anndhernd Hohe mal
Grundflache, also

v(x(ok, 7)) - 0ok, ) [ Fi-

Es folgt, dass die pro Sekunde durch F' hindurchtretende Fliissigkeit anndhernd gleich

ist
n

S v(x(on, 7)) - 00w, T4) | Fil-
k=1

Beachtet man die Definition des Oberflachenintegrals und insbesondere (1), so erhalt

man: Das Oberflichenintegral
/ vdO

F

ist gleich der pro Sekunde durch F hindurchiretenden Nettomenge an Fliissigkeit.
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4.3 Oberflachenintegrale

Ahnliche Aussagen erhilt man bei Wirmestromungen und elektrischen und magneti-
schen Feldern.

Beispiel (Gesetz von Faraday). Es seien E(x,¢) und H(x, t) zusammengehorige elek-
trische und magnetische Felder im Vakuum. Ist F ein Flachenstiick, das von einer einfach
geschlossenen Kurve C' berandet wird, dann gilt (bei passender Wahl des Einheitensy-

stems)
[ Bax - —% [ o,
C F

daher ist also die ,,Gesamtspannung* lings C' ist gleich der negativen zeitlichen Anderung
des ,,magnetischen Flusses“ durch F. Ware C ein Draht, so wiirde in C' ein Strom flieflen,
der proportional zur Gesamtspannung ist.

Beispiel (Gesetz von Gauf). Es sei E(x) ein stationéres elektrisches Feld im Vakuum,
hervorgerufen durch gewisse Ladungen. Ferner sei F' eine geschlossene Fléche mit einem
Innen- und einem Auflengebiet (Beispiele: Kugel, Torus). Dann ist

/ EJO

F
die ,,Gesamtladung® im Innengebiet von F'.

Beispiel. Es sei

Man berechne den Fluss pro Sekunde aus der Halbkugel
24yt +22<1, 2>0.

Thr Rand setzt sich aus zwei Flachenstiicken zusammen.

Fp:x = v cut 0t <1, Foix=| v |, +2<1.
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Nettodurchfluss pro Sekunde: (1) — (2) mit

u

Vi—uZ—v?
(1) = //de— // V- Xy X Xpdudv = Xy X Xy = \/ﬁ
u2+'l)2<1 ].
uv
_ V1—u2—o2
// <\/1 eIy g A e
u2+4+02<1
2 1

3 .
rlcosp  rdcosesing
= +rvV1—1r2|drd

//(Vl—rQ V1—r? ) 4

_ O+0—27r/((1 r)3/2)§ %dr:%r.
(2) = //de—/ Odudv = 0.

u2+v2<1

Achtung: Bei einer geschlossenen Fliche, die sich aus mehreren Flachenstiicken zusam-
mensetzt, miissen die Parameterdarstellungen der einzelnen Fléachenstiicke so gewéhlt
werden, dass die Normalvektoren stets in das Aufere weisen.

4.4 Vektoranalysis und Integralsatze

In der Vektoranalysis stehen gewisse Skalar- und Vektorfelder in Zentrum, die sich aus
den partiellen Ableitungen gegebener Felder ergeben. Schon bekannt ist das Gradienten-
feld grad P eines vorgegebenen Skalarfeldes P (fiir Potential). Dabei handelt es sich um
das aus den partiellen Ableitungen von P als Komponenten gebildete Vektorfeld. Es ist
Gegenstand von [£.4.T] Die Rotation rot v eines Vektorfeldes v ist fiir dreidimensionales
v selbst wieder ein Vektorfeld, im Zweidimensionalen ein Skalarfeld. Definition und geo-
metrische Deutung der Rotation sind Gegenstand von [£.4.2] Die Divergenz divv eines
Vektorfeldes v, siehe entsteht als Summe gewisser partieller Ableitungen und ist
somit eine Skalarfeld. Durch die Integralsétze werden diese Begriffe zueinander in Bezie-
hung gesetzt. Die gemeinsame Struktur der Integralsitze wird in @ herausgearbeitet.
Im konkreten werden sie in den nachfolgenden Unterabschnitten 5| (Satz von Green),
(Satz von Stokes) und [4.4.7] (Satz von GauB) behandelt. Der letzte Unterabschnitt
enthilt Ergénzungen, die nicht zum Priifungsstoff gehoren aber hilfreiche Illustra-
tionen des Stoffes darstellen.

Im gesamten Abschnitt bezeichnet G ein Gebiet, d.h. eine offene und zusammenhén-
gende Menge im R? oder im R3. Meist fungiert G als Definitionsbereich eines Skalar-
oder Vektorfeldes.
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4.4 Vektoranalysis und Integralsétze

4.4.1 Gradient

Inhalt in Kurzfassung: Dieser Unterabschnitt bringt wenig Neues. Vor allem handelt
es sich um eine Wiederholung des Begriffs des Grandientenfeldes als Vektorfeld, das
durch Ableitung eines Skalarfeldes zustandekommt. Neu ist die Notation mit dem Nabla-
Operator V.

Wir beginnen mit einigen Wiederholungen und Ergidnzungen iiber Gradientenfel-
der: Hat das Skalarfeld P : G — R stetige partielle Ableitungen, dann nennt man das
Vektorfeld

P, (x) x
grad P(x) = | Py(x) |, x=|y | €CG
P, (x) z

das Potential- oder Gradientenfeld von P. Das Skalarfeld P heit dann das Potential
des Gradientenfeldes. Mit dem Nabla(-operator) genannten Symbol

9
ox

— o)
V=1 o
0
0z
schreibt man das Gradientenfeld auch gerne in der Form
grad P = VP.

Wir haben frither ein Kriterium angegeben, mit dem man iiberpriifen kann, ob ein Vek-
torfeld ein Gradientenfeld ist. Mit dem folgenden Resultat fassen wir noch weitere wich-
tige Eigenschaften des Gradienten zusammen.
Hat das Skalarfeld P : G — R stetige partielle Ableitungen und es sei grad P # o auf
G, dann stellt die Gleichung
P = const

eine sogenannte Potentialfliche dar. An jeder Stelle a € G ist grad P(a) ein Normal-
vektor der Fliche (oder Kurve)

P(x) = P(a).
grad P(a) weist von a aus in die Richtung, in der P am stérksten zunimmt (also in die
Richtung mit maximaler Richtungsableitung).

Beipiel (Warmestrom). Es sei T'(x, t) die Temperatur in einem Korper an der Stelle
x zum Zeitpunkt ¢. Dann flieBt bekanntlich Warme aus heifleren in kéltere Bereiche.
Genauer gilt fiir den Warmestrom w

w(x,t) = —lgrad T'(x,t) (I =1l(x) Warmeleitfahigkeit an der Stelle x).

Ubungsaufgabe 252. (T) Es sei f eine radialsymmetrische Funktion, d.h. f(7) = ¢(r)
fiir eine Funktion ¢ : Rt — Rt und r = ||7]|. Berechnen Sie den Gradienten von f
allgemein und fiir die Spezialfdille ¢;(r) = r* fiir i = —1,0, 1.
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4.4.2 Rotation

Inhalt in Kurzfassung: Fiir die Dimensionen n = 2 und n = 3 beschreibt die Rotation
rot v eines n-dimensionalen Vektorfeldes v : G — R", G C R"™ an einer Stelle x anschau-
lich, wie stark sich v in der Nahe von x um diesen Punkt x dreht. Weil Drehungen in der
Ebene (n = 2) um einen Punkt durch einen einzigen Parameter (die Winkelgeschwin-
digkeit), im Raum (n = 3) durch drei Parameter (zwei fiir die Rotationsachse, einen
fiir die Winkelgeschwindigkeit) beschrieben werden, sind die Werte von rot v Zahlen im
Fall n = 2 und Vektoren im R3 im Fall n = 3. Somit ist rotv : G — R fiir n = 2 ein
Skalarfeld, wihrend rotv : G — R3 fiir n = 3 ein Vektorfeld ist.

So wie der Gradient ist auch die Rotation eine Gréfle, die sich aus partiellen Ableitun-
gen zusammensetzt, allerdings angewendet auf ein Vektorfeld v : G — R” mit G C R"
(n = 2,3) und kein Skalarfeld. Wir schreiben

v:G R, (“") - (“(x’y))
y v(@,y)

fiir ebene Vektorfelder (n = 2) und

x u(z,y,2)
v:G = R3, y|— | v(z,y,2)
z w(z,y,z)

fiir Vektorfelder im R3.

Und zwar soll die Rotation rotv in einem Punkt x angeben, wie sehr sich v in der
Umgebung von x um x (entgegen dem Uhrzeigersinn) dreht. Hier besteht zwischen den
Dimensionen n = 2 und n = 3 ein wesentlicher Unterschied.

Fir n = 2, also in der Ebene, ist nur eine geometrische Ausrichtung von Rotation
denkbar. Entsprechend ist nur ein eindimensionaler Parameter notig, der die Intensitét
der Rotation beschreibt. Wie man sich durch eine Zeichnung schnell klar macht, wird
eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn umso intensiver, je stérker die y-Komponente des
Vektorfeldes, also v(x,y) in Richtung der x-Achse zunimmt, andererseits je starker die
xz-Komponente des Vektorfeldes, also u(z,y) entlang der y-Achse in negative Richtung
weist. Entsprechend lautet die Definition fiir ein differenzierbares Vektorfeld v : G — R?
mit G C R?:

rot v := vz — uy.

Dass diese Definition tatsédchlich sehr gut die intendierte geometrische Deutung zulésst,
wird durch die Rotationsversion des Integralsatzes von Green bestétigt werden.

Fir n = 3, d.h. fiir dreidimensionale Vektorfelder muss eine sinnvolle Definition der
Rotation mehr Information enthalten. Wie wir bereits wissen, ldsst sich eine Rotation
im Raum durch drei Parameter beschreiben, zum Beispiel einen Vektor im R3, dessen
Richtungsvektor die Rotationsachse angibt und dessen Linge die Rotationsgeschwindig-
keit. Das Vorzeichen korrespondiert mit der Orientierung der Rotation. Es erweist sich,
dass folgende Definition genau dieser Bedeutung entspricht:
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4.4 Vektoranalysis und Integralsétze

Sei v : G — R3 mit G C R? ein differenzierbares Vektorfeld mit. Dann ist die Rota-
tion von v, Symbole rot v oder curl v, das Vektorfeld

K

Br U Wy — Vs
rotcv=Vxv= a% X v =\ uy —wy
% w Vg — Uy
Gilt
rotv = o,

so nennt man v rotationsfrei oder wirbelfrei.

Eine Heuristik dafiir, dass, analog zur Rotation fiir n = 2, auch diese Definition die
intendierte Bedeutung als Rotation im Raum hat, ist komplizierter. Eine iiberzeugende
Bestéatigung ergibt sich wieder durch einen Integralsatz, ndmlich jenen von Stokes (siehe

T161).

Beispiel (Maxwellsche Gleichungen). Zwischen einem elektrischen Feld E(x,t)
und dem zugehorigen Magnetfeld H(x, t) herrschen im Vakuum die Beziehungen

OE OH
rOtH—E, rotE——E.

Beispiel. Wir betrachten das Geschwindigkeitsfeld eines mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w um eine feste Achse durch o rotierenden Koérpers:

v(X) =w X x ([w]] = w).
Gesucht ist rot v. Da
w1 T ZW2 — Yws
wxx=| wy | x| y | =] zws— 201
w3 z Ywi — TW2
erhalten wir
w1 + w1
rotv(x) =Vx (wxx)=| watwr | =2w.
w3 + w3

Physikalische Deutung

Es sei v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung einer inkompressiblen Fliis-
sigkeit. Um rot v an einer Stelle x zu bestimmen, bringt man ein Schaufelrddchen im
Punkt x an und bringt die Achse in die Lage, in der es mit maximaler Winkelgeschwindig-
keit rotiert. Dann weist die Achse in Richtung des Vektors rot v(x) (Rechte-Hand-Regel)
und |[rot v(x)|| ist gleich der doppelten Winkelgeschwindigkeit.

Fine weitere Deutung der Rotation wird sich aus dem Integralsatz von Stokes ergeben.

Potentialfelder
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Aus dem frither besprochenen Kriterium fiir Potentialfelder ergibt sich Folgendes: Ein
Vektorfeld auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet mit stetigen partiellen Ablei-
tungen ist genau dann ein Potentialfeld, wenn es rotationsfrei ist.

Ubungsaufgabe 253. (T) Es sei V ein radialsymmetrisches Vektorfeld, d.h. V (7) =
o(r)e, fir eine Funktion ¢ : Rt — R, wobei &, = L und r = ||7||. Zeigen Sie dass V
stets wirbelfrei ist und ein Potential besitzt.

Hinweis: Verwenden Sie die Rechenregel V x (fA) = f(V x A) + (Vf) x A.

Ubungsaufgabe 254. (E) Sei c ein fester Vektor im R3. Bestimmen Sie alle Vektor-
felder V auf R® mit rot V = c. Das Feld V. nennt man dann ein ,Vektorpotential” von
c.
Anleitung: Finden Sie zundchst irgendein Vektorfeld mit rot V = c. Uberlegen Sie sich
nun, dass, wenn W ebenfalls ein Vektorpotential ist, das Feld V. — W die Integrabili-
tatsbedingungen erfillt.

4.4.3 Divergenz

Inhalt in Kurzfassung: Die Divergenz div v eines Vektorfeldes v : G — R™, G C R", an
einer Stelle x beschreibt fiir beide Dimensionen n = 2 und n = 3 anschaulich, wie stark
der Fluss entlang der Koordinatenachsen zunimmt und berechnet sich demnach als die
Summe von zwei bzw. drei partiellen Ableitungen. Somit ist divv : G — R sowohl fiir
n = 2 als auch fiir n = 3 ein Skalarfeld.

Die dritte Grofle, die sich aus partiellen Ableitungen eines Feldes ergibt und die wir
hier besprechen wollen, ist die Divergenz div. Wie die Rotation bezieht sie sich auf ein
Vektorfeld v : G — R™ mit G C R™ (n = 2,3). Und zwar soll divv an einer Stelle x
angeben, wie stark die Stromung in positive Richtung der Koordinatenachsen zunimmt.
Mit der bisherigen Notation

. x u(z,y)
v:G — R? <y> — <v(x,y)>

beziehungsweise
x u(z,y, z)
v:G — R3, y|— | viz,y,2)
z w(z,y, z)

setzt sich divv also (fiir differenzierbares v) additiv aus den partiellen Ableitungen u,,
vy und, fiir n = 3, w, zusammen. Somit ist divv : G — R selbst ein Skalarfeld, namlich

di . ou N ov
VVvi=up+vy = — + —
TV 9 Oy
beziehungsweise
di T ou N ov N ow
VVi=up + v, Fw, = — + — + —
v T 0x Oy 0z
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4.4 Vektoranalysis und Integralsétze

im Fall n = 2 bzw. n = 3.

Unter Benutzung des Nablaoperators schreibt man dafiir auch
V-v.
Man nennt ein Vektorfeld v mit stetigen partiellen Ableitungen quellfrei, falls gilt
divv = 0.

Physikalische Deutungen ergeben sich wieder aus Integralsitzen, namlich fiir n = 2
durch den Satz von Green in der Divergenzversion bzw. fiir n = 3 durch den
Divergenzsatz von Gaufl Dazu aber noch einige weitere Erlduterungen:

Es sei zuerst v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Gasstromung. Schreibt man
einem Punkt x einen kleinen Bereich zum Zeitpunkt ¢ = 0 um, und wird der Bereich
von der Gasstromung mitgenommen, so édndert sich sein Volumen V' (¢) mit der Zeit ¢.
Es ist

V'(0)
V(0)

wobei die Ubereinstimmung umso genauer ist, je kleiner der Bereich urspriinglich war.

~ divv(x),

Eine zweite Interpretation lautet wie folgt: Es sei v das Geschwindigkeitsfeld einer sta-
tiondren Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit. Schreibt man einem Punkt x eine
kleine geschlossene Fliache um, dann ist div v(x) anndhernd die Differenz der ausstro-
menden und einstromenden Fliissigkeit pro Zeiteinheit dividiert durch das Volumen des
Bereichs. Da die Flissigkeit inkompressibel ist, muss in dem Bereich Fliissigkeit erzeugt
oder vernichtet werden — je nachdem ob diese Differenz positiv oder negativ ist. Man
spricht von Quellen bzw. Senken. Die Divergenz gibt also die Differenz der Menge der
erzeugten und der Menge der vernichteten Fliissigkeit pro Volumseinheit an. Man nennt
sie daher auch gerne Quelldichte; vgl. den Integralsatz von Gauf.

Beispiel (Gravitationsfeld). Die Kraft, die eine kontinuierliche Massenverteilung auf
eine Einheitspunktmasse in x ausiibt, ist nach dem Gravitationsgesetz gleich

f(x) :7///'(‘)(||uu)(_ux_||;<)dudvdw.

(Das Integral ist komponentenweise zu verstehen.)
Es folgt aus der Leibnizschen Regel fiir Parameterintegrale:

) o(w)(u — 7)
dwf(x)_Fyax///((u—a:)2+(v—y)2+(w—z)2)3/2 dudvdw +

_ o(w)(=1)|lu —x|* — p(u)(u — z)3u — x[|2(u — z)(-1)
=[] 2

[lu —x|®

dudvdw + - - -

_ () (3[lu — x> — 3lu — x[|((u — 2)* + (v — y)* + (w — 2)*) _
= —’y/// u—x|° dudvdw = 0.
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

D.h. das Gravitationsfeld (im Aufleren der es erzeugenden Massenverteilung) ist quellfrei.
Fir das Potential P des Gravitationsfeldes f gilt also
o*pP  9*P  9*P

divgrad P = 92 + By + 9.7 — AP =0.

Ubungsaufgabe 255. (T*) Es sei V ein radialsymmetrisches Vektorfeld, d.h. V() =
¢(r)é, fiir eine Punktion ¢ : RT — RT, wobei &, = £ und r = ||7||. Berechnen Sie die
Divergenz von f allgemein und fiir die Spezialfille ¢;(r) = r* firi = —2,1,2.

Hinweis: Verwenden Sie die Rechenregel V - (fA) = f(V - A) 4+ (Vf)- A

Ubungsaufgabe 256. (T) Bestimmen Sie die Konstante p so, dass das Vektorfeld
W,(z,y,2) = (1+pz,z,1) quellfrei ist, also div W, = 0 erfillt. Geben Sie alle Vektor-
potentiale an, d.h. alle Vektorfelder A, mit rot A, =W, an.

Identitaten fiir Vektoroperationen, Zusammenfassung:

Fiir grad, rot, div gibt es eine Reihe von Identitdten: Es seien f, g : G — R Skalarfelder
und v, w : G — R3 Vektorfelder mit stetigen partiellen Ableitungen erster oder zweiter
Ordnung, je nach Erfordernis. Dann gilt

« grad(fg) = fgradg + ggrad f
o Tot (fv)=grad f x v+ frotv

o div(fv)=gradf-v+ fdivv

o div(vxw)=w-rotv—v-rotw
o rot(grad f) = o

o div(rotv) =

2f 82f 82f
oy 922

div(grad f) = = Af (Laplace-Operator)

Ubungsaufgabe 257. (P) Bestitigen Sie durch explizites Nachrechnen die beiden Re-
geln

Vx(Vf)=0, V-(VxA)=0.
Dabei sind f: R? = R und A:R3 = R3 als stetig differenzierbar vorausgesetzt.

Ubungsaufgabe 258. (P) Berechnen Sie allgemein fiir ein Skalarfeld ¢ : R? — R und
ein Vektorfeld V : R3 — R3:

div(NV @), rot(V ), div(rotV), rot(¢pV), rot div(¢pV).

Bestitigen Sie Ihre Ergebnisse anhand der konkreten Beispiele ¢(x,y,z) = \/x? + y? + 22
und V(z,y,z) = (x,y, z) und fertigen Sie jeweils eine aussagekriftige Skizze an!
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Ubungsaufgabe 259. (P) Rechnen Sie folgende Identitdt fiir Vektorfelder u = (uy,us, u3)
nach:

rot(rot(u)) = grad(div(u)) — A(u),

wobei unter A(u) der Vektor (Auy, Aug, Aus) zu verstehen ist. A = V -V ist der
Laplace-Operator.

4.4.4 Gemeinsamkeiten der Integralsatze

Inhalt in Kurzfassung: Die Integralsidtze von Green, Stokes und Gaufl lassen sich — so
wie auch der bereits aus Mathematik 1 vertraute Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung — als Spezialfille eines allgemeinen Satzes auffassen, der ebenfalls nach
Stokes benannt ist. Leider ist es hier nicht mdéglich, die zu seinem vollen Verstdndnis
erforderliche Theorie der Integration von Differentialformen in der entsprechenden All-
gemeinheit zu entwickeln. Es ist aber moglich, die sehr einprigsame formale Struktur
dieses allgemeinen Satzes anzugeben. In Verbindung mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung fallt es dann leichter, sich die Aussagen der klassischen Integral-
sétze einzuprigen. Diese werden dann noch in den nachfolgenden Unterabschnitten im
Einzelnen zu besprechen sein.

Im Zentrum der nachfolgenden drei Unterabschnitte werden die Integralsitze von
Green, Stokes und Gaufl stehen. Sie lassen sich alle als Analoga zum Hauptsatz der
Differential- und Integralrechung auffassen. Um das zu verstehen, ist es allerdings sinn-
voll, den Hauptsatz in etwas ungewohnter Weise zu interpretieren:

Ist F' eine Stammfunktion der stetigen Funktion f : [a,b] — R, so lautet die iibliche
Formulierung des Hauptsatzes:

b
| 1@ da = Pt - F@)

Das Ungewohnte besteht nun darin, die Differenz rechts als Integral von F' iiber den
Rand 0O[a,b] = {a,b} des Integrationsbereichs [a,b] zu verstehen. Und zwar fassen wir
den Rand des (von a nach b orientierten) eindimensionalen Intervalls [a,b] als eine 0-
dimensionale aber geordnete Menge {a < b} mit Anfangspunkt a und Endpunkt b auf.
Wir definieren das Integral iiber eine solche 0-dimensionale, zweielementige geordnete
Menge als

/ F= Fi= F(b) - F(a),
0la,b] {a<b}

also: Funktionswert am Endpunkt minus Funktionswert am Anfangspunkt. Der Haupt-

satz erhilt somit die Gestalt
/ fdx = / F.
[a,b] 9[a,b]

Die allgemeine Form der Integralsitze ergibt sich durch Abstraktion: Das Integrationsin-
tervall [a, b] wird durch einen allgemeinen (eventuell auch hoherdimensionalen) Bereich B
mit Rand 0B ersetzt und die Funktion F' durch ein Objekt w, das man Differentialform
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

nennt und zu dem es auch eine Ableitung dw gibt, im Hauptsatz dF = F’' dx = fdx. Die
resultierende Form des Hauptsatzes ist der allgemeine Satz von Stokes (im Gegensatz

zum klassischen Satz von Stokes |4.4.6.1)):

/dw:/ w
B OB

In Worten: Das Bereichsintegral iiber B der Ableitung dw stimmt mit dem Integral von
w tber den Rand von B tberein.

Satz 4.4.4.1.

Auch wenn die Bedeutung von w hier etwas dunkel bleiben muss, so lohnen doch einige
Erlduterungen zum allgemeinen Satz von Stokes:

Wichtig ist zunédchst, dass die Bereiche und ihre Rénder vorzeichenbehaftet sind: Bei
einem 0-dimensionalen zweielementigen Bereich héngt das Vorzeichen von der Reihenfol-
ge ab (Anfangspunkt negativ, Endpunkt positiv — wie bei Vektoren), bei einem Intervall
kommt es auf seine Orientierung an (entsprechend der Regel [ f = —J,), bei der Parame-
trisierung von Kurven und den daraus resultierenden Kurvenintegralen auf den Sinn der
Durchlaufung, dhnlich bei Oberflichenintegralen auf die Reihenfolge der Koordinaten in
der Parametrisierung (Rechtsschraubenregel) etc.

Mit betrachtlichem begrifflichen Aufwand ldsst sich eine Theorie der Integration von
Differentialformen entwickeln, deren Hauptergebnis eben Satz ist, wobei w darin
so allgemein gewahlt werden kann, dass alle hier behandelten Integralsitze Spezialfille
sind:

e Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich als Spezialfall in
der oben bereits beschriebenen Weise.

« Im Satz von Green ist B ein ebener Bereich, der von einer Kurve (als 0B) berandet
wird. Die Rolle von w tibernimmt das Vektorfeld v (4.4.5.1) bzw. das dazu normale
Vektorfeld (4.4.5.2)), und die Ableitung ist rot v bzw. divv.

e Im klassischen Satz von Stokes ist B eine zweidimensionale Fliache im
dreidimensionalen Raum, die durch eine Kurve im Raum als 0B berandet wird.
Als Ableitung eines dreidimensionalen Vektorfeldes (das fiir w steht und das entlang
der Kurve integriert wird) fungiert rot v.

e Im Satz von Gaufl (4.4.7.1) ist B ein dreidimensionaler Bereich B mit zweidimen-
sionalem Rand 9dB. Wieder Uibernimmt ein Vektorfeld v die Rolle von w und divv

die der Ableitung dw.

In jedem Fall ist die Dimension des Randes 0B um 1 niedriger als die Dimension von
B. Doch nun zu den Integralsidtzen im Einzelnen.
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4.4.5 Integralsatz von Green im R?

Inhalt in Kurzfassung: Der Satz von Green bezieht sich auf stetig differenzierbare zweidi-
mensionale Vektorfelder v auf einem ebenen Bereich D, der durch eine stiickweise stetig
differenzierbare einfache (d.h. sich selbst nicht iiberschneidende) Kurve C' begrenzt wird,
die im mathematisch positiven Sinn (d.h. bei iiblicher Beschriftung der Achsen des Koor-
dinatensystems gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen wird. In seiner Rotationsvariante
besagt der Satz von Green, dass das Kurvenintegral zweiter Art iiber v entlang C' den-
selben Wert liefert wie das Bereichsintegral iiber rotv. Daraus lédsst sich sehr schnell
auch die Divergenzvariante des Satzes von Green ableiten (wie auch umgekehrt): Das
Kurvenintegral iiber das zu v normale Vektorfeld stimmt mit dem Bereichsintegral iiber
die div v iiberein.

In diesem Abschnitt sei G durchwegs ein Gebiet im R?. Der Satz von Green in der
ersten Version (Rotationsversion) lautet:

Satz 4.4.5.1. Es sei v : G — R? ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ableitungen und
C eine einfach geschlossene Kurve, die samt dem von ihr berandeten, beschrinkten und
abgeschlossenen elementaren Bereich D auf G liegt und eine stiickweise stetig differen-
zierbare Parameterdarstellung x : [a,b] — G besitzt. C' sei im mathematisch positiven
Sinn durchlaufen. Dann gilt

/vdx—//rotvdxdy— // (gz - y) dxdy. (4.1)

= rotv

Bevor wir auf Folgerungen eingehen, geben wir eine Begriindung von , wobei wir uns
auf den Fall beschranken, dass C' von jeder achsenparallelen Geraden in einem Intervall
oder in zwei Punkten geschnitten wird. Da jeder elementare Bereich D in solche Bereiche
zerlegt werden kann, und Kurvenintegrale iiber entgegengesetzt durchlaufene Kurven-
stiicke entgegengesetzt gleich sind, folgt daraus der allgemeine Satz.

Wir berechnen

Dazu zerlegen wir C in vier Teilkurven C7, C3, C3 und Cy und wéhlen folgende stiickweise
stetig differenzierbare Parameterdarstellungen:
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O x(s) = (758)), a<s<b, I ¢

Co x(s) = <2 , Y(b) < 5 < 6(b), 3
— O x(s) = <5(ss)>’ a<s<b, C,
cox= (1), s —

Damit erhalten wir

C[(g)dx = C[(ﬁ)dx+C{<g>dx+G/3<g>dx+c{<g>dx
/

= —/ 7)$(s,t)dt dS:—//audxdy
a \v(s
und
/( 2 ) dx = /bv(s,'y(s))'/(s) —v(s,0(8))d(s)ds + 7)v(b, s)ds — 7)1)((1, s)ds.
c a ~(b) 7(a)

Nach der Leibnizschen Regel fiir die Differentiation von Parameterintegralen gilt aber
auch

a(s)

b
//avdxdy = // (s,y)dyds
ox
D a (s

(s)

_ /d
N ds

N

(s

~

—

o(s.y)dyds+ [ vls.7()7'() = v(s,0())8'(5) ds

IS}
=2
—~
©»
z

und daher

/( ) - [ Gt
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Addition liefert die gewiinschte Aussage.

Beispiel. Es sei C die positiv durchlaufene Ein-
heitskreislinie. Nach dem Integralsatz von Green

gilt dann
/( mxy ) dx = // (1 —x)dxdy = .
C

x24+9y2<1

Ubungsaufgabe 260. (T) Berechnen Sie das
Kurvenintegral [~V (x(s))ds, wobei

view = (772

und C der im positiven Sinne durchlaufene Umfang des Dreiecks mit den Eckpunkten
(1,0), (0,1) und (0,0) ist.

Ubungsaufgabe 261. (T) Bestitigen Sie den
Satz von Green fir das Vektorfeld

V(:L‘,y) = ( x2yy2 >

und die Kurve C, welche der im positiven Sinne durchlaufene Rand des Halbkreises mit
Mittelpunkt (0,0), Radius 2 und nichtnegativer y-Koordinate ist.

Ubungsaufgabe 262. (E) Formulieren und diber-
prifen Sie den Satz von Green fir Kreise mit
Mittelpunkt im Ursprung!

Hinweis: Es ist hilfreich Polarkoordinaten zu
verwenden und dann die Vorgehensweise fiir Recht-
ecke zu imitieren!

Erginzungen und Deutung
Ist die Parameterdarstellung x von C' so beschaf-
fen, dass ||x(t)|| = 1 ist, fiir alle ¢ € [a,b], dann
ist

/ v(x(1)) - %(t) dt,

a

also gleich dem Integral iiber die Tangentialkomponente von v langs C, d.h. das Integral
ist die Zirkulation von v lings C. Nach (4.1)) und dem Mittelwertsatz fiir Doppelinte-
grale gilt also

Zirkulation = // rot vdzdy = |D|rotv(a), a € D passend.
D
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(Hier wie an einigen anderen Stellen, ist | D| eine alternative Notation fiir das Flachenmafl
A2(D) von D. Eine andere ist I(D).) Die Rotation von v kann also als Zirkulation pro
Flacheneinheit oder als Zirkulationsdichte gedeutet werden.
Wendet man den Integralsatz von Green auf
das Vektorfeld
—v
()

an, erhélt man statt (4.1]) die folgende Version des Satzes von Green:

Satz 4.4.5.2. Es seiv:G — R? ein Vektorfeld

mit stetigen partiellen Ableitungen und C eine

einfach geschlossene Kurve, die samt dem wvon

thr berandeten, beschrinkten und abgeschlossenen elementaren Bereich D auf G liegt
und eine stickweise stetig differenzierbare Parameterdarstellung x : [a,b] — G, t —
(x(t),y(t)) besitzt. C sei im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. Dann gilt

b

/v(x(t)) ‘n(t) dt = // <gz + gZ) dady, (4.2)
’ X divv

wobei n(t) = (y(t), —#(t))T den Normalvektor an die Kurve C im Punkt x(t) bezeichnet.

Ist die Parameterdarstellung so, dass ||x(¢)]| =
1 ist fiir alle ¢ € [a, b], dann ist auch ||n(¢)|| = 1.
Da wir annehmen, dass C' im positiven Sinne
durchlaufen wird, ist n(¢) der nach aufien weisende Normaleneinheitsvektor von C' und

/ v(x(t)) - n(t) dt

a

ist dann das Integral iiber die Normalkomponente von v lings C, d.h. der sogenannten
Fluss von v durch C. Damit gilt nach (4.2)) und dem Mittelwertsatz fiir Doppelintegrale

Fluss = // divvdzdy = |D|divv(a), a € D passend.
D

Die Divergenz von v ist also der Fluss pro Flécheneinheit, oft auch Quelldichte genannt.

Zum Schluss merken wir an, dass der Integralsatz von
Green auch fiir sehr viel allgemeinere Bereiche gilt,
etwa fiir solche der folgenden Form:

Anwendungen:
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Leibnizsche Sektorformel

Wendet man den Integralsatz von Green auf das Vektorfeld v = (y, —z)7

an, so folgt

b
/vdx _ /(y(t)x‘(t) —a(t)g(t)) dt = é/u — 1) dzdy = —2|D| = —20s(D).

C a

Wir erhalten also die Leibnizsche Sektorformel

A2(D) = |D| =

DN =

/b(:'cy—:vy)dt

Integrabilitidtsbedingung

Wir nehmen an, dass das Vektorfeld v mit stetigen partiellen Ableitungen die Eigenschaft
hat, wegunabhéngige Kurvenintegrale zu besitzen. Dann gilt fiir jede einfach geschlossene
Kurve C, die samt ihrem Inneren auf G liegt,

/de =0. (4.3)

c

Also ist nach dem Integralsatz von Green

vdx = [ [ (vy —uy)dzdy =0, (4.4)
[vix= ]
C D

wobei D der abgeschlossene beschrénkte Bereich mit Rand C' ist. Wir zeigen, dass daraus
die Integrabilitatsbedingung
Uy — Uy =0 (4.5)

folgt. Ware an einer Stelle a € G ndmlich v, (a) — uy(a) # 0, etwa > 0, so folgt aus der
Stetigkeit von vy, u, auch v;(x) — u,(x) > 0 in einer Umgebung von a. Nun legt man
in diese Umgebung eine einfach geschlossene Kurve C' mit den obigen Eigenschaften.
Dann ist die rechte Seite in positiv, wahrend die linke nach verschwindet.
Widerspruch. Damit gilt (4.5)).

Laplaceoperator und Normalableitung

Es seien G, C, D wie oben, fir die Parameterdarstellung x von C' gelte aber ||x(t)]| =1
fir t € [a,b]. Ferner sei f: G — R ein Skalarfeld mit stetigen 2. partiellen Ableitungen.
Dann gilt

b
o R S e 0
!Afd dy Z/(f””yy)d dy C/(fx>d /(fx(x@))) <Z)(t)>dt
b

b
_ fx(X(t)) y(t) B g .
- /<fy(><(t))> <—:t(t)>dt_a o (x(8) dt.

a
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4 Integralrechnung in mehreren Variablen

Greensche Formeln
Es seien G, C, D wie oben und v : G — R? ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ablei-
tungen bis zur 2. Ordnung. Wie eben folgt aus

(U3 )g = UpVsy + UVgg, (uvy)y = uyvy + uvy,

die Beziehung

//(uxvx + WV + UyVy + UV ) dedy = /u (;@) dx,

D C
oder
o
// grad u - grad v dedy + //uAv dxdy = ua—z dt,
D D a

die erste Greensche Formel. Vertauscht man u mit v, erhélt man eine analoge Formel
und Subtraktion liefert die zweite Greensche Formel

b
ov ou
//(u Av — v Au)dedy = / <u8n - U@n) dt.
D

a

4.4.6 Integralsatz von Stokes

Inhalt in Kurzfassung: Der Satz von Stokes ist das dreidimensionale Analogon der Ro-
tationsvariante der Satzes von Green und besagt, dass das Kurvenintegral iiber ein drei-
dimensionales stetig differenzierbares Vektorfeld entlang einer stiickweise stetig differen-
zierbaren Kurve C, die ein Fldchenstiick F' im Raum berandet, iibereinstimmt mit dem
Oberflachenintegral iiber rot v. (Das Vorzeichen ist im Sinne der Rechtsschraubenregel
zu bilden.)

Es sei G ein Gebiet im R? und D ein elementarer Bereich im R?. Der Integralsatz
von Stokes lautet:

Satz 4.4.6.1. Seiv: G — R? ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ableitungen, F C G
ein Fldchenstiick mit stetig differenzierbarer Parameterdarstellung und C' die Randkurve
von F' mit stiickweise stetig differenzierbarer Parameterdarstellung. Wird C' so durch-
laufen, dass F ,links“ liegt und der Umlaufsinn der Kurve zusammen mit der Norma-
lenrichtung von F' eine Rechtsschraubung ergibt, dann gilt

/vdxz //rotde. (4.6)
C F
Deutung

Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung einer inkompressiblen Fliissig-
keit in G, dann ist das linke Integral in (4.6)) die Zirkulation lings C' und das rechte etwa
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4.4 Vektoranalysis und Integralsétze

|F'| mal der Normalkomponente von rot v auf F. D.h. die Normalkomponente von rot v
konnte man als
Zirkulationsdichte der Fliissigkeitsstromung in F' deuten.

Ist v ein Kraftfeld, so stellt das linke Integral in die Arbeit dar, die geleistet wird,
wenn man einen der Kraft unterworfenen Punkt um C herum bewegt. Nach Stokes
148t sich also diese Arbeit als das Integral iiber F' der Normalkomponente der Rotation
ausdriicken.

Anwendung:
Integrabilitdtsbedingungen
Es sei v : G — R3 ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ableitungen und wegunabhén-
gigen Kurvenintegralen. Dann ist die Integrabilitdtsbedingung

rotv=o0

erfiillt. Wére an einer Stelle a € G namlich rot v(a) # o, so konnte man ein Fliachenstiick
F durch a finden mit
rot v(x) - n(x) > 0 fir x € F,

in Widerspruch zum Satz von Stokes.

Ubungsaufgabe 263. (T) Eine turbulente Stromung besitzt das Geschwindigkeitsfeld

1 )T'

r—=z

17(1‘, Y, Z) = (x2y27 —Z,y2 +

Berechnen Sie die Wirbelstirke rot v, sowie das Kurvenintegral von U entlang der
Kurve C mit

(z(t),y(t), 2(t)) = (3cost,3sint,3cost — 1)7, t € [0,27]. (4.7)
Ubungsaufgabe 264. (T) Gegeben ist wieder das Geschwindigkeitsfeld
i(x,y,2) = (z°y, —2,0* + 725)7. (4.8)
Die Kurve C' mit
(z(t),y(t), 2(t)) = (3cost,3sint,3cost — 1)T, t € [0,27]. (4.9)

entsteht als Rand der Schnittfliiche des Zylinders Z um die z-Achse mit Radius r < 3
mit der Ebene E . ©x — z = 1. Bestdtigen Sie den Integralsatz von Stokes indem Sie das
Oberfiichenintegral von U dber die Schnittfliche ausfiihren.

Ubungsaufgabe 265. (T) Berechnen Sie das Integral [ V(x(s))ds wobei

=Y
V(z,y,2)=| z—z
y—x

und C der im positiven Sinne durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1).
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4.4.7 Integralsatz von Gaul3

Inhalt in Kurzfassung: So wie der Satz von Stokes als Ubertragung der Rotationsversion
des Satzes von Green von zwei in drei Dimensionen verstanden werden kann, ist der
Satz von Gauf} die dreidimensionale Variante der Divergenzversion. Er besagt, dass das
Oberflachenintegral {iber ein stetig differenzierbares Vektorfeld v iiber die Oberfliche
eines dreidimensionalen Bereich mit dem Bereichsintegral iiber div v iibereinstimmt.

Es sei G ein Gebiet im R3. Der Integralsatz von Gauf3, genannt auch Divergenz-
satz (vor allem in der englischsprachigen Literatur) lautet:

Satz 4.4.7.1. Sei v : G — R? ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ableitungen und
F eine geschlossene Fliche in G, die samt ihrem Innenbereich einen beschrinkten, ab-
geschlossenen, elementaren Bereich D in G bildet und sich aus endlich vielen Fldchen-
stiicken zusammensetzt mit stetig differenzierbaren Parameterdarstellungen. Weisen die
Normalenrichtungen an alle diese Fldichenstiicke nach auflen, dann gilt

//VdO = /// div v dxdydz. (4.10)
F D

Der Beweis verliuft dhnlich wie der Beweis des Integralsatzes von Green im R?, die
technischen Einzelheiten sind aber schwieriger.

Physikalische Deutung

Die hier besprochene Deutung des Gaufischen Integralsatzes wird auch die frithere Deu-
tung der Divergenz klar machen. Es sei v das stationdre Geschwindigkeitsfeld der Stro-
mung einer
inkompressiblen Fliissigkeit. Dann ist das linke Integral in die Differenz von aus-
stromender und einstrémender Fliissigkeit pro Zeiteinheit. (Wir nehmen an, dass die
Fldchennormalvektoren x, x @, nach auflen weisen.) Da die Fliissigkeit inkompressi-
bel ist, darf es zu keiner Vermehrung oder Verminderung von Fliissigkeit kommen. Es
muss daher in D Fliissigkeit erzeugt oder vernichtet werden. Man spricht von Quellen
und Senken. Der Uberschuss von ausstréomender und einstréomender Fliissigkeit heifit
Gesamtergiebigkeit. Sie ist positiv oder negativ, je nachdem die Quellen oder Senken
iiberwiegen. Die Gesamtergiebigkeit von D durch das Volumen von D nennt man mitt-
lere Ergiebigkeit. Zieht man D auf einen Punkt x zusammen, erhélt man im Grenzwert
die spezifische Ergiebigkeit in x oder die Quelldichte. Aus dem Mittelwertsatz fur
Volumsintegrale folgt

divv(x) = Quelldichte in x.

Ubungsaufgabe 266. (T) Bestitigen Sie den Satz von Gaufi am Beipiel des Kegels
der Héhe H =1 um die (positive) z-Achse mit Spitze im Ursprung und Offnungswinkel
45° und des Vektorfelds
2+ 2
V(z,y,2)=| y+ 22
Y2+
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Ubungsaufgabe 267. (T) Gegeben ist das Tetraeder T mit Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0) und (0,0,1) sowie das Vektorfeld

Berechnen Sie das Oberflichenintegral [[VdO.
oT

Ubungsaufgabe 268. (T*) Wie die vorige Aufgabe, aber fiir die vier einzelnen Seiten-
flachen.

Ubungsaufgabe 269. (T) Gegeben ist die Halbkugel (stliche Hemisphdre) H = {(x,y, 2) :
22+ y? + 22 < 1,y > 0} sowie das Vektorfeld

X

V(z,y,2):=| ¥
22

Berechnen Sie das Oberflachenintegral [[VdO.
OH

Ubungsaufgabe 270. (T) Wie die vorige Aufgabe, aber fiir die Halbsphdre (d.h. ohne
Deckfliche).

Ubungsaufgabe 271. (T*) Gegeben sind zwei Kugeln K1 und Ko (Mittelpunkt im
Ursprung) mit Radien Ry < Ry. Es bezeichne K3 jenes Gebiet (Kugelschale), welches
aus Punkten besteht, die zwischen beiden Kugeln liegen, d.h. jene x mit Ry < ||x|| < Ra.
Berechnen Sie

1. f@K%ﬁdO mithilfe des Gauj$’schen Satzes.

Wenn Sie motiviert sind, versuchen Sie bitte sich freiwillig an folgender physikali-
scher Anwendung dieser Beobachtung:

2.% Das von einer in'y angebrachten Punktladung der Stdirke o in x hervorgerufene
Potential ist V(x) = 8.99 x 109@' Das Potential einer mit Ladungsdichte o
belegten Hohlkugel OK ist dementsprechend

V(x) = 8.99 x 109/ 7
ok [[x =yl

O(y)-
Berechnen Sie V (x) fiir Punkte x innerhalb der Hohlkugel!

Ergebnis: V(x) = —8.99x 10? x 470 R im Inneren der Hohlkugel, d.h. dieser Bereich
ist wegen F' = —VV kraftefrei!
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3.* Das von einer Hohlkugel OK mit Radius R und Flichendichte o hervorgerufene
Gravitationspotential ist

g

Vion(x) = —6.67 x 10—11/

o Te—y 2 20

das von einer Vollkugel K mit Radius R und Massendichte p hervorgerufene Po-
tential

Viou(x) = —6.67 x 10—”/ Py,

K |[x—yl?
und das von einer im Ursprung sitzenden Punktmasse M hervorgerufene Potential

1st

M

Vopunkt(x) = —6.67 x 1071 ———
puo ) ERSIE

Wenn die Massen der Kugeln bzw. der Punktmasse gleich sind, so stimmen fiir x
mit ||x|| > R auch die Potentiale Viop(x), Viou(x) und Vyynie(x) tdberein.

4.4.8 Erganzungen zu den Integralsatzen

Inhalt in Kurzfassung: Wieder folgen Ergéinzungen und Illustrationen zu diesem Ab-
schnitt, die nicht Priifungsstoff sind, deren Lektiire aber das Versténdnis des Stoffes
festigen kann.

Fiir manche Anwendungen ist folgendes einfache Resultat niitzlich. (Ahnliche Ergebnisse
spielen in zahlreichen Teilen der Analysis eine Rolle.)

Satz (Eindeutigkeit fiir Oberfliichenintegrale). Es sei v : G — R? ein Vektorfeld
mit stetigen partiellen Ableitungen. Ist das Oberflichenintegral tiber jede geschlossene
Fldache F (wie im Integralsatz beschrieben) null, so gilt

divv =0 auf G.

Greensche Formeln
Es seien G, F, D wie oben. Ferner haben u, v : G — R stetige partielle Ableitungen bis zur
2. Ordnung. Wir wenden den Gaufischen Integralsatz auf das Vektorfeld

v = ugradv
an. Beachtet man die Identitat

div (ugradv) = grad u - grad v + uAv,
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so folgt die erste Greensche Formel

// (grad u - grad v + ulAw) dedydz = // ugrad v dO = //u —dO.

Vertauscht man v und v und subtrahiert, so erhélt man die zweite Greensche Formel

/// (uhv — vAu) dxdydz—// (ugz_ ) P

Die Warmeleitungsgleichung:
Es sei T'(x,t) die Temperatur in einem Kérper K im Punkt x zum Zeitpunkt ¢. Dann
gilt fiir den Warmefluss w

w(x,t) = —lgrad T (I >0, fest). (4.11)

Wir nehmen dabei an, dass der Warmeleitungskoeffizient [ konstant ist. Es sei nun D ein
elementarer Bereich im Inneren von K, der von einer geschlossenen Fliache F' berandet
wird (so dass die Voraussetzungen des GauBschen Integralsatzes erfiillt sind). Die durch
F pro Zeiteinheit ausstromende (Netto-)Wéarmemenge ist einerseits gleich

Z/wdo. (4.12)

Beachtet man andererseits, dass die Gesamtwarmemenge in D gleich ist

/// oo T dxdydz, (o > 0 spezifische Wérme, o > 0 Dichte)

so ist die durch F' pro Zeiteinheit ausstromende Warmemenge

d
—ﬁ///UQdedydz. (4.13)
D

Die Ausdriicke (4.12]) und (4.13)) miissen also iibereinstimmen. Aus dem Gauflschen In-
tegralsatz, (4.11)) und der Leibnizschen Regel fiir die Differentiation von Parameter-

integralen erhalt man
- /// divgrad T dedydz = —I /// AT dxdydz
D D

//Wd()
F
d aT
= —£///agTda:dydz:—///Ugadivdydz
D D
/// (—AT) dzdydz = 0.
g

und damit
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Das gilt fiir alle Bereiche D im Inneren von K, also erhalten wir die Wéarmeleitungsglei-
chung
or 1
ot oo
Die Kontinuitiatsgleichung der Hydrodynamik:
Es sei v(x, t) die Geschwindigkeit einer Fliissigkeitsstromung ohne Quellen und Senken
und o(x,t) die Dichte an der Stelle x € G zum Zeitpunkt ¢. Es seien D, F' wie im Gau$-
schen Integralsatz. Die Anderungsrate der Fliissigkeitsmenge in D ist dann einerseits

gegeben durch
d/// (x,t) dad dz///a@dxd dz

und andererseits durch
—// ovdO = — /// div (ov) dzdydz.
F D

/D// (gf div (QV)> dxdydz = 0.

Da D beliebig war, erhalten wir die Kontinuitétsgleichung

(4.14)

Also ist

do | . B
5 +div (pv) = 0.

Im Spezialfall einer inkompressiblen Fliissigkeit, wenn also ¢ = const ist, vereinfacht sie
sich zu
divv = 0.
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5 Stochastik

Die urspriingliche Bedeutung des altgriechischen Wortes, aus dem sich unser Wort ,,Sto-
chastik“ ableitet, ist in etwa ,Kunst des Ratens“. Nach heutigem Verstdndnis umfasst
die Stochastik jene Teilgebiete der Mathematik, die sich mit Wahrscheinlichkeit und
Zufall befassen, also Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Der begriffliche Apparat
dafiir ist durchaus beachtlich. Entsprechend umfangreich ist der erste Abschnitt
dieses Kapitels, der sich mit den Grundbegriffen beschéaftigt. Genannt seien an dieser
Stelle: Ereignisse, Wahrscheinlichkeitsraume und -verteilungen, Verteilungs- und Dich-
tefunktionen, Zufallsgréfen, Erwartungswert und Varianz, bedingte Wahrscheinlichkeit
und Unabhéngigkeit von Ereignissen und Zufallsgrofen. Erst in[5.2 kommen wir zu tiefer
liegenden Ergebnissen. Hervorgehoben seien vor allem das Gesetz der grofien Zahlen und
der Zentrale Grenzwertsatz. An diesen theoretischen Resultaten setzt dann die Statistik
in[5.3|an. Thr Ziel ist es, aus empirischen Daten Riickschliisse auf Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen zu ziehen. Ihre Methoden, von denen wir Punktschétzer, Konfidenzintervalle
und das Testen von Hypothesen besprechen werden, fulen auf der Wahrscheinlichkeits-
theorie der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels.

5.1 Grundbegriffe

In diesem recht langen Abschnitt werden Grundbegriffe der Stochastik entwickelt. Dazu
muss beachtliche begriffliche Arbeit geleistet, aber noch relativ wenig gerechnet und be-
wiesen werden. Die Grenze zum néchsten Abschnitt mit den Hauptsitzen der Stochastik
wird dann gezogen, wenn es nicht mehr primir um die Pragung der richtigen Begriffe
geht, sondern sobald nennenswerte Rechnungen und Beweise erforderlich werden. Die
Struktur des Abschnitts erwéchst aus dem Anliegen, die zahlreichen Begriffe passend
aufeinander aufzubauen. Das bedingt die folgende Reihenfolge.

Wir beginnen in [5.1.1] mit der Abstraktion einer naiven Vorstellung der Wahrschein-
lichkeit von Ereignissen und abstrahieren zu den Begriffen Wahrscheinlichkeitsmafl und
Wahrscheinlichkeitsraum. Einige besonders typische Beispiele dazu werden in be-
sprochen. In[5.1.3] fithrt die Unterscheidung diskreter und reeller Wahrscheinlichkeitsrau-
me bzw. Verteilungen u.a. zu den Begriffen Verteilungsfunktion und Dichte. Von grofitem
Interesse sind in der Stochastik ZufallsgroBen und ihre Verteilungen. Sie werden in
eingefiihrt. Ihre wichtigsten Kenngréflen sind Erwartungswert und Varianz.
Ein weiteres Standbein fiir alles Weitere bilden die Begriffe der bedingten Wahrschein-
lichkeit und noch mehr der Unabhéngigkeit von Ereignissen oder auch von Zufallsgréfien
. Eine elementare, aber lehrreiche Aussage iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten ist
der Satz von Bayes, dem gewidmet ist.
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5.1.1 Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsraume

Inhalt in Kurzfassung: Ungeachtet der Schwierigkeit, den Begriff der Wahrscheinlichkeit
philosophisch iiberzeugend zu fassen, gelingt ein mathematisch sehr befriedigender Auf-
bau der Wahrscheinlichkeitstheorie mit dem von Kolmogorow stammenden Ansatz. Er
basiert auf der Mafltheorie, wie sie in Mathematik 1 skizziert wurde. Als Trédgermenge
fungiert die Menge ) aller sogenannten Elementarereignisse. Gewissen Teilmengen A
davon (sie bilden laut Definition des Mafibegriffs eine o-Algebra) weist eine Funktion W
ihre Wahrscheinlichkeit W(A) (eine Zahl aus [0, 1]) derart zu, dass W ein zu W(Q) =1
normiertes Ma# ist.

Philosophisch ist der Begriff der Wahrscheinlichkeit ein duflerst schwieriger. Entspre-
chend tauchten im Lauf der Geschichte die unterschiedlichsten Definitionen auf. Auch
die Mathematik erhebt nicht den Anspruch, definieren zu kénnen, was Wahrscheinlich-
keit ihrem innersten Wesen nach sei. Umso beeindruckender ist es, dass der sehr einfache
Ansatz des russischen Mathematikers Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow (1903-1987),
die Wahrscheinlichkeitstheorie und damit die gesamte Stochastik auf der Maftheorie
aufzubauen, kaum Wiinsche offen ldsst. Und zwar erweist es sich fiir eine mathema-
tisch zufriedenstellende Theorie als vollkommen ausreichend festzuhalten, wie man mit
Wahrscheinlichkeiten rechnet. Dieser Ansatz und die darauf aufbauende Theorie soll
nun in den Grundziigen entwickelt werden. Dabei kiirzen wir das Wort ,,Wahrscheinlich-
keit* insbesondere in ldngeren Wortverbindungen oft einfach mit dem Buchstaben W ab.

In einem gewissen Kontext mit Ungewissheit sei {2 die Menge aller denkbaren Er-
eignisse, der sogenannten Elementarereignisse. Ein Elementarereignis zeichnet sich
gegeniiber anderen Ereignissen dadurch aus, dass es sich nicht mehr sinnvoll in kleinere
Ereignisse zerlegen lasst. Im Gegensatz dazu fassen wir ein beliebiges (nicht notwendig
elementares) Ereignis als ein Menge von Elementarereignissen, also als eine Teilmenge
A von Q auf. A kann leer sein, aus einem Element bestehen oder auch aus (eventuell
unendlich) vielen. Ohne den Zahlenwert der Wahrscheinlichkeit fiir A kennen zu miissen,
schreiben wir dafiir W(A). Jedenfalls handelt es sich um eine reelle Zahl zwischen 0 und
1. Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit 1 heiflen fast sicher. (Weniger gebrauchlich ist es,
Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit 0 fast unmdoglich zu nennen.) Die Wahrscheinlich-
keit W ist also eine Abbildung mit W : A — W(A) fiir gewisse A C €. In manchen
fallen sind alle A C Q zugelassen. Dann ist W auf der gesamten Potenzmenge P(£2), der
Menge aller Teilmengen von 2 definiert. In anderen Féallen muss man sich auf ein echtes
Teilsystem A C P(2) beschrianken. Die Elemente von A heiflen auch die messbaren
Ereignisse.

Wir haben damit geklart, dass (in einem gegebenen Kontext) die Wahrscheinlichkeit
eine Abbildung W : A — [0,1] mit A C P(Q) ist, wobei 2 die Menge der Elementa-
rereignisse bezeichnet. Somit geht es nur noch darum, welche Eigenschaften man von
einer Funktion W : 4 — [0, 1] verlangen soll, damit man sinnvoll von Wahrscheinlichkeit
sprechen kann. Sicher wird man W()) = 0 fordern, weil die leere Menge () iiberhaupt kein
Ereignis enthélt, also sicher kein Element von () eintreten wird. Insbesondere verlangt
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man damit auch () € A. Analog verlangt man W(Q2) = 1 (und folglich Q € A), weil mit
Sicherheit, insbesondere also mit Wahrscheinlichkeit 1, irgendeines der denkbaren Ereig-
nisse und somit ein Element von (2 eintreten wird. Neben diesen beiden (sehr trivialen)
Forderungen ist die entscheidende, aber ebenfalls selbstverstéindliche Eigenschaft, die
man von Wahrscheinlichkeit verlangt, die Additivitét:

W(AU B) = W(A) + W(B)

flir zwei beliebige einander ausschlieende Ereignisse A und B. Die Interpretation liegt
auf der Hand: Die Vereinigung AU B bezeichnet das Ereignis, dass ein Elementarereignis
eintritt, das in der Vereinigung von A und B liegt, mit anderen Worten: A U B tritt ein,
wenn von den Ereignissen A und B wenigstens eines eintritt. Haben A und B leeren
Schnitt AN B = (), so bedeutet A U B ,entweder A oder B“ Die Wahrscheinlichkeit
daflir muss in diesem Fall die Summe der Wahrscheinlichkeiten W(A) und W(B) sein.

Es zeigt sich, dass man, um eine stiarkere Theorie zu erhalten, diese (endliche) Additi-
vitdt sogar zur o-Additivitdt verschirfen kann, ohne sich damit Probleme einzuhandeln.
Dabei kommen nicht nur zwei, sondern eine (abzahlbar) unendliche Folge einander aus-
schlieBender Ereignisse (d.h. paarweise disjunkter Mengen) Ay, Ag, ... vor:

W ([’j An> — 3w,
n=1 n=1

Damit diese Vereinigungen sowie einfache mengentheoretische Operationen mit Ereignis-
sen gebildet werden kénnen, verlangt man, dass mit messbaren Ereignissen A,, n € N,
stets auch die Vereinigung ;2 A, ein messbares Ereignis ist, also in A liegt, auBerdem
Komplemente (d.h. A € A impliziert 2 \ A € A) und damit auch Durchschnitte

8

1 n=1

n n=1

Wegen 0,Q € A (wie schon vorher festgehalten) muss es sich bei A also um eine o-
Algebra handeln und bei W um ein Maf}, so wie wir es bereits in Mathematik 1 definiert
haben. Man darf sich also die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten &hnlich vorstellen
wie die Messung von Langen, Flichen und Volumina. Im Zuge dieses Kapitels werden
wir sehen, dass mit diesem Zugang Stochastik tatsdchlich nicht nur sinnvoll betrieben
werden kann, sondern dass dabei sogar sehr starke Ergebnisse folgen.

Der Ubersicht halber fassen wir zusammen:

Definition 5.1.1.1. Fin Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum) ist ein Tripel (2, A, W)
mit folgenden Figenschaften:

1. Q ist eine nichtleere Menge.

2. A ist eine o-Algebra auf Q. Das bedeutet explizit:
a) ACP(Q) mith e Aund Q€ A.
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b) A€ A impliziert @\ A € A.
c) A1, As, ... € A impliziert | Jo2 | A, € A.
3. W ist ein sogenanntes Wahrscheinlichkeitsmaf3, d.h. ein auf 1 normiertes Mafs
auf A. Das bedeutet explizit:
a) W: A—[0,1] mit W(0) =0 und W(Q2) =1
b) W ist o-additiv, d.h.: Aus A1, As,... € Aund A;NA; =0 fir allei # j €

{1,2,...} folgt
W <U An> =3 W(A).
n=1 n=1

Die Elemente von () heiffen Elementarereignisse. Teilmengen A von 2 heiffen Ereig-
nisse, jene mit A € A heiffen messbare Ereignisse. Der Wert W(A) fir A € A heifit
Wahrscheinlichkeit des (messbaren) Ereignisses A.

Die o-Additivitat impliziert auch die endliche Additivitat: Fiir endlich viele paarweise
disjunkte messbare Mengen Ay, ..., A, gilt

W (U Ai> =W(ALU...UA,) =) W(4).
i=1 i=1
Zum Beweis hat man lediglich A, 11 = A,10 = ... = () zu setzen und die o-Additivitét

anzuwenden.

5.1.2 W-Rdume und Zufallsexperimente, grundlegende Beispiele

Inhalt in Kurzfassung: Das allgemeine Konzept des W-Raums aus wird an Beispie-
len illustriert wie: Miinzwurf, einmaliges Wiirfeln, mehrmaliger Miinzwurf, unendlich
wiederholter Miinzwurf, das Einheitsintervall als W-Raum.

Wir wollen nun einige sehr typische Beispiele behandeln, die zeigen, wie W-Raume
konkret als mathematische Modelle von zufélligen Abldufen (Zufallsexperimenten) die-
nen konnen.

Miinzwurf: Besteht das Zufallsexperiment aus dem Werfen einer Miinze, so ist
Q) = {Kopf, Zahl} = {K, Z}.

Sei p = W(K) € [0,1]]] die Wahrscheinlichkeit Kopf zu werfen. Dann folgt aus der
Additivitdt wegen
1=W(Q) =W{K}) +W({2}) =p+W(2)

'Eigentlich sollte es an dieser Stelle W({K}) heifien, weil der Buchstabe K hier ja fiir das Elementa-
rereignis ,, Kopf“ steht, das ein Element und keine Teilmenge von 2 ist. Wir verwenden fir Elemen-
tarereignisse aber oft die kiirzere Schreibweise ohne Mengenklammer.
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sofort W(Z) = 1—p. Im W-Raum (2, 4, W), der unser Zufallsexperiment modelliert, ist
also A=P(Q) ={0,{K},{Z},Q} und W : A — [0, 1] vollstandig gegeben durch

W) =0, WH{K}) =p, W({Z})=1-p, WE)=L1

Istp=1—p= %, so spricht man auch von einer fairen Miinze.

Wiirfeln, Laplace-Experiment: Besteht das Zufallsexperiment aus dem Werfen
eines Wiirfels, so bestehen die Elementarereignisse im Wiirfeln einer bestimmten Augen-
zahl von 1 bis 6. Obwohl diese Ereignisse streng genommen von den Zahlen (und auch
von den Ziffern) 1 bis 6 zu unterscheiden sind, schreiben wir der einfacheren Notation
halber trotzdem

0 =1{1,2,3,4,5,6}.

Ist der Wiirfel fair (d.h. tritt jede der sechs moglichen Augenzahlen mit derselben Wahr-
scheinlichkeit ¢ auf), so ist im W-Raum (€2, P(Q2), W), der dieses Zufallsexperiment mo-
delliert,

Weil jedes der endlich vielen (in diesem Fall sechs) Elementarereignisse aus 2 dieselbe
Wahrscheinlichkeit erhélt, spricht man auch von diskreter Gleichverteilung auf ().
Abgesehen von den Elementarereignissen kénnen wir auch fiir kompliziertere Ereignisse
die Wahrscheinlichkeit bestimmen, etwa: W(G) = W(U) = W(P) = % fiir die Mengen
G = {2,4,6} der geraden, U = {1,3,5} der ungeraden Augenzahlen und P = {2,3,5}
der Augenzahlen, die Primzahlen sind; oder W(UNP) = £, W(GNP) = ¢, W(UUP) = 2,
W(GEUP) =2

Im allgemeinen Fall diskreter Gleichverteilung ergibt sich die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses A nach der Formel
_ 1Al

JolK
die der Merkregel , giinstige durch mogliche Félle“ entspricht. Man spricht in dieser
Situation auch von einem Laplace-Experiment.

Als Warnung sei hier betont, dass bei der Modellbildung die Annahme, dass alle Ele-
mentarereignisse gleich wahrscheinlich sind, nicht selbstverstdndlich ist, sondern einer
Rechtfertigung bedarf. Oft ist es auf den ersten Blick gar nicht klar, welche Elemen-
tarereignisse es sind, fiir die diese Annahme zutrifft. Als einfaches Beispiel denke man
an den Wurf mit zwei fairen Wiirfeln. Hier sind es die insgesamt 36 moglichen Paare
(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,1),...,(6,6), denen man sinnvoller Weise
gleiche Wahrscheinlichkeit, also % beimisst, auch wenn man sich beispielsweise fiir die
Summe der Augenzahlen interessiert, die folglich unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten
haben, von W(2) = W(12) = % bis W(7) = 3% = %. Bei der Ermittlung der Anzahlen
von moglichen bzw. hdufigen Féllen sind haufig kombinatorische Formeln niitzlich, woran
man die Bedeutung der Kombinatorik als Hilfsmittel in der Wahrscheinlichkeitstheorie
ermisst. Wir werden etwas weiter unten nochmals darauf zuriickkommen. Sind im aktu-
ellen Beispiel mit zwei Wiirfeln {iberdies Zweifel an der Fairness der Wiirfel angebracht,

W(A)
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so verliert die Maxime ,, giinstige durch mogliche Falle* géanzlich ihre Grundlage.

Endliche Versuchswiederholungen: Ein einzelner Miinzwurf (analog fiir Wiirfel)
ware noch kaum hinreichender Grund, um einen W-Raum zur Modellierung heranzu-
ziehen. Wahrscheinlichkeit wird erst dann manifest, wenn viele Ereignisse vorliegen, an
denen man die Héufigkeiten der verschiedenen moglichen Versuchsausginge studieren
kann. Nehmen wir also an, dass eine Miinze nicht nur einmal geworfen wird, sondern
n-mal, n € N. Fiir Kopf und Zahl schreiben wir nun 0 und 1. Ein Versuchsergebnis
(Elementarereignis) ist dann gegeben durch eine 0-1-Folge (a1, ...,a,), a; € {0,1} der
Lange n. Ist die Minze fair, so erhélt jedes dieser 2" moglichen Elementarereignisse
dieselbe Wahrscheinlichkeit, ndmlich 27" (diskrete Gleichverteilung wie beim einmali-
gen Wiirfeln). Der W-Raum (€2, P(22), W) zur Modellierung dieses Zufallsexperiments
ist also gegeben durch die Menge 2 = {0,1}" aller 0-1-Folgen der Lénge n, die o-
Algebra A = P(1Q), die alle Teilmengen von € enthélt und, &hnlich wie beim einmaligen
Miinzwurf, die Wahrscheinlichkeit W mit

A

W(A) = ‘2n|

Darin wurde stillschweigend die Annahme gemacht, dass Miinzwiirfe einander nicht be-
einflussen. Man spricht von Unabhéngigkeit der einzelnen Miinzwiirfe. Dieser Begriff
ist fiir die gesamte Stochastik zentral. Wir werden noch ausfithrlicher auf ihn zuriick-
kommen, und er wird uns durch das ganze Kapitel begleiten. Beim Miinzwurf bedeutet
Unabhéngigkeit, dass fiir den ¢+ 1-ten Minzwurf die Wahrscheinlichkeiten fiir Kopf und
Zahl nicht davon abhéngen, wie die ersten ¢ Miinzwiirfe ausgegangen sind. In diesem
Beispiel scheint diese Annahme selbstverstiandlich zu sein. In vielen Anwendungen muss
man diese Annahme aber sorgfaltig priifen.

Unendliche Versuchswiederholungen: Zwar ist es real nicht moéglich, eine Miinze
unendlich oft zu werfen. Die W-Theorie entfaltet ihre Macht aber erst dann, wenn man
sehr wohl auch unendliche Versuchsreihen ins Auge fasst. Die Hauptsétze der Stocha-
stik, die wir spéter ausfiihrlich besprechen werden, geben dafiir eindrucksvolles Zeugnis.
In Verallgemeinerung der endlichen Versuchsreihe wollen wir nun also einen W-Raum
betrachten, wo die Elementarereignisse unendliche Folgen a = (a,) mit a,, € {0,1} sind.
In diesem Fall erweist es sich als unmoglich, allen Teilmengen A C ) eine Wahrschein-
lichkeit W(A) zuzuweisen. Der Grund ist von &hnlicher Art wie fur die in Mathematik
1 besprochene Unméglichkeit, allen Teilmengen der reellen Zahlen ein Langenmafl zuzu-
ordnen. (Dass diese beiden Probleme sehr eng zusammenhéngen, wird plausibel, wenn
man daran denkt, dass jede unendliche 0-1-Folge als Bindrdarstellung einer Zahl des
Einheitsintervalls aufgefasst werden kann. Wir werden im néchsten Beispiel auf diese
Analogie zuriickkommen.) Man kann aber zum Beispiel solche Mengen unendlicher Fol-
gen betrachten, die durch Bedingungen an einen endlichen Anfangsabschnitt der Folgen
bestimmt sind. Zum Beispiel kénnte man die Menge Agio all jener Folgen a = (ay,) be-
trachten, die mit 010 beginnen, wo also a; = 0, as = 1 und as = 0 gilt. Da bei einer
fairen Minze die Wahrscheinlichkeit, bei den ersten Versuchen genau diese Werte zu
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werfen, ein Achtel ist, sollte W(Ag19) = % gelten. Das Entsprechende kann man natiir-
lich mit jeder endlichen Folge als Anfangsabschnitt machen. Tatsachlich ergibt sich mit
Hilfe dieser Forderungen ein W-Raum (2, A, W) der gewiinschten Art, wo die o-Algebra
A zwar nicht alle A € P(2) enthélt, jedenfalls aber Agpjp und sémtliche analog gebauten
Mengen und, wegen der Abgeschlossenheit beziiglich der Bildung von Komplementen so-
wie abzéhlbarer Vereinigungen und Schnitten, viele, viele Mengen dariiber hinaus. Das
ist reicht vollkommen aus fiir die W-Theorie.

Das Einheitsintervall als W-Raum: Wir betrachten nun das Einheitsintervall [0, 1]
und das darauf eingeschréinkte Lebesguemaf \jg ;). Es ist definiert auf den in [0, 1] enthal-
tenen Lebesgue-messbaren Mengen und stimmt dort mit dem Lebesguemaf (Langenmaf)
auf ganz R iiberein. Dann liegt ein W-Raum (€2, A, W) vor mit Q = [0, 1], A = Ajgy] (die
o-Algebra der in [0, 1] enthaltenen Lebesgue-messbaren Mengen) und W = \qy)) (das
auf die in [0, 1] enthaltenen messbaren Mengen eingeschrankte Lebesguemafl). Man kann
sich diesen Raum als Modell fiir ein Zufallsexperiment vorstellen, wo das Einheitsinter-
vall als eindimensionale Zielscheibe fiir einen vom Zufall beherrschten Wurf fungiert. A
priori kann jeder Punkt des Intervalls getroffen werden. Die Wahrscheinlichkeit, in ein
bestimmtes Teilintervall zu treffen, ist gleich der Lénge des Intervalls. Man spricht des-
halb auch von der stetigen Gleichverteilung auf [0, 1]. Stellt man sich die Punkte des
FEinheitsintervalls in Bindrdarstellung vor, so ist ein Elementarereignis durch eine unend-
liche 0-1-Folge gegeben, wie im Beispiel zuvorE] Der Menge Ag1p von dort entspricht dann
die Menge jener reellen Zahlen mit Bindrdarstellung 0,010.. .. Das ist das Intervall [%, %]
mit der Lange %, was mit der Wahrscheinlichkeit W(Ag1p) = % iibereinstimmt. In diesem
Sinn entspricht die stetige Gleichverteilung auf [0, 1] im wahrscheinlichkeitstheoretischen
Sinn also dem unendlich wiederholten Miinzwurf. Das erklért auch die Bemerkung beim
vorangegangenen Beispiel, dass die Probleme mit nicht messbaren Mengen sich von den
reellen Zahlen auf unendliche Folgenrdume tibertragen.

Aus diesen Beispielen wird plausibel, dass die Wirksamkeit der Wahrscheinlichkeits-
theorie bei solchen Experimenten besonders deutlich wird, wo mehrere zufillige Prozesse
hintereinander stattfinden. Typisch sind daher Situationen mit Stichproben aus mehre-
ren einzelnen Ereignissen, die man sich oft als zuféllige ,,Ziehungen“ von Elementen aus
einer Grundmenge vorstellt. Fiir weitere Ziehungen kann man die bereits gezogenen Ob-
jekt wieder zulassen oder nicht. Je nachdem spricht man vom Ziehen mit Zuriicklegen
oder Ziehen ohne Zuriicklegen. Aulerdem nennen wir die Stichprobe geordnet bzw. un-
geordnet, je nachdem, ob die Reihenfolge der gezogenen Elemente eine Bedeutung hat
oder nicht. Die resultierenden Fragestellungen laufen oft auf kombinatorische Probleme
hinaus, von denen wir einige schon im ersten Kapitel von Mathematik 1 behandelt ha-
ben. Die Ausgangssituation ist dabei, dass k& Elemente aus einer Grundmenge der Grofie

2Wir sehen davon ab, dass manche Zahlen durch zwei verschiedene Binirfolgen gegeben sein kénnen,
etwa 0,0100000000... = 0,0011111111 = i. Diese Schwierigkeit 16st sich dadurch auf, dass es nur
abzéhlbar viele solche Zahlen gibt, jede davon als Einermenge vom Mafl 0, was sich wegen der o-
Additivitat wieder nur zu einem Menge vom Mafl 0 aufaddiert. Rein mafitheoretisch unterscheiden

sich die beiden Sichtweisen also nicht nennenswert.
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n ausgewahlt werden. Zu unterscheiden sind:

Geordnete Stichproben mit Zuricklegen
Mogliche Versuchsausginge: n*, entspricht der Anzahl der Funktionen von einer
k- in eine n-elementige Menge.

Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen
Mogliche Versuchsausgénge: (n%!k)!, entspricht der Anzahl der injektiven Funktio-
nen von einer k- in eine n-elementige Menge (fir £ < n).

Ungeordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Mégliche Versuchsausgénge: (}), entspricht der Anzahl der k-elementigen Teilmen-

gen einer n-elementigen Menge (fiir £ < n).

Ungeordnete Stichproben mit Zuriicklegen

Mogliche Versuchsausgénge: (”H]j _1) , entspricht der Anzahl der k-elementigen Multi-
Teilmengen einer n-elementigen Menge (die Teilmengen diirfen hier Elemente ,,mehr-
fach® enthalten).

Ubungsaufgabe 272. (T) Lisen Sie folgende Probleme mit den geeigneten Grundfor-
meln der Kombinatorik:

1.
2.

Wieviele Maglichkeiten gibt es einen Lottoschein (6 aus 45) auszufillen?

Wieviele Méglichkeiten gibt es einen Lottoschein (6 aus 45) auszufillen und keine
einzige Zahl richtig anzukreuzen?

Wieviele Méglichkeiten gibt es einen Lottoschein (6 aus 45) auszufillen und genau
eine Zahl richtig anzukreuzen?

Warum wird in Osterreich beim Lotto 6 aus 45 in Deutschland aber 6 aus 49
gespielt?

Ubungsaufgabe 273. (T) Lisen Sie folgende Probleme mit den geeigneten Grundfor-
meln der Kombinatorik:

1.
2.

Wie viele Moglichkeiten gibt es einen Totoschein (12 Tipps mit 1,2,X) auszufillen?

Wie viele Maglichkeiten gibt es einen Totoschein (12 Tipps mit 1,2,X) auszufiillen
und keinen Tipp richtig zu haben?

Wie viele Moglichkeiten gibt es einen Totoschein (12 Tipps mit 1,2,X) auszufillen
und alle Tipps richtig zu haben?

Ubungsaufgabe 274. (T) Adam und Beate reservieren unabhdngig voneinander einen
Platz im Speisewagen des Orient-Express. Es gibt dort 5 Tische zu je 4 Pldtzen. Die
Zuteilung von Reservierung zu Sitzplatz erfolgt zufdllig, d.h. wir nehmen ein Laplace-
Ezxperiment an. Wie wahrscheinlich ist es, dass Adam und Beate am selben Tisch zu
sitzen kommen?
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Ubungsaufgabe 275. (T) Auf einer Party befinden sich n Personen. Wir nehmen an,
dass die Geburtstage dieser Personen zufdllig und mit gleichen Wahrscheinlichkeiten auf
die 365 Tage eines Jahres (kein Schaltjahr!) verteilt sind. Wie grof$ muss n mindestens
sein, damit die Wahrscheinlichkeit, dass sich auf der Party mindestens zwei Personen
mit gleichem Geburtstag befinden grofier als 50% ist?

Anleitung: Schreiben Sie zuerst die Gegenwahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlich-
keit dass alle an unterschiedlichen Tagen Geburtstag haben an, und ziicken Sie erst dann
thren Taschenrechner!

Ubungsaufgabe 276. (T)

1. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass bei gleichzeitigem Werfen von zwei fairen
finfseitigen Wiirfeln (W5) die Gesamtaugenzahl k € {2,3,...,10} betrdgt.

2. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass bei gleichzeitigem Werfen von drei fairen
dreiseitigen Wiirfeln (W3) die Gesamtaugenzahl k € {3,4,...,9} betrdgt.

3. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass bei gleichzeitigem Werfen von zwei fairen
sechsseitigen Wiirfeln (W6) die Gesamtaugenzahl k € {2,3,...,12} betrigt.

Ubungsaufgabe 277. (E) Wiirden Sie folgender Aussage zustimmen?

L Eine zufillige gewdhlte natirliche Zahl n > 1 ist mit 50 Prozent Wahrscheinlichkeit
gerade und mit 50 Prozent Wahrscheinlichkeit ungerade.“

Begriinden Sie ausfiihrlich Ihre Antwort!

Ubungsaufgabe 278. (T) Fiihren Sie die Menge Q aller Elementarereignisse des Zu-
fallsexperiments Wiirfeln mit einem achtseitigen Wiirfel (W8) an. Geben Sie auflerdem

1. zwei Ereignisse A und B in Q an, die nicht unvereinbar sind. Beschreiben Sie die
Menge AN B.

2. Geben Sie ein weiteres Ereignis C in Q an und beschreiben Sie die Menge AU C

3. Geben Sie zwei unvereinbare Ereignisse E und F in Q an, sodass das Ereignis
EUF der ganze Raum ist.

Ubungsaufgabe 279. (T) Das Ezperiment bestehe aus dem Werfen eines sechsseitigen
Wiirfels (W6) und einer Minze (Kopf oder Zahl). Zeigt die Miinze Zahl, so wird die
doppelte Augenzahl des Wiirfels notiert, bei Kopf nur die einfache.

1. Geben Sie einen geeigneten Ergebnisraum € an.

2. Wie grof$ ist, unter der Laplace—Annahme, die Wahrscheinlichkeit, dass eine gerade
Zahl notiert wird?
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5.1.3 Diskrete und reelle Verteilungen, Verteilungsfunktionen und Dichten

Inhalt in Kurzfassung: Diskrete W-Réume haben endliche oder abzidhlbar unendliche
Tréagermenge, und alle Teilmengen sind messbar. Das gilt in der Regel nicht fiir re-
elle W-Verteilungen. Reelle Verteilungen lassen sich auch durch Verteilungsfunktionen
vollstandig beschreiben, die durch drei Eigenschaften charakterisiert sind: Grenzwert
0 und 1 fir x — =400, monoton wachsend und rechtsstetig. Jede Verteilungsfunktion
lasst sich auch durch ihre a-Quantile beschreiben, jene Stellen, wo sie, grob gesagt, den
Wert « tiberschreitet. Spezielle Quantile sind Median (o = %) und die beiden Quartile
(= % und o = %) Diskrete reelle Verteilungen ergeben sich tiber diskrete Verteilungen
auf Teilmengen von R. Kontrar dazu sind absolut stetige Verteilungen auf R, die sich
mittels Integralen iiber eine Dichtefunktion beschreiben lassen. Ist die Dichtefunktion
stetig, so ergibt sich aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass die
Verteilungsfunktion differenzierbar ist und ihre Ableitung mit der Dichte iibereinstimmt.

Die Komplikation, dass in einem W-Raum (€2, 4, W) die o-Algebra A nicht mit der
gesamten Potenzmenge P(2) tibereinstimmen muss, ist zwar bei vielen W-Réumen un-
ausweichlich, doch gibt es auch viele interessante Félle mit A = P(£2). Insbesondere liegt
diese Situation vor, wenn ) endlich oder abzéhlbar unendlich ist, und alle einelemen-
tigen Mengen {w} mit w € {2 messbar sind. In waren die Beispiele mit ein- oder
mehrmaligem, nicht aber unendlich wiederholtem Miinzwurf oder Wiirfeln von dieser
Art. Die folgende Definition macht deutlich, worauf es dabei ankommt:

Definition 5.1.3.1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, W) heifit diskret, wenn
endlich oder abzdihlbar unendlich ist und A = P(Q) alle Teilmengen von Q enthdlt.

Sei (2, A, W) ein diskreter W-Raum, also Q = {wi,...,w,} endlich oder = {w, :
n € N} abzdhlbar unendlich, jeweils mit w; # w; fur ¢ # j. Alle einelementigen Mengen
sind messbar, also sind die Wahrscheinlichkeiten p,, := W({w,}) definiert. Wenn letzteres
der Fall ist, schreiben wir (nicht nur fur diskrete W-Réume), etwas ungenau, wie auch
schon an fritherer Stelle p,, = W(w,,). Wie aus Normierung W(2) = 1 und o-Additivitat
folgt, gilt in diskreten W-Rdumen mit obiger Notation

Zpi:W(Q)zl.

Dabei erstreckt sich die Summation im endlichen Fall iiber die Indizes ¢ = 1,...,n, im
unendlichen Fall liegt eine (absolut konvergente) unendliche Reihe vor. Eine beliebige
Menge A C Q2 hat, wieder wegen der o-Additivitdt, die Wahrscheinlichkeit

W(A):W< U {wi}) = Z pi-
it w;EA it w;EA

In vielen interessanten Féllen mit iiberabzéhlbar unendlichem Q (zwei davon haben
wir bereits in behandelt, ndmlich unendlich wiederholter Miinzwurf und stetige
Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall) ist die Einschrénkung auf eine Teil-o-Algebra
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A von P(2) notwendig. Insbesondere gilt das fiir 2 = R, einen Fall den wir wegen seiner
herausragenden Bedeutung ebenfalls durch eine eigene Definition hervorheben wollen.

Definition 5.1.3.2. Ein Wahrscheinlichkeitsraum heif§t reell, wenn er von der Form
(R, A, W) ist, wobei A wenigstens alle Intervalle (offen, halboffen, abgeschlossen, be-
schrinkt, unbeschrinkt) enthdlt. In diesem Fall heiffit W eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung (W-Verteilung) auf R oder auch eine reelle Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Kiirzer sagt man dazu oft auch nur Verteilung.

Da bei reellen Verteilungen jede Menge der Form

<_007 1‘] = U (k7 .’L’]
keZ: k<z
mit x € R messbar ist, kann man jeder W-Verteilung auf R ihre sogenannte Verteilungs-
funktion zuordnen:

Definition 5.1.3.3. Ist W eine reelle W-Verteilung, so heifit die reelle Funktion Fyy,
definiert durch
Fyw(x) := W ((—o0,z]) fir alle x € R,

die Verteilungsfunktion von W.
Man iiberlegt sich leicht, dass fiir eine Verteilungsfunktion F' = Fyy stets gilt:
1. limy oo F(z) = 0 und lim,_,o, F(z) = 1.
2. F'ist auf ganz R monoton wachsend.

3. F ist rechtsstetig, d.h. lim%ﬁmar F(z) = f(xo) fir alle zyg € R.

Ubungsaufgabe 280. (E) Begriinden Sie diese drei Eigenschaften. Hinweis: Die o-
Additivitdt von W fliefit sowohl in der ersten als auch in der dritten Eigenschaft ein.

Umgekehrt ist jede Funktion F' mit diesen drei Eigenschaften die Verteilungsfunktion
einer (eindeutig bestimmten) W-Verteilung W = Wr mit

W ((a,b]) = F(b) = F(a)

fiir alle @ < b € R. Somit enthalten reelle W-Verteilungen und Verteilungsfunktionen
dieselbe Information und kénnen durch das jeweils andere Objekt ersetzt werden, wann
immer es bequem erscheint.

Insbesondere wissen wir iiber eine Verteilung alles, wenn wir zu jedem « € [0, 1] wissen,
wo die monoton wachsende Verteilungsfunktion den Wert « iiberschreitet. Man definiert:

Definition 5.1.3.4. Eine Zahl x4 € R heifit a-Quantil fiir die Verteilung W mit Ver-
teilungsfunktion F', wenn F(x) < « fir alle x < xo gilt und F(z) > « fir alle x > 4.
(Manchmal bezeichnet man auch die Menge aller x, € R mit dieser Figenschaft als das
a-Quantil der Verteilung.)

Speziell heifit ein a-Quantile fir o = % auch Median der Verteilung, fir o € {
spricht man auch von einem Quartil.

13
11

301



5 Stochastik

Jedes x € R ist offensichtlich a-Quantil fir o := F(z). Umgekehrt gibt es fiir jedes «
mit 0 < o < 1 mindestens ein a-Quantil: Wegen lim,_, o, F'(z) = 0 und lim,_, o F(z) =
1 gibt es ndmlich 1 < z9 € R mit F(x1) < a < F(z2). Wegen der Monotonie von F' hat
die Menge aller z € R mit a < F(z) ein Infimum z,, das (wie man sich schnell iberlegt)
ein a-Quantil sein muss.

Ubungsaufgabe 281. (E) Fiihren Sie diese Uberlegung aus.

Ist F' an dieser Stelle nicht nur rechtsstetig, sondern beidseitig stetig, so gilt sogar
F(z4) = . Ist F' an dieser Stelle nicht stetig mit
ap:= lim F(x) < ap:= lim F(x) = F(zq),
T—Tqo mﬁxi
so ist x4 gleichzeitig o/-Quantil fir alle o’ € [ag, a1].
Ist ' auf einem Intervall von (a,b) konstant mit Wert «, dann wegen der Rechtsste-

tigkeit auch auf [a,b), wihrend F'(b) > « moglich ist. Dennoch sind alle = € [a,b] dann
a-Quantile.

Ist die Tragermenge €2 eines diskreten W-Raums (€2, .4, W) eine Teilmenge von R, so
konnen wir aus diesem Raum sehr leicht einen reellen W-Raum (R, P(R), Wr) machen,
wo sogar alle Teilmengen der (iiberabzahlbaren) Menge R messbar sind. Fiir beliebiges
A C R haben wir als Wahrscheinlichkeit lediglich die Summe aller Wahrscheinlichkeiten
von Elementen w € € zu nehmen, die in A liegen. Man spricht von diskreten reellen
Verteilungen:

Definition 5.1.3.5. Eine diskrete (reelle) Verteilung Wy liegt vor, wenn es einen
diskreten W-Raum (2, A, W) mit Q@ C R gibt, aus dem der W-Raum (R,P(R), Wg)

gemaf
Wg(4) = Y W)
weN: weA
entsteht.

FEinen starken Gegensatz zu diskreten bilden solche reelle Verteilungen, wie sie im
folgenden Satz beschrieben werden.

Satz 5.1.3.6. Sei p: R — R mit p(x) > 0 fir alle x € R eine reelle Funktion mit

/_O:Op(x)d:c:/de)\:l.

(Wie in Mathematik 1 bezeichnet X hier das Lebesguemaf.) Dann wird durch

W,(4) = [ playde = [ par

fiir alle A € A (A bezeichnet die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen A CR) ein
W-Raum (R, A,W,) definiert. Die Funktion p heifit die Dichtefunktion oder Dichte
der Verteilung W,. Jedes W-Maf auf R, zu dem es eine Dichte gibt, heifit absolut
stetig (beziglich des Lebesguemafes).
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Ein Beispiel eines absolut stetigen Mafles haben wir schon kennen gelernt, ndmlich die
stetige Gleichverteilung auf [0, 1]. Als Dichte kann man die Indikatorfunktion p := 1j0,1]
des Einheitsintervalls mit p(z) := 1 fiir z € [0,1] und p(z) = 0 sonst nehmen. Fiir ein
beliebiges Intervall I = [a,b] mit a < b definiert die Dichtefunktion p := ﬁl[mb], also
p1(x) == 5 fiir z € I und p;(z) = 0 sonst, die stetige Gleichverteilung auf [a, b)].

Man beachte, dass man Dichtefunktionen p an einzelnen Punkten oder sogar auf be-
liebigen A-Nullmengen umdefinieren kann, ohne dass sich dadurch die W-Verteilung W,
dndert. Deshalb sind Dichtefunktionen nie eindeutig bestimmt. Zu einer gegebenen Ver-
teilung W kann es aber héchstens eine stetige Dichtefunktion p mit W, = W geben. Gibt
es eine solche, so spielt diese natiirlich eine bevorzugte Rolle. Das wichtigste Beispiel,
das wir spédter noch ausfiihrlich behandeln werden, ist die Dichtefunktion

1 o

p(x) = me 2

der (Standard-) Normalverteilung.

Wir erinnern uns nochmals an den Zusammenhang zwischen Verteilung W und der
ihr zugeordneten Verteilungsfunktion F'. Ist iiberdies p eine Dichte von W, so bedeutet
das

F(x) = /x p(x) dz.

—0o0
Ist p stetig, so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass F
differenzierbar ist mit F’ = p. Also:

Satz 5.1.3.7. Hat eine W-Verteilung W eine stetige Dichtefunktion p und ist F die
Verteilungsfunktion von W, so gilt F' = p.

Erst recht sind Verteilungsfunktionen von absolut stetigen Verteilungen stetig. Die
Umkehrung gilt nicht. Man kann zum Beispiel sogenannte singuldre Mafle konstru-
ieren, deren Verteilungsfunktion F' stetig und auch fast {iberall, d.h. iiberall aulerhalb
einer geeigneten A-Nullmenge N, differenzierbar ist mit F’(z) = 0 fiir alle x € R\ N, auf
N aber nicht differenzierbar. Folglich haben singulédre Mafle keine Dichte. Das klassische
Beispiel eines solchen singulidren Mafes ist Gegenstand der folgenden Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 282. (E) Man iiberlege sich, dass es ein W-Maf pi auf dem Einheits-
intervall gibt wie folgt. Bezeichne M die Menge aller x € [0,1], die eine Darstellung der
Form x = 0%, 282 mit a,, € {0,1} haben. Fiir solche x sei p(z) = Y02, %2 und fir
jedes Intervall I C [0,1] gelte p(I) = Ae(I)). Dadurch ist p als W-Maf$ im Wesent-
lichen sogar eindeutig bestimmt. Dieses pu hat eine stetige Verteilungsfunktion, ist aber

stnguldr.

5.1.4 ZufallsgroBen und ihre Verteilung

Inhalt in Kurzfassung: ZufallsgréBen sind messbare Abbildungen X von einem W-Raum
in die reellen Zahlen. Die Messbarkeit ist genau jene Bedingung, die sicherstellt, dass
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einem Ereignis der Form , X (w) fallt in ein Intervall /“ eine wohldefinierte Wahrschein-
lichkeit zukommt. Damit lasst sich die Verteilungsfunktion von X definieren, wodurch
wiederum eine reelle Verteilung bestimmt ist, die die Verteilung von X heifit.

Zufallsgrofien oder auch Zufallsvariable sind jene Abbildungen, die den entschei-
denden Zusammenhang herstellen zwischen Elementarereignissen und Messgrofien, fur
die man sich interessiert. Ein sehr einfaches Beispiel wére die Zufallsgroie X, die dem Er-
eignis wy, eine bestimmte Augenzahl k zu wiirfeln, eben diese Zahl X (wy) = k zuordnet.
Deutlicher als an diesem trivialen Beispiel wird der Sinn des Begriffs der Zufallsgrofe,
wenn man nicht nur einmal, sondern n-mal wiirfelt und sich fiir die Summe der ge-
wiirfelten Augenzahlen interessiert. Die entsprechende Zufallsgrofie X ordnet dann einer
Folge (k1,...,k,) von Augenzahlen die Summe > ; k; zu. Allgemein darf man sich im
Zusammenhang mit Zufallsgrofien irgendwelche Messdaten X (w) vorstellen, die sich aus
einem zufilligen Experiment mit Elementarereignis w ergeben.

Das Wesentliche an einer Zufallsgréfle X besteht darin, dass es eine wohldefinierte
Wahrscheinlichkeit gibt, dass der Wert von X in ein beliebig vorgegebenes Intervall
fallt. Das heifit, dass die Menge {w € Q : X(w) € I} messbar, d.h. ein Element der
o-Algebra A im zugrundeliegenden W-Raum (Q,.4, W) ist. Die allgemeine Definition
lautet also:

Definition 5.1.4.1. Es sei (2, A, W) ein W-Raum. Eine Funktion X : Q — R heifit
Zufallsgrofle oder Zufallsvariable auf (2, A, W), wenn sie messbar ist, d.h. wenn fir
alle reellen Intervalle I (offen, halboffen, abgeschlossen, beschrinkt, unbeschrinkt) das
Urbild

XD ={weQ: X(well=(Xecl)ec A

messbar ist.

So wie die Schreibweise ,(X € I)“ in der Formel bezeichnet generell eine Aussage
mit einer Zufallsvariablen (hier X') zwischen einem Paar von Klammern die Menge aller
w € Q, auf die die Anwendung der Zufallsgrifie zu einer wahren Aussage fihrt. Fiir die
Wahrscheinlichkeit zum Beispiel des Ereignisses (¢ < X < b), dass der Wert von X
zwischen a und b liegt schreibt man oft noch einfacher W(a < X < b) etc.

Beispiele: Auf einem beliebigen W-Raum (2, .4, W) ist fiir jedes A € A die Indika-
torfunktion X := 14 mit w +— 1 fiir w € A und w +— 0 fiir w € Q\ A messbar und
somit, als reellwertige Funktion, eine Zufallsgréfle. Ist der W-Raum diskret, so sind alle
Teilmengen A C 2 und somit alle Urbilder unter irgendeiner Funktion auf X messbar.
Deshalb sind auf diskreten W-R&umen alle Funktionen X : 2 — R auch Zufallsgréen.

Generell hat die Messbarkeitsbedingung in der Definition einer Zufallsgréie X zur
Folge, dass die Funktion
Fx(z) =W (X € (—o0,z])

wohldefiniert ist. Sie hat alle Eigenschaften einer Verteilungsfunktion, also gibt es eine
zugehorige W-Verteilung, die Verteilung von X:
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Definition 5.1.4.2. Sei (2, A, W) ein W-Raum und X eine darauf definierte Zufalls-
grofse. Dann heifit die W-Verteilung W = Wg,, mit Verteilungsfunktion

Fx(z) =W (X € (—o0,z])
die Verteilung von X.

Man beachte, dass zu jeder W-Verteilung Wy auf R die identische Abbildung
X:R—=>R, z—=zx

eine Zufallsgrofle mit der Verteilung Wy ist. Es gibt also zu jeder vorgegebenen Vertei-
lung auf R auch eine Zufallsgréfie mit dieser Verteilung.

Eine der wichtigsten Aufgaben der Stochastik besteht darin, die Verteilung von Zufalls-
groBen zu bestimmen. In der W-Theorie dominieren allgemeine, theoretische Uberlegun-
gen, mit denen man sehr starke Ergebnisse erzielen kann. In der angewandten Statistik
versucht man — auf Basis der W-Theorie — aus empirischen Daten Riickschliisse auf kon-
krete W-Verteilungen zu ziehen. Bevor wir diesen Fragen weiter nachgehen, wollen wir
noch die zwei wichtigsten Kenngréfien von Verteilungen und somit von Zufallsgréfien
kennenlernen: Erwartungswert und Varianz.

5.1.5 Erwartungswert

Inhalt in Kurzfassung: Der Erwartungswert lasst sich intuitiv als mittlerer oder durch-
schnittlicher Wert einer Verteilung oder einer Zufallsgrofle interpretieren. Bei diskreten
Verteilungen handelt es sich beim Erwartungswert um das mit den Wahrscheinlichkei-
ten gewichtete Mittel der auftretenden Werte. Bei Verteilungen mit Dichte lédsst sich der
Erwartungswert als reelles Integral darstellen. Verwendet man Integrale beziiglich belie-
bigen Maflen, so lassen sich beide Fille in einer gemeinsamen Schreibweise behandeln.
Das hat bei der weiteren Entfaltung der W-Theorie sehr grofie Vorteile.

Unter dem Mittel- oder Erwartungswert E(W) einer W-Verteilung W auf R hat
man sich, so wie es die Bezeichnung suggeriert, einen Wert vorzustellen, den eine Zu-
fallsgroe mit Verteilung W . im Mittel“, d.h. durchschnittlich annimmt. Im Fall einer
diskreten Gleichverteilung auf einer endlichen Menge Q = {1, ..., z,} C R ist damit das
arithmetische Mittel der Werte gemeint, also E(W) = 1 3" | z;. Sind auf dieser Menge
die Wahrscheinlichkeiten nicht alle = %, sondern W(z;) = p; > 0 mit > ; p; = 1, so ist
das arithmetische Mittel durch das gewichtete Mittel

E(W) = Z biZq
i=1

zu ersetzen. Wir erinnern uns an Mathematik 1 und die Integration nach einem Maf. In
unserem Fall liegt das Mafl W vor. Weil es auf der endlichen Menge €2 konzentriert ist,
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wird ein Integral {iber eine Funktion f : Q) — R zur Summe:

[ ravr=>"pis).
& i=1
Also ist der Erwartungswert gleich dem Integral tiber die Funktion f(z) := x, als Formel:

E(W) = /

. xdW(zx) = /R:L‘ dW(x).

Die letzte Gleichheit gilt deshalb, weil die gesamte W-Masse von W auf der Teilmenge
) C R konzentriert ist.

Diese Formel als Umschreibung einer endlichen Summe mag ungewohnt erscheinen.
Thr Nutzen wird deutlich, wenn wir als W zum Beispiel die stetige Gleichverteilung auf
dem Intervall [a, b] betrachten, wo der Erwartungswert das arithmetische Mittel 2+ der
Intervallgrenzen sein sollte. Fiir diese Verteilung steht die Dichtefunktion p(z) = ﬁ fiir
x € [a,b] und p(x) = 0 zur Verfiigung. Ein Integral iiber eine reelle Funktion f beziiglich
dieser Verteilung W nimmt die Form

| raw= [ f@p) do

2

an, was fiir die Funktion f(z) = z mit Stammfunktion F'(z) = % zu
boox 1 v —a®?  (b+a)b—a) a-+b
dr = F) - F = = =
/a b—a® b—a( (®) (a)) 2(b—a) 2(b—a) 2

wird. Wir haben also tatséchlich den erwiinschten Erwartungswert erhalten.
Solche Berechnungen sind kein Spezifikum der Gleichverteilung, sondern fiir allgemeine
Verteilungen W sinnvoll. Man definiert daher:

Definition 5.1.5.1. Sei W eine W-Verteilung auf R, fiir die das Integral

E(W) := / z dW(z)
R
als reelle Zahl existiert. Dann heifit dieser Wert Erwartungswert oder auch Mittel-
wert von W.
Ist X eine Zufallsgrife auf einem beliebigen W-Raum mir Verteilung W und existiert
E(W), so nennt man diesen Wert auch Erwartungswert oder Mittelwert von X und

schreibt dafir E(X).

Sei die Zufallsgrofe X auf dem W-Raum (92, A, Wq) definiert und Wg die Verteilung
von X auf R. Dann lésst sich schreiben:

E(X) = /Q X dWe, /Q X (w) dWo(w) = /R 2 AW () = E(Wg)

Wir werden den Unterscheidungen, die diesen verschiedenen Schreibweisen zugrunde
liegen, nicht sehr viel Aufmerksamkeit schenken. Wertvoll sind diese Moglichkeiten vor
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allem fiir eine einheitliche Behandlung aller Situationen. In den meisten Fallen liegen
aber Verteilungen vor, die entweder rein diskret sind, oder fiir die es eine Dichtefunktion
gibt. Fiir diskrete Verteilungen kénnen wir genauso mit Summen arbeiten:

E(X) = sz':ﬂz'a

wenn X die Werte x; € R mit Wahrscheinlichkeit p; annimmt. Fiir Verteilungen mit
Dichtefunktion p wiederum gilt:

E(X) :/Rp(a:)-xda?

Man beachte die Analogie der beiden Formeln, wobei die Dichtefunktion p an die Stelle
der p; tritt. Die Definition |5.1.5.1| erfasst beide Situationen (und noch viele andere) mit
Hilfe des gemeinsamen Konzeptes der Integration nach einem Maf.

Beispiele zum Erwartungswert:

(a) Sei W das Wahrscheinlichkeitsmaf} in einem Laplace Experiment auf {1,...,n}.
Dann gilt

1 1 1 1 n+
E(W)=1-—+2-=+... o =2N"= .
(W) ~ 42— ”Z-:le >

(b) Bezeichnet X die Indikatorfunktion von A € A tber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, 4, W), so ist

EX =0-W{X =0}) +1-W({X =1}) = W(A).

(¢) Nehme die Zufallsgrofe X jeden Wert 2, n = 1,2,..., mit der Wahrscheinlichkeit
27" an. Dann ist der Erwartungswert

(o9} o
EX)=) 2"-2"=) 1=
n=1 n=1

unendlich.

(d) Wir nehmen in (c) die Wahrscheinlichkeiten 2-("*+1 statt 2=, dafiir sowohl fiir
den positiven Wert 2" als auch fiir den negativen Wert —2". Dann wird der Er-
wartungswert

]E(X) — Z 2—(7’L+1) Lon Z 2—(n+1) S — 50 — 00
n=1 n=1

iiberhaupt sinnlos. (Man erinnere sich an die Definition des Lebesgue-Integrals
mit den Fallunterscheidungen beziiglich +00.) Eine Zufallsgrofie muss also keinen
Erwartungswert haben.
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5.1.6 Varianz

Inhalt in Kurzfassung: Die Varianz einer Verteilung oder einer Zufallsgréfie wird als der
Erwartungswert des Quadrats der Abweichung vom Erwartungswert definiert. Sie ist ein
Maf fiir die Streuung um den Mittelwert.

War der Erwartungswert eine Kenngrofle fiir den mittleren Wert einer W-Verteilung
bzw. Zufallsgrofle, so beschreibt die Varianz, wie stark die Verteilung um diesen Mit-
telwert streut. Aus technischen Grinden, die spéter klar werden, erweist es sich als
zweckméBig, das Quadrat der Abweichung zu messen. Man definiert also:

Definition 5.1.6.1. Sei W eine W-Verteilung auf R, fir die p := E(W) ezistiert. Exi-
stiert auch das Integral

VW) = [ (= ) dWi (@)
R
so heifit dieser Wert V(W) die Varianz von W.
Ist X eine Zufallsgrofse mit einer Verteilung W, fir die V(W) existiert, so heifit dieser
Wert auch die Varianz von X und wird auch mit V(X) bezeichnet.

Die Quadratwurzel der Varianz nennt man auch Standardabweichung einer Ver-
teilung bzw. einer Zufallsgrofe.

Offenbar lasst sich die Varianz V(X) einer Zufallsgrofie X auch als Erwartungswert
der Verteilung der Zufallsgrofe (X — E(X))? schreiben:

V(X) =E(X - E(X))?

Hat X eine diskrete Verteilung mit Wahrscheinlichkeiten p; = W(x;) und Erwartungs-
wert E(X) = u, so bedeutet das:

V(X) = sz'(ivz' - M)Q
i
Fiir eine Zufallsgréfie mit Erwartungswert u, zu deren Verteilung es eine Dichte p gibt,

gilt

Héatten wir in Definition [5.1.6.1] statt des Quadrats den Absolutbetrag der Abweichung
vom Mittelwert genommen, so hitten wir die mittlere absolute Abweichung

[ 1o = ulawia),

erhalten.
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5.1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit und Produktraume

Inhalt in Kurzfassung: Die bedingte Wahrscheinlichkeit W(A|B) eines Ereignisses A un-
ter der Bedingung B gibt die Wahrscheinlichkeit von A unter der Voraussetzung an, dass
B eingetreten ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist der Quotient W\\/(V‘?g?). Fiir Ereignisse, die
keinen Einfluss aufeinander haben, stimmen W(A) und W(A|B) iiberein. Das bedenkend
nennt man sie unabhéngig, wenn W(ANB) = W(A) - W(B) gilt. Fiir Familien von mehr
als zwei Ereignissen muss man Unabhéngigkeit starker formulieren, entsprechend fiir
Zufallsgrofien statt Ereignissen. Typische Beispiele fiir unabhéngige Zufallsgrofien treten
bei mehrmals hintereinander ausgefithrten Zufallsexperimenten auf, sofern die einzelnen
Experimente keinen Einfluss aufeinander haben. Zur Modellierung unabhéngiger Zufalls-

groffen im Rahmen eines einzigen W-Raumes eignet sich der Produktraum.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung B soll die
Wahrscheinlichkeit von A angeben, wenn bereits bekannt ist, dass B eingetreten ist.
Wir wollen das illustrieren, indem wir den W-Raum mit der diskreten Gleichverteilung
auf Q = {1,2,3,4,5,6} fiir einmaliges Wiirfeln heranziehen. Bezeichne A und B die
Ereignisse, eine Primzahl bzw. eine ungerade Zahl zu wiirfeln. Wissen wir bereits, dass B
eingetreten ist, so geht es nur mehr darum, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein beliebiges
Element aus B = {1,3,5} eine Primzahl ist. Darunter sind die giinstigen Ereignisse 3
und 5, also die zwei Elemente aus A N B. Folglich ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
% (2 giinstige von 3 moglichen Ereignissen). Wir haben dabei nichts anderes getan, als
die Wahrscheinlichkeit von A N B durch die von B zu dividieren. Die Definition lautet
daher:

Definition 5.1.7.1. Es sei (Q, A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A mit
W(B) # 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit W(A|B) von A unter der
Bedingung B definiert durch

W(ANB)

W(A|B) := W(B)

Eine besondere Rolle spielen Ereignisse, die einander nicht beeinflussen, wo also die
Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt, unabhédngig davon ist, ob die Bedingung B eingetre-
ten ist:

W(A|B) = W(A)

Nach Definition [5.1.7.1] ist das fiir W(B) # 0 dquivalent zu W(A N B) = W(A) - W(B).
Entsprechend definiert man:

Definition 5.1.7.2. Es sei (2, A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heiffen zwei
Ereignisse A, B € A unabhingig, wenn

W(AN B) = W(A) - W(B)

gilt.
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FEine Familie von Ereignissen A; € A, i € I (Indexmenge), heifit unabhdingig, wenn
fiir je endlich viele paarweise verschiedene Indizes i1,...,1, € I

gilt.
FEine Familie von Zufallsgroflen X; : Q — R, ¢ € I, heifit unabhdingig, wenn fiir alle
messbaren Teilmengen A; von R die Ereignisse (X; € A;), i € I, unabhdngig sind.

Es ist klar, dass in einer unabhéngigen Familie von Ereignissen auch je zwei ver-
schiedene unabhéngig sind (n = 2 setzen). Bei der Umkehrung ist aber Vorsicht gebo-
ten. Dazu betrachten wir diskrete Gleichverteilung auf der 8-elementigen Menge 2 :=
{1,2,3,4,5,6,7,8} und die drei Mengen A := {1,2,3,4}, B := {1,2,5,6} und C :=
{3,4,5,6}. Dann ist ANB ={1,2}, ANC ={3,4}, BNC = {5,6} und ANBNC =0,
also mit W(A) = W(B) = W(C) = 2 = § und

WANB) =3 == 5=WA) WB)
WANC) =2 =7 =35 =W(A) - WO)
W(BﬂC)zgzi:%é: (B)-W(C).

Folglich sind je zwei dieser Ereignisse unabhéngig. Hingegen sind wegen

W(AﬂBmC):%:O;éé: 77777 — W(A) - W(B) - W(C),

die drei Ereignisse A, B und C als dreielementige Familie nicht unabhéngig.

Die typische Situation, wo unabhéngige Ereignisse und Zufallsgréflen eine entscheiden-
de Rolle iibernehmen, sind Rdume von endlichen und unendlichen Folgen, wie wir sie in
behandelt haben. Daran wollen wir anschliefen, verallgemeinern und Zufallsgrofien
ins Spiel bringen.

Wir gehen aus von Zufallsgrofen X,,, n € Nt die auf W-Riaumen (,,, A,, W,,) de-
finiert sind. Wir konstruieren aus diesen Rdumen nun den Produktraum (£2,.4, W).
Und zwar ist 2 das kartesische Produkt der €2,, enthélt als Elemente also alle Fol-
gen w = (wy,ws,...) mit w, € Q,. Fiir eine Menge A,, € A, bezeichne [A,] die Menge
aller Folgen w € €2, deren n-te Komponente in A,, liegt. Das W-Mafl W ist so definiert,
dass stets W([4,]) = W, (4,,) gilt, aulerdem

W([Am] N [Ang] n...N [Ank]) =Wp, (Am) 'WHQ(AM) T 'Wnk(Ank)

fiir alle Auswahlen endlich vieler paarweise verschiedener Indizes n; und A,, € A,,. Es
lasst sich zeigen, dass es eine geeignete o-Algebra A auf 2 und darauf ein W-Mafl W mit
den behaupteten Eigenschaften tatséchlich gibt. Der so definierte W-Raum (€2,.4, W)
heifit der Produktraum der (,,.A,, W,,) und entspricht im Wesentlichen dem Raum,
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den wir schon in [5.1.2] unter ,,unendliche Versuchswiederholungen® betrachtet haben. Er
dient zur Modellierung von unendlichen Folgen von unabhéngigen Zufallsgrofien. Der
Bezug ergibt sich daraus: W ist gerade so definiert, dass alle Familien von Mengen [A,]
mit A, € A, und n € NT unabhingig sind. Die urspriinglich gegebenen Zufallsgréfien
X, : Q, — R kann man auch als Zufallsgrofien X, auf dem gemeinsamen Produktraum
interpretieren, indem man

X Q=R w=(w,wa...)— Xy(wy)
setzt. Ist A eine messbare Menge in R, so gilt
XV = [xV(A), neNt,

und solche Familien von Mengen sind unabhéngig. Folglich sind auch die Zufallsgréfien
X, unabhéngig. Ist von Folgen unabhéngiger Zufallsgrofen die Rede, kann man sich als
mathematische Modellierung stets diese Konstruktion eines Produktraumes vorstellen.

Ubungsaufgabe 283. (T) Aus einer Urne mit den vier (nummerierten) Kugeln 1, 2, 3
und 4 wird zwei Mal mit Zuriicklegen gezogen, d.h. der Ergebnisraum ist Q = {(a1,a2) :
1<a; <4,i=1,2}.

o A ist das Ereignis, dass im ersten Zug eine ungerade Zahl gezogen wird.
e B ist das Ereignis, dass im zweiten Zug eine gerade Zahl gezogen wird.
o C ist das Ereignis, dass die Summe der gezogenen Zahlen 2 ist.

e D ist das Ereignis, dass die Summe der gezogenen Zahlen 5 ist.

Berechnen Sie W(A), W(B), W(C), W(D), WANB), WANC), W(BND). Erkliren
Sie Ihr Ergebnis speziell im Hinblick auf stochastische Unabhdngigkeit.

Ubungsaufgabe 284. (E) Das in dieser Ubungsaufgabe zu behandelnde Beispiel stammt
aus einer Fernsehshow vor Jahren und erlangte damals grofle Bekanntheit. Dabei kon-
frontierte der Fernsehmoderator einen Kandidaten mit drei verschlossenen Tiren. Dem
Kandidaten wurde verraten, dass hinter einer dieser Tiiren ein Auto, hinter den anderen
beiden je eine Ziege steht. Unter der stillschweigenden Annahme, dass Teilnehmer an
einer Fernsehshow leidenschaftliche Autofahrer sind, aber kein Interesse an Ziegenhal-
tung haben, wurde dem Kandidaten in Aussicht gestellt, dass das Auto thm gehore, wenn
er die richtige Tir errdt. Der Kandidat zeigte auf eine der dret Tiren. Der Moderator
dffnete eine der anderen beiden Tiiren, hinter der man eine Ziege sah, und stellte dem
Kandidaten frei, seine Wahl noch zu korrigieren. Was wiirden Sie dem Kandidaten (unter
der Annahme, dass er Autofan und Ziegenhasser ist) empfehlen?

Ubungsaufgabe 285. (T) In cinem Kartenspiel mit 32 Karten sind 8 Karten der Far-
be Pik. Es werden zufdllig (d.h. unter der Laplace-Annahme) 4 Karten ohne Zurickle-

gen gezogen. Berechnen Sie mit Hilfe der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle 4 Karten Pik sind.
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5.1.8 Die Formel von Bayes

Inhalt in Kurzfassung: Bilden die By eine Zerlegung eines W-Raumes und A ein weiteres
Ereignis, so liefert die Formel von Bayes die bedingten Wahrscheinlichkeiten W(By|A),
sofern man die Wahrscheinlichkeiten W(By) sowie die bedingten Wahrscheinlichkeiten
W(A|By) kennt. Die Formel von Bayes liefert in vielen Anwendungssituationen niitzliche
und gelegentlich auch verbliiffende Ergebnisse.

Die Formel von Bayes ermoglicht es, beim Vorliegen entsprechender Informationen,
bedingte und bedingende Ereignisse zu vertauschen. Er lautet:

Satz 5.1.8.1. Es sei (Q, A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum und By, By ... € A eine
Zerlequng von ) in endlich oder abzdhlbar unendlich viele paarweise disjunkte messbare
Teilmengen. Dann gilt fir jedes A € A mit W(A) > 0 und alle k =1,2,...

W(By)W(A|B})
>, W(Bn)W(A|By)

W(Bi|A) =

Beweis. Zunéchst gilt

A=AnQ=AnJB. ={J(ANB,).

n

Da diese Vereinigung aus paarweise disjunkten Mengen besteht, erhalten wir den soge-
nannten Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

W(A) = W(ANB,) =) W(B,)W(A|B,).

Setzen wir das in
_W(BxNA)  W(Bg)W(A|By)

fiir den Nenner auf der rechten Seite ein, erhalten wir die Behauptung. ]

Die Niitzlichkeit der Formel von Bayes wird bei Anwendungen wie der folgenden ty-
pischen deutlich:

Eine seltene Krankheit kann mit einem Test diagnostiziert werden, der allerdings
gewisse Fehlerraten aufweist. Angenommen es sei bekannt, dass innerhalb der gesamten
Bevolkerung nur eine Person von 100000 diese Krankheit in sich triagt. Bei 99% der
Erkrankten liefere der Test ein (korrektes) positives Ergebnis, bei 1% der Kranken ein
(falsches) negatives. Aulerdem sei bekannt, dass bei Gesunden das Testergebnis mit 90%
(korrekt) negativ, jedoch bei 10% (falsch) positiv ausfalle. Wir modellieren mit einem
W-Raum (2, A, W), der W(K) = 1077 fiir die Menge K der Kranken und entsprechend
W(G) = 99999 - 1075 fiir die Menge G der Gesunden liefert. AuBerdem halten wir die
bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir P (positiver Test) und N (negativer Test) unter den
Bedingungen K und G fest: W(P|K) = 0,99, W(N|K) = 0,01, W(N|G) = 0,9 und
W(P|G) = 0,1. Welche Perspektive hat man, wenn man positiv getestet worden ist?
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Wenn es sonst keine Indizien fir die Krankheit gibt, dann eine bessere als man auf den
ersten Blick vielleicht vermuten wiirde! Fur die bedingte Wahrscheinlichkeit W(K|P),
bei positivem Test tatsdchlich krank zu sein, liefert die Formel von Bayes (wir haben
dort A =P, By = K und By = G zu setzen) namlich nicht mehr als
W(K)-W(P|K)+W(G) - W(P|G)
1075-99- 1072 99 99

T 1075991072 499999 - 105 -10-1 99+ 999990 1000089

Man macht sich die Situation schnell klar, wenn man an die absoluten Zahlen denkt,
z.B. bei einer Gesamtpopulation von 1000000. Dann gibt es nur etwa 10 Kranke (die
wahrscheinlich alle positiv getestet wiirden) und entsprechend 999990 Gesunde, von de-
nen immerhin anndhernd 100000 (falsch) positiv getestet wiirden. Bei einer vollstédndigen
Testung der Gesamtpopulation gibe es also etwa 10000-mal so viele Gesunde mit po-
sitivem Test wie Kranke. Dennoch ist Vorsicht geboten: Wenn man sich zum Beispiel
deshalb einem Test unterzogen hat, weil man gewisse Symptome hat, die mit der seltenen
Krankheit einhergehen, dann wird die obige Modellierung fragwiirdig. Man miisste sich
ndmlich auf die Grundgesamtheit jener Personen mit diesen Symptomen beschrénken,
was zu ganz anderen Zahlenwerten fithren kann, besonders wenn nur wenige Gesunde
diese Symptome aufweisen.

~ 0,0001.

Ubungsaufgabe 286. (T) Es wurde ein neuer Alkohol-Test fiir das néchste BIZ Fest
entwickelt. Man geht davon aus (auf Erfahrungswerten basierend), dass 60% der gete-
steten Besucher zumindest leicht angetrunken sind.

Beziiglich der Funktionsweise das Tests wurde ermittelt, dass

e in 95% der Falle der Test positiv ist, wenn die getestete Person tatsdchlich ange-
trunken ist und

e in 90% der Falle der Test negativ ist, wenn die Person nicht betrunken ist.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die getestete Person betrunken ist, wenn der
Test positiv ist?

5.2 Wichtige Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie

In werden die wichtigsten Rechenregeln, auf denen die Hauptergebnisse der W-
Theorie beruhen, hergeleitet. Vor allem geht es um die Additivitdt der Varianz unab-
hangiger Zufallsgrofen. In [5.2.2] und [5.2.3] werden einige wichtige diskrete bzw. stetige
reelle Verteilungen mit ihren Erwartungswerten und Varianzen vorgestellt. Das erste
Hauptergebnis der W-Theorie, namlich das Gesetz der grofien Zahlen ist Gegenstand
von Eine ziemlich direkte Folgerung ist der Hauptsatz der mathematischen Stati-
stik in Der Abschnitt wird in [5.2.6|mit dem zweiten Hauptergebnis der W-Theorie,
dem Zentralen Grenzwertsatz abgeschlossen.
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5.2.1 Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

Inhalt in Kurzfassung: Ziel ist vor allem die Rechenregel V(X +Y) = V(X) + V(Y)
fiir unabhéngige Zufallsgrofen X und Y. Die wichtigste Zwischenstation beim Beweis
ist die Multiplikativitat E(X-Y) = E(X)-E(Y) des Erwartungswerts bei Unabhéngigkeit.

Weil der Erwartungswert von Zufallsgroflen iiber ein Integral definiert ist, vererbt
sich dessen Linearitdt. Fir zwei Zufallsgroflen X und Y auf demselben W-Raum und
fiir beliebige Zahlen a und b gilt daher E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y), insbesondere
E(X+Y)=E(X)+E(Y). Die entsprechende Regel fiir die Multiplikation gilt natiirlich
nicht, weil das Integral eines Produktes im Allgemeinen nicht das Produkt der Integrale
ist. Fir die W-Theorie fundamental ist aber die Tatsache, dass der Erwartungswert
zweier unabhdngiger Zufallsgroffen X und Y sehr wohl multiplikativ ist:

E(X -Y) =E(X)-E(Y).

Sind X und Y auf einem endlichen Raum definiert, rechnet man das unmittelbar iiber
die entsprechenden Summen nach. Entscheidend ist dabei das Distributivgesetz. Bei ab-
zéhlbar unendlichem Raum hat man entsprechend Cauchyprodukte zu bemiihen. Fiir
den allgemeinen Fall verwendet man, dass unabhéngige Zufallsgréfen mit Hilfe des Pro-
duktraums modelliert werden: Fiir Produktraume gilt die entsprechend verallgemeinerte
Variante des Satzes von Fubini. Man kann dann namlich, dhnlich wie wir das in
getan haben, X und Y als Funktionen in zwei Variablen auffassen, wobei aber X nur
von der ersten, Y nur von der zweiten Komponente abhangt. Damit bekommt man in
sehr schematischer Schreibweise:

E(X-Y)= /X(wl,wg) Y (w1, wa) AW (w1, wn) =
= //X(wl) Y (w2) dW1 (w1) dWq(w1) =
— /X(w1) (/Y(w2)dW2(w2)) dWa(ws) =

= (/X(wl) dWl(wl)) . (/Y(wg) de(Wg)) =
=E(X) -E(Y).
Sind X und Y unabhéngig, so auch X — E(X) und Y — E(Y"), folglich gilt
E((X — B(X))(Y — E(Y))) = E(X — E(X)) - E(Y — E(Y)) =0,

weil beide Faktoren 0 sind.
Man nennt den hier auftretenden Ausdruck

Cov(X,Y) =E((X —EX))(Y —E(Y)))

iibrigens auch Kovarianz von X und Y. Fasst man Zufallsgréflen mit endlicher Vari-
anz als Vektoren eines Vektorraums auf (genauer sind die Elemente dieses Vektorraums
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Aquivalenzklassen von fast sicher gleichen Zufallsgréfien), so definiert E(X -Y') ein Ska-
larprodukt mit Norm || X || := /E(X?). Somit gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
die, angewendet auf X —E(X) und Y — E(Y) die Ungleichung

[Cov(X,Y)| = [E(X —E(X))- (Y —E(Y)))| < [X=EX)[|-[Y ~E(Y)[| = \/V(X) - V(Y)
liefert. Folglich ist (fiir V(X), V(Y') # 0) der sogenannte Korrelationskoeffizient
o Cov(X,Y)
Kor(X,Y) := —V(X) ~0)

eine reelle Zahl zwischen —1 und 1. Geméaf dem Kriterium, wann in der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung Gleichheit auftritt (siehe Satz, ist Kor(X,Y) = 1 genau dann,
wenn X = Y fast sicher und Kor(X,Y) = —1 genau dann, wenn X = —Y. Im Fall
Cov(X,Y) =0 heiflen X und Y unkorreliert.

Die obige Rechnung zeigt somit, dass zwei unabhéngige Zufallsgrofien X und Y mit
endlichen Varianzen V(X),V(Y) stets unkorreliert sind. Die Umkehrung gilt im Allge-
meinen nicht, wie die folgende Ubungsaufgabe zeigt.

Ubungsaufgabe 287. (E) Konstruieren Sie zwei unkorrelierte Zufallsgrofien, die nicht
unabhdngig sind. Hinweis: Wihlen Sie als zugrundeliegende Menge 2 von Elementarer-
eignissen die Einheitskreislinie {(x,y) : x> +y? = 1} mit stetiger Gleichverteilung (d.h.
gleiche Bogenlingen haben gleiches Mafl) und als Zufallsgroffen X und Y die Projektio-
nen auf die x- bzw. auf die y-Achse.

Fiir unkorrelierte und somit erst recht fiir unabhéngige Zufallsgroflen gilt:
VIX+Y)=E(X+Y)-EX+Y))’ =
E((X —E(X))+ (Y —E(Y))* =

( E(X))2+2(X — E(X)) - (Y = E(Y)) + (Y — E(Y))?) =
=E(X —E(X))?+2E(X —E(X))EY —E(Y))+EY —E(Y))? =
= V(X) +V(Y)

Mittels Induktion lésst sich die Additivitdt der Varianz von zwei auf n unabhéngige
Zufallsgroflen ausdehnen. Es gilt also:

Satz 5.2.1.1. Sind X1, ..., X, paarweise unkorrelierte (z.B. also paarweise unabhdingi-
ge) Zufallsgrifien auf demselben W-Raum, deren Varianzen existieren. Dann gilt:

V(3] - v

Ubungsaufgabe 288. (T*) Sei X eine Zufallsgrife, welche eine bestimmte Eigenschaft
einer Grundmenge Q0 misst. p ist der Erwartungswert von X und o2 die Varianz. Man
fiihrt nun eine vierfache Messung durch: X1, Xo, X3 und X4 sind die Zufallsgréfien,
welche den Wert der jeweiligen Messung angeben. Folglich gilt B(X;) = p und V(X;) =
o? fiiri=1,2,...,4. Gegeben sind nun folgende Zufallsgrifien (Schitzer fiir ju):
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2.

Ty (X1, .., Xa) = (X1 + Xo + X3+ Xu).
To(X1,..., X4) = 3(X1 + X4).
T3(X1, .. 7)(4) = %(Xl +X2) —+ %X4

Zeigen Sie, dass Ty, Ty und Ts , erwartungstreu® fir u sind, d.h., dass E(T;) = p
gilt fiiri=1,2,3.

Berechnen Sie V(T;), i = 1,2,3. Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

Hinweis: Begriinden Sie, dass die Zufallsvariablen X; unabhdngig sind. Fir unabhdngi-
ge Zufallsvariablen X undY gilt bekanntlich V(X +Y) = V(X) + V(Y). Benutzen auch
V(X;) = o? fiir alle i > 1 bei der Berechnung.

5.2.2 Beispiele diskreter Verteilungen und ihre Erwartungswerte

Inhalt in Kurzfassung: Die behandelten Beispiele diskreter Verteilungen samt Erwar-
tungswerten und Varianzen sind: diskrete Gleich-, Binomial-, geometrische, hypergeo-
metrische und Poissonverteilung.

Folgenden diskrete Verteilungen kommen besonders héufig vor und seien daher samt
ihren Erwartungswerten und Varianzen kurz vorgestellt:

o Diskrete Gleichverteilung oder Laplaceverteilung auf {1,2,...,n}
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Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf {1,...,n}, n € N, wenn fiir alle

k=1,....n
1

n.

W({X = k})

Der Erwartungswert einer gleichverteilten Zufallsvariable X ist

n+1
E(X) =
(xX)="2-,
ihre Varianz ist ,
nc—1
V(X) =

Ubungsaufgabe 289. (E) Begriinden Sie diese Formeln fiir Erwartungswert und
Varianz nach.

Binomialverteilung zu den Parametern n und p

Eine Zufallsgrofie X heifit binomialverteilt zu den Parametern n € N und p € [0, 1],
wenn fir alle k =0,...,n

WX =k}) = (Z)pk(l —p)" "
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Fiir n = 1 wird die Binomialverteilung auch Bernoulliverteilung Verteilung zum
Parameter p genannt.

Die Bedeutung von Binomial- und Bernoulliverteilung wird durch folgende Uberle-
gung deutlich: Eine beliebige Verteilung auf der zweielementigen Menge Q := {0, 1}
ist eine Bernoulliverteilung, und zwar zum Parameter p, wenn p die Wahrschein-
lichkeit fiir 1 ist. Thr Erwartungswert ist durch p -1 4 (1 — p) - 0 = p gegeben,
ihre Varianz durch p- (1 —p)2+ (1 —p)- (0 —p)> =p- (1 — p). Sind X1,..., X,
unabhéngige Bernoulli-verteilte Zufallsgrofle zum Parameter p, so ist ihre Summe
X binomialverteilt zu den Parametern n und p.

Ubungsaufgabe 290. (E) Begriinden Sie diesen Zusammenhang.

W({X = k}) berechnet also gerade die Wahrscheinlichkeit, bei n-facher Wieder-
holung genau k Einsen zu erhalten, sofern eine Eins die Wahrscheinlichkeit p hat.

Wegen der Additivitdt von Erwartungswert und, fiir unabhéngige Zufallsgréfien,
von Varianz, ergibt sich fiir Erwartungswert und Varianz einer Zufallsgréfie X, die
binomialverteilt ist zu den Parametern p und n:

E(X) =np, V(X)=np(l-p).

Geometrische Verteilung zum Parameter p

Eine Zufallsvariable X heifit geometrisch verteilt zum Parameter p € [0, 1] auf N,
wenn fir alle k € N

WX =k}) =01-p)""'p

Typischerweise kommen geometrisch verteilte Zufallsgrofien wie folgt zustande:
Betrachten wir ein Zufallsexperiment mit zweielementiger Ergebnismenge {0,1},
wobei 1 mit Wahrscheinlichkeit p und 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p auftritt.
Wir wiederholen dieses Experiment in unabhéngiger Weise so lange, bis erstmals 1
auftritt. Die Zufallsvariable X, die angibt, wie oft beim wievielten Versuch das der
Fall ist, ist geometrisch verteilt. W({X = k}) gibt also die Wahrscheinlichkeit an,
dass die ersten k — 1 Wiederholungen nur Nullen liefern und im k-ten Versuch die
Eins kommt. Erwartungswert und Varianz ergeben sich nach einigen Rechnungen,
auf die wir hier verzichten als

1—p
p?

IEX:1 und VX =
p

Hypergeometrische Verteilung zu den Parametern r, s und n

Es seien r,s,n € N mit r + s > n. Eine Zufallsvariable X heifit hypergeometrisch

verteilt zu den Parametern r, s,n, wenn fiir alle k =0,...,n
W{X = k}) = (’“)(;f’;)"“) -
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Die natiirliche Erklarung fiir hypergeometrische Verteilungen ergibt sich, wenn
wir beim Bruch an die Regel , giinstige durch mogliche Félle“ denken. Im Nenner
steht die Anzahl der n-elementigen Teilmengen einer r + s-elementigen Menge. Im
Zahler steht das Produkt aus den Anzahlen der k-elementigen Teilmengen einer
r-elementigen und der n — k-elementigen Teilmengen einer s-elementigen Men-
ge. Dem entspricht offenbar ein Zufallsexperiment, bei dem n Elemente aus einer
(r + s)-elementigen Menge ohne Zuriircklegen gezogen werden, wobei r Elemente
Ausprigung 1 und s Elemente Ausprigung 0 haben. Dann ist die Zufallsvariable
X, welche die Anzahl der Elemente mit Auspragung 1 unter den n ausgewéhlten
Elementen zahlt, hypergeometrisch verteilt.

Ohne die aufwendige Berechnung von Erwartungswert und Varianz einer hyper-
geometrisch verteilten Zufallsvariablen X durchzufiihren, seien hier lediglich die
resultierenden Formeln angegeben:

nr nrs(r +s—mn)
= d V(X)= .
rts 0 (X) (r+s)?(r+s—1)

E(X)

o Poissonverteilung zum Parameter A

Eine Zufallsvariable X heifit Poisson verteilt zum Parameter A > 0 auf N, wenn
fiir alle k € N

)\k

WX =k}) = J7e7

Erwartungswert und Varianz einer Poisson verteilten Zufallsvariablen X sind (auch
hier ohne Beweis) gegeben durch

E(X)=XA und V(X)=A\

(Annéhernde) Poissonverteilungen treten typischerweise auf, wenn gezdhlt wird,
wieviele von sehr vielen moglichen unabhéangigen, jeweils aber seltenen gedéacht-
nislosen Ereignissen (siehe dazu Exponentialverteilung in innerhalb eines
bestimmten Zeitintervalls eintreten, zum Beispiel: Anzahl der in einem gegebenen
Zeitintervall zerfallenden Teilchen einer radioaktiven Substanz oder der in einem
Geschiéft einlangenden Kunden o.4. Fiir jedes Teilchen bzw. fiir jeden Menschen
ist es sehr unwahrscheinlich zu zerfallen bzw. sich gerade in dieses Geschift zu
begeben. Da es aber sehr viele Teilchen bzw. Menschen gibt, kommen insgesamt
doch ein paar (ndmlich k) zusammen. Je grofier der Parameter A, desto seltener
ist ein Einzelereignis.

Ubungsaufgabe 291. (T) Betrachten Sie folgendes Spiel: Sie werfen eine faire Miinze
(Kopf oder Zahl). Dann werfen Sie nochmals: wenn Sie dasselbe Ergebnis wie beim ersten
Wurf werfen, diirfen Sie weiterspielen; wenn nicht, ist das Spiel aus. Sie dirfen solange
weiter werfen, solange Sie das Ergebnis ihres ersten Wurfes reproduzieren. Wenn Sie
das erste mal ,,falsch® werfen ist das Spiel aus. Angenommen Sie durften N mal werfen,
dann betrigt ihr Gewinn % Euro. (Sie gewinnen also in jedem Fall zumindest % =1
Euro.) Es bezeichne X die diskrete Zufallsgrosse, welche ihren Gewinn angibt.
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1. Finden Sie die Verteilung von X.

2. Berechnen Sie den Erwartungswert von X, d.h. jenen FEinsatz den Sie zahlen
missten, damit das Spiel fair wird.

5.2.3 Beispiele stetiger Verteilungen und ihre Erwartungswerte

Inhalt in Kurzfassung: Die behandelten Beispiele stetiger Verteilungen sind: stetige
Gleich-, Normal-,, Exponential- und Cauchyverteilung.

Wir stellen im Folgenden vier interessante stetige (sogar absolut stetige) Verteilungen
und, sofern vorhanden, ihre Erwartungswerte und Varianzen vor:

o Stetige Gleichverteilung auf einem Intervall [a, ]
Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf [a, b], falls die Verteilung von X die

Dichte
— fir z € [a,]
— b—a )
o() { 0 sonst

hat. Wie man mit Hilfe der Dichtefunktion leicht nachrechnet, wie aber auch in-
tuitiv unmittelbar klar ist, ist der Erwartungswert einer auf [a, b] gleichverteilten
Zufallsvariable X das arithmetische Mittel von a und b:

a+b
EX =
2
N2
vy = =
12

Ubungsaufgabe 292. (E) Fiihren Sie die Rechnungen, die zu diesen Formeln
fiihren ausfithrlich durch.

e Normalverteilung zu den Parametern y und o

FEine Zufallsvariable X heif3t normalverteilt zu den reellen Parametern p und o > 0,
wenn die Verteilung von X die Dichte

po(T) = ! exp (—(x _ 'u)2> , T€ER,

V2mo? 202

hat. Die Dichte ist die beriihmte Gauf3’sche Glockenkurve. Sie ist offenbar symme-
trisch um p, weshalb gibt p der Mittelwert=Erwartungswert der Verteilung ist, an
dem die Dichtefunktion ¢, , auch ihr Maximum annimmt. Weniger offensichtlich
ist, dass o die Streuung, d.h. ¢? die Varianz dieser Verteilung ist. Fiir eine nach
gemafl der Dichte ¢, , verteilte Zufallsgrole X gilt also

E(X)=p und V(X)=c%
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Je grofler o, desto kleiner ist das Maximum und desto flacher und breiter ist die
Kurve. Falls 4 = 0 und ¢ = 1 ist, nennt man X standardnormalverteilt. Die
iiberragende Bedeutung der Normalverteilung wird durch den Zentralen Grenz-
wertsatz in [£.2.6] deutlich werden.

Ist X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, so ist X* := ¢ X + p normal-
verteilt zu den Parametern p und o. Umgekehrt lasst sich eine zu g und ¢ nor-
malverteilte Zufallsgrofie X* geméal X := @ auf Standardnormalverteilung
transformieren. Die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsva-
riablen ist gegeben durch

1 T
O(x) = \/727 [ et dt.

Die Funktionswerte von @ sind z.B. Tabellen wie im Anhang zu entnehmen, heut-
zutage aber natiirlich auch in Softwarepaketen implementiert.

Exponentialverteilung zum Parameter A

Eine Zufallsvariable X heif3t exponentialverteilt zum Parameter A > 0, wenn die
Verteilung von X die Dichte

() = e fiirz >0
&= 0 firx <0
hat. Erwartungswert einer geméfl dieser Dichte verteilten Zufallsgrofie X sind ge-

geben durch
1

A2

Exponentialverteilt sind sogenannte gedachtnislose Zufallsgréfien wie z.B. die Dau-
er X bis zum radioaktiven Zerfall eines Teilchens. Haben wir schon s Zeiteinheiten
gewartet, ohne dass das Teilchen bisher zerfallen ist, so &ndert das nichts an der
Wahrscheinlichkeit, weitere ¢ Zeiteinheiten warten zu miissen. Ist F' die Verteilungs-
funktion fiir die Zeitdauer bis zum Zerfall, so bedeutet das in Formelschreibweise:

EXz% und VX =

WX >t+s|X>s)=WX >t)=1—-F(t)

Nach der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten gilt

WX >t+s5,X>s) WX>t+s) 1-F(t+s)
WX zt+slX 28) = == ~ Wxss) ~ 1-F@)
Setzt man das oben ein, so erhdlt man fiir die Funktion G(x) := 1 — F(z) die
Funktionalgleichung G(t + s) = G(t)G(s) der Exponentialfunktion. Weil eine Ver-
teilungsfunktion immer Stetigkeitspunkte hat, muss nach dem Eindeutigkeitssatz
fiir Exponentialfunktionen aus Mathematik 1 also G = exp_, fiir ein A > 0 gelten.
Hieraus folgt F(z) = 1 —e ** und o(z) = F'(z) = Ae ™ fiir x > 0, wie behauptet.



5.2 Wichtige Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie

e Cauchyverteilung zum Parameter a
Diese ist durch die Dichtefunktion

(2) = ———
€Tr) =
e (22 + a?)

gegeben. Sie ist von groflem theoretischen Interesse und dient vor allem als Beispiel
fiir eine stetige Verteilung ohne Erwartungswert und folglich auch ohne Varianz.

Ubungsaufgabe 293. (E) Zeigen Sie, dass es sich bei obiger Funktion o tatsdch-
lich um die Dichte einer W-Verteilung handelt und begriinden Sie, warum diese
Verteilung keinen Erwartungswert hat.

5.2.4 Das Gesetz der groBBen Zahlen

Inhalt in Kurzfassung: Das Gesetz der grofien Zahlen besagt, grob gesprochen, dass die
Mittelwerte von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsgroffen gegen den Erwartungs-
wert konvergieren. Etwas genauer besehen gibt es mehrere Varianten. Fiir eine relativ
speziell wird hier auch ein Beweis gegeben, in dem als wesentliches Hilfsmittel die Un-
gleichung von Tschebyschev verwendet wird.

Betréchtliche Teile der Stochastik handeln in der einen oder anderen Form vom Pha-
nomen, dass sich bei langen Messreihen von Daten, die derselben Verteilung unterliegen,
héufig sehr stabile arithmetische Mittel einstellen. Man spricht dabei von einem Gesetz
der groflen Zahlen (GdgZ). Etwas préziser gesprochen: Sind X; identisch verteilte Zu-
fallsgroflen, so geht es darum, ob die Mittelwerte % 1 X; konvergieren. Unterschiedli-
che Aussagen in diese Richtung sind von Interesse und unter geeigneten Voraussetzungen
auch beweisbar.

Als Grenzwert der Mittel erweist sich typischer Weise der Erwartungswert E(X;), des-
sen Existenz wir voraussetzen wollen. Es geht also darum, ob sich die Abweichungen
X; — E(X;) nach Summation iiber i = 1,2, ...,n und Division durch n weitgehend auf-
heben. Damit ist eher dann zu rechnen ist, wenn die X; unabhéngig oder wenigstens
unkorreliert sind, denn andernfalls konnten wir auch fiir alle ¢ dasselbe X; nehmen, wo
der Mittelungseffekt sicher nicht auftreten wird. Keinesfalls konnen wir erwarten, dass
die gewilinschte Konvergenz immer stattfindet. Folgen die X; beispielsweise einer Ber-
noulliverteilung zum Parameter p = 3 (W(X; = 0) = W(X; = 1) = 3), so kommen
im Produktraum aller unendlichen 0-1-Folgen sehr wohl auch die konstanten Folgen
0,0,0,...und 1,1,1,... vor, deren Mittel 0 bzw. 1 sind, die also nicht gegen E(X;) = %
konvergieren. Wir kénnen aber hoffen, dass diese Folgen eher die Ausnahme darstellen
und dass, wenn man alle denkbaren Folgen mit ihren Wahrscheinlichkeiten in die Waag-
schale legt, die gewiinschte Konvergenz immerhin mit hoher Wahrscheinlichkeit eintritt.
Das wird in der folgenden Definition eingefangen.

Definition 5.2.4.1. Secien die X,,, n = 1,2,..., Zufallsgréfien, die auf demselben W-
Raum definiert sind. (Typisch als Menge Q0 der Elementarereignisse ist die Menge aller
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maglichen unendlichen Folgen von Versuchsausgingen und als X, jene Funktion, die
das n-te Folgeglied herausgreift.) Auflerdem sei vorausgesetzt, dass die Erwartungswerte
E(X,) € R existieren.

Wir sagen, dass die X; ein starkes Gesetz der groflen Zahlen erfiillen, wenn

W (nlggo % (X, — E(X,) = o) 1

=1
gilt. Wir sagen, dass die X; ein schwaches Gesetz der groflen Zahlen erfillen, wenn
fiir jedes € > 0
> 5) =0

Klarerweise folgt aus dem starken das schwache GdgZ. Die Umkehrung gilt aber nicht.
Zum Beispiel wire es a priori nicht auszuschliefen, dass die Ausnahmemengen A,,, wo
‘% (X —IE(XZ))‘ > e gilt, etwa W(A,) = L erfiillen (was dem schwachen GdgZ
entspréiche), dass aber eine Menge A von positivem Mafl W(A) > 0 existiert derart, dass
jedes w € A in unendlich vielen A, liegt, was dem starken GdgZ widerspréche.

Man beachte weiters, dass im Fall identisch verteilter X,, mit gemeinsamem Erwar-
tungswert p das starke GdgZ umgeschrieben werden kann zur Konvergenz

n—oo

lim W(

> (X~ E(X)
i=1

gilt.

1
dim o 2 Xi=n
1=

fast sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1). Das schwache GdgZ bedeutet in diesem Fall
1 n
nh_)rrg()W(ylz;Xi—u 25) =0
1=
fiir alle e > 0.

Die Frage an die W-Theorie lautet nun: Unter welchen Voraussetzungen kann ein Ge-
setz der grofien Zahlen (stark oder wenigstens schwach) garantiert werden? Wir werden
in Satz zwei Bedingungen angeben, von denen jede hinreichend ist. Einen Beweis
werden wir nur fiir ein schwaches GdgZ geben unter der relativ starken, restriktiven Vor-
aussetzung, dass die X, identisch verteilt, paarweise unkorreliert und beschrénkt sind.
Bei diesem vergleichsweise einfachen Beweis wird aber immerhin transparent, auf welche
Weise die Rechenregeln aus einfliefen, insbesondere die Additivitdt der Varianzen
unabhéngiger Zufallsgrofen. Die Beweise der stiarkeren Aussagen in Satz [5.2.4.3 erfor-
dern etwas mehr technischen Aufwand, den wir hier nicht treiben werden.

Basis fur den Beweis ist die Tschebyschevsche Ungleichung:
Satz 5.2.4.2. Sei X eine Zufallsvariable tiber (0, A, W). Dann gilt fir jedes € > 0

V(X)
g2

W(X —E(X)| > ¢) <
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Beweis. EsseiY die Indikatorfunktion der Menge A := {| X —E(X)| > ¢}, also Y(w) =1
fir w € A und Y (w) = 0 sonst. Dann gilt offenbar

X —E(X)|>¢-Y.
Daher erhalten wir wegen Y? =Y
V(X) = E ((X — E(X))?) > E(?-Y) = 2E(Y) = &2 W(|X — E(X)| > ¢).

Division durch &2 liefert die Behauptung. O

Wir gehen jetzt von einer Folge unkorrelierter und identisch verteilter Zufallsgréfien X,
aus, die der FEinfachheit halber tiberdies als beschrédnkt angenommen seien. Insbesondere
existiert dann auch ein gemeinsamer Erwartungswert p = E(X,,) und eine gemeinsame
Varianz o2 = V(X,,), jeweils fiir alle n. Halten wir ein n fest, so hat die Zufallsgrofie X :=
% 1 X; wegen der Rechenregeln aus ebenfalls den Erwartungswert E(X) = pu
und die Varianz

n 1 n

n n 02
V(X) :V<i;Xi> = %V (;Xl> = %ZV(XJ = EZH =—

i=1 i=1

Man beachte, dass in der mittleren Gleichheit die Unkorreliertheit der X; verwendet
wurde.

Wir geben uns nun ein beliebiges € > 0 vor, setzen in der Tschebyschevschen Unglei-
chung ein und erhalten

1 n

>€> < ViX) :U—Q.

WEeil der Ausdruck rechts fiir n — oo gegen 0 konvergiert, ist damit das schwache GdgZ
bewiesen. Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar auf das starke GdgZ schliefen. Ein
einfacher, aber sehr typischer Spezialfall ist ein Zufallsexperiment, das immer wieder
(unabhéngig) durchgefiithrt wird. X,, sei die Indikatorfunktion fir ein Ereignis A im n-
ten Versuch. Dann z&hlt % 1 X; die relative Haufigkeit des Ereignisses A unter den

ersten n Versuchen. Nach dem starken GdgZ konvergiert sie fiir n — oo fast sicher gegen
W(A):
1 n
A (735&”;& :W(A)) =1
1=
Im folgenden Satz sind sehr allgemeine Bedingungen gegeben, unter denen ein starkes

GdgZ bewiesen werden kann (was wir, wie bereits angekiindigt, hier aber nicht tun
werden):

Satz 5.2.4.3. Gegeben sei eine Folge von paarweise unkorrelierten (z.B. unabhdingigen)
Zufallsgroffen X, deren Erwartungswerte E(X,,) € R existieren. Gilt eine der folgenden
beiden Bedingungen, dann erfillen die X,, ein starkes Gesetz der grofien Zahlen:

323



5 Stochastik

1. Es existieren samtliche Varianzen V(X,) und sind durch eine reelle Zahl v >
V(X,,) beschrankt.

2. Die X,, sind paarweise unabhdngig und identisch verteilt.

Wir schlieflen unsere Behandlung des GdgZ mit einem Beispiel eines vorteilhaften
Spiel, bei dem man auf Dauer verliert:

Ein Spiel heif3t vorteilhaft, wenn in jeder Runde der erwartete Gewinn gréfler als
der erwartete Verlust ist. Es sei nun Xy = 1 unser Startkapital. Wir werfen in jeder
Runde eine faire Miinze. Unser Kapital halbiert sich, wenn eine Null fillt. Bei einer Eins
hingegen gewinnen wir zwei Drittel unseres Kapitalstands hinzu. Um das zu formalisieren
sei

v % bei einer Null im n-ten Wurf
no g bei einer Eins im n-ten Wurf

Dann sind die Zufallsvariablen Y7, ..., Y, unabhingig und identisch verteilt mit Erwar-
tungswert

EY, =

5
S |
+5°3

1

23 12

fir alle n € N. Unser Kapital X,, nach der n-ten Runde ist gegeben durch X,, = Y7 -
Ys-...-Y,. Dieses Spiel ist vorteilhaft, denn bei einem Kapital  nach n Runden ist das
erwartete Kapital eine Runde spéter gleich

N |
N | =

13
E(z-Yo+1) = %

Wir erwarten also einen Gewinn von z/12. Aus der Unabhéngigkeit der Y; folgt

E(X,) = E(Y))-... E(Y,) = G;)n

Daher wéchst der Erwartungswert von X,, mit gréffer werdendem n exponentiell. Den-
noch folgt aus dem Gesetz der groflen Zahlen, dass man bei diesem Spiel auf lange Sicht
verliert. Das sieht man wie folgt.

Es bezeichne p den Erwartungswert von InY;. Dann ist p negativ, denn

1.1 1.5 1.5 1
—E(nY)=-In-+-Ilno=-In><-Inl=0.
1 (InY;) plng+slne=clhe<zln

Aus dem Gesetz der groflen Zahlen folgt, dass fiir alle £ > 0 gilt:

17’L
<W|I|— InY; — 0.
)_ (‘n;n ,u>€>—>

1
W(‘lan—,u>€
n

Setzen wir nun € = —pu/2, so folgt

W(X, > e2") — 0.
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Es wird also immer wahrscheinlicher (die Wahrscheinlichkeit dafiir konvergiert gegen 1),
dass fur unser Kapital gilt
Xozetn— ()"

Ho6chstwahrscheinlich haben wir also auf lange Sicht kaum noch Kapital. Dieses Beispiel
zeigt wieder, dass der Erwartungswert allein nicht jede Situation addquat beschreibt.

5.2.5 Der Hauptsatz der mathematischen Statistik

Inhalt in Kurzfassung: Ziemlich schnell folgt aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen
der Hauptsatz der mathematischen Statistik: Empirische Verteilungsfunktionen unab-
héngiger identisch verteilter Zufallsgréfien konvergieren fast sicher gegen die gemeinsame
Verteilungsfunktion. Dieser Sachverhalt ist die Grundlage dafiir, dass man unbekannte
Verteilungen beliebig gut bestimmen kann, sofern man Zugriff auf beliebig grofie unab-
héngige Stichproben hat. Das ist ein wichtiger theoretischer Hintergrund fiir die Taug-
lichkeit so vieler statistischer Verfahren.

Die Zufallsgrofien Xp, Xo, ... seien identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F. Fiir
jedes x € R definieren wir F,(x) := %, wobei k die Anzahl der ¢ = 1,...,n mit
X; < x ist. F,, ist die Verteilungsfunktion der diskreten Gleichverteilung auf der Menge
{X1,...,X,}, eventuell unter Beriicksichtigung der Vielfachheiten, sofern gewisse Werte
mehrmals auftreten. Man nennt F}, auch die empirische Verteilungsfunktion der X,,.
Mit diesen Bezeichnungsweisen gilt der Hauptsatz der mathematischen Statistik:

Satz 5.2.5.1. Sind X1, Xa ... unabhdngige Zufallsgréfien mit derselben Verteilungsfunk-
tion F, so konvergieren ithre empirische Verteilungsfunktionen F,, fast sicher gegen F'.

Beweis. Fiir festes z definieren wir die Zufallsgrofie Y, := 1(_ 41(Xy). Sie nimmt den
Wert 1 an, wenn X, < x, sonst 0. Weil die X,, unabhéngig sind, sind es auch die mit ihrer
Hilfe definierten Y. Aulerdem sind die Y, identisch verteilt auf der zweielementigen
Menge {0,1} mit Erwartungswert E(Y;) = W(X,, < z) = F(z). Nach dem starken
Gesetz der grofien Zahlen konvergieren die arithmetischen Mittel %Z?:l Y,, der Y,, mit
Wahrscheinlichkeit 1 gegen F'(x). Diese Mittel stimmen aber mit F),(z) tberein. Also
gilt fast sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1)

Anders formuliert: Fiir die Ausnahmemenge A,, wo F,(x) nicht gegen F'(z) konvergiert,
gilt W(A;) = 0. Sei A die Vereinigung A aller A, mit z € D := QU U. Dabei bezeichne
Q wie iiblich die Menge der rationalen Zahlen und U die Menge der Unstetigkeitsstellen
von F. Wegen der Monotonie von F' ist U hochstens abzéhlbar unendlich, wegen der
Abzéahlbarkeit von Q ist also auch D abzéhlbar. Die o-Additivitdt von W impliziert
daher

0§W(A):W(U A:C) <D W(A)=> 0=0,

zeQ zeQ z€Q
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also W(A) = 0. Mit anderen Worten: Mit Wahrscheinlichkeit 1 stimmt der Grenzwert
der F, auf D mit F {iberein. Man {iberlegt sich schnell, dass wegen der Rechtsstetigkeit
und der Monotonie der Verteilungsfunktion F' und der F;, deren Grenzwert folglich sogar
auf ganz R mit F iibereinstimmt. Damit ist der Satz bewiesen. 0

5.2.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Inhalt in Kurzfassung: Neben dem Gesetz der grofien Zahlen ist der (deutlich schwieriger
zu beweisende) Zentrale Grenzwertsatz das vielleicht wichtigste Ergebnis der W-Theorie
iiberhaupt. Er besagt, grob gesprochen, dass die Summe sehr vieler kleiner und unab-
héngiger Summanden anndhernd normalverteilt ist. Die prézise Formulierung ist kompli-
zierter, insbesondere wenn einem an moglichst schwachen, aber trotzdem hinreichenden
Bedingungen gelegen ist. Diese prézisieren, was unter kleinen Summanden zu verstehen
ist. Eine stirkere Bedingung, die hinreicht, ist auch identische Verteilung der Summan-
den und Existenz von deren Erwartungswert und Varianz. Der zentrale Grenzwertsatz
ist der Grund fiir die {iberragende Bedeutung der Normalverteilung in der Stochastik.

Im Zentrum der Stochastik steht neben dem Gesetz der groen Zahlen (GdgZ), wonach
arithmetische Mittel unter sehr schwachen Voraussetzungen gegen den Erwartungswert
konvergieren, der Zentrale Grenzwertsatz (ZGWS) als zweites, noch tiefer liegendes und
ebenso ubiquitdres Phdnomen. Aus ihm ergibt sich die universelle Bedeutung der Nor-
malverteilung (Glockenkurve). Worum es dabei geht, ldsst sich am einfachsten anhand
der Binomialverteilung illustrieren, das Phianomen ist aber wesentlich universeller.

Betrachten wir der Einfachheit halber wiederholten Munzwurf (,Kopf oder Adler*)
mit einer fairen Miinze. Zahlen wir mit der Zufallsgréfie X, wie oft beispielsweise unter
100 Wiirfen ,,Kopf“ aufscheint, so legt das GdgZ nahe, dass fiir X Werte nahe bei 50
wesentlich wahrscheinlicher sind als nahe bei 0 oder 100. Der ZGWS macht eine noch
wesentlich genauere Aussage. Er fingt ein, dass das durch das GdgZ suggerierte Ergebnis
X = 50 nicht als exakter Wert wahrscheinlich ist, und macht quantitative Angaben, wie
sehr z.B. das Ereignis 40 < X < 60 wahrscheinlicher ist als die Ereignisse 0 < X < 20
oder 80 < X < 100. Die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung entsprechen ndm-
lich verbliiffend genau einer ,,Gauf’schen Glockenkurve“, deren Maximum (Mittelwert p)
in diesem Fall bei 50 liegt und deren Varianz o2 jener der Binomialverteilung zu den Pa-
rametern p = % und n = 100 entspricht, also 02 = 100-p-(1—p) = 25, d.h. ¢ = /25 = 5.
Im standardisierten Fall ist 4 = 0 und o = 1. Die Hauptrolle spielen dabei das Integral

2 . . N il
Jge™® dx = \/m aus |4.1.7| und seine Transformierten [p e~ 20  dz = /270,

Ubungsaufgabe 294. (E) Verwenden Sie die bereits bekannte Formel [ e de = /7

)2
aus |4.1.7, um fiir beliebige pp € R und o > 0 die Formel [ 67( 2 dx = 2mo zu

bestdatigen.
Aus dieser Formel folgt, dass, so wie bereits in behauptet, die Funktionen

1 (z —p)?
= — , e R,
Pu,o () 9y P ( 902 x
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fir alle 4 € R und ¢ > 0 Dichtefunktionen von W-Verteilungen sind, den Normalvertei-
lungen.

Definition 5.2.6.1. Die W-Verteilung mit der Dichtefunktion

1 (z —p)?
QON7U($) = ﬁe){p <—%‘_2 5 T € R

mit u € R und o > 0 heifst Normalverteilung zu den Parametern p und o. Im Fall
uw =0 und o = 1 spricht man von Standardnormalverteilung. Jede der Dichte-
funktionen ¢, , heift auch Gauf3’sche Glockenkurve. Die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung wird auch mit ® bezeichnet:

x x 1 2
o = / t)dt = / 2 dt
(.T) - @0,1( ) - \/%6

Am Ende des Kapitels findet sich eine Tabelle mit Werten von ®, der Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung. Sie zeichnet sich durch Erwartungswert 0 und
Varianz 1 aus. Ganz allgemeinen erweisen sich die Parameter x4 und ¢ nach elementarer
Rechnung als Erwartungswert und Streuung:

Proposition 5.2.6.2. Die Normalverteilung zu den Parametern u € R und o > 0 hat

Erwartungswert . und Varianz o?.

Ubungsaufgabe 295. (E) Bestitigen Sie durch Rechnung Proposition|5.2.6.2, Hinweis:
Fiihren Sie zundchst mit Hilfe einer geeigneten Substitution den allgemeinen auf den
standardisierten Fall zuriick. Argumentieren Sie sodann fiir den Mittelwert p = 0 mit
Hilfe eines Symmetriearqguments. Fiir die Berechnung der Varianz bietet sich partielle
Integration an.

Wir haben nun alles beisammen, um genauer zu formulieren, was wir unter dem ZGWS
verstehen wollen. Wie beim GdgZ geht es um die Partialsummen, die aus einer Folge
von Zufallsgréflen X; gebildet werden. Wir wollen also die Verteilung der Summen S, :=
Yo X; mit einer Normalverteilung zu geeigneten Parametern vergleichen. Die Summe
Sy, hat den Erwartungswert p, := Y vy E(X;) und, wenn wir Unabhéngigkeit der X;
voraussetzen, Varianz o2 := 31 ; V(X;). In jedem Fall wollen wir demnach die Existenz
der Erwartungswerte E(X;) und Varianzen V(X;) der einzelnen X; voraussetzen. Es geht
also darum, ob S,, anndhernd normalverteilt ist zu den Parametern p, und o,. Das ist
dquivalent damit, dass die transformierten Zufallsgréfien

Su— g LY - E(X)
o VV(XT+.. + X,)

Y, :

annadhernd standardnormalverteilt ist. Die einzige Unschérfe liegt noch in der Frage,
was hier ,anndhernd* bedeutet. Natiirlich geht es um den Grenzwert n — oo. Und
sollen die Verteilungsfunktion der Y,, (punktweise, was in diesem Fall sogar gleichméfBig
impliziert) gegen die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung konvergieren.
Wir definieren daher:
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Definition 5.2.6.3. Seien X1, Xo, ... unabhdingige ZufallsgréfSen, fir die sowohl Erwar-
tungswert E(X;) als auch Varianz V(X;) > 0 als endliche reelle Zahlen existieren. Man
sagt, dass fir diese Folge von Zufallsgrofien der Zentrale Grenzwertsatz (ZGWS)
gilt, wenn fir die Verteilungsfunktionen F,, der Zufallsgrifien

i1 (Xi — E(X3))

Y, =
V(s Xi)

fir allex € R
2
e~ dt

i Fo() = ®(x) = /xoo \/127

gilt.

Sind die X; unkorreliertheit oder, was im Zusammenhang mit dem ZGWS meist vor-
ausgesetzt wird, unabhéngig, so kann man den Ausdruck unter der Wurzel im Nenner
der Definition der Y,, zu V (3 i, X;) = i V(X;) umformen kann. Sind die X; iden-
tisch verteilt mit E(X;) = p und V(X;) = o, so lisst sich die Giiltigkeit des ZGWS daher
umformulieren zu:

Fiir alle x € R gilt

Jim W (;;1\(}5;—/0 < :L‘) = ®(x).

Noch ist die Frage offen, unter welchen Voraussetzungen sich ein ZGWS beweisen lasst.
Greifen wir das einleitende Beispiel mit dem Miinzwurf nochmals auf, so ist ein relativ
elementarer Zugang moglich. Denn fiir die auftretenden binomialverteilten Zufallsgrofien
X zu den Parametern p und n gilt bekanntlich

WX =k}) = (Z)pk(l —p)" 7, k=0,...,n.

Auch Erwartungswert E(X) = np und Varianz V(X) = np(1 — p) der Binomialver-
teilung sind aus [5.2.2] bereits bekannt. Es geht also darum, fiir die entsprechend trans-
formierte Zufallsgrofe —2="2— annihernde Normalverteilung nachzuweisen. Dabei hat

v/np(1-p)

man die obigen Binomialkoeffizienten entsprechend zu transformieren. Die in den Bi-
nomalkoeflizienten (Z) = ﬁl—k)' auftretenden Faktoriellen lassen sich mit Hilfe der

Stirlingschen Formel n! ~ v2mn(%2)" aus Mathematik 1 beherrschen. Mit Hilfe einiger
Rechnungen (wo z.B. auch Taylorapproximation einfliefit, was hier aber nicht ausgefiihrt
wird) lasst sich tatséchlich zeigen, dass die relevanten Gréfien aus der Binomialverteilung
gegen die Werte von ¢g 1 an den entsprechenden Stellen konvergieren. Damit wére der
Beweis des ZGWS in diesem sehr speziellen Fall erbracht.

Die iiberragende Bedeutung des ZGWS ergibt sich daraus, dass er aber nicht nur fiir
identisch verteilte X, gilt. Entscheidend sind erstens Linie Unabhangigkeit und zweitens,
dass nicht einzelne Summanden X, gegeniiber den anderen dominieren. Das kénnte ndm-
lich zur Folge haben, dass die Verteilung dominanter X,, auch in der Summe durchschla-
gen und Normalverteilung verhindern wiirde. Zur Prézisierung, worum es geht, kénnen
mehrere Bedingungen herangezogen werden:
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5.2 Wichtige Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 5.2.6.4. Fiir eine Folge von unabhdngigen Zufallsgréffen X1, Xo, ..., deren
Erwartungswerte E(X,,) und Varianzen V(X,,) < oo existieren, sei

sn = \V(X1) + ...+ V(Xn).

Wir formulieren folgende drei Bedingungen:

X, —E(X;)

Sn ’

o Asymptotische Vernachlissigbarkeit: Fiir die Zufallsgrofsen X, ; :=
i=1,....n,n=12,..., und alle € > 0 gilt

lim ( max  W(|X,, | >5)) =0.

n—oo \i: 1<i<n

o Feller-Bedingung:
V(X;
lim ( max 7( Z)> =0

n—oo \i: 1<i<n S
o Lindeberg-Bedingung: Fir alle € > 0 gilt

li / —E(X;))?dW . =0.
v <52 Z {|z—E(X;)|>esn} (= (%) XZ(x))

n =1

Man mache sich klar, dass jede dieser drei Bedingungen aus Definition [5.2.6.4] als
Préazisierung der weiter oben etwas vage formulierten Forderung verstanden werden kann,
namlich, dass keiner der Summanden X,, gegeniiber den anderen dominieren diirfe.

Ubungsaufgabe 296. (E) Formulieren Sie Ihre Uberlegungen dazu ausfihrlich.

Studiert man die drei Bedingungen etwas genauer, so erkennt man, dass sie immer
stiarker werden und z.B. identisch verteilte X, alle drei erfiillen:

Proposition 5.2.6.5. Unter den Voraussetzungen von Definition gilt:
1. Sind die X, identisch verteilt, so ist die Lindeberg-Bedingung erfillt.
2. Aus der Lindeberg-Bedingung folgt die Feller-Bedingunyg.
3. Aus der Feller-Bedingung folgt asymptotische Vernachldssigbarkeit.
Ubungsaufgabe 297. (E) Beweisen Sie Proposition .

Hat man sich diese Zusammenhénge vor Augen gefiihrt, erkennt man die Tragweite
des nun folgenden Satzes von Lindeberg-Feller, einer sehr umfassenden Version des
Zentralen Grenzwertsatzes (ZGWS):

Satz 5.2.6.6. Fir eine Folge unabhdngiger Zufallsgréfsen mit endlichen Erwartungs-
werten E(X,,) und positiven endlichen Varianzen V(X,) sind die folgenden Aussagen
daquivalent:
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5 Stochastik

1. Es gilt die Lindeberg-Bedingunyg.
2. Es gilt die Feller-Bedingung und der ZGWS.
3. Es gilt asymptotische Vernachldssigbarkeit und der ZGWS.

Insbesondere gilt im Falle identisch verteilter X,, mit E(X,) = p und V(X,) = o der
ZGWS, explizit:

JLIgW(CLﬁWSb) :\/%Lbe_zjdzzq)(b)—@(a).

Fiir spétere Zwecke notieren wir noch den Spezialfall Bernoulli-verteilter unabhéngiger
Zufallsgrofien X, zum Parameter p. In diesem Fall gilt E(X,,) = p und V(X,,) = p(1—p),
nach dem ZGWS also fiir alle a < b € R

lim W <a czimXizmw b) — 3(b) — B(a).
=00 np(1 — p)

Beispiel: Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, bei n = 6000 Wiirfen eines fairen
Wiirfels mindestens 1100 Sechsen zu erhalten, ist die Summe

Gi:oo <6000> <1>k (5)6000—k
i-tio0 \ F 6 6
auszurechnen. Dies ist selbst mit Hilfe eines Computers eine schwierige Aufgabe. Hier

kann aber der Zentrale Grenzwertsatz helfen. Das Wiirfeln einer Sechs ist ein Bernoulli-
Experiment mit p = 1/6. Definieren wir die Zufallvariablen

{ 1 bei einer Sechs im i-ten Wurf
X, =
0 sonst

so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gerade W({Sgp00 > 1100}), wobei wieder

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt

Seoo0 — np 1100 — 6000 - 3
1—p) 1
V(L =p) /1000 - & - 56

Interessiert man sich flir die Wahrscheinlichkeit, dass bei 600 Wiirfen mindestens 110
Sechsen fallen, so wiare man ohne stochastisches Wissen eventuell versucht zu vermuten,
dass dies derselbe Wert wére wie fiir 1100 bei 6000 Wiirfen ist, denn schliellich geht
es in beiden Féllen um denselben relativen Anteil an Sechsen unter sdmtlichen Wiirfen.
Das wére allerdings ein Irrtum. Die entsprechende Rechnung wie oben liefert ndmlich

W(S6000 > 1100) = W ( ) ~1—®(2v3) ~ 0,00028.

W({Sg00 > 110}) ~ 1 — & (ﬁ) ~ 0, 1367.
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Ubungsaufgabe 298. (E) Fiihren Sie die hier ausgesparten Rechnungen fiir W(Sgoo >
110) durch. Vergleichen Sie mit dem obigen Ergebnis fiir W(Sgooo > 1100) und versuchen
Sie, daraus unter Bezugnahme auf den ZGWS maglichst allgemeine Schliisse zu ziehen.

Ubungsaufgabe 299. (T) Aus Erfahrung weifl man, dass 15% aller Wiener gerne auf
die Alte Donau rudern gehen. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit unter 5000 Wienern

1. weniger als 500

2. mehr als 300

Ruderer zu finden? Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten mit dem zentralen Grenz-
wertsatz.

5.3 Statistik

In der Statistik geht es darum, aus empirischen Daten (Stichproben) Riickschliisse auf
eine Grundgesamtheit, d.h. auf deren Verteilung zu machen. Man interpretiert dabei
die empirischen Daten als Werte von Zufallsgroflen mit der gesuchten Verteilung und
versucht unter Zuhilfenahme der W-Theorie, aus den Daten moglichst viel Information
herauszuholen. Zunéchst geht es in[5.3.1 um elementare Unterscheidungen verschiedener
Arten von Daten sowie in um einfache Groflen wie empirische Mittelwerte und
empirische Varianzen, die aus den Daten gebildet werden kénnen. Sodann wird in [5.3.3]
das grundsétzliche Anliegen der Statistik ausfithrlicher diskutiert. Schliefllich werden
drei wichtige Methoden der beurteilenden Statistik kurz in ihren Grundideen vorgestellt:
Punktschétzer in Konfidenzintervalle in und das Testen von Hypothesen in
5.3.6]

5.3.1 Beschreibende Statistik — Merkmale und Skalen

Inhalt in Kurzfassung: Wir beginnen den Abschnitt mit deskriptiven Aspekten von Da-
ten (Unterscheidung zwischen Nominal-, Ordinal- und metrischen Skalen) .

Bei einer Statistik im Sinne von Datenerhebung werden (zufillig) Untersuchungsein-
heiten w aus einer Grundgesamtheit () ausgewahlt, um gewisse Daten oder Merkmale
dieser w zu erfassen. Die Funktion, die w eine Merkmalausprigung x zuordnet, bezeich-
nen wir in Anlehnung an unsere Notation fiir Zufallsgroflen mit X. Es ist also

X: Q-5 w- X(w),

wobei S die Menge aller moglichen Merkmalauspragungen bezeichnet. Natiirlich gibt
es auch viele Untersuchungen, in denen d verschiedene Merkmale gleichzeitig erhoben
werden, dann ist X (w) = (X1(w),...,Xq(w)) ein d-Tupel. Besteht die Menge S nur
aus endlich bzw. abzdhlbar vielen Merkmalauspragungen, so spricht man von diskre-
ten Merkmalen. Kann jeder Wert eines Intervalls als Merkmalauspragung auftreten, so
spricht man von stetigen Merkmalen.

Beispiele:
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(a)

Sind wir an der Altersverteilung der Bevolkerung von Wien interessiert, so besteht
unsere Grundgesamtheit ) aus allen Einwohnern Wiens, eine Untersuchungseinheit
w € Qist dann ein einzelner Einwohner und S = N. Die Funktion X : 2 — N ordnet
jedem Einwohner w sein Alter in Lebensjahren, abgerundet auf ganze Jahre zu.

Um die Augenfarben von Studierenden des Bauingenieurwesens zu untersuchen,
wéahlen wir als Grundgesamtheit §2 alle solche Studierenden, eine Untersuchungs-
einheit w ist ein einzelner Student und die Menge S besteht aus einer Teilmenge
des Farbspektrums. Die Funktion X : £ — S weist w seine Augenfarbe zu.

Wir méchten Daten der Bevolkerung von Wien erfassen, um zu untersuchen, ob
es einen Zusammenhang zwischen dem Rauchverhalten, dem Alter und dem Ge-
schlecht gibt. Dazu sei €2 also wieder die Menge aller Einwohner von Wien und

S ={r,n} x N x {w,m}

die Menge der moglichen Merkmalauspragungen, wobei r und n fiir Raucher bzw.
und Nichtraucher stehen und w und m fiir weiblich bzw. ménnlich.

Wie die obigen Beispiele zeigen, gibt es verschiedene Typen von Daten. Dementspre-
chend ist zu unterscheiden, auf welcher Art von Skala die Merkmale liegen:
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Nominalskala

Die Ausprigungen nominal skalierter Merkmale kénnen nicht geordnet werden.
Der einzig mogliche Vergleich ist der Test auf Gleichheit. Das Merkmal . Farbe“
oder ,Wohnort* ist z.B. nominal skaliert.

Ordinalskala

Die Merkmalauspriagungen konnen geordnet werden. Wéhrend eine Interpretation
der Rangordnung moglich ist, bleibt eine Abstandsinterpretation fragwiirdig oder
gar sinnlos. Das Merkmal ,,Schulnote® ist etwa ordinal skaliert.

Metrische Skala

Unter den Merkmalausprigungen gibt es eine Rangordnung. Zusétzlich kénnen
auch die Abstdnde zwischen den Merkmalausprigungen gemessen und interpretiert
werden. Metrisch skalierte Merkmale konnen noch weiter unterteilt werden:

— Intervallskala
Zwischen den Merkmalauspriagungen sind Differenzbildungen sinnvoll; man

kann so Abstédnde bestimmen. Ein Beispiel ist das Merkmal ,, Temperatur*,

— Verhaltnisskala

Zu den Eigenschaften der Intervallskala (wobei negative Werte allerdings
meist ausgeschlossen sind) kommt noch ein natiirlicher Nullpunkt hinzu. Eine
Quotientenbildung ist zulédssig und Verhéltnisse sind sinnvoll interpretierbar.
Borsenkurse sind ein Beispiel. Durch Logarithmieren kann eine Verhaltnis-
skala in eine Intervallskala transformiert werden.
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Wir werden uns vorwiegend mit diskreten und eindimensionalen metrisch skalierten
(d.h. durch Zahlen darstellbaren) Merkmale befassen.

5.3.2 Kennzahlen der beschreibenden Statistik

Inhalt in Kurzfassung: Ein empirischer Datensatz besteht aus einer endlichen Anzahl
von Daten z1, ..., z, und induziert, indem man jedem z; dasselbe Gewicht % gibt, einen
diskreten W-Raum. Somit lassen sich allgemeine Begriffe iiber W-Verteilungen auf diesen
Fall iibertragen, und man erhélt Begriffe wie empirische Verteilungsfunktion, empirischer
Mittelwert etc.

Jeder endliche Datensatz (Vektor von Daten) x = (x1, ..., z,) mit Elementen aus einer
Grundmenge 2 induziert in natiirlicher Weise einen W-Raum (2, A, Wy ). Entsprechend
l&sst sich jeder Begriff, der sich auf beliebige W-Verteilungen bezieht auch auf empirische
Datensétze anwenden. Sind die z; reelle Zahlen, so lasst sich Wy auch als reelle W-
Verteilung auffassen, weshalb sich auch Begriffe wie Erwartungswert etc. auf empirische
Daten iibertragen lassen. Die wichtigsten Beispiele solcher begrifflicher Ubertragungen
fassen wir in der folgenden Definition zusammen.

Definition 5.3.2.1. Fiir eine empirische Datenerhebung sei ) die Menge aller mag-
lichen Daten und ein konkreter Datensatz x = (x1,...,%y) mit x; €  gegeben. Wir
fiihren die folgenden Sprech- und Bezeichnungsweisen ein. Wann immer erforderlich, sei
dabei x; € R vorausgesetzt.

1. Sei A die Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) von Q. Das W-Mafi Wy, defi-
niert durch

Wi (A) = %|{i .3 € A},

heifit auch die empirische Haufigkeitsverteilung von x, (Q, A, Wy) der von §2
und x induzierte empirische Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zahl Wy (A) heifit
die empirische Haufigkeit von A in x.

2. Ist A C Q die Menge jener w € §2, die ein gewisses Merkmal aufweisen, so heifst

1: ;€A
WX(A):|n}|

die relative Haufigkeit des Merkmals in x. (Diese ist zu unterscheiden von der
Zahl |{i: z; € A}| € N, der absoluten Haufigkeit des Merkmals in x.)

3. Die empirische Verteilungsfunktion Fy eines reellen Datensatzes x ist die
Verteilungsfunktion von W.

4. Der empirische empirische Mittelwert py von x (bezeichnet oft auch mit X oder
x) ist definiert als
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5. Firn > 2 ist die empirische Varianz Vy von x definiert als

1 n
Z(Ccz - /~Lx)2
i=1

n—1

Vi =

(Der Nenner n — 1 statt n wird deshalb gewdhlt, weil nur so ein erwartungstreuer
Schatzer fir die Varianz entsteht, siehe|5.5.4).)

6. Die Quadratwurzel /Vx der empirischen Varianz heif$t empirische Standard-
abweichung von x.

7. Die empirischen a-Quantile beziiglich reeller Datensdtze sind definiert als die
entsprechenden a-Quantile von Wy und werden oft mit X, oder T, bezeichnet.
Insbesondere heifien Median (o = 3) und Quartile (o € {%,3}) von Wy auch
empirischer Median bzw. empirische Quartile von x. Dartber hinaus heifst die
Differenz zwischen mazximalem und minimalem x; auch Spannweite, die Differenz
zwischen a- und B-Quantilen auch a-f-Quantilabstand, der zwischen den beiden
Quartilen Quartilabstand von x.

Einige Bemerkungen zu diesen Definitionen:

e Die Mittelbildungen ist nicht immer sinnvoll, auch von reellen Daten. Zum Beispiel
sind Mittel von Schulnoten problematisch, von Postleitzahlen sinnlos.

e So wie generell bei Verteilungsfunktionen sind a-Quantile fiir rationales «, insbe-
sondere also Median und Quartile (a € {3, 1, 2}) nicht immer eindeutig bestimmt,
entsprechend auch Quantilabstinde. Ist ndmlich o = * mit m € N, so ist folgende
Situation moglich: Genau fiir m verschiedene Indizes ¢ gilt z; < a, fiir wenigstens
einen davon x; = a; fiir die restlichen n—m Indizes ¢ gilt x; > b > a, flir wenigstens
einen von ihnen x; = b. Dann sind die a-Quantile genau alle x € [a, b]. Oft wird
deshalb auch das ganze Intervall als das (als Menge dann eindeutiges) a-Quantil
bezeichnet.

e Der Mittelwert muss fiir einen Datensatz nicht typisch sein. Ist beispielsweise 2,3
die mittlere Anzahl der Kinder einer Familie in einer Personengruppe, so kann man
sicher sein, dass es kein einziges z; gibt, das genau diesen Wert annimmt.

e Median und Quartile sind, im Gegensatz zum Mittelwert, stabil beziiglich , Ausrei-
Bern®, d.h. gegeniiber einzelnen Daten, die viel kleiner oder viel gréfier sind als die
Mehrzahl der Daten. Zum Beispiel bei Messungen, wo erratische, grofie Messfehler
moglich sind, hat deshalb der Median oft grofiere Aussagekraft als der Mittelwert.

Empirischer Mittelwert und Median haben interessante Eigenschaften, die wir noch
extra hervorheben wollen. Die Beweise sind nicht schwer und Gegenstand einer Ubungs-
aufgabe.

Proposition 5.3.2.2. Mit den Bezeichnungsweisen aus Definition [5.3.2.1| gilt:
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1. Die Funktion f :R — R, f(2) := Y7 1(2 — x;)%, hat genau eine Extremstelle, und
zwar ein Minimum bei z = ux, dem empirischen Mittelwert von x.

2. Die Funktion g : R — R, f(z) := > |z — x;| hat als Extremstellen ausschliefllich
Minima und zwar genau an jenen Stellen, die ein empirischer Median von x sind.

Ubungsaufgabe 300. (E) Beweisen Sie Proposition

Zum Abschluss noch ein Beispiel:

MaA&use mit einem bestimmten Gendefekt iiberleben nicht die ersten zwei Wochen nach
der Geburt:

Tag 1|2 3|4 |5]6]|7[8]9
Anzahl Méuse || 13 | 23 [ 136 | 114 [ 45 [ 10 |2 |1 |1
Die Spannweite dieses Datensatzes ist 9 — 1 = 8, die Quartile sindi Zp25 = 3 und

Zo,75 = 4. Mindestens ein Viertel aller Mause iiberlebt also nicht die ersten drei Tage und
mindestens drei Viertel aller Mause wird nicht dlter als vier Tage. Der Quartilabstand
ist damit 1. Er gibt nach Definition einen Bereich an, in dem mindestens die Hélfte aller
Daten liegt.

Ebenso ergibt sich wegen Zg 05 = 2 und Z 95 = 5, dass mehr als 90% aller Méuse zwischen
dem zweiten und fiinften Tag sterben. Wir sehen damit, dass Quantilsabstinde sowie
der Median viel weniger anféllig gegeniiber Ausreifiern sind als die Spannweite.

Ubungsaufgabe 301. (T) Zwanzig Studierende werden befragt, an wie vielen Partys
Sie im vergangenen Semester teilgenommen haben:

3, 5.5, 4, 85, 6, 7, 4.5, 2, 3, 5, 6, 4.5, 2, 3.5, 7, 3.5, 5, 2, 4, 3.
1. Berechnen Sie den Median und den empirischen Mittelwert.

2. Angenommen ein 21. Studierender, welcher jeden Tag ein Fest besucht hat, liefert
ein weiteres Messergebnis, ndamlich 100. Wie lautet der neue Mittelwert, wie der
neue Median?

Ubungsaufgabe 302. (T) Teilen Sie die Ergebnisse der Befragung aus Bez’spiel in
die Klassen [0,5), [5,10), [10,15) und [15,20). Bestimmen und skizzieren Sie die empi-
rische Haufigkeitsverteilung beziiglich dieser Klasseneinteilung. Berechnen Sie auflerdem
die empirische Varianz, die mittlere absolute Abweichung sowie den Quartilsabstand.

Ubungsaufgabe 303. (E) Machen Sie bei 3 Messwerten x1,x2, 3 plausibel, dass der
Median & tatsdchlich den Ausdruck

3
§(2) = |wi — &l
i=1
mainimaiert.
Hinweis: Wie lautet der Median I bei drei Messwerten konkret? Angemommen ¢ < &
baw. ¢ > . Uberlegen Sie sich, dass in jedem der beiden Fille stets Y3 |x; — &| <

Z?:l lzi —c|).
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5.3.3 Allgemeine Vorbemerkungen zur Beurteilenden Statistik

Inhalt in Kurzfassung: Die W-Theorie beschéftigt sich mit der Verteilung von Zufalls-
groflen und versucht Prognosen iiber das Verhalten zufélliger Prozesse zu machen. In
der (beurteilenden) Statistik versucht man umgekehrt aus empirischen Daten auf zu-
grunde liegende Verteilungen zu schliefen. Das wird hier zundchst unter grundsétzlichen
Gesichtspunkten erdrtert und mit einer kurzen Vorschau auf die nachfolgenden Unter-
abschnitte iber Punktschétzungen, Konfidenzintervalle und Hypothesentests verbunden.

Wiéhrend es in der beschreibenden Statistik darum ging, die Daten einer Erhebung
aufzubereiten und Kenngréfien zu berechnen, wollen wir nun Schliisse aus unseren Daten
ziehen. Hierbei versuchen wir, eine Aufgabe zu 16sen, die der Sichtweise der Wahrschein-
lichkeitstheorie genau entgegengesetzt ist. Wir versuchen, von den Daten einer Stich-
probe auf die der Stichprobe zugrunde liegende Verteilung zu schlieBen oder genauer:
Angenommen wir kennen eine Stichprobe, die geméf einer unbekannten Wahrscheinlich-
keit W verteilt ist; was konnen wir aufgrund dieser Stichprobe iiber W aussagen?

Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen Aufgabe dieser Art, aus einem reellen Da-
tensatz x,, = (x1,...,x,) auf die zugrundeliegende W-Verteilung W zu schlieflen, ohne
irgendein Vorwissen einbringen zu kénnen. Dann bietet sich die empirische Verteilungs-
funktion Fy als Approximation der Verteilungsfunktion Fy an. Laut Hauptsatz der
mathematischen Statistik [5.2.5.1] herrscht fiir n — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 Konver-
genz von Fy, gegen Fyy. Wenn n hinreichend groff wird werden wir also fast sicher eine
zufriedenstellende Approximation erhalten. Es also darum, moglichst viele unabhéngige
Daten erheben zu konnen, was in der Praxis schwierig, aufwendig und teuer sein kann.
Wir werden in den Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstests kennen lernen, wo es um
die Approximation einer gesuchten Verteilungsfunktion durch eine empirische geht.

Sehr hiufig erscheinen zusédtzliche Annahmen iiber die gesuchte Verteilungsfunktion
Fyy sinnvoll, beispielsweise Stetigkeit. Dann kann man sich verschiedene Methoden tiber-
legen, um Fy durch eine stetige Verteilungsfunktion moglichst nahe bei Fx zu ersetzen.
Das wére aber immer noch ein Beispiel fiir nicht-parametrische Statistik.

Im Gegensatz dazu macht sich die parametrische Statistik zunutze, dass in vielen
Anwendungen qualitative Uberlegungen nahelegen, dass eine gesuchte W-Verteilung W
aus eine speziellen Klasse stammt oder wenigstens sehr gut durch eine Verteilung aus
dieser Klasse approximiert werden kann. So war fast jede der Klassen von Verteilun-
gen aus und typisch fiir eine bestimmte, in der Stochastik haufig auftretende
Situation. Beispielsweise ist ziemlich klar, unter welchen Bedingungen man eine Bino-
mialverteilung annehmen darf (wenn es um Summen unabhéngiger Bernoulli-verteilter
Zufallsgrofien ging), wann eine Normalverteilung (wenn hinreichende Voraussetzungen
fir die Giiltigkeit eines ZGWS erfiillt sind), wann eine geometrische Verteilung (bei einer
gedédchtnislosen stetigen Verteilung) etc. Die meisten dieser Klassen bestehen aus W-
Verteilungen, von denen jede (innerhalb dieser Klasse) durch wenige oder gar nur einen
reellen Parameter vollstdndig charakterisiert ist. In solchen Féllen ist es deshalb meist
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effizienter, nicht die Verteilungsfunktion, sondern nur direkt diese(n) charakterisieren-
den Parameter (etwa Mittelwert und Varianz einer Normalverteilung) zu schétzen oder
zu approximieren. Das ist Gegenstand der parametrischen Statistik. Die angewand-
te Statistik ist reich unzéhligen Methoden, die jeweils speziellen Situationen angepasst
sind.

Die letzten drei verbleibenden Abschnitte werden den folgenden, vorwiegend parame-
trischen Ansétzen gewidmet sein:

e Punktschdtzungen
Parameter oder Werte, die vom Parameter der Verteilung abhéngen, werden direkt
geschétzt.

o Konfidenzintervalle
FEin Intervall, in dem der Parameter mit grofler Sicherheit liegt, wird angegeben
(geschéatzt).

e Hypothesentests
Vorgegebene Annahmen tiber den gesuchten Parameter werden getestet und dann,
je nach Testergebnis, verworfen oder beibehalten.

Auf den folgenden, diesen drei Themenkreisen gemeinsamen Aspekt sei vorab hin-
gewiesen, weil er ein bestdndiger Quell fiir unzuléssige Vereinfachungen aufgrund von
Missverstandnissen ist. Und zwar geht es jeweils um die (annidhernde) Bestimmung von
W-Verteilungen bzw. deren Parameter. Diese Verteilungen/Parameter werden in der hier
prasentierten klassischen, auch frequentistisch genannten Statistik als objektiv gege-
ben (wenn auch unbekannt) betrachtet. (Anders wére das beispielsweise in der Bayes-
Statistik, der ein subjektivistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff zugrunde liegt.) Unter
der frequentistischen Sichtweise hat es daher keinen Sinn, zu sagen, der Parameter hat
,mit Wahrscheinlichkeit a“ diesen oder jenen Wert. Korrekter miisste es heiflen:

Unter der Annahme, dass der Parameter diesen oder jenen Wert hat (bzw. Element
einer bestimmten Menge von Parametern ist), liegt bzw. l4ge eine bestimmte (empirisch,
d.h. aus den Daten bestimmbare) statistische Grofle mit Wahrscheinlichkeit > « in jenem
anzugebenden Bereich.

5.3.4 Punktschatzungen

Inhalt in Kurzfassung: Punktschidtzungen beziehen sich auf Parameter von Verteilungen
wie Erwartungswert, Varianz etc. und verwenden empirische Stichproben. Zum Beispiel
kann man einer unbekannten Verteilung n unabhéngige Messewerte entnehmen und de-
ren arithmetisches Mittel als Schétzung fiir den Erwartungswert nehmen. Wegen des
Gesetzes der groflen Zahlen hat man bei groflem n gute Chancen, nahe am wahren
Wert zu liegen. Qualitdtsmerkmale von Schétzern sind: Erwartungstreue oder wenig-
stens asymptotische Erwartungstreue, Konsistenz etc.
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Wir gehen aus von der Aufgabe, einen Parameter 6 (z.B. Mittelwert oder Varianz
einer Verteilung) einer W-Verteilung Wy zu schétzen, eventuell auch eine Funktion 7(6)
dieses Parameters. Der einfacheren Sprechweise halber, wollen wir uns aber auf den Fall
7(6) = 0 konzentrieren. Die wichtigsten Aspekte werden bereits daran deutlich. Oft ist es
wichtig, zwischen dem Parameter und den méglichen Werten zu unterscheiden (dhnlich
wie in der Informatik). Um dem gerecht zu werden, bezeichnen wir mit © C R die Menge
jener reellen Zahlen r, die der Parameter 6 als Wert annehmen kann.

Einzige Grundlage unserer Schitzung fiir den korrekten Wert von 6 soll ein Datensatz
x = (x1,...,2,) mit z; € R sein. Wir bringen die W-Theorie ins Spiel, indem wir die z;
als Werte x; = X;(w) unabhéngiger Zufallsgroen X; : Q@ — R interpretieren, die nach
Wy mit gesuchtem Parameterwert 6 verteilt sind. Jedes x; entspricht einer einzelnen
Messung. Das Elementarereignis w diirfen wir z.B. als unsere gesamte konkrete Datener-
hebung interpretieren (viele andere Datenerhebungen gleichen Umfangs, die derselben
W-Verteilung unterliegen, sind ebenso denkbar). Da w in unserem Kontext konstant ist,
werden wir es bestenfalls in Ausnahmeféllen anschreiben.

Weil unsere Schitzung soll nur von x = (x1,...,2,) abhidngt, handelt es sich um eine
Funktion, die auf der Menge der moglichen n-tupel von reellen Messwerten, am besten
also gleich auf ganz R" definiert ist. Da wir an moglichst guten Schétzungen interes-
siert sind (iiber sinnvolle Qualitédtsmerkmale werden wir gleich nachdenken) und der
Hauptsatz der mathematischen Statistik die Einbeziehung grofier Datenmengen
nahelegt, wollen wir n variabel halten. Dem werden wir gerecht, indem wir eigentlich
Familien T' = (7,),,en+ von messbarenlﬂ Funktionen

T,:R" =R, neNT,

betrachten, von denen wir erwarten, dass T, (Xy,...,X,) fir groBe n mit hoher Wahr-
scheinlichkeit nahe an 6 liegt. In diesem Zusammenhang nennen wir 7' einen Schitzer
fiir 0.

Bisher ist es nur unsere subjektive Absicht, # zu schitzen. Die T, an sich haben
noch tiberhaupt nichts mit 6 zu tun, weil wir ja zunichst jede Folge von (messbaren)
Funktionen 7;, : R™ — R zugelassen haben. Um einen Zusammenhang zwischen den
T, und 0 herzustellen, werden wir nun wiinschenswerte Eigenschaften formulieren, die
rechtfertigen, bei T von einem Schétzer ,fiir 8 zu sprechen:

Definition 5.3.4.1. Die X;, i € N, seien unabhingige Zufallsgrifien, die alle nach ei-
ner gesuchten Verteilung Wy verteilt sind. Als méogliche Werte r fiir 0 seien alle r € © mit
einem festen © C R zugelassen. Gegeben seien nun die messbaren Funktionen T, : R" —
R und somit Zufallsgrifsen T, (X1, ..., Xn) (als Funktionen w — T, (X1 (w), ..., Xn(w))),
die eine Familie T = (T),),en+ bilden.

e Fin einzelnes T, heifit erwartungstreu fir 0, wenn fiir alle moglichen reellen

3Messbarkeit bedeutet hier: Urbilder von reellen Intervallen unter T}, sind n-dimensionale Borelmengen,
d.h. in der kleinsten o-Algebra auf R™ enthalten, die alle offenen Mengen enthélt. Wem diese Begriffe
unsympathisch sind, kann diese Voraussetzung hier gefahrlos ignorieren. Denn alle Funktionen, die
bei uns auftreten werden, haben diese Eigenschaft.
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Werte r € ©
EQZT(TH(XI? s 7Xn)) =T

gilt. (Dabei steht Eg_, fir den Erwartungswert beziglich der Verteilung mit dem
konkreten Parameterwert 6 = r, analog in den folgenden Teilen dieser Definition.)
T heifst als Schdtzer fiir 0 erwartungstreu, wenn alle T, erwartungstreu fir 6 sind.

o T heifit als Schitzer fiir 0 asymptotisch erwartungstreu, wenn fir alle r € ©

lim ]Egzr(Tn(le s 7Xn)) =r

n—00
gilt.
o T heifit als Schdtzer fiir 8 heiffit konsistent, wenn fiir jedes € > 0 und alle r € ©
nli_{IOlowozr (‘Tn(le vy Xp) — T‘ > 5) =0
gilt.

o Ist ein zweiter Schitzer T* = (T)),en+ fir 0 gegeben und sind sowohl T als auch
T erwartungstreu, so heifit T, effizienter als T, wenn fir alle r € ©

Voo (Tn (X1, .+, X)) < Voo, (T7( X4, ..., Xi))

gilt. T heift effizienter als T*, wenn T, fir alle n € N effizienter als T} ist.
(Auch zu diesem Begriff sind Varianten wie ,asymptotisch effizienter u.d. von
Interesse. )

o Sind die in Frage kommenden Verteilungen Wy diskret, so heiffit T,, Maximum
Likelihood-Schatzer, wenn fir jeden Datensatz (X1,...,X,) die Wahrschein-
lichkeit Wo(T,(X1,...,Xyn) = r) unter allen méglichen Werten r € © fir den
Wert r = Ty(z1,...,x,) mazimal ist. (Ahnlich kann man Mazimum-Likelihood-
Schitzer fir stetige Verteilungen mit Dichtefunktionen definieren.)

Zur Illustration die wichtigsten Beispiele:

Der empirische Mittelwert T),(z1,...,2,) = px = % ", x; ist stets ein erwartungs-
treuer Schéitzer fiir den Erwartungswert E(W) einer Verteilung W, sofern dieser Erwar-
tungswert nur existiert. Sind ndmlich X; unabhéngige, nach W verteilte Zufallsgrofien,
so gilt namlich:

n

E(T,(X1,...,X,)) =E (Tll iX) = Tllzn:E(Xi) = %ZE(W) = E(W)

i=1

Der empirische Mittelwert ist sogar ein besonders effizienter Schétzer. Das wird durch
die folgende Ubungsaufgabe beleuchtet.

Ubungsaufgabe 304. (E) Der Erwartungswert E(W) einer Verteilung W soll durch
lineare Schitzer T, der Form T, (x1,...,xy) := Y iy piTi geschitzt werden. Zeigen Sie:
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1. T, ist genau dann erwartungstreu, wenn Y . p; = 1 gilt.

2. Unter allen erwartungstreuen linearen Schditzern fiir B(W) ist der empirische Mit-
telwert (= das arithmetische Mittel) der effizienteste, d.h. jener mit minimaler
Varianz.

Achtung! Aus Ubungsaufgabe darf nicht geschlossen werden, dass das empirische
Mittelwert immer der beste erwartungstreue Schétzer ist. In der Klasse der stetigen
Gleichverteilungen Wi, 3, a < b € R, auf Intervallen beispielsweise ist es meist effizienter,
aus einem Datensatz x = (z1,...,x,) statt dem arithmetischen Mittel aller x; nur jenes
des kleinsten, z;,, und des grofiten, z;,, zu nehmen. Man kann sich das leicht so plausibel
machen: Diese beiden Messdaten tragen die gesamte Information iiber das Intervall [a, b],
die wir besitzen, namlich a < x;, < x;; < b. Dariiber hinaus sagen uns die iibrigen z;
gar nichts.

Ubungsaufgabe 305. (E) Vergleichen Sie diese beiden Schitzer fiir n = 3 hinsichtlich
Effizienz.

Ubungsaufgabe 306. (E) Zeigen Sie, dass der empirische Mittelwert als Schitzer fiir
den Erwartungswert (sofern dieser existiert) konsistent ist. Hinweis: Gesetz der grofien
Zahlen verwenden.

Ubungsaufgabe 307. (E) Untersuchen Sie, ob der empirische Mittelwert stets (d.h.
fiir alle Verteilungen mit Erwartungswert) ein Mazimum Likelihood-Schatzer ist.

Zum Abschluss behandeln wir noch einen Schétzer fiir die Varianz einer Zufallsgrofle,
wenn ein Datensatz x = (z1,...,2,) von n > 2 unabhingigen Messdaten x; vorliegt.
(Von einer einzigen Messung wird man sich schwerlich eine sinnvolle Aussage iiber ein
Streumaf erwarten.) Als erwartungstreuer Schétzer erweist sich die schon aus Definition
[£.3.2.1) bekannte empirische Varianz:

1 & 1 &
Z(mz - Nx)Qa Ux = — sz
=1 n i=1

n—1
K2

2.
Oy =

Um das zu iberpriifen, betrachten wir die unabhéngigen Zufallsgréfien, die nach einer
unbekannten Verteilung W mit Erwartungswert z und Varianz o2 verteilt sind. Bei fixem
n > 2 miissen wir zeigen, dass jede der Zufallsgrofien

1 :
Y; = Xi—EZXj d=1,....n,

i=1

den Erwartungswert E(Y;) = 2102 hat. Denn daraus folgt

n-— n—1:

9 1 - R n o n—-1,5
E(Jxl,...,xn) =—E(X Vi) = > E(Yi) = : o’ =a2,
=1
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also die behauptete Erwartungstreue fiir o2. Zunéchst berechnen wir fiir i = 1,...,n

E:(Xi_iéxj)2=< :in: )2

2
= (X Y <X@-—u><xj—m—i<X@-—u>2+;(Zo{j—m) .

J=1j#i

Von diesem Ausdruck ist der Erwartungswert zu bilden. Wir behandeln jeden Summan-
den einzeln. Fir den ersten gilt

E(X; — p)? = V(X;) = o2

Der zweite Summand ist selbst eine Summe, deren Summanden wegen der Unabhéngig-
keit der X; den Erwartungswert

E((Xi — 1)(X; — ) = E(X; — p)E(X; — ) =0-0 =0
haben. Fiir den dritten Summanden gilt
2 2 2
B (200 - w?) = 2V(X) = o
n n n

und fiir den vierten wegen der Additivitdt der Varianz unabhéngiger Zufallsgréfien

J=1

1 & : 1 i 1 & 1 1
E § § 2 2
Insgesamt erhalten wir
2., 1, . 2

E(Y)=02—0-~02+ -0

1
n n n o on n

was zu zeigen war. Wir fassen zusammen:

Satz 5.3.4.2. Euxistiert fir eine unbekannte W-Verteilung W der Erwartungswert E(W),
so ist fur einen Datensatz x = (1, ...,x,) das empirische Mittel

1 n
:ﬁ;xi

ein erwartungstreuer Schatzer fir p = E(W). Existiert auch die Varianz V(W) und ist
n > 2, so ist die empirische Varianz
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Noch eine abschliefende Bemerkung zum auf den ersten Blick vielleicht iiberraschen-
den Faktor ﬁ in der empirischen Varianz. Der einfachere Vorfaktor % wéare dann an-
gebracht, wenn der wahre Erwartungswert ;1 = E(W) bekannt wére und in der Formel
fiir den Schétzer statt ux eingesetzt werden konnte. Ist das aber nicht der Fall, so wird
durch Verwendung des empirischen Mittelwertes ux die Varianz systematisch unter-
schitzt. Man erinnere sich aus daran, dass p(x) die Funktion ¢ ~— S0 (x; — t)?

minimiert.

5.3.5 Konfidenzintervalle

Inhalt in Kurzfassung: Bei Konfidenzintervallen sucht man nicht nach einem einzigen
Wert als Schatzung fiir einen unbekannten Parameter einer Verteilung, sondern nach
einem Intervall, in dem der Wert mit hoher Sicherheit liegt. Die Grenzen des Intervalls
ergeben sich wieder aus empirischen Daten. Zum Beispiel kann man von einem Schétzer
fir den Parameter ausgehen und die linke Intervallgrenze kleiner als diesen Schétzer
wahlen, die rechte Intervallgrenze grofier. Um wie viel kleiner bzw. gréfler die Grenzen
sein sollen, ist dann die interessante Frage. Einerseits mochte man das Intervall nicht zu
klein wahlen, weil dann die Gefahr eines Irrtums steigt, andererseits wére ein sehr grofles
Intervall nicht sehr aussagekréftig. Zur Beschreibung dieses Dilemmas steht der Begriff
des Irrtumsniveaus « bzw. dquivalent dazu, des Sicherheitsniveaus 1 — « im Zentrum.

Mit dem Schlagwort Konfidenzintervall ist das Anliegen verbunden, einen Para-
meter einer Verteilung (Erwartungswert, Varianz, Parameter A bei einer Exponential-
verteilung 0.4.) zu schitzen und ein Intervall anzugeben, in dem der Wert geméf der
Stichprobe ,,mit hoher Wahrscheinlichkeit“ liegt. Doch Achtung, die logische Struktur
der gewiinschten Aussage ist komplizierter als diese Formulierung suggeriert! Denn sie
tduscht vor, dass der Parameter ein zuféilliges Ereignis ist, was aber nicht der Fall ist.
Im Sinne der klassischen Statistik (anders wére es in der sogenannten Bayes-Statistik)
gibt es ndmlich nur einen wahren Parameter, der allerdings unbekannt ist. Zuféllig ist die
Stichprobe, aufgrund derer wir unsere Schliisse ziehen. Um Missverstédndnisse zu vermei-
den, kénnte man statt von hoher ,,Wahrscheinlichkeit* von hoher “Sicherheit* sprechen.
Unsere Aufgabe lautet also folgendermaflen:

Wir haben die Méglichkeit, Stichproben aus einer unbekannten Verteilung W zu er-
halten. Immerhin wissen wir, dass W ein Element einer parametrisierten Klasse von
Verteilungen ist, d.h. W = Wy fiir ein 6 € © mit einer Menge © C R reeller Parameter.

Wir entnehmen n Messwerte, die wir als unabhédngige und nach der unbekannten
Verteilung W verteilte Zufallsgrofien X1, Xo, ..., X, auffassen. Gesucht sind ein unterer
Schitzer t~ und ein oberer Schitzer ¢t fiir 6. Beide setzen wir als Funktionen in n reellen
Variablen z; an mit

tT (21, ) < tH(21,. .0, 20)

fiir alle moglichen Werte der x;. Von einem Konfidenzintervall vom Irrtumsniveau «
(nahe 0) bzw. vom Sicherheitsniveau 1 — a (nahe 1) sprechen wir dann, wenn fir alle
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0 € O gilt:
W (t’(Xl,...,Xn) <9<t+(X1,...,Xn)) >1-a

Man koénnte die Logik dahinter mit einem indirekten Beweis vergleichen: Fiir jeden Para-
meter § € © ware es duflerst unwahrscheinlich, dass aufgrund einer zufélligen Stichprobe
der untere Schitzer ¢~ einen zu grofien oder der obere Schéitzer t* einen zu kleinen Wert
fiir 0 liefert.

Ist beispielsweise § = p der unbekannte Erwartungswert der Verteilung W. Ginge es
nur um eine Schétzung und nicht um ein Konfidenzintervall, so bote sich als Schétzer
das empirische (arithmetische) Mittel

1
==Y
Hx nlzzl i

an. Um ein brauchbares Konfidenzintervall zu bekommen, wird man als unteren und
oberen Schéatzer einen kleineren bzw. einen gréfleren Wert als pux nehmen; um wie viel
kleiner, wird aber von der Varianz o2 abhingen. Ist 0 > 0 bekannt, kann man fiir ein
angestrebtes Irrtumsniveau von maximal o beispielsweise t~ := m—co und t* := m+co
mit einem an « angepassten ¢ > 0 nehmen.

Konkrete Formeln fiir Konfidenzintervalle von Parametern zu den unterschiedlichsten
Verteilungen finden sich in der Fachliteratur.

Ubungsaufgabe 308. (T) Sie haben die verantwortungsvolle Aufgabe, fiir Recht und
Ordnung bei der Befiillung von Bierglisern zu sorgen: Im Spezialitdtenrestaurant ,, Zum
Rohbau“ messen Sie die Menge an tatsdchlich ausgeschenktem Bier pro Glas. Sie erhalten
als Zufallsvektor (X;)?%, folgende Ergebnisse in Liter:

0.498, 0.502, 0.490, 0.495, 0.507, 0.492, 0.513, 0.515, 0.492, 0.485, 0.496, 0.504,
0.497, 0.507, 0.505, 0.509, 0.491, 0.503, 0,504, 0.499, 0.494, 0.502, 0.509, 0.489.

1. Wdhlen Sie eine geeignete Klasseneinteilung in 5 Klassen und skizzieren Sie die
empirische Dichte— und Verteilungsfunktion beziiglich Ihrer Klasseneinteilung.

2. Angenommen diese Fiillmengen sind normalverteilt. Schdtzen Sie p und o und
skizzieren Sie die Dichtefunktion der pu—-o—Normalverteilung.

3. Berechnen Sie das Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p, ausgehend vom
Wert des Schdtzers T, = %(Xl +...+ X,). Das Konfidenzniveau sei 1 — «v, einmal
mit o = 0.05 und einmal mit a = 0.10.

Hinweis: Rechnen Sie zuerst nach, dass V(T,,) = %2 Nehmen Sie aufSerdem an,
dass \/V(X) gleich dem geschdtzten o—Wert ist.

Ubungsaufgabe 309. (T) Die Fahrzeit eines bestimmten Zuges (die aufgrund von Um-
welteinfliissen variieren kann) zwischen Ottakring und Simmering wurde an insgesamt
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58 aufeinanderfolgenden Tagen gemessen. Es ergibt sich folgende Tabelle der absoluten
Haufigkeiten der Fahrzeit in Minuten

Fahrzeit |50 | 51|52 5354|5556 |57]58]59]60
absoluteHduﬁgkez’tH 2‘4‘4‘5‘8‘9 ‘10‘10‘ 3‘2 ‘ 1

Sei X die Zufallsvariable im entsprechenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell,
welche die Fahrzeit misst. Angenommen X ist pu-o-normalverteilt. Schdtzen Sie aus
den Messergebnissen p und o.

5.3.6 Hypothesentests

Inhalt in Kurzfassung: Wie bei Punktschétzern und Konfidenzintervallen versucht man
auch beim Testen von Hypothesen, mit Hilfe empirischer Daten Informationen iber un-
bekannte Parameter von Verteilungen zu gewinnen. Die Logik ist &hnlich wie bei den
Konfidenzintervallen, nur lautet die Frage wieder etwas anders, namlich: Ist die Annah-
me, dass der gesuchte Parameter in einer gegebenen Menge Hj liegt (Nullhypothese),
plausibel, oder sollen wir die Nullhypothese verwerfen? Man definiert dazu eine Test-
grofle, die man aus n Messwerten zu ermitteln gedenkt und definiert a priori einen
Annahmebereich und einen kritischen Bereich, die Komplementdrmenge des Annahme-
bereichs. Fillt die Testgrofe in den Annahmebereich, hilt man an der Nullhypothese
fest, sonst verwirft man sie. Offenbar geht es dabei darum, zwei mogliche Arten von
Fehlern zu kontrollieren: eine wahre Nullhypothese irrtiimlich zu verwerfen oder eine
falsche Nullhypothese irrtiimlich beizubehalten.

In aben wir unbekannte Verteilungsparameter 6 (oder davon abhéngige Grofien
7(0)) geschatzt. Nun wollen wir Aussagen iiber 6 formulieren, die wir mit (in einem zu
préazisierenden Sinne) groBer Sicherheit als richtig oder falsch nachweisen kénnen. Dabei
stellt man also eine Hypothese auf, dass der unbekannte Parameter 6§ der Verteilung
in einer bestimmten Menge von Verteilungen liegt, und versucht, diese mathematisch
aufgrund der Beobachtungen zu untermauern oder zu widerlegen. Man spricht in diesem
Zusammenhang von der Nullhypothese Hj und ihrer Gegenhypothese (Alternative)
H;. Entsprechend ist ein statistischer Test ein Verfahren zur Uberpriifung von Annahmen
der Gestalt ,der Parameter 6 der unbekannten Verteilung liegt in Hp* Ausgehend von
Messergebnissen x1, . .., x, soll dabei entschieden werden, ob diese Hypothese plausibel
ist, oder ob sie als widerlegt zu betrachten ist und verworfen wird.

Ein statistischer Test kann dabei auf zwei verschiedene Arten zu einem falschen Er-
gebnis fithren:

o Fehler 1. Art

Die Nullhypothese Hy ist wahr, wird aber verworfen.

o Fehler 2. Art
Die Nullhypothese Hy ist falsch, wird aber beibehalten.
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Offensichtlich ist es in der Regel unmoglich, beide Fehler gleichzeitig beliebig klein zu
halten. Versucht man beispielsweise den Fehler erster Art zu minimieren, indem man
das Verwerfen von H, erschwert, so vergroflert dies unausweichlich die Chancen auf
einen Fehler zweiter Art. In der Statistik hat sich daher eingebiirgert, nach einem Test
zu suchen, bei dem die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art kleiner ist als ein
vorgegebenes Signifikanzniveau «. Die Wahl des Werts a hédngt dabei natiirlich von der
jeweiligen Situation ab: je gravierendere Folgen ein Fehler 1. Art hétte, desto kleiner
sollte man o wéhlen.

Die allgemeine Strategie zur Entwicklung statistischer Tests beruht auf folgenden Punk-
ten:

1. Formulierung einer Nullhypothese Hy, die gegen ihre Alternative H; getestet wird.

2. Wahl einer Testgrofle T),(X71,. .., X, ) (beispielsweise eine Schéitzfunktion) und Be-
stimmung der (moglichen) Verteilung(en) von 7}, unter Hy.

3. Festlegung eines Signifikanzniveaus o und Bestimmung des kritischen Bereichs B,
wo Hy verworfen werden soll. Der kritische Bereich kann unter Verwendung der
Verteilung von T), (welche in Schritt 2 ermittelt wurde) aus der Bedingung

Wo(T, € B) < «

fiir alle 8 € Hgy berechnet werden. Die Nullhypothese Hy soll also verworfen werden,
wenn T, € B. Der kritische Bereich hdngt von « ab und legt fest, wann genau Hy
abgelehnt wird. Je kleiner a gewéhlt wird, umso kleiner wird der kritische Bereich
und umso schwerer kann Hy verworfen werden.

4. Einsetzen der Stichprobe x1,...,z, in T,. Liegt T,,(x1,...,2,) in B, so ist nach
Wahl des kritischen Bereichs B ein Ereignis eingetreten, gélte die Nullhypothese,
sehr unwahrscheinlich wére. Als Konsequenz wird die Nullhypothese Hy verworfen
und die Alternativhypothese H; angenommen. Liegt T),(z1,...,zy) nicht in B, so
wird Hy nicht verworfen.

Als sehr typisches Beispiel wollen wir einen ein- und zweiseitigen Binomialtest be-
sprechen. Sei dazu X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable zum unbekannten Parame-
ter p, die ein Zufallsexperiment mit den beiden moglichen Ergebnissen {0, 1} modellie-
ren soll. Zu einer festen (vorldufig angenommenen) Vergleichswahrscheinlichkeit py mit
0 < pg <1 testet man beim einseitigen Test die Hypothese

Ho: p<po gegen  Hi: p > po,
beim zweiseitigen Test
Hy:p=npo gegen  Hy: p# po.

In beiden Féllen bietet sich als Testgrofe die Haufigkeit S, (X,..., X)) der Ergebnisse
bei n-facher Durchfithrung des Experiments an.
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Unter Verwendung der aus [5.2.2] bekannten Formeln fiir die Binomialverteilung

n

Wiy ({Sn = k}) = (k,)pa(l —p0)",

erhélt man bei einem Signifikanzniveau « fiir den einseitigen Test die Bedingung

Wa((5,> K = <Z‘L>P6(1—po)n_i

i=Kq
flir ein Verwerfen von Hy.
Gilt bei gegebener Stichprobe Xi,..., X, die Ungleichung S,(X1,...,X,) < K,),
so kann Hy nicht verworfen werden. Beim zweiseitigen Test geht man analog von der
Bedingung

Wpo ({1Sn — npo| = Ka}) =1~ > (?)pé(l —po)"
i: npo—Ka<i<npo+Kq
aus. Hier liegen Annahme- und Verwerfungsbereich symmetrisch um den Erwartungs-
wert npgy, was aber keineswegs zwingend ist, sondern hier nur der leichteren Fasslichkeit
halber so gewdhlt wurde. Gilt bei gegebener Stichprobe Xi,..., X, die Ungleichung
|Sn(z1,. .., 2n) — npo| < Kq, so kann Hy nicht verworfen werden.

Ist die Berechnung der exakten Wahrscheinlichkeiten mit den vielen Binomialkoeffizi-
enten zu aufwendig, so macht man sich bei groflem n iiblicherweise den ZGWS zunutze
und verwendet statt der Binomialverteilung eine Normalverteilung mit demselben Er-
wartungswert und derselben Varianz (,,Normalapproximation der Binomialverteilung®).

Beispiel: Wir werfen eine Miinze 1000 Mal, um herauszufinden ob sie fair ist. Da-
zu verwenden wir den zweiseitigen Test mit py = %, d.h. wir testen den Verteilungs-
parameter p der Bernoulli-Verteilung auf

1 1
H03P=§ gegen lep#i.

Das Testniveau betrage 5%. Der kritische Bereich ergibt sich unter Verwendung der
Normalapproximation. Unter Hy hat S,, den Erwartungswert E(S,,) = npy und Varianz
V(Sn) = npo(1 — po) = %, fiir unsere Werte py = % und n = 1000 also E(Si000) = 500
und V(S10900) = 250. Wir approximieren also mit der Normalverteilung mit x4 = 500 und
0% = 250, was zur Bedingung

Ko

W ({[Shon0 — 500] > Ko}) ~ 2 <1>( m) <0,05,
fihrt. Daraus erhdlt man numerisch den Wert 31 < K, < 32. Wir konnen H{ also nicht
verwerfen, wenn wir zwischen 469 und 531 Einsen sehen. Vergroflert man die Stichpro-
be, beispielsweise von 1000 auf 10000 Minzwiirfe, so wird sich der Annahmebereich der
Nullhypothese um den Erwartungswert 5000 herum zwar in absoluten Zahlen vergro-
Bern, in Prozenten jedoch enger werden. Eine genauere Diskussion ist Gegenstand der
folgenden Ubungsaufgabe.
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Ubungsaufgabe 310. (E) Rechnen Sie obiges Beispiel mit dem Zahlenwert 10000 statt
1000 durch und versuchen Sie daraus eine méglichst allgemeine Aussage tuber den Zu-
sammenhang zwischen der Grofe der Stichprobe (Anzahl der unabhingigen Messwerte)
und der Grofle des Annahmebereichs eines Tests bei gegebenem Testniveau abzuleiten.

Ahnliche Uberlegungen lassen sich zum Beispiel auf Wahlhochrechnungen anwenden.
Sie zeigen, warum Hochrechnungen schon bei sehr geringem Auszdhlungsgrad beein-
druckende Genauigkeit haben — ganz im Gegensatz zu Wahlprognosen, die sich nicht auf
echte Stimmabgaben, sondern auf oft sehr fragwiirdige Umfragen stiitzen. Typischer-
weise werden bei solchen Hochrechnungen aufgrund einiger weniger frith ausgezahlter
Wahlsprengel die Wihlerstrome zwischen den wahlwerbenden Parteien (welcher Anteil
der Wahler von Partei A beim letzten Mal hat diesmal Partei B gewahlt?) geschétzt.
Unter Verwendung aller Ergebnisse der letzten Wahl wird davon auf das Gesamtergebnis
geschlossen. Es ist ein bemerkenswertes soziologisches Phédnomen, dass die geschétzten
Waihlerstrome (als relative Anteile) ziemlich unabhéngig von den unterschiedlichen so-
ziologischen Gegebenheiten in unterschiedlichen Wahlkreisen sind.

Um den rein stochastischen Aspekt deutlich zu machen, wollen wir auf den einfachsten
Fall eingehen, wo es nur zwei Parteien/Kandidaten A und B gibt, auf die insgesamt N4
bzw. Np Stimmen entfallen sind und es keine ungiiltigen Stimmen gibt. Wir nehmen
an, dass bisher n < N := N4 + Np Stimmen ausgezdhlt worden sind, von denen n 4
Stimmen auf A und ng Stimmen auf B entfallen sind, also n4+npg = n gilt. Weil wir den
einfachsten Fall studieren wollen, sei auch angenommen, dass die ausgezdhlten Stimmen
vollig zufillig ausgewédhlt worden sind, was in diesem Fall bedeuten soll: nach fiktiver
Durchmischung (d.h. unter den ausgezéhlten Stimmen sind keine Wahlkreise, in denen
das Ergebnis vermutlich vom Gesamtergebnis abweicht, systematisch iiberproportional
vertreten) und unabhéngig voneinander, was bedeutet: wird eine Stimme zur Auszdhlung
ausgewahlt, so hat das keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
andere Stimme, zur Auszdhlung ausgewéhlt zu werden. Alles was uns interessiert ist, ob
die Nullhypothese (Kandidat A hat gewonnen) oder die Gegenhypothese H; (Kandidat
A hat nicht gewonnen, d.h. Kandidat B hat gewonnen oder es herrscht, bei groflem N
sehr unwahrscheinlich, Stimmengleichstand). Noch vor der Auszihlung haben wir einen
Test zu definieren. Und zwar nehmen wir als Testgrofle T, die Anzahl n 4 der Stimmen
fiir den Kandidaten A unter den ersten n ausgezahlten Stimmen. Der Annahmebereich
flr unseren Test soll durch einen Schwellenwert K, so definiert werden, dass unter der
Annahme Ny < Np (bei bekanntem N = N4 + Npg) die Wahrscheinlichkeit, dass Z—g >
K, kleiner als « ist. Die Wahrscheinlichkeiten sind der hypergeometrischen Verteilung
aus zu entnehmen. Ubertragen wir die Notation von dort auf die aktuelle, so lautet
die entscheidende Grofle

Na . Np
Wi, Npn({X =na}) = ("A)(N)("B)

n

Die Grenze zwischen den beiden moglichen entgegengesetzten Wahlausgéangen (wie wol-
len die theoretische Moglichkeit eines Stimmengleichstandes vernachléssigen) liegt bei
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N4 = Np, also miisste ein moglichst kleines K, gefunden werden, so dass gerade noch

() Goia,)
(V=NatNay = a
n

W(nA > Ka) = Z
k:Ko<k<n

gilt. Die hier aus der hypergeometrischen Verteilung resultierenden Summen sind extrem
aufwendig zu berechnen. Deshalb argumentieren wir wie folgt: Ist n klein gegeniiber N,
dann verdndert sich die Verteilung der Grundgesamtheit durch Entnahme einer aus-
zuzdhlenden Stimme nur unmerklich. Wir kénnen also annidhernd von einer Bernoulli-
verteilten Zufallsgrofle sprechen zum unbekannten Parameter p := %. Damit kann
ahnlich wie beim vorangegangenen Beispiel mit der fairen/unfairen Miinzen mit der Nor-
malverteilung gearbeitet werden. Die Nullhypothese lautet diesmal jedoch p > pg := %,
was einen einseitigen Test sinnvoll macht. Die Rechnung mit interessanten Zahlenwerten
sei der folgenden Ubungsaufgabe vorbehalten.

Ubungsaufgabe 311. (E) Sei W, eine Bernoulli-Verteilung mit unbekanntem Para-
meter p. Getestet werden soll die Nullhypothese p > pg := % Formulieren Sie fiir ver-
schiedene Werte von n (Grofie der Stichprobe (x1,...,x,)) und o (Niveau des Testes)
einen einseitigen Binomialtest, indem Sie den Schwellenwert zwischen Annahme und
Verwerfen der Nullhypothese angeben. Verwenden Sie dabei Normalapproximation.

Wendet man die Ergebnisse aus Ubungsaufgabe auf das vorangegangene Beispiel
mit der Wahl an, so stellt sich die Frage, in welche Richtung der Fehler wirkt, der dadurch
entsteht, dass eine hypergeometrische Verteilung durch eine Binomialverteilung ersetzt
worden ist. Eine kurze Uberlegung zeigt deutlich, was in der folgenden Ubungsaufgabe
genauer zu argumentieren ist:

Ubungsaufgabe 312. (E) Die beschriebene Vereinfachung der hypergeometrischen durch
eine Binomialverteilung erhoht tendenziell die Sicherheit des resultierenden Tests, d.h.

die Wahrscheinlichkeit fir Fehler 1. Art wird tendenziell kleiner, die fiir Fehler 2. Art

tendenziell grifier.

Zum Abschluss kommen wir noch kurz auf den in erwdhnten (nicht parametri-
schen) Kolmogorv-Smirnov-Anpassungstest zu sprechen. Dabei lautet die Nullhypothese
Hy, dass die zu testende Verteilung mit einer bestimmten Verteilung iibereinstimmt, de-
ren Verteilungsfunktion Fyy bekannt ist. Man definiert die Testgrofie

To(x1, ..., o) :=sup | Fx(x) — Fy(x)|.
zeR

Die den Test definierenden Schwellenwerte K, sind dann moglichst klein zu wéhlen, dass
aber immer noch
W(T,, > K,) < «

gilt. Konkrete Werte fiir K, sind Tabellenwerken bzw. Softwarepaketen zu entnehmen.
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Anhang, die Verteilungsfunktion ®(z) der Standard—Normalverteilung;:

[z ] o00] 001] 002] 003] 004] 005] 006] 007] 008] 0,09
0,0 ][ 0,50000 [ 0,50399 [ 0,50798 [ 0,51197 [ 0,51595 [ 0,51994 [ 0,52392 [ 0,52790 [ 0,53188 [ 0,53586
0,1 ]| 0,53983 [ 0,54380 [ 0,54776 | 0,55172 | 0,55567 | 0,55962 | 0,56356 | 0,56749 [ 0,57142 [ 0,57535
0,2 ]| 0,57926 | 0,58317 | 0,58706 | 0,59095 | 0,59483 | 0,59871 | 0,60257 | 0,60642 | 0,61026 | 0,61409
0,3 ]| 0,61791 [ 0,62172 | 0,62552 | 0,62930 | 0,63307 | 0,63683 | 0,64058 | 0,64431 | 0,64803 | 0,65173
0,4 | 0,65542 | 0,65910 | 0,66276 | 0,66640 | 0,67003 | 0,67364 | 0,67724 | 0,68082 | 0,68439 | 0,68793
0,5 || 0,69146 | 0,69497 | 0,69847 | 0,70194 | 0,70540 | 0,70884 | 0,71226 | 0,71566 | 0,71904 | 0,72240
0,6 || 0,72575 | 0,72907 | 0,73237 [ 0,73565 | 0,73891 | 0,74215 | 0,74537 | 0,74857 | 0,75175 | 0,75490
0,7 ]| 0,75804 [ 0,76115 | 0,76424 [ 0,76730 | 0,77035 | 0,77337 | 0,77637 | 0,77935 | 0,78230 | 0,78524
0,8 || 0,78814 [ 0,79103 | 0,79389 | 0,79673 | 0,79955 | 0,80234 | 0,80511 | 0,80785 | 0,81057 | 0,81327
0,9 || 0,81594 | 0,81859 [ 0,82121 | 0,82381 | 0,82639 | 0,82894 | 0,83147 | 0,83398 | 0,83646 | 0,83891
1,0 [[ 0,84134 | 0,84375 | 0,84614 | 0,84850 | 0,85083 | 0,85314 | 0,85543 | 0,85769 | 0,85993 | 0,86214
1,1 ]| 0,86433 | 0,86650 | 0,86864 | 0,87076 | 0,87286 | 0,87493 | 0,87698 | 0,87900 | 0,88100 | 0,88298
1,2 1] 0,88493 | 0,88686 | 0,88877 | 0,89065 | 0,89251 | 0,89435 | 0,89617 | 0,89796 | 0,89973 | 0,90147
1,3 || 0,90320 | 0,90490 | 0,90658 | 0,90824 | 0,90988 | 0,91149 | 0,91309 | 0,91466 | 0,91621 | 0,91774
1,4 ][ 0,91924 | 0,92073 | 0,92220 | 0,92364 | 0,92507 | 0,92647 | 0,92785 | 0,92922 | 0,93056 | 0,93189
1,5 ] 0,93319 | 0,93448 | 0,93574 | 0,93699 | 0,93822 | 0,93943 | 0,94062 | 0,94179 | 0,94295 | 0,94408
1,6 || 0,94520 | 0,94630 | 0,94738 | 0,94845 | 0,94950 | 0,95053 | 0,95154 | 0,95254 | 0,95352 | 0,95449
1,7 ]| 0,95543 | 0,95637 | 0,95728 | 0,95818 | 0,95907 | 0,95994 | 0,96080 | 0,96164 | 0,96246 | 0,96327
1,8 ]| 0,96407 | 0,96485 | 0,96562 | 0,96638 | 0,96712 | 0,96784 | 0,96856 | 0,96926 | 0,96995 | 0,97062
1,9 [ 0,97128 | 0,97193 | 0,97257 | 0,97320 | 0,97381 | 0,97441 | 0,97500 | 0,97558 | 0,97615 | 0,97670
2,0 [[ 0,97725 | 0,97778 | 0,97831 [ 0,97882 | 0,97932 | 0,97982 | 0,98030 | 0,98077 | 0,98124 | 0,98169
2,1 ][ 0,98214 | 0,98257 | 0,98300 | 0,98341 | 0,98382 | 0,98422 | 0,98461 | 0,98500 | 0,98537 | 0,98574
2,2 [ 0,98610 | 0,98645 | 0,98679 | 0,98713 | 0,98745 | 0,98778 | 0,98809 | 0,98840 | 0,98870 | 0,98899
2,3 [[ 0,98928 | 0,98956 | 0,98983 | 0,99010 | 0,99036 | 0,99061 | 0,99086 | 0,99111 | 0,99134 | 0,99158
2,4 [ 0,99180 [ 0,99202 | 0,99224 | 0,99245 | 0,99266 | 0,99286 | 0,99305 | 0,99324 | 0,99343 | 0,99361
2,5 ][ 0,99379 | 0,99396 | 0,99413 | 0,99430 | 0,99446 | 0,99461 | 0,99477 | 0,99492 | 0,99506 | 0,99520
2,6 || 0,99534 | 0,99547 | 0,99560 | 0,99573 | 0,99585 | 0,99598 | 0,99609 | 0,99621 | 0,99632 | 0,99643
2,7 ][ 0,99653 | 0,99664 | 0,99674 | 0,99683 | 0,99693 | 0,99702 | 0,99711 | 0,99720 | 0,99728 | 0,99736
2,8 ][ 0,99744 | 0,99752 | 0,99760 | 0,99767 | 0,99774 | 0,99781 | 0,99788 | 0,99795 | 0,99801 | 0,99807
2,9 [ 0,99813 | 0,99819 [ 0,99825 [ 0,99831 | 0,99836 | 0,99841 [ 0,99846 | 0,99851 [ 0,99856 | 0,99861
3,0 [ 0,99865 | 0,99869 | 0,99874 | 0,99878 | 0,99882 | 0,99886 | 0,99889 | 0,99893 | 0,99897 | 0,99900
3,1 ][ 0,99903 | 0,99906 | 0,99910 | 0,99913 | 0,99916 | 0,99918 | 0,99921 | 0,99924 | 0,99926 | 0,99929
3,2 [[ 0,99931 [ 0,99934 | 0,99936 [ 0,99938 | 0,99940 | 0,99942 [ 0,99944 | 0,99946 | 0,99948 | 0,99950
3,3 ][ 0,99952 | 0,99953 | 0,99955 | 0,99957 | 0,99958 | 0,99960 | 0,99961 | 0,99962 | 0,99964 | 0,99965
3,4 ][ 0,99966 | 0,99968 | 0,99969 | 0,99970 | 0,99971 | 0,99972 | 0,99973 | 0,99974 | 0,99975 | 0,99976
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Anfangsbedingung, [I7]]
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anziehender stationirer Punkt, [I80]
Aquivalenzrelation,
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Austauschsatz von Steinitz,
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Bayes-Statistik, [337]

bedingte Wahrscheinlichkeit, [309]
Bernoullische Differentialgleichung, 229
Bernoulliverteilung, B17]

Bestimmung von Potentialen,
Bestimmung von Stammfunktionen, [225
Bewegungen,

bilineare Abbildung,
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Binomialverteilung,

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 245]
Cauchyverteilung, [321
charakteristische Gleichung, [03] [I80]
charakteristisches Polynom,
Cramersche Regel,

Defekt,
Defekt einer Matrix, [4]

Definition des Doppelintegrals,

Determinante einer linearen Transforma-
tion, [70]

Determinante einer Matrix,

Determinantenrang, [89]

DGL,

Dichte, [302]

Dichtefunktion,

Differential, [I16] [221]

Differentialform,
Differentialgleichung, [165], [I67]
Differentialoperator, [182
Differentiation von Parameterintegralen,
differenzierbar, [L16]

diskrete Gleichverteilung, [316]
diskrete Verteilung, [302

diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, [300]
Divergenzsatz, [286
Dreiecksungleichung, 245]

duale Basis,

Durchmesser, [243]

effizienter Schétzer, [339
Eigenraum, [07]
Eigenvektor,
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Eigenwert, [91]

einfach zusammenhéngend,
Einheitsmatrix, [44]

Einteilung, 243]

Eintrag einer Matrix,

Element einer Matrix,

elementarer Bereich, 243]
Eliminationsverfahren von Gau8, [76], [83]
empirische Hiufigkeit,

empirische Haufigkeitsverteilung, [333
empirische Varianz, [334] [340]

empirische Verteilungsfunktion,
empirischer Median,

empirischer Mittelwert, [333]

empirischer Wahrscheinlichkeitsraum, [333]

empirisches Quantil,

empirisches Quartil,

endlichdimensional, 22|

Endpunkt,

erwartungstreuer Schétzer, [339

Erwartungswert, [305]

Erzeugendensystem, [I3]

Erzeugnis,

erzeugter Unterraum,

euklidische Lénge, [103]

euklidische Norm, |103

euklidischer Raum,

euklidischer Standardvektorraum, [57]

Eulerscher Multiplikator, 227]

exakte Differentialgleichung,

Exaktheitskriterium, [225

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Dif-
ferentialgleichungen,

explizite Differentialgleichung,

Exponentialmatrix, [197]

Exponentialverteilung, |320

Extrema unter Nebenbedingungen, [156]

Extremstelle, [I45]

Extremum, [145

fast sicheres Ereignis, [292
Feller-Bedingung, [329]
finite Elemente, [232

Fliche,
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Folgenstetigkeit, [T04]

Formel von Bayes, [312
Fortsetzungssatz,
Fourierkoeffizient,
Fourierreihe,
frequentistische Statistik,
Fundamentallosungen, [I89]
Funktionaldeterminante, [120] 239
Funktionalgleichung, [166]
Funktionalmatrix, [120]
Funktionsgebirge,

Gaufi’sche Glockenkurve, [327]
GauBsches Fehlerintegral, [249
Gebiet,
Gegenhypothese,
gekoppeltes System,
geometrische Verteilung,
geometrische Vielfachheit, [04]
gerade Permutation, [6§|
Gesetz von Faraday, [269]
Gesetz von GauB, [269]
gewohnliche Differentialgleichung, [169]
Grad,

Gradient,

Gradientenfeld,
Gravitationsfeld, [134]

Grenzwert, [104]

Halbdiagonalform, [76|
Hauptachsentransformation,
Hauptdiagonale,
Hauptminorenkriterium, [149]

Hauptsatz der mathematischen Statistik,
Hauptsatz iber Umkehrfunktionen, (140
Hauptsatz tiber implizite Funktionen, [142]
Hermitesche Form, [60]

Hesse-Matrix, [126], [I49]

homogene (nichtlineare) Differentialglei-
chung, [229]

homogene Differentialgleichung, 229

homogene lineare Differentialgleichung,
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homogenes Gleichungssystem, [83]
hypergeometrische Verteilung,

indefinit,

infinitesimale Grofle, [168

Inhalt,

inhomogene lineare Differentialgleichung,
IER)

inhomogenes Gleichungssystem,

instabiler stationdrer Punkt, [I80]

Integrabilitatsbedingung, [225

Integrabilitdtsbedingungen, [132]

integrierender Faktor,

inverse Matrix, [45]

Isometrien,

isomorph, [32]

Isomorphismus,

Jordan’sche Normalform, [100)

kanonische Basis,

kanonischer Einheitsvektor, [T4]
kartesische Koordinaten, [110
Kern einer linearen Abbildung, [2§]
Kern einer Matrix,
Kettenregel,

Koeffizient,

Koeffizientenmatrix eines linearen Glei-
chungssystems, [73]

kollinear,

Komponente, [T0]

Komponente einer Matrix,

Komponente eines Tensors, [55]

Komponenten,

Komponenten einer Funktion, [I03]

Konfidenzintervall,

konservatives Vektorfeld,

konsistenter Schétzer, [339

Kontraktionsprinzip,

Koordinate, [10]

Koordinaten,

Korrelationskoeffizient, [315]

Kovarianz,

Kronecker-Delta, [45]

Kurve, [108
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Kurvenintegral, 255
Kurvenintegrale auf Potentialfeldern, 257

Lagrange-Multiplikatoren, [T50]

Lagrangesche Multiplikatoren, [I57]

Léange, [56]

Laplace-Experiment,

Laplacescher Entwicklungssatz,

Laplaceverteilung, [316

Lindeberg-Bedingung, [329

linear abhéngig,

linear unabhéngig, [15]

lineare Abbildung, 25]

lineare Differentialgleichung, [182]

lineare Hiille,

lineare Transformation,

lineares Gleichungssystem,

Linearform,

Linearkombination, [I3]

Lipschitz-Bedingung, [I74]

Lipschitz-Stetigkeit, [174]

LK (Linearkombination),

lokal umkehrbar, [139]

lokale Extremstelle,

lokale Maximumsstelle, [145

lokale Minimumsstelle, [145

lokale Umkehrfunktion,

lokales Extremum, [145]

lokales Maximum, [T45]

lokales Minimum, [T45]

Lésung einer Differentialgleichung,

Losungsmenge,

Losung eines linearen Gleichungssystems,
73

Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems, [73]

Masse, [250

Massentrégheitsmomente, 250

Matrix einer linearen Abbildung,

Matrixdarstellung einer linearen Abbil-
dung,

Matrizenmultiplikation, [44]

Matrizenpotenzen,
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Maximumsstelle, Orthogonalprojektion, [64]

mehrfach differenzierbar, [125] Orthogonalsystem,

Methode der kleinsten Quadrate, Orthonormalbasis,

Metrik, [57] [104] Orthonormalsystem,

Minimum, [145] 0S, B8

Minimumsstelle, [I45]

Mittelwert, iarameterm‘;le'grale, %8
Mittelwertsatz fiir Doppelintegrale, arameterschatzung,

parametrische Statistik, [337]

partielle Ableitung der Ordnung n,
partielle Differentialgleichung, [I70]
partikulédre Losung, [183

partikuldre Losung, [74]
Phasendiagramm,

mittlere absolute Abweichung, [308

Multilinearform,

Multiplikation linearer Abbildungen, [44]
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negativ definit Poissonverteilung, [318
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Norm positiv definit,
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Normalverteilung, [319] [327] Potentialfeld, 12§

Potentialfliche,

normiert, [58| .
Potentialflachen, [I33]

n-stellige multilineare Abbildung, [51]

Nullabbildung, Potential.linien, 133
Nullhypothese, Potenzreihenansatz, 220]

Produktraum, [310

Nullmenge, [236 1.
Projektion,

Nullraum,
Nullvektor, quadratische Form, [55] [I52]

quadratische Matrix,
OB, Quantilabstand,
Oberflache,

“ Quartil,
Oberflache der Kugel, Quartilabstand,
Oberflachenintegral, [263]

Oberflachenintegrale iiber Vektorfelder, Randwertproblem, [I71]
267 Rang,
Oberflachenintegral, 261} Rang einer Matrix,
ONB, [5§] Rangformel, [29]
ONS, 58| reeller Wahrscheinlichkeitsraum, [301
orthogonal, [5§] Regressionsgerade, [163]
Orthogonalbasis, regulir,
orthogonale Abbildung, regulire Matrix, [A1]
orthogonale Matrix, Rekursionssatz, [166
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Satz vom integrierenden Faktor,
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schiefsymmetrische Multilinearform,
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Singularitét, [128]
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