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1 Einleitung

In der Begriindung der Verleihung des diesjdhrigen Abelpreises an den ungari-
schen Mathematiker Endre Szemerédi durch die Norwegische Akademie der Wis-
senschaften heif3t es an zentraler Stelle, der Preis werde

for his fundamental contributions to discrete mathematics and theoreti-
cal computer science, and in recognition of the profound and lasting im-
pact of these contributions on additive number theory and ergodic theory

verliehen. Entsprechend der Bedeutung des Abelpreises wie auch der durch ihn
ausgezeichneten Leistungen Szemerédis sind die Wiirdigungen zahlreich (eine
jiingst erschienene ist etwa [RS12], siehe aber auch [Gow12]). Trotz der Reich-
haltigkeit von Szemerédis Lebenswerk — der erste Teil des obigen Zitats der Nor-
wegischen Akademie deutet die Schwerpunkte seiner Arbeit an — ist es doch der
nach ihm benannte Satz von Szemerédi aus dem Jahr 1975 [Sze75], der die meiste
Aufmerksamkeit hervorruft. Der Grund dafiir lisst sich aus dem zweiten Teil des
Zitats erschlielen.

Denn nur wenige mathematische Einzelleistungen sind in vergleichbarem Aus-
mal} Angelpunkt explosionsartiger Entwicklungen in der Wissenschaft, wie sich
dies von Szemerédis berithmtestem Resultat behaupten lisst. Entsprechend liegen
auch die Schwerpunkte des Artikels von Mihyun Kang im vorliegenden Heft der
IMN [Kan12] auf den facettenreichen Entwicklungen der Mathematik, die vom
Satz von Szemerédi ausgingen. Das gilt sowohl fiir das einleitende Interview der
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Autorin mit Szemerédi, als auch fiir den zweiten Teil, in dem sie besonders auf das
sogenannte Regularititslemma eingeht. Dieses tauchte in einer speziellen Version
erstmals im Originalbeweis des Satzes von Szemerédi in [Sze75] auf und erhielt
spater in [Sze78] seine bleibende Gestalt.

Auch im vorliegenden Aufsatz streben wir keine reprasentative Darstellung von
Szemerédis Lebenswerk an. Stattdessen wollen wir gewisse Aspekte néher ins
Auge fassen, die uns im Zusammenhang mit der in [Kanl2] dargestellten Ent-
wicklung des Satzes von Szemerédi besonders faszinieren.

Unser Programm hat folgende Gestalt. Im Kapitel 2 geht es zunédchst um die Aus-
sage des Satzes von Szemerédi. Dabel interessieren wir uns fiir Aspekte, die unter
anderem im Kontext von Ramsey-Theorie und Satz von van der Waerden sichtbar
werden. Kapitel 3 setzt sich mit der auergewohnlichen Schwierigkeit auseinan-
der, einen kurzen und trotzdem angemessenen Uberblick auch nur iiber die wich-
tigsten Ideen im kombinatorisch extrem komplizierten Originalbeweis von Sze-
merédi zu geben. Anstatt diese Schwierigkeit in Angriff zu nehmen, bevorzugen
wir hier einen anderen, leichteren Weg. Und zwar versuchen wir, einen Einblick
in den Zugang von Furstenberg! zu geben, der kurz nach Szemerédis Durchbruch
in [Sze75] eine neuartige Sichtweise erschloss (siehe [Fur77, Fur81]). Besonders
wichtig sind bei Furstenberg topologische Strukturen, Rekurrenzfragen dynami-
scher Systeme und die sich daraus ergebenden ergodentheoretischen Sichtweisen.
Entsprechend versuchen wir in Kapitel 4 plausibel zu machen, wie Topologie in
der Kombinatorik niitzlich werden kann. Kapitel 5 mit Furstenbergs Korrespon-
denzprinzip und seinem multiplen Rekurrenzsatz zeigt, wie sich die Situation im
Satz von Szemerédi in die Sprache der Dynamik iibersetzen ldsst. Das umfangrei-
che Kapitel 6 zielt auf einen Struktursatz von Furstenberg ab. Dieser zeigt, dass
sich maBerhaltende Systeme aus solchen aufbauen lassen, die man gut unter Kon-
trolle hat. Und zwar treten als Bausteine nur zwei Typen auf: sogenannte kom-
pakte Systeme einerseits und schwach mischende Systeme andererseits. Fiir beide
lassen sich die fiir den Satz von Szemerédi erforderlichen Eigenschaften relativ
leicht nachweisen, wenn auch aus ganz unterschiedlichen, geradezu diametral ent-
gegengesetzten Griinden: Bei kompakten Systemen nutzt man aus, dass sie sehr
starr sind und gewissermalen hochstrukturiert sind; schwach mischende Systeme
hingegen verhalten sich fast wie unabhiingige Zufallsfolgen und erméglichen des-
halb den Einsatz stochastischer Sichtweisen. Wir versuchen eine Idee zu geben,
wie Furstenberg all dies zu einem Beweis des Satzes von Szemerédi zusammen-
setzte. Im abschlieBenden Kapitel 7 gehen wir noch auf neuere Entwicklungen
ein, die teilweise auf Szemerédi und Furstenberg aufbauen, und teilweise neue
Wege beschreiten.

In diesem Artikel, der die Verleihung des Abel-Preises an Szemerédi zum Anlass hat, sei
auch erwihnt, dass Furstenberg im Jahr 2007 mit dem vergleichbar prominenten Wolf-Preis fiir
Mathematik ausgezeichnet wurde.
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2 Die schillernde Aussage des Satzes von Szemerédi

Der Satz von Szemerédi gehort zu den bedeutendsten Resultaten der Kombina-
torik, bzw. etwas enger gefasst, der Ramseytheorie. Ein Motiv, das sich durch
die Ramseytheorie zieht, besteht im Phidnomen, dass, grob gesagt, gut organi-
sierte Strukturen sich (so wie der Besen in Goethes ,,Zauberlehrling) nicht ohne
weiteres zerschlagen lassen. Wir wollen dieses Phianomen hier das Ramseyprin-
zip nennen. Eine triviale Erscheinungsform des Ramseyprinzips: Zerteilt man eine
unendliche Menge in zwei Teile, so ist nach dem Schubfachprinzip mindestens ei-
ner davon wieder unendlich (tatsdchlich sogar gleich grof3) wie die urspriingliche
Menge. Thren Namen bezieht die Ramseytheorie aus folgendem klassischen Re-
sultat.

Satz 1 (Satz von Ramsey, 1930). Fdrbt man alle zweielementigen Teilmengen von
N mit zwei (oder auch r) Farben, so gibt es ein unendliches T C N derart, dass
alle zweielementigen {t),t;} C T gleiche Farbe haben.

Die Interpretation dieses Satzes im Sinne des Ramseyprinzips geht vom vollstin-
digen Graphen mit der abzihlbar unendlichen Knotenmenge N aus. Durch die
Farbung wird die Menge der Kanten in zwei Teile zerlegt. Der Satz von Ram-
sey besagt, dass dennoch wenigstens einer der Teile die urspriingliche Struktur
(ndmlich den vollstandigen Graphen auf der wieder abzédhlbar unendlichen Men-
ge T) enthilt. Elementare Beweise des Satzes von Ramsey machen wieder ganz
entscheidend vom Schubfachprinzip Gebrauch.

Im Gegensatz zur graphentheoretischen Struktur im Satz von Ramsey geht es bei
Szemerédi vor allem um die additive Struktur der natiirlichen Zahlen. Auf diesem
Felde ist der wichtigste Vorldufer des Satzes von Szemerédi jener von van der
Waerden.

Satz 2 (Satz von van der Waerden, vgl. [vdW27]). Sei Ay, ..., A, eine Partition der
natiirlichen Zahlen. Dann enthdlt wenigstens eines der A; arithmetische Folgen
beliebiger (endlicher) Liinge.

Dieser Satz ist nach dem Geschmack der meisten Mathematiker: Eine einfache
Aussage, die zu beweisen sich aber als iiberraschend schwierig erweist. Der Be-
weis von van der Waerden ist nur wenige Seiten lang, enthélt aber eine sehr ge-
witzte Induktion. Das reizt natiirlich dazu, die Moglichkeiten der Methode nach
allen Richtungen bis an die Grenzen auszuloten und zu versuchen, damit noch
schwierigere Probleme zu 16sen.

Doch hilt die Mathematik nicht nur diesen geradezu sportlich anmutenden Aspekt
bereit. Es lohnt innezuhalten, und sich die Aussage des Satzes noch besser klar
zu machen. Denn auch wenn man den Beweis Schritt fiir Schritt verstanden hat,
gibt es vielleicht noch mehr am Satz zu verstehen. Wie gar nicht so selten in der
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Mathematik ist es besonders beim Satz von van der Waerden keineswegs dasselbe,
einerseits einen Beweis des Sachverhalts zu kennen oder andererseits ihn auch in
seiner weitreichenden Bedeutung zu verstehen.

Um konkreter zu werden: Im Fall des Satzes von van der Waerden ist es dem
Verstdandnis zutrdglich, zu begreifen, welches ,,besondere Merkmal“ der Zelle A;
dafiir verantwortlich ist, dass sie beliebig lange arithmetische Folgen enthilt. Hier
bieten sich unterschiedliche Vermutungen an. Dass selbst Mathematiker vom Ka-
liber eines Pal Erdds und Pal Turdn manch falsche d@uBerten, zeigt, dass die Situa-
tion weit weniger kanonisch ist, als es im Nachhinein den Anschein haben mag.?
Als zutreffend erwies sich aber jene Vermutung der beiden aus 1936, wonach die
besondere Eigenschaft der Menge A; darin besteht, dass sie einen ,,positiven An-
teil“ aller natiirlichen Zahlen enthiilt.

Fiir eine prizise Formulierung definieren wir die obere Dichte einer Menge A C N
durch

d(A) := limsup MAN{L, . N}) .
Nesoo N
Die Frage von Erd6s und Turén ist nun: Gegeben k € N, enthilt jede Menge A C N
mit d(A) > 0 eine arithmetische Folge der Léinge k? Eine positive Antwort wiirde
den Satz von van der Waerden als offensichtliches Korollar enthalten. Der erste
Schritt in diese Richtung war Roths Beweis fiir k = 3 [Rot53]. Die Verbesserung
auf k = 4 lie immerhin einige Jahre auf sich warten. Der junge Mathematiker,
dem sie gelang: Endre Szemerédi [Sze69]. Sein beriihmter Satz einige Jahre spéter
schlieBlich bestitigt die Vermutung von Erd6s und Turdn in voller Allgemeinheit:

Satz 3 (Szemerédi [Sze75]). Sei A C N eine Menge mit d(A) > 0. Dann enthdilt A
beliebig lange arithmetische Folgen (endlicher Liinge).

Der Beweis gestaltet sich liberaus kompliziert. Tatsdchlich kennt man mittlerwei-
le eine Reihe unterschiedlicher Beweise, die sich in der Wahl der verwendeten
Methoden deutlich unterscheiden. Eine hervorstechende Gemeinsamkeit ist, dass
sie alle hochst komplex sind, tiefe Einsichten in verschiedene Gebiete liefern bzw.
voraussetzen und sich entsprechend erst nach intensivem Studium erschlieen.

Bevor wir dieses Thema vertiefen, vergleichen wir mit dem Satz von van der
Waerden. Vermutet wurde er zundchst von Baudet und schon kurz darauf von van
der Waerden [vdW27] bewiesen. Der urspriingliche Beweis bendtigt nur wenige
Seiten, und seitdem wurden weitere kurze Beweise entdeckt — gegen Ende von
Kapitel 6 kommen wir nochmals kurz darauf zuriick. Im Gegensatz dazu war die
Vermutung von Erd8s und Turdn nahezu 40 Jahre offen.

Eine besonders ambitionierte Vermutung aus [ET36] wird durch ein Gegenbeispiel von
Behrend [Beh46] widerlegt: Fiir festes € > 0 und hinreichend groBes N existiert eine Menge
A C{l,...,N} mit #A > N'~# ohne arithmetische Folge der Linge drei.
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Eine natiirliche Frage an dieser Stelle ist daher: Inwiefern war die Sichtweise
von Erdds und Turdn gerechtfertigt, inwiefern liefert der Satz von Szemerédi den
Schliissel zum Verstindnis des Satzes von van der Waerden?

Natiirlich sprengt man mit solchen Fragen den Bereich objektiver Giiltigkeit, wie
sie mathematische Theoreme besitzen. Doch gerade angesichts widerspriichlicher
Einschitzungen aufgrund unterschiedlicher Sichtweisen, wie sie von Experten je
nach mathematischer Prigung vertreten werden, lernt man Interessantes. Es zeigt
sich nimlich die Buntheit, zu der Mathematik im Bewusstsein derer, die sie be-
treiben, fihig ist.

Beim Satz von van der Waerden zeichnen sich wenigstens zwei Sichtweisen ab,
fiir die jeweils gute Argumente vorliegen. Die Kiirze der Beweise des urspriing-
lichen Satzes legt nahe, dass damit die richtige Sichtweise zur Geltung kommt.
Hier soll aber auch zugunsten der kontrdren Ansicht argumentiert werden, dass
ndmlich die Beweise des stirkeren Satzes von Szemerédi trotz ihrer viel hoheren
Komplexitit die zugrundeliegende Intuition klarer zum Ausdruck bringen. Fiir
diese Sichtweise kann man auch ins Treffen fiihren, dass die beste qualitative Fas-
sung des Satzes von van der Waerden eine solche ist, die aus einem Beweis des
Satzes von Szemerédi folgt, welchen Gowers in [GowO1] gegeben hat. Weiters
lassen sich méchtige Verallgemeinerungen des Satzes von van der Waerden nur
gewinnen, wenn man den Satz von Szemerédi mitbeweist, indem man den Umweg
tiber Mengen mit positiver Dichte geht (Bergelson, Leibman, Lesigne [BLLOS]).
Szemerédis Satz ist ein wesentlicher Schritt zum Beweis des Satzes von Green
und Tao [GTOS8]: Es gibt beliebig lange arithmetische Folgen von Primzahlen.
SchlieBlich kann man die Schonheit des Satzes in der inhdrenten stochastischen
Komponente sehen. Es stellt sich ndmlich heraus, dass der Satz von Szemerédi in
unglaublicher Weise starke deterministische Struktur mit Phinomenen vereint, die
bei stochastischer Unabhingigkeit (also gewissermalen bei Zufall) typisch sind.

Uber die im Fall der verschiedenen Zuginge zu den Sitzen von van der Waer-
den und Szemerédi beobachtete Polaritit zweier Sichtweisen lédsst sich durchaus
auch in sehr allgemeinem mathematischen Kontext nachdenken. Gewissermallen
verkorpern sich darin zwei verschiedene dsthetische Prinzipien, die zweifellos
beide ihre Berechtigung haben. Auf der einen Seite empfinden wir elementare
Beweise oft gerade deshalb als elegant, weil sie, quasi frei von Ballast, besonders
schlank auf uns zukommen und ein oder mehrere Argumente ohne Beiwerk vor
Augen treten lassen. Kombinatorische Schlussweisen sind tendenziell von dieser
Art. Auf der anderen Seite — hier ist die epische Breite von Bourbaki das geradezu
archetypische Beispiel — konnen wir an einer begrifflich reich ausdifferenzierten,
abstrakten Darstellung von Mathematik einen weit bis zum Horizont reichenden
Ausblick genielen, der uns die Tragweite und Wirkungsmacht mathematischer
Konzepte zu fassen hilft.
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3 Ausnahme-Kombinatorik

An den Wiirdigungen von Szemerédis Lebenswerk fillt fast durchwegs Folgendes
auf: Der Satz 3 wird ins Zentrum geriickt, oft noch die entscheidende Rolle des
Regularititslemmas hervorgehoben; aber fast nichts wird {iber Szemerédis Origi-
nalbeweis verraten. Auch in unserem Text halten wir es nicht anders. Die Griinde
werden deutlich, wenn man sich einige Zeilen vergegenwirtigt, die sich in einem
der wenigen Texte finden, die sich doch der schwierigen Aufgabe stellen, auf we-
nigen Seiten etwas Greifbares liber Szemerédis Methode zu sagen. Und zwar ist
es kein Geringerer als Terence Tao, der u.a. Folgendes schreibt (siehe [Tao12]):

Szemerédi’s original proof of this theorem is a remarkably intricate
piece of combinatorial reasoning. Most proofs of theorems in mathematics
— even long and difficult ones — generally come with a reasonably compact
‘high-level” overview, in which the proof is (conceptually, at least) broken
down into simpler pieces. There may well be technical difficulties in formu-
lating and then proving each of the component pieces, and then in fitting the
pieces together, but usually the ‘big picture’ is reasonably clear. To give just
one example, the overall strategy of Perelman’s proof of the Poincaré conjec-
ture can be briefly summarised as follows: to show that a simply connected
three-dimensional manifold is homeomorphic to a sphere, place a Rieman-
nian metric on it and perform Ricci flow, excising any singularities that arise
by surgery, until the entire manifold becomes extinct. By reversing the flow
and analysing the surgeries performed, obtain enough control on the topol-
ogy of the original manifold to establish that it is a topological sphere.

In contrast, the pieces of Szemerédi’s proof are highly interlocking, par-
ticularly with regard to all the epsilon-type parameters involved; it takes
quite a bit of notational setup and foundational lemmas before the key steps
of the proof can even be stated, let alone proved. Szemerédi’s original paper
contains a logical diagram of the proof (reproduced in Gowers’ recent talk)
which already gives a fair indication of this interlocking structure. (Many
years ago I tried to present the proof, but I was unable to find much of a
simplification, and my exposition is probably not that much clearer than the
original text.)

Diesen aussagekriftigen Bemerkungen von Tao wollen wir hier nicht viel hin-
zufiigen. Auf einem viel bescheideneren Niveau erhellend konnte aber der Hin-
weis auf Kapitel 4 und auf den in Abschnitt 6.4 angedeuteten Beweis des Satzes
von van der Waerden mithilfe der Stone-Cech-Kompaktifizierung sein.

Dort werden topologische Argumente bemiiht, um kombinatorische oder zahlen-
theoretische Sachverhalte zu beweisen. In gewisser Weise lisst sich die umfang-
reiche Geschichte, die auf Szemerédis Durchbruch 1975 folgte und von der wir
hier einige wenige Episoden zu beleuchten versuchen, in diesem Zusammenhang
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sehen: Durch Entfaltung eines eindrucksvollen konzeptuellen Apparats vor allem
durch Furstenberg, aber auch durch seine Nachfolger, werden Szemerédis Ide-
en, deren kombinatorische Komplexitit das Fassungsvermogen der meisten Ma-
thematikerInnen tiibersteigt, in intuitiv begreifbare Teile zerlegt, die dann — wenn
auch erst nach eingehendem Studium und in vielen Etappen — einer viel breiteren
mathematischen Gemeinschaft zuginglich gemacht werden konnen.

Es zeigt sich hier ein Potential abstrakter mathematischer Konzepte, das vielfach
unterschitzt wird, weil gerade Abstraktion oft als etwas angesehen wird, das nur
eingeweihten Spezialisten vorbehalten ist. Wir glauben aber, dass Abstraktion viel
mit mathematischem Erkenntnisfortschritt auch auf breiter Front zu tun hat und
insofe3rn als ein Element der Popularisierung und sogar der Aufklidrung wirken
kann.

4 Kombinatorik versus Topologie

Die Formulierung des Satzes von Szemerédi, die wir in Satz 3 gegeben haben, ist
knapp und prignant, allerdings mitunter insofern etwas irrefiihrend, als sie ver-
schleiert, dass der Satz auch eine finitdre Fassung besitzt:

Satz 4 (Satz von Szemerédi, finitidre Version). Seien eine natiirliche Zahl k und
eine reelle Zahl & > 0 gegeben. Dann existiert eine natiirliche Zahl S(k,§), sodass
fiir jede natiirliche Zahl N > S(k,8) und jede Teilmenge A von {1,...,N}, die
mindestens ON Elemente enthdilt, eine arithmetische Folge a,a+n,...,a+(k—1)n
der Linge k in A liegt.

Obwohl die Aquivalenz der Formulierungen in Satz 3 und Satz 4 nicht sehr tief
liegt, wollen wir sie kurz erldutern. Das ndmlich gibt uns Gelegenheit, anhand
einer der beiden Implikationen zu illustrieren, wie der Begriff der Kompaktheit
auch in der Kombinatorik zwischen finitdarer und unendlicher Mathematik vermit-
telt. Tatsédchlich ist das Wechselspiel dieser beiden Pole ein ganz entscheidendes
Charakteristikum der Mathematik rund um Szemerédis Theorem.

Beweis. Satz4 —> Satz 3: Diese Implikation erweist sich als trivial, sobald man
beide Formulierungen des Satzes verdaut hat.

Satz 3 — Satz 4 (Diese Richtung ist interessanter zu beweisen): Angenommen,
die Implikation wire falsch. Dann gibt es Zahlen k € N und & > 0, sodass die
Aussage von Satz 4 fiir jedes S falsch ist. Somit gibt es eine Folge natiirlicher
Zahlen Nj < N < ... und Mengen A, C {1,...,N,,} mit #4,, > 3N, die alle
keine arithmetische Folge der Linge k enthalten.

3 Auch wenn es im hier vorliegenden Fall wohl nur um Popularisierung innerhalb der wissen-
schaftlichen Gemeinschaft geht, so gibt es gute Argumente (die hier allerdings zu weit fiihren
wiirden), das universell zu sehen.
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Wir betrachten fiir jede Menge A,, die Indikatorfunktion

[0 neN\A,
Jm = 1 neA,

und interpretieren sie als Punkt des Raumes X = {0, 1}Y. Mit der Topologie der
punktweisen Konvergenz ist X kompakt (Satz von Tychonoff). Daher hat die Fol-
ge (fm) einen Hiaufungspunkt f, welcher der Teilmenge A = {n: f(n) = 1} der
natiirlichen Zahlen entspricht. Es ldsst sich dann unschwer nachvollziehen, dass
einerseits d(A) > & und andererseits A keine arithmetische Folge der Linge k
enthilt. Das heifit, wir haben den gesuchten Widerspruch zu Satz 3 gefunden. [

Bei diesem Argument wird Kompaktheit auf eine sehr einfache Weise eingesetzt,
die sich natiirlich sehr leicht zu einem Beweis umschreiben liefe, der auf keine
Topologie Bezug nimmt. Insbesondere ist die hier verwendete Version des Satzes
von Tychonoff eine harmlose, die mit einer sehr schwachen Version des Aus-
wahlaxioms auskommt (wie sie etwa schon fiir den Satz von Bolzano-Weierstral3
in klassischen Formulierungen der elementaren reellen Analysis gebraucht wird).
Trotzdem zeigt schon das hier verwendete Kompaktheitsargument sehr typisch
den Nutzen fiir unseren Themenkreis. Methodisch gehen mogliche Anwendun-
gen allerdings weit iiber den elementaren Rahmen hinaus, auch wenn sie sich auf
relativ elementare Probleme beziehen.

Es mag auf den ersten Blick {iberraschen, dass fiir den Satz von van der Waer-
den, bei dem es ja um das anscheinend (oder nur scheinbar?) sehr elementa-
re Objekt N geht, sich eine unerhoffte Welt erschlieft, wenn man in der Welt
der Kompaktifizierungen viel weiter ausholt als im obigen Beweis. Und zwar
kann man sehr erfolgreich die maximale Kompaktifizierung von N ins Spiel
bringen, nidmlich die Stone-Cech-Kompaktifizierung. Wir werden darauf noch
zuriickkommen. Spiteres vorwegnehmend, kann aber schon hier angedeutet wer-
den, dass im Falle des Satzes von Szemerédi Kompaktheit nur die Hélfte der
analytischen Seite der Medaille ist. Die andere Hilfte, die gewissermallen auch
den Rahmen fiir den Satz von van der Waerden sprengt, ist stochastische Un-
abhéngigkeit.

5 Kombinatorik versus Rekurrenz dynamischer
Systeme

Furstenbergs epochale Einsicht bestand darin, die Aussage des Satzes von Szeme-
rédi als Phidnomen iiber die Rekurrenz dynamischer Systeme, genauer maferhal-
tender Systeme, zu begreifen.

Unter einem maferhaltenden System (X,u,T) verstehen wir einen polnischen
Wahrscheinlichkeitsraum (X, u), auf dem die (messbare) Bijektion 7' : X — X so
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agiert, dass das MaB durch T erhalten wird, d.h. u(B) = u(T~'(B)) fiir jede mess-
bare Teilmenge B von X gilt. Unter Rekurrenz versteht man die Eigenschaft von
Teilmengen von X, unter iterierter Anwengung der Abbildung 7 immer wieder zu
threm Ausgangspunkt zuriickzukehren. Beispielsweise gibt es fiir jede Menge B
mit u(B) > 0 eine natiirliche Zahl n mit

u(BNT"(B)) > 0.

Dies folgt leicht aus der Annahme, dass der gesamte Raum X endliches Maf3 hat
— eine simple, nichtsdestotrotz wichtige Eigenschaft, die als Poincaré-Rekurrenz
bekannt ist.

Furstenberg [Fur77, Fur81] folgend, ldsst sich der Zusammenhang zwischen obe-
rer Dichte, mafBlerhaltenden Systemen und Rekurrenz in folgendes Prinzip kleiden.

Satz 5 (Korrespondenzprinzip). Zu jeder Menge A C N gibt es ein maflerhaltendes
System (X,u,T) und eine Menge B C X mit u(B) = d(A) und

d(A—m)N...NA—my)) >u(T™(B)N...NT"(B)),
fiir alle my, ..., m; € N.

Der Beweis ist nicht schwer und wenig iiberraschend fiir jene, die Erfahrung mit
der Konstruktion von MaBen haben.*

Intuitiv gesprochen, erhalten wir zu A C N eine Teilmenge B in einem maler-
haltenden System, die A gewissermallen reprisentiert, d.h. uns erlaubt, Aussa-
gen iiber die ,,Rekurrenz der Menge A aus Aussagen iiber die Rekurrenz von B
beziiglich T herzuleiten.

Wir fixieren nun k£ € N und halten fest, dass Satz 3 folgt, wenn es uns gelingt, zu
zeigen, dass fiireinn € N

d(AN(A-n)N...N(A—(k—1)n)) >0. ()

Offenbar besagt (1) ndmlich sogar, dass es nicht nur ein a € A gibt, bei dem ei-
ne arithmetische Folge beginnen kann. Vielmehr bilden solche a’s eine Menge
positiver oberer Dichte.

“Beispielsweise lisst sich ein Shift-Raum X = {0, 1}, T((x,),) = (Xpe1)n» B 1= {(Xa)n : X0 =
1} mit geeignetem, der Menge A angepasstem Mal wihlen. Um dieses zu konstruieren, betrachtet
man zunichst die (abzihlbare!) Algebra, die von den Translaten 4 = {A —n : n € Z} innerhalb
der Potenzmenge P(Z) erzeugt wird. Durch Ausdiinnen und Diagonalisieren findet man eine Fol-
ge (ky)n, sodass m(C) := lim, #(CN{1,...,k,})/k, existiert, wann immer C € 4 und iiberdies
m(A) = d(A) gilt. Dieses (endlich additive) Maf induziert nun in natiirlicher Weise einen Inhalt
auf der Algebra der Teilmengen von X, die nur von endlich vielen Koordinaten abhingen: Man
setzt u(B) :=m(A), u(T"™BNT"2(B)) = m((A —n1) N (A — np)), etc. Die Additivitit von m
tibertrdgt sich dann auf die ¢ und nach dem Kolmogorovschen Fortsetzungssatz induziert u ein
MaB auf den Borelmengen von X. Es ist nun nicht schwer, zu iiberpriifen, dass das so konstruierte
maferhaltende System die in Satz 5 geforderten Eigenschaften hat.
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Gewissermalien stellt die Beziehung (1) eine ,,Rekurrenz-Formulierung des Sat-
zes von Szemerédi dar. Das Korrespondenzprinzip besagt nun gerade, dass diese
Rekurrenz in (1) in rigoroser Beziehung zur Rekurrenz in maferhaltenden Syste-
men steht. Insbesondere sind (1) und mithin auch der Satz von Szemerédi unmit-
telbare Folgerungen aus dem Korrespondenzprinzip zusammen mit der folgenden
michtigen Verallgemeinerung des Poincaréschen Rekurrenzsatzes:

Satz 6 (Furstenbergs multipler Rekurrenzsatz [Fur77]). Sei (X,u,T) ein mafer-
haltendes System und B C X messbar mit u(B) > 0. Dann gibt es ein n € N mit

u(BNT"BN...nT"&=DB) > 0. )

Das relativ einfach zu beweisende Korrespondenzprinzip in Satz 5 formalisiert die
in ihren Konsequenzen kaum zu iiberschitzende Einsicht, dass sich additive Kom-
binatorik und Ergodentheorie verbinden lassen, und hat zahllose Anwendungen.

Im Gegensatz dazu ist Furstenbergs multipler Rekurrenzsatz (6) ein sehr tief lie-
gendes Resultat. Trotzdem erscheint es moglich, Furstenbergs Beweis in groben
Ziigen darzustellen.

6 Ergodentheoretische Erklarungen zum Satz von
Szemerédi

Wie angekiindigt, wollen wir uns auf Furstenbergs Beweis des Satzes von Sze-
merédi konzentrieren. In ihm tritt die Dichotomie zwischen Struktur und Zufall
besonders deutlich zutage. Das liegt unter anderem daran, dass man fiir maerhal-
tende Systeme (X,u,T) besonders klar festmachen kann, inwiefern sie ,,struktu-
rierten oder eben ,,zufélligen” Charakter an den Tag legen.

6.1 Rekurrenz durch Struktur

Betrachen wir zunidchst mafBlerhaltende Systeme mit besonders regularem Verhal-
ten. Sei etwa T periodisch, d.h. 7" = Id fiir ein n > 0. In diesem Fall ist Satz 3
trivial, da u(BNT"BN---NT"*=DB) = u(B) > 0. Offenbar entspricht dieser
Fall dem einer periodischen Menge A.

Etwas interessanter ist es, den Fall eines fast periodischen Systems zu betrachten.
Sei etwa X der eindimensionale Torus (= Kreislinie = R/Z), d.h. das Einheitsin-
tervall, versehen mit der Addition modulo 1, u = A das LebesguemaR, und bedeute
T die Addition einer irrationalen Zahl a, d.h. T'(x) = x+ o (Torusrotation).

Bekanntlich kommen geeignete Vielfache no beliebig nahe an ganze Zahlen heran
(Dirichletscher Approximationssatz, der einfache Beweis verwendet das Schub-
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fachprinzip). Fiir so ein n ist 7" fast die Identitét, also hat T ,fast“ die Periode
n.

Um Furstenbergs Rekurrenzsatz in diesem Fall zu beweisen, bemerken wir zu-
nichst, dass fiir jede messbare Menge B C X die Abbildung

[071)_”1& Bl—>,u<BﬂB—B)
stetig ist. Dies folgt leicht aus der Regularitit des Malles. Insbesondere folgt

u(BN(B—P)) ~u(B)
fiir alle hinreichend kleinen .

Wihlen wir nun mithilfe des Dirichletschen Approximationssatzes eine Zahl n,
sodass die Zahlen na.,...,n(k — 1)o klein (d.h. nahe einer ganzen Zahl) sind, so
liegt

u(BAT"BN...nT "= Dp)
beliebig nahe an u(B). Insbesondere gilt die Aussage von Satz 6 in dem speziellen,

hier betrachteten Fall.

Tatsdchlich funktioniert das soeben présentierte Argument in kompakten malier-
haltenden Systemen. Um diese zu definieren, bemerken wir, dass fiir eine Funk-
tion f € L?>(X) auch die Funktion f o T" nicht nur in L?>(X) liegt, sondern sogar
dieselbe L>-Norm hat.

Eine Funktion f € L?(u) heift kompakt, falls die Menge

{foTr:neN}yCL? 3)

kompakt ist. Das System (X, T, ) heift nun kompakt, wenn L?(X) ausschlieBlich
aus kompakten Elementen besteht.

Nach dem Satz von Halmos und von Neumann [HvN42] ldsst sich jedes kompakte
System (X, T, u) als Gruppenrotation darstellen. Das heif3it, modulo eines Isomor-
phismus diirfen wir annehmen, dass X eine kompakte Gruppe ist, u das entspre-
chende HaarmaB und T'(x) = x+ a fiir ein o € X. Die Situation unterscheidet sich
fiir unsere Belange daher nicht wesentlich von der gerade priasentierten Torusrota-
tion. Es ist eine lehrreiche Ubung, die multiple Rekurrenzaussage dennoch direkt
aus (3) abzuleiten, weil die Situation in (3) einem wesentlichen Schritt im Beweis
des allgemeinen Satzes 6 dhnelt.

6.2 Rekurrenz durch Zufall

Diesmal betrachten wir dynamische Systeme mit ausgeprigt probabilistischem
Verhalten: Sei (Y, V) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, u) das unendliche Pro-
dukt

1Y, u=QzV.
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Die Elemente von X sind also Folgen (y)mez mit Gliedern y,, € Y. Wie man
leicht einsieht, erhilt die shift-Abbildung

T : (Ym)mez = (Ym+1)mez

das MaB v.>

Sei B eine messbare Teilmenge von X, die zunéchst nur von endlich vielen Koor-
dinaten abhédnge. Nach Definition des Produktmafes gilt dann

u(BNT"BN...NnT " DBy = y(B)k 4)

fiir alle hinreichend groBen n. Durch solche B lassen sich aber beliebige messbare
Mengen approximieren. Deshalb gilt auch im allgemeinen Fall wenigstens die
asymptotische Beziehung

lim u(BNT"BN...NT"k~VB) = u(B)*. (5)
Nn—oo
Ein dhnliches Verhalten zeigt sich etwas allgemeiner in sogenannten schwach mi-
schenden mallerhaltenden Systemen. Dynamische Systeme dieses Typs bilden ei-
ne sehr wichtige Klasse und lassen sich durch eine ganze Reihe dquivalenter Be-
dingungen charakterisieren. Eine davon lautet:

Fiir alle messbaren Mengen A,B gibt es eine Ausnahmemenge N mit N C Z,

d(N) =0und

lim  u(T~"ANB) = u(A)u(B). (6)
n—oo, n¢N

In der Tat ldsst sich ohne allzu groB3en Aufwand zeigen, dass (5) in allen schwach

mischenden Systemen giiltig ist, sofern man — wie in (6) — bereit ist, eine Ausnah-

memenge mit Dichte Null zuzulassen. Insbesondere gilt damit also der Fursten-

bergsche Rekurrenzsatz fiir alle schwach mischenden Systeme.

Eine andere Charakterisierung von ,,schwach mischend* lautet: Der Operator
U:L(u) = L*(u), frfoT
besitzt nur triviale Eigenfunktionen, d.h.:
f=cUf, mtceC = f=const, (7)

(wobei in mafierhaltenden Systemen nur Eigenwerte ¢ mit |c| = 1 auftreten). Diese
zweite Charakterisierung erlaubt, eine Beziehung mit kompakten Systemen her-
zustellen. Wihrend der Operator U im schwach mischenden Fall nur triviale Ei-
genfunktionen hat, werden kompakte Systeme dadurch charakterisiert, dass die
Eigenfunktionen einen dichten Unterraum von L?(X) erzeugen.

>Aus dem Blickwinkel der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachten wir also ein System un-
abhingiger ZufallsgroBen mit Verteilung v.
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6.3 Zusammenspiel von Struktur und Zufall

In den letzten beiden Abschnitten haben wir zwei Klassen von maferhaltenden
Systemen behandelt, die einerseits eine sehr ,,periodische” und andererseits ei-
ne sehr ,,zuféllige” Natur aufweisen, und zwischen den beiden Situationen eine
gewisse Polaritit festgestellt.

Wie zu erwarten, ist ein generisches mafBerhaltendes System im Allgemeinen aber
weder kompakt noch schwach mischend. Wie der spiter noch etwas ndher zu
erlduternde Struktursatz von Furstenberg zeigt, setzen sich aber sehr allgemei-
ne mallerhaltende Systeme in einer Weise aus den beiden extremen Typen zu-
sammen, die sich fiir einen Beweis seines multiplen Rekurrenzsatzes 6 eignet.
Furstenberg folgend, wollen wir deshalb versuchen, ein allgemeines System auf
geeignete Art zu analysieren und moglichst in ein kompaktes und ein schwach
mischendes zu zerlegen.

Ein sehr natiirlicher Ansatz besteht darin, den Hilbertraum L? (u) in zwei Kompo-
nenten zu zerlegen in den Unterraum H, aller kompakten Funktionen und dessen
orthogonales Komplement H,, := H:-. Auf diesen beiden Komponenten kénnen
die Argumente der vorangegangenen Abschnitte sinnvoll angewandt werden. Es
ist dann moglich, einen kurzen und iibersichtlichen Beweis der Sitze von Furs-
tenberg beziehungsweise Szemerédi zu geben, allerdings nur im Fall k = 3 (siehe
beispielsweise [Ber06, Section 4.2.3]). Leider reicht die beschriebene Zerlegung
des Hilbertraums nicht aus, um den Rekurrenzsatz in der notwendigen Allgemein-
heit zu beweisen. Die noch notige Verfeinerung leistet der bereits erwéhnte Struk-
tursatz von Furstenberg. In unserem Rahmen miissen wir uns allerdings mit einer
oberflichlichen Beschreibung begniigen.

Dem algebraischen Begriff des homomorphen Bilds entspricht in der Theorie
dynamischer Systeme jener des Faktors: Sind die Systeme X = (X,u,7T) und
X' = (X',i/,T") durch eine surjektive und struktur-, hier maRerhaltende surjek-
tive Abbildung ¢ : X — X’ mit ¢ o T = T’ o ¢ verbunden, so heiBit X’ ein Faktor
von X beziehungsweise umgekehrt X eine Erweiterung von X'.

Furstenberg definiert nun, wann eine Erweiterung X von X’ schwach mischend
beziehungsweise kompakt ist. Eine prizise Definition wiirde hier zu weit fiihren.
Wir merken nur an, dass sie im Falle eines trivialen, einpunktigen Systems X’
gerade bedeutet, dass das System X schwach mischend beziehungsweise kompakt
ist.

Der entscheidende Schritt ist dann, dass jedes System als projektiver Limes einer
transfiniten Folge von Erweiterungen dargestellt werden kann, wobei jede einzel-
ne dieser Erweiterungen entweder kompakt oder schwach mischend ist. Genauer:
Fiér jedes System X = (X, u,T) gibt es eine abzdhlbare, potentiell transfinite Ket-
te

®Genauer gesagt, eine Kette von abzihlbarem Wohlordnungstyp.
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X=Xs4n—...2Xs— ... 2 Xgr1 =X — ... & X1 — Xp

aus kompakten beziehungsweise schwach mischenden Erweiterungen Xg 1 —
X, sodass Xp ein triviales (einpunktiges) System ist. Es ist dann moglich, die
gesuchte Rekurrenzeigenschaft mittels transfiniter Induktion zu beweisen; in je-
dem Schritt kommen Argumente zum Tragen, die jenen dhneln, wie sie zuvor
beschrieben wurden.

Es ist an dieser Stelle interessant, noch auf die Natur der Induktionshypothese
hinzuweisen. Eine Schwierigkeit besteht ndmlich darin, dass sich die Rekurrenz
in den beiden Grundtypen von Systemen in sehr unterschiedlicher Weise mani-
festiert. Im kompakten Fall existieren natiirliche Zahlen n, fiir die der uns in-
teressierende Durchschnitt anndhernd MaB u(B) hat. (Tatséchlich ist das sogar
fiir ,,viele natiirliche Zahlen der Fall.) Im mischenden Fall hingegen hat fiir (die
meisten) hinreichend groBen n der Durchschnitt annihernd das i.A. viel kleinere
MaB u(B)*. Um die Furstenbergsche Induktion durchzufiihren, bentigt man aber
ein Konzept, das diesen beiden unterschiedlichen Formen von Rekurrenz simultan
Rechnung trigt. So eines findet Furstenberg, indem er die Bedingung

1 N
liminf — Y u(BNT"BN...nT"*~VB) >0 ®)

N—e N n=1

verwendet.

6.4 Zur Rolle des Satzes von van der Waerden

In der Retrospektive ldsst sich der Satz von van der Waerden etwa der Struk-
turhélfte (vgl. Abschnitt 6.1 iiber kompakte Systeme) des Satzes von Szemerédi
zuordnen. (Es ist bemerkenswert, dass der Satz von van der Waerden in Szemeré-
dis Beweis einflieBt.”)

Abschnitt 6.1 deutet darauf hin, dass Rekurrenz in kompakten Systemen mit der
Theorie der kompakten Gruppen verbunden ist. In gewissem Sinn tritt Rekur-
renz deswegen auf, weil die identische Abbildung o — o+ 0 auf einer kompak-
ten Gruppe durch Iterationen der Abbildung 7T approximiert werden konnte. Es
liegt nahe zu fragen, ob auch der Satz von van der Waerden auf dieses Argu-
ment zuriickgefiihrt werden kann. Mit gewissen Abstrichen ist diese Sichtweise

"Dariiber hinaus findet der Satz von van der Waerden auch Verwendung in Furstenbergs ur-
spriinglichem Argument dafiir, dass die multiple Rekurrenz der Form (8) im Induktionsschritt
unter kompakten Erweiterungen erhalten beibt. Allerdings ist diese Abhédngigkeit vom Satz von
van der Waerden nur eine scheinbare. Das zeigt eine Variante des Furstenbergschen Arguments in
[FKO82], die ohne den Satz von van der Waerden auskommt.
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zuldssig. Man muss allerdings einen Schritt iiber kompakte Gruppen hinaus ma-
chen und sogar kompakte (links-topologische) Halbgruppen betrachten. Im We-
sentlichen lésst sich der Satz von van der Waerden aus Rekurrenzphédnomenen in
der Stone-Cech-Kompaktifizierung BN der natiirlichen Zahlen ableiten. Im Fall
der kompakten Halbgruppe BN existiert dann zwar kein neutrales Element. Aus
der allgemeinen Strukturtheorie kompakter Halbgruppen weif3 man jedoch, dass
es ,,idempotente” Elemente (d.h. e € BN mit e + e = ¢) gibt, und diese garantieren
hinreichend viel Rekurrenz, um den Satz von van der Waerden zu implizieren.

SchlieBlich erwdhnen wir noch, dass BN als Menge aller Ultrafilter auf N aufge-
fasst werden kann. Das ist technisch oft praktisch, um BN mit der Ramseytheorie
zu verquicken. Wir verdeutlichen dies am Beispiel des Satzes von van der Waer-
den. Wir bezeichnen e € BN als AF-Ultrafilter, wenn jede Menge A € e beliebig
lange arithmetische Folgen enthilt. Wieder hilft die Theorie kompakter Halbgrup-
pen weiter. Sie liefert Elemente e mit Eigenschaften, welche die AF-Ultrafilterei-
genschaft garantieren. Und da von den Mengen Ay,...,A, einer Partition von N
genau ein A; in einem gegebenen Ultrafilter e liegen muss, ist damit der Satz von
van der Waerden bewiesen.

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung lisst auch den folgenden Vergleich der Siitze
von van der Waerden und Szemerédi zu: Der Satz von van der Waerden bedeutet,
dass es ein Element e € BN gibt, das geeignet ist, arithmetische Folgen dingfest
zu machen. Der Satz von Szemerédi hingegen driickt — wie Zirnstein in [Zir12]
bemerkte — aus, dass sogar fast alle® Elemente von BN AF-Ultrafilter sind.

7 Schluss

Wie schon in der Einleitung erwihnt, gibt es mittlerweile eine Reihe von ver-
schiedenen Zugidngen zum Satz von Szemerédi. Insbesondere gelang es Timothy
Gowers in [Gow98], das Fourier-analytische Argument von Roth zunichst auf den
Fall k = 4 und schlieBlich auf arithmetische Folgen beliebiger Linge zu erweitern,
siche [Gow01].? Bis heute liefert der Beweis von Gowers die stirkste quantitative

8Die Notation fast alle bezieht sich hier auf ,,Haarsche” Mafe auf BN, d.h. auf Wahrschein-
lichkeitsmafe, die invariant unter Translationen der Halbgruppe BN sind.

9Ein weiterer, wesentlich verschiedener, Ansatz geht zuriick auf Rusza und Szemerédi [RS78],
die einen graphentheoretischen Beweis des Satzes im Fall k = 3 geben. Um auch den allgemeinen
Fall zu behandeln, ist es notwendig, das Argument auf Hypergraphen zu verallgemeinern. Dies
gelang Gowers [Gow(06, Gow(7] beziehungsweise Nagle, Rodl, Schacht und Skokan [NRS06,
RS06, RS07b, RS07a].

Ein wichtiges Anliegen der aktuelle Forschung besteht darin, die tiefliegenden Zusammenhénge
dieser verschiedenen Zugénge zu Szemerédis Satz zu verstehen. Im Zuge dessen wurden weitere
Beweise und interessante Varianten bekannter Argumente entdeckt; erwdhnenswert sind u.a. Ar-
beiten von Austin [Aus10], Bergelson-Leibman-Lesigne [BLLOS], Green und Tao [GT10] und das
erste Polymath-Projekt [Pol12].
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Fassung der finitaren Version des Satzes von Szemerédi (Satz 4).

Weiters erfuhr der Satz von Szemerédi eine Reihe von Verschérfungen und Erwei-
terungen. Furstenberg und Katznelson [FK78] gelang es, den multiplen Rekur-
renzsatz wesentlich zu verallgemeinern; sie zeigten, dass er auch fiir k > 1 ver-
schiedene maBerhaltende Transformationen gilt, sofern diese kommutieren, d.h.
T;oT; = Tj o T; erfiillen. Als kombinatorische Folgerung erhilt man eine multidi-
mensionale Version des Satzes von Szemerédi.'?

In eine etwas andere Richtung wurde Szemerédis Satz von Bergelson und Leib-
mann verschirft. Sie zeigen (unter anderem), dass Rekurrenz auch entlang von
Polynomen stattfindet. Insbesondere gibt es fiir Polynome py,.. ., py mit ganzzah-
ligen Koeffizienten und p;(0) = 0 und eine Menge A mit d(A) > 0 stets Zahlen
a,d € N, sodass

a,a+pi(d),...,a+ pr(d) € A.

Der Satz von Szemerédi entspricht dann dem , linearen” Spezialfall p;(n) = in.

Beriihmt ist der schon eingangs erwihnte Satz von Green und Tao [GTO8]. Er
besagt, dass es beliebig lange arithmetische Folgen von Primzahlen gibt. Da die
Primzahlen Dichte 0 haben, kann man das natiirlich nicht einfach aus dem Satz
von Szemerédi folgern. Sehr oberflachlich beschrieben, besteht die Strategie des
Beweises darin, die Primzahlen als Teilmenge einer etwas gro3eren, besser fass-
baren Menge (genauer: Funktion) zu betrachten, in der sie positive Dichte haben.
Der Satz folgt dann im Wesentlichen aus einer ,,relativen” Variante des Satzes von
Szemerédi.

Von den vielen offenen Fragen des Gebiets erwidhnen wir zum Abschluss eine,
die mit dem Satz von Green und Tao in Verbindung steht und auf die Erdds 3000
Dollar ausgesetzt hatte.

Frage 1. Sei A C N eine Menge mit Y jcp 1 /k = oo. Enthailt A dann beliebig lange
arithmetische Folgen?
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