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Dynamische Systeme sind nicht nur Gegenstand aktueller mathematischer Forschung auf höchstem Niveau. Sie bieten

auch ein reichhaltiges Angebot für den Schulunterricht. Eine wesentliche Unterscheidung ist die zwischen diskretem

und kontinuierlichem Zeitparameter. Im diskreten Fall stößt man auf Iterationen einer AbbildungT : X → X von einer

MengeX auf sich selbst, im kontinuierlichen auf (autonome) Differentialgleichungen. Beide Themenkreise werden vor

allem anhand von Beispielen vorgestellt, die sich großteils auch in den Schulunterricht einbauen lassen. Dabei können

wichtige Grundideen vielf̈altiger Teilgebiete der Mathematik vermittelt werden. EinAnhang entḧalt Beweise, deren

Ausgliederung aus dem Haupttext einer technischenÜberfrachtung entgegenwirken soll. Achtung, dieser Anhang fehlt

in jener Fassung dieses Artikels (Winkler (2014 Kurzversion)), die in den Didaktikheften abgedruckt ist.

1. Einleitung

1.1. Dynamische Systeme als mathematisches Querschnittsthema

Dynamische Syteme sind in mehrfacher Hinsicht faszinierend (für eine ziemlich umfangreiche Darstel-
lung sei auf Katok, Hasselblatt (1995) verwiesen, leichter zugänglich ist Peitgen et al. (1994) mit
Schwerpunkt auf dem ThemaChaos). Aus der Sicht der reinen Mathematik bieten sie Verbindungen
zu den meisten wichtigen Teilgebieten. Gleichzeitig sind sie von höchster Relevanz für die Anwendun-
gen. Und schließlich eröffnen sie auch f̈ur den Schulunterricht sehr attraktive Zugänge. Letzteres steht
im Mittelpunkt dieses Artikels. Andere didaktisch orientierte Artikel zu gewissen Aspekten des Themas
sind Humenberger (2010) und Götz, Hofbauer (2013).

Ein wesentliches Instrument der Darstellung, welches sich bei dynamischen Systemen besonders anbie-
tet, ist die Betonung von Querverbindungen; sowohl innerhalb der Mathematik, zur Beschreibung von
Pḧanomenen aus anderen Wissenschaften wie auch zur Lösung technischer Probleme.

Als mathematisches Teilgebiet werden dynamische Systeme durch eine Klammer zusammengehalten,
die nicht in einer speziellen Methodik oder einer bestimmten grundlegenden mathematischen Theorie
besteht, auf der sie fußen. Das Schlagwortdynamischbezieht sich n̈amlich zun̈achst auf einen außerma-
thematischen Aspekt, und zwar auf dieÄnderung von Zusẗanden in der Zeit. Die genauere Natur dieser
Zusẗande kann zun̈achst v̈ollig offen bleiben. Diese Offenheit bedingt, dass je nach zu modellierendem
Gegenstand ganz unterschiedliche mathematische Strukturen ins Spiel kommen. So gibt es kaum ein
nennenswertes Teilgebiet der Mathematik, das nicht auch im Kontext dynamischer Systeme eine Rolle
spielt. In diesem Sinn wollen wir dynamische Systeme eher als mathematisches Querschnittsthema denn
als mathematische Teildisziplin auffassen. Bevor wir dies vertiefen, ist es zielf ührend, sich dem Thema
unter dem Gesichtspunkt der Anwendungen zu nähern.

1.2. Dynamische Systeme als Mathematik von Zeit und Kausalit ät

Der Gegenstand der Mathematik selbst sind keine physischen Objekte, sondern idealisierte, oft abstrakte.
Weil den Mathematiker nichts daran hindert, Idealisierungen und Abstraktionen nach Gutd̈unken vorzu-
nehmen, gibt das der Mathematik eine enorme Freiheit. Doch bedeutet das keineswegs Beliebigkeit.
Denn Mathematik soll vor allem die M̈oglichkeiten menschlichen Weltverständnisses ausloten. Daraus
ergibt sich eine enge Anbindung an grundlegende (in einem, wenn auch nicht logischen, so doch ent-
wicklungspsychologischen Sinne vielleicht sogar apriorische) Kategorien wie, um nur f̈unf besonders
wichtige zu nennen, die Zahl (vgl. Dehaene (1999)) oder – nach Kant– der Raum, die Zeit und die
Kausaliẗat – und dar̈uber hinaus, als Antipode der Kausalität, der Zufall. Zwanglos ordnen wir der Zahl
die mathematischen Gebiete Zahlentheorie und Algebra zu, dem Raum die Geometrie, der Kausaliẗat den
Funktionsbegriff (als Zuordnung Ursache7→ Wirkung) und dem Zufall die Stochastik. Und wie verhält
es sich mit der Zeit?
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Um Missversẗandnisse zu vermeiden: Hier ist der BegriffZeit nicht im Sinn der Relativiẗatstheorie ge-
meint, sondern zun̈achst in einem eher naiven oder – vielleicht genauer – in einem anthropologisch-
psychologischen Sinn. Mathematisch formuliert: Wir erleben die Zeit als ein eindimensionales Kontinu-
um, das sich in befriedigender Weise als ZahlengeradeR modellieren l̈asst; genauso wie eine Koordi-
natenachse im Anschauungsraum. Insofern erhalten wir nichts Neues gegen̈uber elementaren geometri-
schen Begriffen. Doch kommt es uns vor allem auf die zeitliche Abfolge vonZusẗanden an, sofern diese
in einer Beziehung von Ursache und Wirkung stehen. Es geht also um Kausalbeziehungen, die ihrerseits
unver̈anderlichen Gesetzen folgen. Damit ist ein wesentliches Ziel unseres Strebens nach Erkenntnis be-
nannt: Versẗandnis des Veränderlichen durch das Unveränderliche oder, anders formuliert, Strukturierung
der Zeit durch das Wirken von Kausalität in Form von Naturgesetzen.

Bei allen Relativierungen durch die Erkenntnisse der modernen Physik wie Unscḧarferelation u.̈a. wirkt
in uns dennoch eine der Aufklärung verpflichteteÜberzeugung, dass viele für uns ḧochst relevante
Vorgänge im Rahmen rational fassbarer Kausalitäten verstanden werden können – je deterministischer,
desto klarer erscheinen sie uns in der Regel. Dynamische Systeme sind die mathematischen Modelle
solcher Vorg̈ange.

1.3. Überblick

Nach der Einleitung soll in Kapitel 2 die mathematische Modellierung dynamischerSysteme bespro-
chen werden. Am einfachsten ist diese im Fall diskreter Zeit (Abschnitt 2.1), wo alles auf die Iterati-
on von TransformationenT : X → X, d.h. Funktionen (Abbildungen) von einer MengeX (Zustands-
oder Phasenraum) auf sich selbst hinausläuft. Bei kontinuierlicher Zeit (2.2) sind schon anspruchsvolle-
re Überlegungen, die typischer Weise zu Differentialgleichungen führen, erforderlich. Trotzdem gibt es
eine abstraktere Sichtweise, die beide Fälle vereinheitlicht, n̈amlich die Untersuchung von sogenannten
Aktionen von Gruppen und Halbgruppen, die – nicht für den Unterricht selbst, sondern als Hintergrund-
information f̈ur Lehrende – in 2.3 kurz vorgestellt werden.

Es folgen in Kapitel 3 mehrere charakteristische Beispiele bzw. Beispielklassen von dynamischen Sys-
temen mit diskreter Zeit. Die einzelnen Abschnitte behandeln zunächst Grundbegriffe wie Fix- und pe-
riodische Punkte (3.1), dann linearesT (3.2), die Fixpunkteigenschaft von konvergenten Orbits unter
stetigemT (3.3), Beispiele dazu im Fall des Intervalls (3.4 und 3.5) oder des Kreises(3.6). Verzichtet
man auf die Stetigkeit vonT, sẗoßt man fast zwangsläufig auf Transformationen von Folgenüber end-
lichen Alphabeten (symbolische Dynamik, 3.7) und auf die (maßtheoretische)Ergodentheorie (3.8). Im
Kapitel 4 begn̈ugen wir uns mit einer kleinen Auswahl wichtiger Themen. Um im Haupttext wesentliche
Ideen besser zu verdeutlichen und den Lesefluss möglichst nicht durch formal aufwendige Rechnun-
gen und Beweisf̈uhrungen zu unterbrechen, werden solche in einem Anhang (Kapitel 5) nachgetragen:
zur Vollsẗandigkeit vonR und ihren Konsequenzen (5.1), zum Banachschen Fixpunktsatz (5.2), zur Iso-
morphie gewisser dynamischer Systeme (5.3), rund um den Mittelwertsatz (5.4), zum Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung (5.5) und zur Vollständigkeit des Raums aller stetigen Funktionen
(5.6).

2. Mathematische Modellbildung

2.1. Diskrete Zeit – der informatische Blick

Bei dynamischen Systemen mit diskreter Zeit wird ausgehend von einem Anfangszustandx0 ∈ X eine
Folge weiterer Zuständexn, n∈N, durch die rekursive Vorschriftxn+1 = T(xn) generiert. Diesem Modell
kann die Vorstellung unterlegt werden, dassX die Menge aller m̈oglichen Zusẗande eines Systems ist und
T : X → X eine Funktion, die jedem m̈oglichen Zustandx in deterministischer Weise den Folgezustand
T(x) im nächsten (diskreten) Zeitpunkt zuordnet.T(x) kann also als kausale Folge des Zustandesx
gedeutet werden, die sich in einem einzigen Schritt, der die kleinste betrachtete Zeiteinheit in Anspruch
nimmt, einstellt.
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Zu jeder FunktionT : X → X und zu jedem Anfangswertx0 ∈ X erhalten wir die Folge(Tn(x0))n∈N.
Dabei bedeutetTn dien-fache Hintereinanderausführung vonT. Es ist unmittelbar klar (Induktion), dass
diese Folge die eindeutige Lösung der Rekursionxn+1 = T(xn) bei Vorgabe vonx0 ist. Man beachte,
dass die hier angesprochene Induktion nicht nur für die Mathematik fundamental ist (siehe z.B. Winkler
(2008)), sondern auch für die Informatik.

Als dynamisches System mit diskreter Zeitdefinieren wir nun ein Paar(X,T), wobeiX eine Menge
(oft mit zus̈atzlicher Struktur) ist undT : X → X eine Abbildung vonX auf sich selbst. Die Untersu-
chungen von(X,T) bescḧaftigen sich vorwiegend damit, mit Hilfe der Kenntnis vonx0 undT möglichst
weitreichende Aussagenüber die Menge allerxn, n∈N, (denOrbit vonx0) bzw., genauer,̈uber die Folge
(xn)n∈N (dieTrajektorie vonx0) zu machen, insbesondereüber ihr Verhalten f̈ur n→ ∞.

Man beachte, dass bei bijektivemT, also bei Existenz einer UmkehrabbildungT−1, als Menge der Zeit-
punkte stattN auchZ genommen werden kann. Das bedeutet, dass das dynamische System keinen An-
fangszustand hat, sondern eine unendliche Vergangenheit.

2.2. Kontinuierliche Zeit – der physikalische Blick

Auf den ersten Blick ist die Situation bei dynamischen Systemen mit kontinuierlicher Zeit v̈ollig anders,
weil es ja keine kleinste Zeiteinheit gibt, für die Überg̈ange von einem Zustand zum nächsten durch
eine einzige FunktionT beschrieben werden können. Es liegt daher nahe, für jede denkbare Zeitspanne
t > 0, t ∈ R, eine TransformationFt : X → X zu betrachten, welche modelliert, wie ein Zustandx nacht
Zeiteinheiten in einen ZustandFt(x) übergeht.

Will man wieder deterministische Abläufe beschreiben, so soll der Zustand nachs+ t Zeiteinheiten nicht
davon abḧangen, ob bereits nachs Einheiten eine Zwischenbeobachtung gemacht wird oder nicht, als
Formel:Ft(Fs(x)) = Fs+t(x). Der EigenschaftTn◦Tm= Tn+m= Tm◦Tn (für allen,m∈N) im diskreten
Fall entspricht also im kontinuierlichen Fall:

Ft ◦Fs = Fs+t = Fs◦Ft für alles, t ∈ R.

Bevor wir in 2.3 den abstrakten algebraischen Kern und die entsprechenden Verallgemeinerungen kurz
beleuchten, wollen wir einer für uns hier noch wichtigeren Sichtweise nachspüren. Sie ist der Vorstellung
des Kontinuums[0,∞[ oderR, welchem die Zeitpunktet entnommen sind, inḧarent.

Der Einfachheit halber wollen wir den ZustandsraumX = R oderX ⊆ R voraussetzen, was etwa dann
sinnvoll ist, wenn als m̈ogliche Zusẗande eindimensionale Messgrößen vorliegen. F̈ur gegebenesx0 ∈ X
(Anfangszustand) schreiben wirxt = Ft(x0) für den resultierenden Zustand zum Zeitpunktt. Wir fassen
alsox selbst als Funktionx : R→ X, t 7→ x(t) = xt , mit x(t) = Ft(x0) auf. Dem entspricht im diskreten
Fall die Folge (= Funktion aufN) (Tn(x0))n∈N : N→ X, n 7→ xn = Tn(x0).

Bei den meisten real auftretenden Prozessen in der Natur erwarten wir,das Stetigkeitsprinzipnatura non
facit saltus1 ausweitend, dass sich der Zustandxt+ε bei kleinemε nicht nur wenig vonxt unterscheidet,
sondern dass diese Abweichung sogar annähernd proportional ist zuε mit einem geeigneten Proportiona-
lit ätsfaktor, der selbst wieder vom Zustandxt abḧangt und f̈ur den wir daherf (xt) schreiben. Wir haben
also

xt+ε = Fε(xt)≈ xt + ε f (xt)

bzw. umgeformt und genauer

lim
ε→0

xt+ε −xt

ε
= f (xt).

Fassen wirxt als Funktionswert einer Funktion (Trajektorie)x : t 7→ xt zum Zeitpunktt auf, so wird diese
Beziehung zur Differentialgleichung

x′ = f (x), genauer:x′ = f ◦x, d.h.:x′(t) = f (x(t)) für allet.

1 Die Natur macht keine Sprünge.
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Dynamische Systeme mit kontinuierlicher Zeit (auch hier kann durch Erweiterung auf reellet ≤ 0 auch
eine Vergangenheit mit einbezogen werden) sind also im Wesentlichen Differentialgleichungen der oben
angegebenen Form. Man spricht auch vonautonomen Differentialgleichungen; im Gegensatz zu sol-
chen, wof = f (x, t) auch noch vom Zeitpunktt abḧangt. Dies entspräche einer Ver̈anderung der zugrun-
deliegenden Gesetzmäßigkeit im Laufe der Zeit, abweichend vom eingangs dargestellten Paradigma.

Klarerweise kann der ZustandsraumX auch ḧoherdimensional sein, z.B.X = Rn oder eine Teilmenge
davon. Wesentlich ist vor allem die lineare Struktur oder genauer: dass darin sinnvoll Differentialrechung
betrieben werden kann. In Kapitel 4 werden wir Beispiele und auch allgemeine Theorie dazu behandeln.

2.3. Aktionen von Gruppen und Halbgruppen als gemeinsamer Rahmen

Dieser kurze Abschnitt ist nicht für den unmittelbaren Gebrauch im Schulunterricht gedacht, sondern
als Hintergrundwissen für Lehrende. Wir werden im Weiteren nicht darauf zurückgreifen. Es geht um
eine gemeinsame Verallgemeinerung der beiden behandelten Typen dynamischer Systeme (diskrete und
kontinuierliche Zeit), n̈amlich um die Aktion von Gruppen und Halbgruppen.

EineHalbgruppe ist bekanntlich eine MengeH zusammen mit einer binären Operation· aufH, d.h. mit
einer Abbildung· : H×H →H, (h1,h2) 7→ h1 ·h2 (wir schreiben statth1 ·h2 oft einfachh1h2), welche das
Assoziativgesetzerfüllt: (h1h2)h3= h1(h2h3) für alleh1,h2,h3∈H. Gibt es einneutrales Elemente∈H
(d.h.he= eh= h für alleh∈ H) spricht man auch von einemMonoid. Unter einerHalbgruppenaktion
von H auf einer MengeX versteht man eine Abbildungα : H ×X → X, Schreibweiseα : (h,x) 7→
α(h,x) = hx, mit h1(h2x) = (h1h2)x für allex∈ X. Ist e∈ H neutrales Element undex= x für allex∈ X,
so heißtα sogar eineMonoid- oder, wennH sogar eineGruppe ist (d.h.überdies zu jedemh∈ H ein
Inversesh−1 entḧalt, welches durchhh−1 = h−1h= e gekennzeichnet ist), eineGruppenaktion von H
aufX.

Man macht sich sofort klar, dass Rekursionenxn+1 = T(xn) (d.h. Iterationen vonT) auf der MengeX im
Sinn von Abschnitt 2.1 als Halbgruppen- und sogar Monoidaktionenα der additiven HalbgruppeN mit
α(n+1,x) = T(α(n,x)) = Tn+1(x) aufgefasst werden können. Analog entsprechen dynamische Systeme
mit kontinuierlicher Zeit Aktionen des additiven Monoids[0,∞[ der nichtnegativen reellen Zahlen mit
α(t1+t2,x) =α(t2,α(t1,x)). Damit allein sind freilich keinerlei Bedingungen hinsichtlich Stetigkeit oder
gar Differenzierbarkeit gestellt. Aktionen von Halbgruppen bieten abereine Möglichkeit, dynamische
Systeme sowohl mit diskretem wie auch mit kontinuierlichem Zeitparameter unter einem einheitlichen
Begriff zu subsumieren.

3. Beispiele dynamischer Systeme mit diskreter Zeit

3.1. Periodische Punkte, Fixpunkte

Die Möglichkeiten f̈ur Trajektorien(xn)n∈N, xn := Tn(x), eines festen Punktesx= x0 unter einer Trans-
formationT : X → X überblickt man, wenigstens sofernX keine weitere Struktur trägt, schnell: Ange-
nommen, ein Punkt tritt in der Trajektorie mehrmals auf, d.h.xn1 = xn2 für gewissen1 < n2 ∈N, so gibt es
auch ein kleinstes derartigesn1 und dazu ein kleinstesn2 > n1. Das bedeutet, dassx0,x1, . . . ,xn1, . . .xn2−1

alle verschieden sind, dann jedoch wegenxn1+1 = T(xn1) = T(xn2) = xn2+1 und, induktiv,xn1+k = xn2+k

für alle k ∈ N, eine Periode der L̈angep = n2−n1 auftritt, die wir in Zyklenschreibweise notieren als
(xn1xn1+1 . . .xn1+p−1). Die vorangehenden Punktex0, . . . ,xn1−1 bilden die sogenannteVorperiode. Ist
n1 = 0, so heißtx ein periodischer Punkt, im Fall T(x) = x, also p = 1, Fixpunkt . Gibt es gar kein
n1 der beschriebenen Art (was natürlich nur bei unendlichemX möglich ist), nennen wirx einenape-
riodischen Punkt. Die Bestimmung von Fixpunkten und Perioden ist bei allen dynamischen Systemen
mit diskreter Zeit von vordringlichem Interesse. Trägt der ZustandsraumX, auf dem die Transformation
T : X → X wirkt, keine zus̈atzliche Struktur, gibt es̈uber die Trajektorie eines einzelnen Punktes darüber
hinaus auch wenig Interessantes zu sagen.

Ist X endlich, so lassen sich die wesentlichen Aspekte des dynamischen Systems sehr übersichtlich aus
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gerichteten Graphen mit der KnotenmengeX ablesen, wo eine gerichtete Kante (Pfeil)a → b immer
dann vorliegt, wennT(a) = b. Perioden werden dabei als Kreise sichtbar. Hier ein Beispiel mit|X|= 14.

a1
a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

a9
a10

a11 a12

a13 a14

Klarerweiseändern sich die dynamischen Eigenschaften eines Systems nicht, wenn wir lediglich die
Elemente ausX durch entsprechende aus einer MengeY ersetzen. Man nennt daher allgemein zwei
dynamische Systeme(X,TX) und(Y,TY) isomorph, wenn es eine bijektive Abbildungφ : X →Y (einen
sogenanntenIsomorphismus) gibt mit φ(TX(x)) = TY(φ(x)) für alle x ∈ X, d.h. mit φ ◦ TX = TY ◦ φ;
verlangt man vonf nur Surjektiviẗat, heißt(Y,TY) einFaktor von (X,TX).

TragenX undY zus̈atzliche Struktur, so fordert man vonφ außerdem meist die entsprechende Struk-
turvertr̈aglichkeit. Isomorphe Systeme können vom dynamischen Standpunkt aus als gleich gelten. Wir
wollen das an einfachen, aber typischen Beispielen konkretisieren.

3.2. Jordansche Normalform linearer Transformationen

Wir betrachten nun ein Beispiel, das wir im Weiteren nicht brauchen und dasfür den Schulunterricht
in dieser Form zu fortgeschritten ist, das aber zeigt, wie neben den später vorherrschenden analytischen
Aspekten bei dynamischen Systemen genauso gut algebraische und geometrische ins Zentrum der Auf-
merksamkeit treten k̈onnen.

Seien dazuX undY Vektorr̈aumeüber dem K̈orperC undTX : X → X, TY : Y →Y lineare Transformatio-
nen. Dann soll ein Isomorphismusφ : X →Y zwischen den dynamischen Systemen(X,TX) und(Y,TY)
auch ein solcher zwischen den VektorräumenX undY sein. Insbesondere m̈ussenX undY dieselbe Di-
mension haben. Ist in so einer Situation zum Beispielx∈ X ein Eigenvektor zu einem Eigenwertλ von
TX, so folgtTY(φ(x)) = φ(TX(x)) = φ(λx) = λφ(x). Also ist y := φ(x) ∈ Y ein Eigenvektor vonTY zum
Eigenwertλ. Rekapituliert man die Jordansche Normalform quadratischer Matrizen aus der Linearen
Algebra, so erkennt man: Die Klassifikation quadratischer komplexer Matrizen im Sinne Jordanscher
Normalformen entspricht der Klassifikation linearer dynamischer Systeme auf den entsprechenden end-
lichdimensionalen Vektorräumen.

3.3. Konvergente Orbits unter stetigen Transformationen

Häufig geht es bei dynamischen Systemen(X,T) vor allem um das langfristige Verhalten, d.h. mathema-
tisch gesprochen um die Konvergenz von Trajektorien, was eine topologische Struktur aufX voraussetzt.
Besonders interessant sind dann stetigeT. Wir beginnen mit dem einfachen Beispiel

X = [0,1], T : x 7→ 1− x
2
.

Für den Anfangswertx0 = 0 lauten die n̈achsten Wertex1 = 1, x2 =
1
2, x3 =

3
4, x4 =

5
8, . . .. Die Situation

wird veranschaulicht durch folgende, auchSpinnwebdiagramm genannte Darstellung. Besonders sei
auf die Diagonale (Graph der Identität Id) hingewiesen, auf der allfällige Fixpunkte erkennbar sind.
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Id

T(x) = 1− x
2

x0 = 0 x1 = 1x2 =
1
2 x3 =

3
4x4 x5x

Allem Anschein nach konvergiert die Trajektorie gegen einen Wert, der dem Schnittpunkt der Diagona-
le (= der Graph der Funktion Id) mit dem Funktionsgraphen vonT entspricht, das ist die L̈osung der
Gleichungx= 1− x

2, alsox= 2
3. Wie die Abbildung suggeriert, gilt limn→∞ xn =

2
3. Ein strenger Beweis

ergibt sich aus den folgenden einfachen, aber wichtigen Ideen. Einerseits ist wegen der Stetigkeit von
T jeder Grenzwertx= limn→∞ xn einer Iterationsfolgexn+1 = T(xn) unterT notgedrungen ein Fixpunkt
vonT:

T(x) = T( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

T(xn) = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

xn = x

Also kommen als Grenzwerte tatsächlich nurx-Koordinaten (=y-Koordinaten) der Schnittpunkte der
Diagonale mit dem Funktionsgraphen vonT in Frage. Damit ist aber noch nicht garantiert, dass die
Iterationsfolgeüberhaupt konvergiert. Will man das für das vorliegende Beispiel beweisen, wird man
fast notgedrungen zu einer Argumentation geführt, die auch in weitaus allgemeinerem Zusammenhang
von Interesse ist.

Und zwar kommt es lediglich darauf an, dass die TransformationT zwei beliebige Punktex,x′ ∈ X zu-
sammenzieht, genauer:|T(x)−T(x′)| ≤ λ|x−x′| mit einem Faktorλ < 1 (im Beispiel kannλ = 1

2 gesetzt
werden), in welchem Falle manT eineKontraktion nennt. Der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Glieder wird dann mindestens in derselben Weise kleiner wie die Glieder einer konvergenten geometri-
schen Reihe, was innerhalb[0,1] ⊆ R die Konvergenz der Iterationsfolge impliziert. DieselbenÜberle-
gungen greifen allgemeiner in jedem vollständigen metrischen Raum. So erhält man den sogenannten
Fixpunktsatz von Banach2 in seiner vollen Allgemeinheit:

Jede Kontraktion auf einem vollständigen metrischen Raum hat genau einen Fixpunkt. Jede Trajektorie
konvergiert gegen diesen Fixpunkt. Die Konvergenzgeschwindigkeitkann mit Hilfe einer geometrischen
Reihe abgescḧatzt werden.(Pr̈azisierung und Beweis siehe Anhang 5.2)

Man mache sich klar, dass damit auf einen Schlag viele rekursive Folgen als konvergent identifiziert sind,
insbesondere alle der Formxn+1 = αxn+β mit |α| < 1. Dabei k̈onnen sowohlβ als auch der Startwert
x0 ∈ R beliebig angenommen werden. Grenzwert ist die (eindeutige) Lösung der Gleichungx= αx+β,
alsox= β

1−α .

3.4. Beispiele isomorpher stetiger Intervallabbildungen

Nochmals betrachten wir das EinheitsintervallX = [0,1], diesmal aber mit der TransformationT : x 7→
x2. Für einen Startpunktx0 < 1 erḧalt man die extrem rasch gegen 0 konvergente Folge der Punkte
xn = Tn(x0) = x2n

0 . DaT aufX bijektiv ist, lässt sich das System auch in die Vergangenheit verfolgen mit
entsprechenden Punktenx−n.

2 Stefan Banach (1892-1945)
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x−3x−2x−1x0x1x2x3

Id

T

Hätten wir statt der TransformationT = T2 : x 7→ x2 beispielsweiseT3 : x 7→ x3 genommen, ḧatte sich
qualitativ nicht viel gëandert, denn([0,1],T2) und([0,1],T3) erweisen sich als isomorph. Das gleiche ist
der Fall, sofernI = [a,b] irgendein abgeschlossenes Intervall ist undT : I → I eine stetige und streng
monoton wachsende Transformation mitT(a) = a< b= T(b) undT(x)< x (dual für T(x)> x) für alle
x mit a< x< b. Also: Je zwei Systeme(X,TX) und(Y,TY) mit diesen Eigenschaften sind isomorph. An
dieser Stelle begn̈ugen wir uns mit dem Verweis auf die anschauliche Plausibilität dieser Behauptung.
Eine Beweisskizze findet sich im Anhang 5.3.

Ähnliche Aussagen lassen sich machen, wennT : I → I weiterhin als stetig und monoton wachsend
vorausgesetzt wird, man allerdings Fixpunkte im Inneren vonI zulässt, bei denen die SituationenT(x)>
x undT(x)< x abwechseln k̈onnen. Es ist eine wertvollëUbung, sich das im Einzelnen durch den Kopf
gehen zu lassen.

Nur geringf̈ugig komplizierter ist die Situation bei monoton fallendemT : I → I , denn dann sind die
obigenÜberlegungen auf die monoton wachsende IterierteT(2) := T ◦T, T(2)(x) = T(T(x)) anwendbar.
Fixpunkte vonT(2) bleiben unterT selbst entweder ebenfalls fix, oder sie sind Elemente einer Periode
von T der Länge 2. Viel komplizierter kann die Situation jedoch werden, wenn man auf dieMonotonie
verzichtet, was nun geschehen soll.

3.5. Chaos entsteht

Weiterhin betrachten wir stetige Transformationen eines Intervalls, und zwar speziellX = [0,1] und
T = Tc : X → X,x 7→ cx(1− x) mit 0 ≤ c ≤ 4. Der Funktionsgraph ist eine nach unten offene Parabel
mit Nullstellen bei 0 und 1 und Maximummc =

c
4 bei x = 1

2. (Also gilt Tc : [0,1] → [0,1] tats̈achlich
genau f̈ur c∈ [0,4].) Fixpunkte sind 0 und, sofernc> 1, auchyc = 1− 1

c . Sp̈ater wird auch die Ablei-
tungT ′

c(x) = c(1−2x) eine Rolle spielen. Es empfiehlt sich, für c verschiedene F̈alle zu unterscheiden,
die mit wachsendemc immer komplizierter werden. Entsprechend müssen die folgenden Erörterungen
zunehmend fragmentarisch bleiben.

c= 1 c= 2 c= 3 c= 4

T1

Id

T2

Id

yc
T3

Id

yc

T4

Id

yc

1.Fall: 0≤ c ≤ 1. Die Situation ist weitgehend trivial, weilT(x) < x für alle x > 0 gilt und somit,
abgesehen vom Fixpunkt 0, jede Trajektorie streng monoton fallend und beschr̈ankt ist, also konvergiert.
Als Grenzwert kommt nur der einzige Fixpunkt 0 in Frage.
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2.Fall: 1< c≤ 2. Wir konstatieren zun̈achstyc = 1− 1
c ≤ 1

2 undmc =
c
4 ≤ 1

2. Die Einschr̈ankung vonT
auf das IntervallI = [0,yc] fällt unter die in Abschnitt 3.4 behandelte Situation mitT(x) > x. Folglich
konvergieren alle Trajektorien, die im Inneren vonI beginnen, monoton wachsend gegenyc. Aus sym-
metrischen Gr̈unden konvergieren Trajektorien mityc < x0 ≤ 1

2 monoton fallend gegenyc. Für x0 >
1
2

schließlich liegtx1 = T(x0)≤ 1
2 in [0, 1

2], und wir landen in einer der bereits behandelten Situationen mit
Startwertx1 stattx0. Also konvergieren f̈ur 0< x0 < 1 alle Trajektorien gegenyc.

3.Fall: 2< c ≤ 1+
√

3 = 2.73. . .. Nun gilt 1
2 < yc ≤ 3−

√
3

2 = 0.63. . . und 1
2 < mc ≤ 1+

√
3

4 = 0.68. . ..
Außerdem spielt jene Zahlzc eine Rolle, f̈ur dieT ′(zc) = c(1−2zc) =−1 gilt, nämlichzc =

1
2+

1
2c. Es gilt

1
2 < yc < mc ≤ 1+

√
3

4 = 0.68. . .≤ zc. Im Intervall [1
2,zc] fällt T ′ strikt von 0 auf−1. Damitüberlegt man

sich (genau genommen mit Hilfe des Mittelwertsatzes, siehe 5.4), dassT in jedem echten Teilintervall
[1
2 + ε,zc− ε], ε > 0, die Voraussetzungen im Banachschen Fixpunktsatz erfüllt. Somit konvergieren alle

Orbits mit 1
2 < x0 < zc gegen den eindeutigen Fixpunktyc. Ähnlich wie im 2.Fall zeigt es sich, dass

Trajektorien auch f̈ur andere Startwertex0 > 0 irgendwann in das IntervallI0 =]1
2,zc[ münden, folglich

gegenyc konvergieren. Das kann man sich zum Beispiel klar machen, indem man iterativ die Urbilder
In+1 = T−1(In) untersucht und feststellt, dass diese eine aufsteigende MengenfolgeI0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ . . .

bilden, deren Vereinigung das gesamte offene Intervall]0,1[ ausf̈ullt. Also münden abgesehen von den
Randf̈allenx0 = 0,1 alle Trajektorien schließlich inI0 und konvergieren somit gegenyc = 1− 1

c .

4.Fall: 1+
√

3< c≤ 3. Die Komplikation gegen̈uber dem 3.Fall ergibt sich daraus, dass nunzc < mc gilt.
Zwar kannT nun auf das IntervallI = [1

2,mc] eingeschr̈ankt werden (man rechneT(mc)>
1
2 nach, woraus

aus Monotoniegr̈undenT(I) ⊆ I folgt), es handelt sich aber nicht mehr um eine Kontraktion. Dennoch
kann man sicḧuberlegen, dass alle inI startenden Trajektorien alternierend gegenyc konvergieren, und
dassüberdies alle Trajektorien mit 0< x0 < 1 schließlich in diesen Bereich m̈unden. Entscheidend ist,
dass an den Randpunkten vonI als Startwertx0 das geẅunschte Verhalten eintritt. Man hat die Folge
x0 = 1

2, x1 = T(x0) = mc, x2 = T(x1) >
1
2 etc. zu betrachten, welche wegen der fallenden Monotonie

von T auf I die Ungleichungskettex0 < x2 < .. . < x3 < x1 erfüllt. Zu zeigen bleibt, dass die Limiten
x′ = limn→∞ x2n undx′′ = limn→∞ x2n+1 im Fixpunktyc zusammenfallen, d.h. keine Periode der Länge 2
bilden. Dies folgt, sobald geklärt ist, dass die IterierteT(2) = T ◦T in I keinen Fixpunkt außeryc hat.
Zu diesem Zwecke kann man beispielsweise mittels Kurvendiskussion sicherstellen, dassyc die einzige
Nullstelle der Funktionf (x) = T(2)(x)− x in I ist. Der Aufwand ist betr̈achtlich, und wir verzichten
deshalb hier darauf. Jedenfalls konvergieren auch in diesem Fall noch alle Trajektorien mit 0< x0 < 1
gegenyc.

5.Fall: 3< c≤ 4. Wir wollen unsüberlegen, dassT in diesem Fall eine echte Periode(xpyp) (xp 6= yp) der
Länge 2 hat. Es genügt dazu, einen Fixpunktxp der IteriertenT(2), T(2)(x) = T(T(x)), oder,äquivalent,
eine Nullstellexp von f (x) := x− T(2)(x) zu finden, die strikt zwischen den einzigen Fixpunkten 0
undyc = 1− 1

c von T liegt. Wegen der Stetigkeit vonf und wegen des Zwischenwertsatzes für stetige
Funktionen ist daf̈ur wiederum hinreichend, zwei Punktex′,x′′ ∈ ]0,yc[ zu finden, wof unterschiedliches
Vorzeichen annimmt. Dazu berechnen wir mit der Kettenregelf ′(x) = 1− T ′(x)T ′(T(x)), setzen die
beiden Nullstellenx= 0 undx0 = yc = 1− 1

c von f (Fixpunkte vonT) ein und erhalten f̈ur diese Werte
f ′(x) = 1−T ′(x)2 = 1− c2(1− 2x)2, also f ′(0) = 1− c2 < 0 sowie nach kurzer Rechnungf ′(yc) =
1− (c− 2)2 < 0. Hieraus folgt (Mittelwertsatz, siehe 5.4, und stetige Differenzierbarkeit von f ) für
hinreichend kleinesε> 0 einerseitsf (ε)< 0, andererseitsf (yc−ε)> 0. Damit sind die beiden gesuchten
Punkte, n̈amlichx′ := ε undx′′ := yc−ε, gefunden und die Existenz einer Periode der Länge 2 bewiesen.

Klarerweise ist die Analyse des 5.Falles damit noch lange nicht vollständig. Es zeigt sich, dass bei
Annäherungc→ 4 Perioden beliebig großer Länge auftreten und die Situation immer unüberschaubarer
wird. Wir haben es mit klassischen Beispielen dynamischer Systeme mit chaotischem Verhalten zu tun.
Mehr dazu findet sich in Raith (2009).

8



3.6. Transformationen des Kreises

Durch minimale Modifikation eines Intervalls, nämlich durch Aneinanderkleben (Identifikation) der End-
punkte, erḧalt man als RaumX einen Kreis. Wir betrachten die TransformationTα, 0≤ α < 1, welche
X um den Anteilα einer vollen Umdrehung, das heißt um einen Winkel vom Bogenmaß 2πα dreht,
vereinbarungsgem̈aß gegen den Uhrzeigersinn.

Das dadurch resultierende dynamische System kennt (außer für α = 0) keine konvergenten Trajektorien.
Bei festemα (und gegebenem Anfangspunktx0, der in diesem Fall jedoch keinen wesentlichen Einfluss
auf die interessanten Phänomene hat) entspricht die Iteration vonTα dem fortgesetzten Abtragen immer
desselben Winkels auf dem KreisX. Zwei qualitativ verschiedene Fälle sind denkbar. Entweder der
Ausgangspunktx0 wird nach endlich vielen Schritten wieder erreicht, so dass eine Periode entsteht. Das
bedeutet, dass ein Vielfachesqα vonα (q= 1,2, . . .) ein Vielfaches einer vollen Umdrehung liefert, also
qα = p∈ Z. Das ist genau dann der Fall, wennα = p

q rational ist. Ist hingegenα irrational, so tritt keine
Periodiziẗat auf.

Der irrationale Fall ist der interessantere. Man kann nämlich nicht nur zeigen, dass dann jede Trajek-
torie dicht liegt inX, d.h. jedes noch so kleine Kreissegment positiver Länge unendlich oft besucht.
Diese Besuche treten sogar in einer Weise gleichmäßig auf, dass man von einergleichverteilten Folge
spricht: Jedes Kreissegment wird mit einer asymptotischen Häufigkeit besucht, die proportional zu sei-
ner Länge ist. Der beeindruckendste Zugang zu diesen Phänomenen wurde in der bahnbrechenden und
wunderscḧon zu lesenden Arbeit Weyl (1916)3 erschlossen. Die faszinierende Rolle von Kettenbrüchen
in diesem Zusammenhang und die daraus resultierenden zahlentheoretischen Bez̈uge k̈onnen an dieser
Stelle nur schlagwortartig erẅahnt werden.

Eine interessante TransformationT des Kreises ganz anderen Typs entsteht, wenn man nicht um einen
konstanten Winkel dreht, sondern diesen z.B. verdoppelt, genauer: Denken wir uns die Punkte des Krei-
ses markiert mit den reellen Zahlen aus[0,1), so geht der Punktt über in den PunktT(t) = 2t, eventuell
modulo 1 reduziert, d.h. wir ersetzen im Fall 2t ≥ 1 diese Zahl durch 2t − 1. (Interpretiert man den
Kreis als komplexen Einheitskreis, so lässt sich diese Transformation auch alsT : z 7→ z2 auffassen.)
Für diesesT treten pl̈otzlich alle Möglichkeiten periodischer und nichtperiodischer Punkte auf. Für ein
besseres Verständnis der Situation lohnt es, eine gänzlich andere Sichtweise einzunehmen, die uns zur
Binärdarstellung reeller Zahlen führt.

3.7. Symbolische Dynamik

Wir unterteilen den KreisX in zwei gleiche Halbkreise, die wir mitX0 und X1 bezeichnen (um die
Schnittpunkte wollen wir uns vorerst nicht kümmern). Jede dieser Hälften zerlegen wir wieder in Teile
(Viertelkreise) mitX0 = X0,0∪X0,1 undX1 = X1,0∪X1,1 usw. Jedem Punktx∈ X, der in dieser Prozedur
nicht als Schnittpunkt auftritt, ordnen wir jene eindeutig bestimmte Binärfolge(a0,a1,a2 . . .), ai ∈ {0,1},
zu, so dassx∈ Xa0,a1,a2,...,ak für allek∈N gilt. Man beachte: Schneiden wir den KreisX beim Punktt = 0
auf und interpretieren wir ihn nun als Einheitsintervall, so entspricht diese Vorgangsweise genau der
Darstellung der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 im Binärsystem durch unendliche 0-1-Folgen.

Nur kurz zu den Schnittpunkten: Diese entsprechen genau den dyadischen Zahlen, d.h. jenen von der
Gestaltt = p

2k mit naẗurlichen Zahlenp undk. So einemt können zwei verschiedene Binärdarstellungen
zugeordnet werden, z.B. für t = 1

4 nicht nur 0,1,0,0,0,0, . . ., sondern auch 0,0,1,1,1,1, . . . (analog zu
1,000. . . = 0,999. . . im dekadischen System). Da es nur abzählbar viele, im Vergleich zu allent im
Einheitsintervall also vergleichsweise verschwindend wenige dyadischeZahlen gibt, erlauben wir uns,
diese weiterhin stiefm̈utterlich zu behandeln.

3 Hermann Weyl (1885-1955)
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X

X0

X1

X0,1
X0,0

X1.1
X1,0

t = 1
4

t = 1
2 t = 0= 1

t = 3
4

Folgen wir der Trajektorie(xn)n∈N, xn = Tn(x), eines Punktesx0 ∈ X mit zugeordneter Bin̈arfolge
(a0,a1,a2, . . .) unter der TransformationT : t 7→ 2t aus 3.6, so beobachten wir: Für xn ∈ I0 ist an = 0, für
xn ∈ I1 ist an = 1. Die Bin̈arfolge vonx beschreibt also gerade seine Trajektorie unterT. Ersetzt manx
durchT(x), entspricht das in der Trajektorie der Streichung vona0, so dass die Folge(a0,a1,a2, . . .) über-
geht in die Folge(a1,a2,a3, . . .). Diese Transformation von Folgen nennt man auch dieShift-Abbildung.
Man bezeichnet sie meist mitσ. Aus dem dynamischen System(X,T) haben wir also ein System(Y,σ)
erhalten, wobeiY die Menge aller Bin̈arfolgen bezeichnet. InY treten Bin̈arfolgen mit allen m̈oglichen
σ-Perioden auf, welchen gleichartige Perioden auch im ursprünglichen System(X,T) entsprechen.

Wegen der erẅahnten Eindeutigkeitsprobleme der Binärdarstellung f̈ur dyadischet ∈ X sind die beiden
Systeme(X,T) und(Y,σ) nicht isomorph im strengen Sinn. Trotzdem enthalten sie weitgehend dieselbe
Information. Die Symbole 0 und 1 erlauben eine Codierung des dynamischenVerhaltens von(X,T) in
dem beschriebenen Sinn, weshalb man vonsymbolischer Dynamikspricht.

Wie können wir die Verwandtschaft der Systeme(X,T) und(Y,σ) präziser fassen und neue Einsichten
daraus gewinnen? Dazu ist wieder ein neuer Gesichtspunkt hilfreich.

3.8. Maßtheoretische Ergodentheorie

Wir betrachten weiterhin die beiden Systeme(X,T) und(Y,σ), wobeiX jetzt der zum halboffenen Ein-
heitsintervall[0,1[ aufgeschnittene Kreis mit der TransfomationT : x 7→ 2x mod 1 sei,Y die Menge aller
Binärfolgeny= (an)n∈N, an ∈ {0,1}, undσ der Shift aufY.

Die Zuordnung, welche jedesx∈ X in seine Bin̈ardarstellungy∈ Y verwandelt, ist, wie bereits festge-
stellt, keine Abbildung im strengen Sinn, weil zu jedem dyadischenx zwei verschiedene Darstellungen
geḧoren. Der bereits angesprochene Gesichtspunkt, dass die dyadischen x innerhalbX einen so kleinen
Anteil haben, dass wir von ihnen absehen können, l̈asst sich unter Zuhilfenahme der Maßtheorie sehr
elegant zu einer rigorosen Theorie ausbauen, indem man Mengen vom Maß 0 mit der leeren Menge
identifiziert. Hier ist nicht der Platz, dies genauer auszuführen, daher nur ein paar Impressionen, die
dennoch einen guten Eindruck von der Stärke der Ergodentheorie bieten.

Die wesentliche Beobachtung besteht darin, dass die beiden Systeme(X,T) und (Y,σ) maßtheoretisch
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zusammenpassen. Zum Beispiel lässt sich die MengeX0 aus 3.7 jetzt als das Intervall[0, 1
2[ der Länge

λ(X0)=
1
2 auffassen. InY entspricht ihr die MengeY0 aller Binärfolgen, die mit 0 beginnen. Interpretieren

wir die Folgeny∈Y als Zufallsfolgen, wie sie durch iterierten Münzwurf zustandekommen, so erhältY0

die Wahrscheinlichkeitµ(Y0) =
1
2 = λ(X0). Es ist einsichtig, dass sich Entsprechendes auch für andere

Teilmengen vonX undY sagen l̈asst, sogar f̈ur alle messbaren. Deshalb sind beide Systeme in einem
maßtheoretischen Sinn isomorph. Hinzukommt, dass die beiden TransformationenT undσ maßerhaltend
sind, was definitionsgem̈aß bedeutet, dass das Maß invariant unter Urbildern ist, d.h.λ(T−1(M)) = λ(M)
für alle messbarenM ⊆ X, entsprechend für Y,σ undµ.

Die Bedeutung dieser Konzepte wird nicht zuletzt durch denBirkhoffschen Ergodensatz4 (siehe z.B.
Walters (1982)) untermauert. Er impliziert u.a. grob gesprochen, dass inmaßerhaltenden Systemen, die
sich nicht in voneinander unabhängige Teilsysteme zerlegen lassen (sogenannteergodische Systeme),
Trajektorien sich insofern wie Zufallsfolgen verhalten, als einstarkes Gesetz der großen Zahlengilt
(siehe auch Winkler (2013)): Arithmetische Mittel von Funktionswerten entlang von Trajektorien kon-
vergieren mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen den Erwartungswert.

4. Beispiele dynamischer Systeme mit kontinuierlicher Zeit

4.1. Integration und die Fallgesetze des Galilei

Ein erstes, einfaches Beispiel für die in 2.2 allgemein beschriebene Situation bei kontinuierlicher Zeit
ergibt sich, wenn wir einen aus einer gewissen (nicht zu großen) Höhe frei auf den Erdboden fallenden
Körper untersuchen und uns für die Fallḧohes(t) zum Zeitpunktt interessieren. Wie erstmals Galileo
Galilei (1564-1641, wir gehen im Folgendenüber den damaligen allgemeinen Wissensstand jedoch in
mancherlei Hinsicht hinaus) wollen wir im Gedankenexperiment vom Luftwiderstand absehen. Dann ist
der Körper ausschließlich der Erdbeschleunigungg≈ 10 m

sec2 ausgesetzt, die wir bei geringen Fallhöhen,
wo sich der Abstand zum Schwerpunkt der Erde relativ wenigändert, als konstant annehmen dürfen.

Weil die Beschleunigung als Ableitung der (senkrecht nach unten gerichteten) Geschwindigkeitv= v(t)
nach der Zeitt definiert ist, haben wirv′(t) = g. Einfache Integrationsregeln zeigen, dass genau die
Funktionen der Gestaltv(t) = gt + c mit einer Konstantenc diese Eigenschaft haben (hier fließt der
Mittelwertsatz ein, siehe auch 5.4), wobei hierc= v(0) zu setzen ist. Die Geschwindigkeitv wiederum
ist die Ableitung des Wegess= s(t) nacht, alsos′(t) = v(t) = gt+v(0), was analog zu

s(t) =
g
2

t2+v(0)t +s(0)

führt.

Kennen wir den Anfangszustand (Orts(0) und Geschwindigkeitv(0)) des K̈orpers zu Beginn, so be-
stimmt die Konstanz des wirksamen Naturgesetzes (Erdbeschleunigung) dieweitere Entwicklung des
dynamischen Systems also vollständig. Es liegt deshalb nahe, den zweidimensionalen Zustandsraum
X = R2 für Ort und Geschwindigkeit heranzuziehen. Dann lässt sich mit der Notation aus Abschnitt 2.2
Ft(s(0),v(0)) = (s(t),v(t)) oder, allgemeiner,Ft(s(t0),v(t0)) = (s(t0+ t),v(t0+ t)) schreiben. Bei eindi-
mensionaler Modellierung ẅare die ein dynamisches System kennzeichnende Autonomie verlorengegan-
gen, weil jas(t) nicht allein vons(0), sondern auch vonv(0) abḧangt. Sind diese beiden Anfangswerte
gegeben, ist die weitere Entwicklung des Systems aber festgelegt. Diesen Aspekt werden wir noch im
Kontext von Differentialgleichungen vertiefen. Zunächst sind aber Bemerkungenüber die beiden verein-
fachenden Modellannahmen, nämlich die Vernachl̈assigung des Luftwiderstandes und die Konstanz von
g, am Platz.

4 George David Birkhoff (1884-1944)
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4.2. Modellverfeinerungen

Bekanntlich ist der Luftwiderstand in Wahrheit keineswegs vernachlässigbar, sondern steigt mit der Ge-
schwindigkeit, genauer: proportional zuv2. Dem k̈onnen wir in unserem mathematischen Modell Rech-
nung tragen. Als Zustandsraum nehmen wir weiterhin den zweidimensionalenRaumX = R2 für alle
möglichen Werte von(s(t),v(t)). Statt der konstanten Beschleunigungg jedoch arbeiten wir nun mit
einer vonv abḧangigen, n̈amlich mita(v) = g−αv2, wobei der Koeffizientα empirisch zu bestimmen
ist. Das f̈uhrt uns zur Differentialgleichungv′ = g−αv2. Wie die (ganz analog zu beweisende) höher-
dimensionale Variante des Satzes in 4.4 zeigt, hat diese Differentialgleichungfür jedes vorgegebene
(s(0),v(0)) (wenigstens lokal) eine eindeutige Lösungv, mit der sich dann wie vorher bei vorgegebenem
s(0) auss′(t) = v(t) auchs(t) eindeutig als Stammfunktion berechnen lässt. In der Notation von früher
gilt wieder Ft(s(t0),v(t0)) = (s(t0 + t),v(t0 + t)). Anstatt die Rechnungen für die Lösung der resultie-
renden Differentialgleichung durchzuführen, stellen wir eine qualitativëUberlegung an. Klarer Weise
wird die Fallgeschwindigkeitv(t) mit t wachsen, allerdings immer weniger schnell. Im Extremfall bliebe

v konstant, was mit dem Wertv =
√

g
α sogar eine L̈osung der Differentialgleichung ẅare. Asympto-

tisch erreicht der fallende K̈orper also ein konstante Geschwindigkeit, wo sich Erdbeschleunigung und
Abbremsung durch den Luftwiderstand genau die Waage halten.5

Welchen Wert hat diese konstante Geschwindigkeit? Das hängt vermittelsα in höchstem Maß vom fal-
lenden K̈orper ab. Grob gesprochen gilt: Je schwerer der Körper und je kleiner seine Querschnittsfläche,
desto kleiner istα und desto gr̈oßer die asymptotische Fallgeschwindigkeit.

Doch man kann unserem Modell gegenüber noch kritischer sein: Der Koeffizientα hängt nicht nur vom
Körper ab, sondern auch von der Luftdichte. Bei einer Fallhöhe, wie sie z.B. beim Fallschirmsprin-
gen auftritt, ist diese keineswegs konstant6. Eine Verfeinerung des mathematischen Modells in diese
Richtung f̈uhrt nach Einsetzen vons′(t) für v(t) und s′′(t) für a(t) zur noch komplizierteren Differen-
tialgleichungs′′(t) = g−α(s(t))s′(t)2. Weil bei sehr großen Fallhöhen auchg nicht konstant ist, ẅare
nach Newtons Gravitationsgesetz auch noch die Konstanteg durch die Funktiong(t) = γ

(r+s(0)−s(t))2 zu
ersetzen, wobeir der Erdradius undγ eine bestimmte, zur Erdmasse proportionale Konstante ist.

Die Lösung so einer Differentialgleichung sprengt den Schulunterricht beiWeitem. Immerhin aber zei-
gen unserëUberlegungen recht konkret, wie Verbesserungen von Modellen typischer Weise zu Verkom-
plizierungen der involvierten Mathematik führen. Außerdem kann ein qualitatives Verständnis vermittelt
werden, warum die Physik voll von Differentialgleichungen ist. Auf das historisch vielleicht markanteste
Beispiel dieser Art soll noch kurz eingegangen werden.

4.3. Von Galilei und Kepler zu Newton

Bekanntlich beschrieb Johannes Kepler (1571-1630), wie die Planetenin Ellipsenbahnen um die Sonne
kreisen, wobei seine berühmten drei Gesetze außerdem Aussagenüber die Geschwindigkeit machen.
Isaac Newtons (1643-1727)überragende Bedeutung in der Naturwissenschaft schließlich beruhtvor al-
lem darauf, dass er eine umfassende mathematisch-physikalische Theorieentwickelte, in deren Rahmen
sowohl Galileis Fallgesetze als auch Keplers Beschreibung der Planetenbewegungen als Folgerungen
desselben Grundprinzips erklärbar werden. (Historisch dürfte Newtonübrigens den umgekehrten Weg
gegangen sein und aus den bekannten Planetenbewegungen auf das Gravitationsgesetz geschlossen ha-
ben.)

Man kann n̈amlich die Bewegung eines Planeten auffassen als freien Fall im Schwerefeld der Sonne.
Bei der mathematischen Modellierung muss man zusätzlich zu den bisherigen̈Uberlegungen statt der
eindimensionalen Fallḧohe als Zustandsraum wenigstens eine Ebene annehmen, innerhalb derer der Pla-
net sich bewegt, also wenigstens zwei Ortskoordinatenx undy plus deren Ableitungenx′ undy′ für den

5 Ein mit dieser Geschwindigkeit stürzender Fallschirmspringer hat subjektiv nicht mehr das Gefühl des freien Falles, sondern
empfindet die bremsende Wirkung des Luftwiderstandes genauso stark wie ruhende Personen die Gravitation.

6 Eine relativ einfache physikalische Überlegung zeigt, dass die Luftdichte d(h) in der Höhe h eine Differentialgleichung der
Bauart d′ =−βd mit einem konstanten β > 0 erfüllt, daher mit der Höhe exponentiell abnimmt.
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Geschwindigkeitsvektor. F̈ur das zugeḧorige dynamische System gilt dann

Ft(x(t0),y(t0),x
′(t0),y

′(t0)) = (x(t0+ t),y(t0+ t),x′(t0+ t),y′(t0+ t)).

Durch entsprechend verfeinerte mathematische Modellierung erhält man die zugeḧorigen Differential-
gleichungen, deren L̈osungen die von Kepler beschriebenen Ellipsenbahnen sind.

Auch ohne die zugeḧorigen Rechnungen (es sei auf die schöne Darstellung in Arnold (1989) verwiesen)
fassen die hier nur qualitativ skizziertenÜberlegungen doch eine der wichtigsten Episoden aus der frühen
Geschichte modernen mathematisch-naturwissenschaftlichen Denkens zusammen. In einem Punkt lohnt
es aber, die Mathematik selbst nochmals genauer ins Auge zu fassen. Dassoll nun geschehen.

4.4. Banachscher Fixpunktsatz und Differentialgleichungen

Wir haben gesehen: Die zu dynamischen Systemen gehörenden Differentialgleichungen haben typischer
Weise die Bauartx′(t) = f (x(t)) mit einer vorgegebenen Funktionf , oft unter Vorgabe einer Anfangs-
bedingung der Formx(0) = x0. Die Werte vonx und f sind Vektoren inRd. Der einfacheren Notation
halber und ohne schwerwiegende Beschränkung der Allgemeinheit wollen wir jetztd = 1 annehmen.

Schon in 4.2 wurde erẅahnt, dass so eine Differentialgleichung eine eindeutige Lösung besitzt. Allge-
mein ist das aber, wenig̈uberraschend, nicht ohne geeignete Voraussetzungen der Fall. Vonwelcher Art
diese sein k̈onnen, wollen wir uns nun̈uberlegen.

Es wird sich herausstellen, dass wir erlauben können, dass die Funktionf nicht nur vonx(t), sondern
auch direkt vont abḧangt, dass die Differentialgleichung also nicht unbedingt autonom sein muss. Also
gehen wir von einer Differentialgleichung mit Nebenbedingung aus, nämlich:

x′(t) = f (x(t), t), x(0) = x0

Wenn wir die Gleichung nacht integrieren (wir ẅahlen f̈ur die neu auftretende Integrationsvariable
auf der rechten Seite den Buchstabenτ) und für eine beliebige stetige Funktionx die Schreibweise
Φx(t) := x0+

∫ t
0 f (x(τ),τ))dτ, verwenden, so liefert der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(siehe auch 5.5) für eine L̈osungx dieser Differentialgleichung die Beziehungx= Φx. Gesucht ist also
ein Fixpunkt jener Abbildung (jenesIntegral-Operators) Φ : x 7→ Φx, welche einer stetigen Funktionx
die ebenfalls stetige FunktionΦx zuordnet.

Im Zusammenhang mit Fixpunkten erinnern wir uns des Abschnitts 3.3. Von dort wissen wir, dass ein
eindeutiger Fixpunkt sicher dann existiert, wennT = Φ eine Kontraktion auf einem vollständigen me-
trischen RaumX ist. WelchesX dürfen wir nehmen? Offenbar dürfte X ein geeigneter Raum stetiger
Funktionen sein. Wenn wir uns auf die MengeC(I) jener stetigenx, die auf einem festen abgeschlossenen
Intervall I definiert sind, beschränken k̈onnen, ist die Supremumsmetrikd(x1,x2) := supt∈I |x1(t)−x2(t)|
nicht nur wohldefiniert, sondern auch vollständig (siehe Anhang 5.6). Folglich geht es darum,I so zu
wählen, dassΦ : C(I) → C(I) eine Kontraktion ist. Es muss also einλ < 1 geben derart, dass stets
d(Φx1,Φx2)≤ λd(x1,x2) gilt. Macht man diese Ungleichungen explizit, so sieht man, dass die sogenann-
te Lipschitzstetigkeit vonf in der ersten Komponente das Gewünschte leistet. D.h. es muss eine reelle
Konstanteλ0 derart geben, dass stets| f (x1,τ)− f (x2,τ)| ≤ λ0|x1−x2|. Wählt man das IntervallI = [0,ε]
mit gen̈ugend kleinemε > 0, n̈amlichε < λ−1

0 , so zeigt die Abscḧatzung

d(Φx1,Φx2)≤
∫ ε

0
| f (x1(τ),τ))− f (x2(τ),τ)|dτ ≤ ελ0d(x1,x2),

dassΦ eine Kontraktion mitλ := ελ0 < 1 ist. Also gibt es aufI = [0,ε] eine eindeutige L̈osungx unserer
Differentialgleichung.

Damit haben wir den wichtigenExistenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel̈of7 bewiesen:

7 Charles Émile Picard (1856-1941), Ernst Leonard Lindelöf (1870-1946)
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Die Funktion f:R× [0,a]→R sei stetig und in der ersten Komponente sogar Lipschitz-stetig. Dann gibt
es einε > 0 derart, dass die Differentialgleichung x′(t) = f (x(t), t) mit der Nebenbedingung x(0) = x0

eine auf[0,ε] eindeutige L̈osung besitzt.

Dieser Satz ist einer der grundlegendsten für das klassische, deterministisch geprägte Weltbild der ma-
thematischen Physik. Denn er besagt (etwas plakativ gesprochen), dass der gegenẅartige Zustand der
Welt gemeinsam mit den Naturgesetzen im Sinne der Newtonschen Physik auch zuk̈unftige Zusẗande
der Welt festlegt. Naẗurlich ist diese Aussage angesichts der Erkenntnisse der Physik des 20. Jahrhun-
derts nicht mehr uneingeschränkt haltbar. Immerhin fanden sich aber derart weitreichende Bestätigungen
für eine deterministische Weltsicht, dass ein großer mathematischer Denker wie Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) davon̈uberzeugt war. Man spricht in diesem Zusammenhang heute noch vomLaplaceschen
Dämonals von einem hypothetischen allwissenden Wesen, das die Zukunft derWelt für alle Zeiten zu
berechnen imstande wäre.

4.5. Zur Erinnerung noch einmal die Exponentialfunktion

Wir wollen die Macht des Satzes von Picard-Lindelöf aus 4.4 noch an der archetypischen Differential-
gleichung schlechthin erproben, an jener für die Exponentialfunktionx(t) = exp(t) = et :

x′(t) = x(t), x(0) = 1

Die im Satz auftretende Funktionf hat hier die sehr einfache Gestaltf (x, t) = x und ist in der ersten
Komponente Lipschitz-stetig mitλ0 = 1. Also gibt es eine eindeutige Lösung. Aus dem im Hintergrund
wirksamen Fixpunktsatz von Banach wissen wir, dass diese Lösung durch Iteration der Kontraktion
Φ : x 7→ Φx mit Φx(t) = 1+

∫ t
0 x(τ)dτ (zun̈achst wenigstens für kleinest) zu gewinnen ist. Man kann

mit einer beliebigen stetigen Funktionx0 beginnen, rekursivxn+1 := Φxn setzen und erḧalt die gesuchte
Lösungx = limn→∞ xn. Der Einfachheit halber beginnen wir mit der konstanten Funktionx0 = 1. Mit
Induktion zeigt manxn(t) = ∑n

i=0
t i

i! , also

x(t) =
∞

∑
n=0

t i

i!
= exp(t)

(man vergleiche mit meinem früheren Artikel Winkler (2012)). Man beachte, dass diese Darstellung
nicht nur f̈ur t aus einem kleinen Intervall bei 0 gilt, wie im Satz von Picard-Lindelöf garantiert, sondern
auf ganzR.

5. Anhang: Nachzutragende Beweise und Hintergründe aus de r reellen
Analysis

Die in diesem Anhang zusammengestellten Beweise füllen nicht nur die bisherigen Beweislücken des
vorliegenden Artikels. Sie bilden auch eine ziemlich repräsentative Zusammenstellung wichtiger Funda-
mente der reellen Analysis.

5.1. Die Vollst ändigkeit von R und ihre Konsequenzen

Wie schon in Winkler (2009) betont, ist die entscheidende Eigenschaft, welche das SystemR der reellen
Zahlen f̈ur die Bed̈urfnisse der Analysis dem SystemQ der rationalen Zahlen̈uberlegen macht, die
Vollständigkeit. Der vorliegende Abschnitt kann auch als Ergänzung zu diesem Artikel Winkler (2009)
gelesen werden. Hin und wieder werde ich darauf verweisen.

Zahlreicheäquivalente Formulierungen der Vollständigkeit spielen in der Analysis eine wichtige Rolle.
Hier soll mit einer begonnen werden, die der Konstruktion vonR mittels Dedekindscher Schnitte sehr
gut angepasst ist, und die ich auch in Winkler (2009) als Ausgangspunkt genommen habe:

Supremumseigenschaft: Jede nichtleere und nach oben beschränkte TeilmengeT ⊆ R besitzt ein Sup-
remums= supT, d.h. explizit: Es gibt ein kleinstess∈ R mit t ≤ s für allet ∈ T.
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Zunächst folgt aus der Supremumseigenschaft sehr schnell die dazu duale Infimumseigenschaft: Jede
nichtleere nach unten beschränkte TeilmengeT ⊆ R besitzt ein Infimum (eine größte untere Schranke).
Denn die MengeU der unteren Schranken vonT ist nichtleer und nach oben beschränkt (durch jedes
t ∈ T), besitzt also ein Supremums= supU , welches sich nach kurzer̈Uberlegung, die dem Leser
überlassen werden darf, als Infimum vonT erweist.

Als weitere Konsequenz der Supremumseigenschaft vonR ist derSatz von Bolzano-Weierstraß8 zu
nennen: Jede unendliche und beschränkte Teilmenge oder Folge inR besitzt einen Ḧaufungspunkt bzw.,
noch etwas stärker, aus jeder beschränkten reellen Folge lässt sich eine konvergente Teilfolge auswählen.
Von diesen sehr̈ahnlichen Aussagen begnügen wir uns mit dem Beweis der letzten. Wir gehen also
von einer beschränkten Folge reeller Zahlenxn ∈ I = [a,b], n∈ N, aus. Giltxn = a für unendlich viele
n = n0 < n1 < n2 < .. ., so konvergiert die Teilfolge(xnk)k∈N gegena, und wir sind fertig. Andernfalls
liegt a in der somit nichtleeren und außerdem beschränkten MengeT all jener t ∈ I , für die es nur
endlich vielen∈ N mit xn ≤ t gilt. Das SupremumsvonT muss Ḧaufungspunkt derxn sein. Eine gegen
s konvergente Teilfolge(xnk)k∈N gibt es, weil man die Indizesn0 < n1 < n2 < .. . so ẅahlen kann, dass
|s−xnk|< 1

k+1 für allek∈ N gilt.

Mit Hilfe das Satzes von Bolzano-Weierstraß zeigt man auch denSatz vom Maximum: Jede stetige
Funktion f : [a,b] → R ist beschr̈ankt und nimmt sowohl Maximum als auch Minimum an. Zunächst
beweisen wir indirekt, dass jede stetige Funktionf : [a,b]→ R beschr̈ankt ist. Denn andernfalls gäbe es
zu jedemn ∈ N ein xn ∈ [a,b] mit | f (xn)| ≥ n. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß gibt es Indizes
n0 < n1 < .. ., so dass ein Grenzwertx = limk→∞ xnk ∈ [a,b] existiert. Die f (xnk), k ∈ N, sind unbe-
schr̈ankt, ẅahrend sie aus Stetigkeitsgründen gegenf (x) ∈ R konvergieren m̈ussten, Widerspruch. Also
ist f beschr̈ankt, besitzt daher (Vollständigkeit vonR) ein Supremums und analog ein Infimum. Wir
wollen einx∈ [a,b] mit f (x) = sfinden. Damit g̈abe es ein Maximum, analog ein Minimum. Wir wählen
die xn (n≥ 1) diesmal so, dasss− 1

n < f (xn) ≤ s. Wieder liefert der Satz von Bolzano-Weierstraß eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwertx= limk→∞ xnk ∈ [a,b]. Aus der Stetigkeit vonf in x folgt f (x) = s.

Direkt aus der Supremumseigenschaft lässt sich dieVollständigkeit als metrischer Raumbeweisen:
Bilden diexn, n∈N, eine Cauchyfolge9 in R, so gibt es einen Grenzwertx= limn→∞ xn ∈R. Zur Erinne-
rung:Cauchyfolgebedeutet, dass es zu jedemε > 0 einn(ε) ∈ N gibt derart, dass für allen1,n2 ≥ n(ε)
die Ungleichungd(xn1,xn2) := |xn1 − xn2| < ε gilt. Bei der Definition desGrenzwerts x hingegen wird
gefordert, dass|x− xn| < ε für alle n ≥ n(ε). Unmittelbar sieht man ein, dass jede konvergente Folge
eine Cauchyfolge ist, sogar in einem beliebigen metrischen Raum. Die Umkehrung gilt jedoch nicht im-
mer, sondern definitionsgemäß genau invollständigen metrischen R̈aumen. R hat diese Eigenschaft:
Denn mit Hilfe der Supremumseigenschaft findet man den Grenzwert einervorgegebenen Cauchyfolge
(xn)n∈N als Supremums der (nichtleeren und nach oben beschränkten) MengeT, bestehend aus allen
t ∈ R mit folgender Eigenschaft: Es gibt einn∈ N, so dassxn′ > t für allen′ ≥ n. (Die Überpr̈ufung der
Details darf dem Leser̈uberlassen werden.)

In ähnlicher Weise ergibt sich das Prinzip von derKonvergenz durch Monotonie: Jede monotone und
beschr̈ankte Folge konvergiert. Denn das Supremum (für monoton wachsend) bzw. das Infimum (für
monoton fallend) der Menge der Folgenglieder ist der gesuchte Grenzwert.

Bekanntlich lassen sich die Sätze von Bolzano-Weierstraß und vom Maximum auch als Aussagenüber
Kompaktheit lesen. Zur Erinnerung: DerSatz von Heine-Borel10 besagt, dass unter den Teilmengen von
R oder auch vonRn genau jene kompakt sind, die sowohl abgeschlossen als auch beschränkt sind. Hier
begn̈ugen wir uns damit, aus der Vollständigkeit vonR herzuleiten: Abgeschlossene Intervalle[a,b] sind
kompakt (R mithin lokalkompakt, d.h. jedesr ∈ R besitzt eine kompakte Umgebung, z.B.[r −1, r +1]).
Nach Definition der Kompaktheit ist zu zeigen: Sind dieOi , i ∈ I , irgendwelche offenen Mengen inR
mit [a,b]⊆⋃

i∈I Oi , dann gibt es eine endliche IndexmengeE ⊆ I mit [a,b]⊆⋃
i∈E Oi . Wir betrachten die

MengeT all jenert ∈ [a,b], für die es ein endlichesE(t)⊆ I gibt mit [a, t]⊆⋃
i∈E(t)Oi . Wegena∈T ist T

8 Bernard Bolzano (1781-1848), Karl Weierstraß (1815-1897)
9 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
10 Eduard Heine (1821-1881), Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956)
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nicht leer, wegent ≤ b für allet ∈ T auch beschränkt. Also existiert (Vollsẗandigkeit vonR) s := supT ≤
b. Wir wählen eini(s) ∈ I mit s∈ Oi(s). Weil Oi(s) offen ist, gibt es einε > 0 mit ]s− ε,s+ ε[ ⊆ Oi(s).
Laut Konstruktion gibt es eint0 ∈ T mit t0 > s− ε. Die endlich vielenOi , i ∈ E := E(t0)∪{i(s)} bilden
eineÜberdeckung von[a,s+ ε

2]. Wäres< b stünde dies im Widerspruch zur Konstruktion vons, also ist
s= b und[a,b]⊆⋃

i∈E Oi .

Wir wenden uns nun demtopologischen Zusammenhangvon R zu, welcher ebenfalls als Folgerung
aus der Vollsẗandigkeit (der Supremumseigenschaft) vonR verstanden werden kann. Nach Definition
müssen wir von einer Zerlegung vonR in zwei nichtleere, disjunkte offene TeilmengenA,B⊆ R ausge-
hen und zeigen, dass sie nicht beide offen sein können. Seien dazu (wegen nichtleer)a∈ A undb∈ B,
o.B.d.A.a< b. Die MengeS:=A∩ [a,b] ist wegena∈Snicht leer und nach oben beschränkt, z.B. durch
b. Also gibt es das Supremums := supS. In jeder UmgebungU von s müssen sowohl Punkte ausA als
auch Punkte ausB liegen. Folglich ists ein Randpunkt sowohl vonA als auch vonB. WegenA∪B= R

musss in einer dieser beiden Mengen liegen. Diese kann also tatsächlich nicht offen sein. Der gleiche
Beweis zeigt, dass nicht nur ganzR, sondern auch jedes Intervall (beschränkt oder unbeschränkt) zusam-
menḧangend ist. Umgekehrt können nicht konvexe Mengen aus ziemlich offensichtlichen Gründen auch
nicht zusammenḧangend sein. (Zur Erinnerung:Konvexbedeutet inR, dass mit je zwei Punktena < b
auch das gesamte Intervall[a,b] zur Menge geḧort.) Zusammenfassend gilt also: Unter den Teilmengen
vonR sind die konvexen genau die zusammenhängenden.

Die für die reelle Analysis wichtigste Konsequenz dieser Charakterisierung der zusammenḧangenden
Teilmengen vonR ist derZwischenwertsatz f̈ur stetige Funktionen: Eine stetige Funktionf : [a,b]→
R nimmt alle Werte zwischenf (a) und f (b) an. Abstrakt sieht man dies schnell, wenn man verwendet,
dass das stetige Bild einer zusammenhängenden Menge stets wieder zusammenhängend ist. Hier bevor-
zugen wir einen davon unabhängigen Beweis, der sich direkt auf die Vollständigkeit vonR stützt: Sei
o.B.d.A. f (a)< y0 < f (b). Wir wollen zeigen, dassf in [a,b] den Werty0 annimmt und betrachten dazu
die MengeT aller t ∈ [a,b] mit f (x)≤ y0 für allex∈ [a, t]. Wegena∈ T ist T nicht leer, außerdem durch
b beschr̈ankt. Also gibt es (Vollsẗandgkeit) das Supremums := T. Die Stetigkeit vonf in s zeigt bei
Annäherung von linksf (s)≤ y0, bei Ann̈aherung von rechtsf (s)≥ y0, also f (s) = y0.

5.2. Banachscher Fixpunktsatz (Kontraktionsprinzip)

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes ist ein Musterbeispiel starker Mathematik: Es handelt sich
um einen Satz mit weitreichenden Anwendungen, in dessen Beweis mehreresubstantielle Ideen ins Spiel
kommen, und gleichzeitig ist alles höchstüberschaubar und einprägsam. Obwohl es sich nicht um ver-
pflichtenden Schulstoff handelt, spricht also vieles dafür, diesen Satz wenigstens in einer einfachen Va-
riante in den Unterricht einzubauen. Nun zum Beweis.

SeienT : X → X eine Kontraktion auf einem vollständigen metrischen Raum(X,d) mit der Kontrakti-
onskonstantenλ < 1 undx0 ∈ X ein beliebiger Startpunkt für eine Iterationsfolge(xn)n∈N, xn+1 = T(xn).
Mit der Abkürzungc := d(x0,T(x0)) gilt dann f̈ur die Absẗande aufeinanderfolgender Gliederd(x1,x2) =
d(T(x0),T(T(x0))) ≤ λd(x0,T(x0)) = λc, analogd(x2,x3) ≤ λ2c und, induktiv,d(xn,xn+1) ≤ λnc. Für
den Abstand zweier beliebiger Folgenglieder mitn1 < n2 = n1+ k folgt daraus unter Verwendung von
Dreiecksungleichung und Formel für die endliche geometrische Reihe

d(xn1,xn2)≤
k

∑
i=1

d(xn1+i−1,xn1+i)≤
k

∑
i=1

cλn1+i−1 ≤ cλn1

k−1

∑
i=0

λi = cλn1
1−λk

1−λ
≤ cλn1

1−λ
.

Hieraus ist ersichtlich, dass(xn)n∈N = (Tn(x0))n∈N eine Cauchyfolge ist, wegen der Vollständigkeit von
(X,d) also auch gegen einx ∈ X konvergiert. Nach 3.3 (jede Kontraktion ist offensichtlich stetig mit
ε(δ) = δ, siehe auch Stetigkeitsdefinition in 5.6) mussx ein Fixpunkt vonT sein. G̈abe es zwei verschie-
dene Fixpunktex,x′, dann ẅare d(x,x′) > 0, folglich d(x,x′) = d(T(x),T(x′)) ≤ λd(x,x′) < d(x,x′),
Widerspruch. Damit ist die Hauptaussage des Fixpunktsatzes bewiesen.

Aus der obigen Rechnung erkennt manüberdies, dass die Konvergenz exponentiell erfolgt, weil in jedem
Schritt ein Faktorλ hinzukommt. Außerdem kann man den Abstand eines beliebigen Punktesx0 vom
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Fixpunkt ablesen. Setzt man nämlichn1 = 0, so liefert der Grenz̈ubergangn2 → ∞ (man beachte, dass
die Metrikd stetig und deshalb mit lim vertauschbar ist) die Abschätzungd(x0,x)≤ d(x0,T(x0))

1−λ .

5.3. Isomorphie der Systeme aus 3.4

Es soll nun ein Beweis dafür skizziert werden, dass Systeme(X,TX) und (Y,TY) wie in Abschnitt 3.4
isomorph sind. Dazu m̈ussen wir einen Isomorphismus finden, also eine Abbildungφ : X → Y mit
φ◦TX = TY ◦φ. Wir dürfen dabei nur die vorausgesetzten Eigenschaften vonTX undTY bzw. ihrer Funk-
tionsgraphen verwenden: Beide schneiden die Diagonale nur in den Endpunkten der IntervalleX bzw.Y,
liegen sonst strikt unterhalb der Diagonale, sind stetig und streng monoton wachsend.

Aus Gr̈unden notationeller Annehmlichkeit ersetzen wirunterhalbdurch oberhalb. Das hat n̈amlich
zur Folge, dass Trajektorien monoton wachsend statt fallend sind und somitdie Zuordnungn 7→ xn die
Ordnungsstruktur erḧalt und nicht auf den Kopf stellt.

Wir zeichnen irgendwelche Startpunktex0,y0 ∈ ]0,1[ im Inneren aus und betrachten wie bisherxn =
Tn

X (x0) und analogyn = Tn
Y (y0), n∈ Z. Klarerweise gilt

. . .x−2 < x−1 < x0 < x1 < x2 < .. . und . . .y−2 < y−1 < y0 < y1 < y2 < .. .

Wir fixieren irgendeine ordnungserhaltende Bijektionφ0 : [x0,x1[ → [y0,y1[ (z.B. die affine Abbildung
φ0(x) = y0+

y1−y0
x1−x0

(x− x0)). Analog gibt es ein bijektives und ordnungserhaltendesψ : [0,1[ → [x0,x1[,
welches wir verwenden, um die (mit dem Bisherigen konsistenten) Schreibweisenxt0 := ψ(t0) undyt0 :=
φ0(xt0) für 0≤ t0 < 1 einzuf̈uhren. F̈ur ein beliebigest ∈ R können wir in eindeutiger Weiset = n+ t0
mit n∈ Z und 0≤ t0 < 1 schreiben. Damit definieren wir schließlichxt := Tn

X (xt0) undyt := Tn
Y (yt0). Für

die Randpunkte der IntervalleX undY schreiben wirx−∞,x∞ bzw.y−∞,y∞.

Nun d̈urfen wir es dem Leser̈uberlassen, sich im Einzelnen davon zuüberzeugen, dass auf diese Weise
ordnungserhaltende Bijektionent 7→ xt und t 7→ yt zwischen{−∞}∪R∪{∞} und X bzw. Y definiert
sind derart, dassxt 7→ yt der gesuchte (in beide Richtungen stetige) Isomorphismus zwischen(X,TX) und
(Y,TY) ist.

5.4. Der Mittelwertsatz – Hintergründe und Implikationen

Der Mittelwertsatz der Differentialrechung (MWS) taucht in einführenden Analysis-Vorlesungen ubi-
quitär auf, oft in eher technisch anmutendem Kontext. Sein Inhalt ist anschaulich vollkommen einleuch-
tend. Salopp gesprochen sagt er: Trägt man zwei Punkte auf einem differenzierbaren Funktionsgraphen
ein, so findet sich zwischen den beiden ein weiterer Punkt, an den die Tangente parallel ist zur Verbin-
dungslinie (Sekante) der ersten beiden Punkte.

a ξ b

s

t f
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Hat esüberhaupt einen Sinn, einen so einleuchtenden Sachverhalt im Unterricht zu problematisieren
und mit einem formalen Beweis zu beladen? Möglicherweise nicht! Doch sollte den Unterrichtenden
bewusst sein, dass der MWS in gewissem Sinne ein neuralgischer Punktder reellen Analysis ist. Denn
einerseits fließen in seinem Beweis vermittels anderer wichtiger Sätze charakteristische Eigenschaften
von R ein, und andererseits findet der MWS eine natürliche Ausdehnung auf höhere Ableitungen in
Gestalt des Satzes von Taylor, den man geradezu als den Hauptsatz der Differentialrechung ansehen
kann. Der Mittelwertsatz lautet:

Ist f : [a,b] → R, a< b ∈ R, stetig und auf dem offenen Intervall]a,b[ differenzierbar, so gibt es eine

Zwischenstelleξ, d.h. a< ξ < b, mit f′(ξ) = f (b)− f (a)
b−a (gleiche Steigung von Tangente und Sekante).

Durch Subtraktion der linearen Funktionl(x) := f (b)− f (a)
b−a x erḧalt man eine Funktiong(x) := f (x)−

l(x) mit waagrechter Sekante durcha undb, welche ebenfalls die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes
erfüllt. Gilt der Satz f̈ur g, so gibt es einξ mit a< ξ < b undg′(ξ) = 0, und es folgt daraus auchf ′(ξ) =
g′(ξ)+ l ′(ξ) = l ′(ξ) = f (b)− f (a)

b−a , die zu beweisende Aussage für f . Die noch offene Behauptung für g
folgt aber aus zwei noch elementareren Sätzen: Als stetige Funktion nimmtg auf der kompakten Menge
[a,b] sowohl Minimum als auch Maximum an (Satz vom Maximum, siehe 5.1). Istg nicht konstant, muss
wenigstens eines der beiden echt zwischena undb liegen, also ein Extremumξ im Inneren vorliegen, und
an einem solchen giltg′(ξ) = 0 (siehe weiter unten). Istg dagegen konstant, leistet sogar ein beliebiges
ξ ∈ ]a,b[ das Geẅunschte.

Nun noch zum Beweis, dass eine differenzierbare Funktionf an einer lokalen Extremstelleξ im Inneren
stets f ′(ξ) = 0 erfüllt: Sei, indirekt, f ′(ξ) 6= 0, o.B.d.A. f ′(ξ) > 0. Wegenf ′(ξ) = limε→0

f (ξ+ε)− f (ξ)
ε

folgt, dass alle Wertef (ξ+ε)− f (ξ)
ε mit hinreichend kleinem|ε| positiv sind. Folglich istf (ξ+ ε) > f (ξ)

und f (ξ−ε)< f (ξ) für kleineε > 0, also istξ keine Extremstelle. An lokalen Extremstellen im Inneren
kommt daher nurf ′(ξ) = 0 in Frage. Analog zeigt man lokale Monotonieeigenschaften vonf in ξ, sofern
f ′(ξ)> 0 (wachsend) oderf ′(ξ)< 0 (fallend).

Der MWS fußt nicht nur sehr unmittelbar auf für R fundamentalen Sachverhalten (Vollständigkeit,
Bolzano-Weierstraß, Satz vom Extremum), er hat auch sehr wichtige Folgerungen, von denen wir ei-
nige verwendet haben und die auch im Schulunterricht eine wesentliche Rolle spielen.

Zum Beispiel zeigt der MWS, dass für eine differenzierbare Funktionf : [a,b] → R, deren Ableitung
Abscḧatzungen der Formm≤ f ′(x)≤ M für allex∈ ]a,b[ erfüllt, auch die Funktionswerte selbstm(b−
a)≤ f (b)− f (a)≤ M(b−a) erfüllen (wir haben das z.B. in 3.5 verwendet). Denn nach dem MWS gibt
es einξ ∈ ]a′,b′[ mit f (b)− f (a) = f ′(ξ)(b−a), woraus die Behauptung unmittelbar ersichtlich ist.Über
dasMonotonieverhalten differenzierbarer Funktionen folgern wir daraus: Ist die Ableitung von f auf
ganz]a,b[ positiv, so istf nicht nur lokal an jedem dieser Punkte (siehe oben), sondern global auf ganz
[a,b] streng monoton wachsend. Denn man kann statta,b auch beliebige Wertea′,b′ mit a≤ a′ < b′ ≤ b
wählen. Entsprechend folgt ausf ′ < 0 fallende Monotonie vonf . Bei Abschẅachung der Voraussetzung
zu f ′ ≥ 0 oder f ′ ≤ 0 kann in derselben Weise ebenfalls auf Monotonie geschlossen werden, allerdings
nicht im strengen Sinn. Insbesondere ist jede Funktionf mit f ′(x) = 0 für allex als sowohl wachsende
wie auch fallende Funktion notgedrungen konstant.

Besonders ḧaufig und meist unbewusst wird das zur Rechtfertigung derEindeutigkeit von Stamm-
funktionen verwendet (z.B. in 4.1 und 4.4): Zwei differenzierbare Funktionenf1, f2 : I → R auf einem
Intervall I (an allf̈alligen Randpunkten vonI gen̈ugt Stetigkeit), deren Ableitungen̈ubereinstimmen, un-
terscheiden sich lediglich um eine additive Konstante. Denn die Differenzfunktion f := f2− f2 hat kon-
stante Ableitungf ′ = 0, muss also selbst konstant sein, etwa mit Wertc∈ R. Also ist f2(x) = f1(x)+c
für allex auf I .

Man beachte, dass die Berechnung bestimmter Integrale mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung (siehe auch 5.5), d.h. mittels Auffinden einer Stammfunktion (wir haben in 4.4 davon
Gebrauch gemacht), erst durch die Eindeutigkeit von Stammfunktionen ihreRechtfertigung erḧalt. Doch
wollen wir uns den Hauptsatz auch noch unter einem anderen Gesichtspunkt näher ansehen.
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5.5. Bemerkungen zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir wollen denHauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der folgenden Formulierung
besprechen:

Ist die Funktion f: [a,b]→R stetig, so existiert f̈ur alle x∈ [a,b] das Riemann-Integral F(x) :=
∫ x

a f (t)dt.
Die auf diese Weise definierte Funktion F: [a,b]→ R ist eine Stammfunktion von f , d.h. F′ = f (wobei
die Ableitung an den Randpunkten als einseitige zu verstehen ist).

Der Nachweis vonF ′ = f wird sich als relativ leicht erweisen, sobald die Existenz der involvierten
Riemann-Integrale auf den Teilintervallen[a,x] ⊆ [a,b] gesichert ist. Definitionsgem̈aß m̈ussen dazu
Zerlegungen gefunden werden, für die Riemannsche Ober- und Untersumme beliebig nahe beisammen
liegen. Das kann wiederum gewährleistet werden, wennf innerhalb der Teilintervalle weniger variiert
als ein beliebig vorgegebenesε > 0. Es hat den Anschein, dass dies gerade mit demδ = δ(ε) aus der Ste-
tigkeitsdefinition als maximaler L̈ange der Teilintervalle garantiert werden kann. Doch Achtung! Dieses
δ hängt auch von der Stellet ∈ [a,x] ab, um welche wir das Teilintervall legen. Trotzdem zeigt sich,
dass es einδ > 0 gibt, das f̈ur alle t gleichermaßen funktioniert. Es gilt nämlich der f̈ur unseren Zweck
entscheidendeSatz von der gleichm̈aßigen Stetigkeit auf Kompakta:

Auf abgeschlossenen (kompakten) Intervallen[a,b] ist jede stetige Funktion sogar gleichmäßig stetig,
d.h.: Zu jedemε > 0 gibt es ein (universelles!)δ > 0 derart, dass f̈ur alle(!) x,y∈ [a,b] mit |x− y| < δ
stets| f (x)− f (y)|< ε gilt.

Für den Beweis kann man indirekt vorgehen. Wäre die Behauptung falsch, so gäbe es einε > 0 derart,
dass f̈ur allen= 1,2, . . . Punktepaarexn,yn ∈ [a,b] existieren mit|xn−yn|< 1

n aber| f (xn)− f (yn)| ≥ ε.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß (siehe 5.4) hätten diexn einen Ḧaufungspunktξ ∈ [a,b]. Nach
Konstruktion lassen sich in beliebig kleinen Umgebungen vonξ Punktepaarexn,yn wie oben finden, so
dass zumindest eine der Beziehungen| f (ξ)− f (xn)| ≥ ε

2 oder| f (ξ)− f (yn)| ≥ ε
2 gilt. Das widerspricht

aber der Stetigkeit vonf in ξ.

Das Bisherige zusammenfassend ist somit die erste Aussage im Hauptsatz bewiesen. F̈ur die Beziehung
F ′ = f gen̈ugt es nun zu zeigen, dass sich die DifferenzenquotientenF(x+h)−F(x)

h beliebig nahe anf (x)
ann̈ahern, sofern nur|h| hinreichend klein ist. Weilf stetig ist, kann bei beliebig vorgegebenemε > 0
und geeignetemδ > 0 für |h|< δ (undx+h∈ [a,b]) jedenfallsf (x)−ε < f (x+h)< f (x)+ε garantiert
werden. F̈ur die DifferenzF(x+ h)−F(x) =

∫ x+h
x f (t)dt folgt daraus beih > 0 (ähnlich beih < 0)

h( f (x)− ε) ≤ F(x+ h)− F(x) ≤ h( f (x) + ε) und nach Division durchh die geẅunschte Beziehung
f (x)− ε ≤ F(x+h)−F(x)

h ≤ f (x)+ ε.

5.6. Der vollst ändige metrische Raum der stetigen Funktionen

In der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf Differentialgleichungen in 4.4 war es wesentlich,
dass stetige Funktionen einen vollständigen metrischen Raum bilden. Dies ist in recht allgemeinem Kon-
text der Fall. F̈ur unsere Zwecke genügt es, f̈ur ein IntervallI = [a,b]⊆R den metrischen Raum(C(I),d)
aller stetigenf : I → R mit der Metrikd( f ,g) = supx∈I | f (x)−g(x)| zu betrachten. Man beachte, dass
d deshalb wohldefiniert ist, weilR vollständig ist und die aufI stetige Funktion| f −g| beschr̈ankt ist.
(Wegen des Satzes vom Maximum wird das Supremum sogar als Maximum angenommen.) Eine Folge
von fn ∈C(I) konvergiert in diesem Raum genau dann bezüglichd gegen einf , wenn sie gegen diesesf
sogargleichmäßig konvergiert. Explizit bedeutet dies, dass es zu jedemε > 0 ein (universelles!)n0 ∈N

gibt derart, dass für allen≥ n0 und für alle (!) x∈ I gilt | fn(x)− f (x)| < ε. Wir wollen zeigen, dass zu
jeder Cauchyfolge( fn)n∈N in C(I) so ein f existiert, welches sogar inC(I) liegt.

Eine Cauchyfolge zu sein, bedeutet nun explizit: Zu jedemε > 0 gibt es einn0 ∈ N derart, dass f̈ur alle
n1,n2 ≥ n0 und für allex∈ I gilt | fn1(x)− fn2(x)|< ε. Klarerweise bedeutet dies, dass für jedes einzelne
x ∈ I die Folge( fn(x))n∈N eine Cauchyfolge inR bildet, also wegen der Vollständigkeit vonR gegen
einen Wert konvergiert, den wir mitf (x) bezeichnen. Der interessante Teil im Beweis besteht nun im
Nachweis, dassf ∈C(I), d.h. dassf stetig ist. (Im Wesentlichen beweisen wir also den wichtigen Satz,
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dass der gleichm̈aßige Grenzwert stetiger Funktionen wieder stetig ist.) Um diesen zu führen, geben
wir uns ein beliebigesx0 ∈ I und einε > 0 vor. Gem̈aß Stetigkeitsdefinition m̈ussen wir einδ > 0 finden
derart, dass f̈ur allex∈ I mit |x−x0|< δ auch| f (x)− f (x0)|< ε garantiert werden kann. Zunächst ẅahlen
wir gemäß Voraussetzungn0 so, dass| fn(x)− f (x)|< ε

3 für allen≥ n0 und allex∈ I gilt. Die Funktion
fn0 ist stetig, also gibt es einδ > 0 derart, dass allex ∈ I mit |x− x0| < δ auch| fn0(x)− fn0(x0)| < ε

3
erfüllen. Solchex erfüllen dann (Dreiecksungleichung)

| f (x)− f (x0)| ≤ | f (x)− fn0(x)|+ | fn0(x)− fn0(x0)|+ | fn0(x0)− f (x0)|<
ε
3
+

ε
3
+

ε
3
= ε.

Also ist f stetig inx0, und weil diesesx0 beliebig ausI geẅahlt war, auf ganzI .
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