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Abstract

In dieser Arbeit werden Ehrenfeucht-Fraisse Spiele und Back-and-Forth Men-
gen, beziehungsweise partielle Isomorphien, behandelt. Zum Einstieg wird ein
konkretes Beispiel vorgestellt. Danach wird der Begriff der partiellen Isomorphie
eingefithrt und erldutert. Im néchsten Teil geht es um das Konzept der Spiele
und im Speziellen um Ehrenfeucht-Fraisse Spiele. Deren Funktionsweise wird in
einem eigenen Kapitel iiber Ehrenfeucht-Fraisse Spiele auf Graphen mit Hilfe
einiger Beispiele verdeutlicht. Im Anschluss wird der zentrale Satz dieser Arbeit
bewiesen. Dieser sagt aus, dass zwei Strukturen genau dann partiell isomorph
zueinander sind, wenn Bob im zugehorigen unendlichen Ehrenfeucht-Fraisse Spiel
eine Gewinnstrategie hat. Das Konzept der Back-and-Forth Mengen kann auf
Back-and-Forth Folgen verallgemeinert werden. Auch dann gibt es eine Verbin-
dung zu Ehrenfeucht-Fraisse Spielen. Im letzten Kapitel wird wieder das Beispiel
aus dem ersten Kapitel betrachtet und mit den eingefithrten Methoden erneut
bewiesen.
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1 Isomorphie abzihlbarer dichter linearer Ord-

nungen

Zum Einstieg betrachten wir ein Beispiel fir isomorphe Strukturen und fiihren
dafiir die benotigten Begriffe ein. Die folgenden Definitionen sind in [Miil20] und

[Jec02] zu finden. Mit N werden die positiven natiirlichen Zahlen bezeichnet.

Definition 1.0.1 (Sprache). Eine Sprache ist ein Tripel L = (C,F,R) aus
jeweils einer Menge von Konstantenzeichen C, Funktionszeichen F und Relati-
onszeichen R. Dabei ist Funktions- und Relationszeichen eine positive Stelligkeit

zugeordnet.

Definition 1.0.2 (Struktur). Eine L-Struktur fir eine Sprache L = (C, F, R)
ist ein Quadrupel A = (A4,CA, FA, RA), wobei
(1) A eine nicht-leere Menge ist, die Universum von A genannt wird,
(2)CcA={c*|ceC}C A,
(3) FA=U,ent {fA+ A" = A| f € F n-stellig} und
(4) RA =, cn+ {RA € A" | R € R n-stellig}.
Ist C, F oder R leer, dann ist es iiblich bei der Bezeichnung von A die Mengen
CA, FA oder RA wegzulassen.

Definition 1.0.3 (lineare Ordnung). Eine lineare Ordnung (A, <) ist eine
L-Struktur fir die Sprache L = (), 0, {<}), wobei < ein zweistelliges Relations-
zeichen ist. Dabei miissen die folgenden Eigenschaften fiir < erfiillt sein:

(1) antireflexiv: Vo € A—(z < x),

(2) transitiv: Vz,y,z € A(z <y Ay < z— 2 < z) und

(3) Vergleichbarkeit: Vz,y € A(x <yVae=yVy<zx).
Eine lineare Ordnung heifit dicht, falls Vo, y € A(z <y — Fz€ Az <z <y)
gilt. Man sagt, dass a € A ein Endpunkt von < in A ist, falls iz € Aa < z
oder fz € Az < a gilt.

Definition 1.0.4 (Isomorphismus). Sei L = (C,F,R) eine Sprache und seien
A= (A,CA FARA) und B = (B,CB, FB, RB) L-Strukturen.
Eine Abbildung F : A — B heifit Isomorphismus zwischen A und B, falls
(1) F ist eine Bijektion,
(2) F(c?) =B fiir alle c € C
und fur alle aq, ...,a, € A
(3) F(f*ay,...,an)) = fB(F(ay), ..., F(ay)) fiir n-stellige f € F und
(4) RA(ay, ..., a,) & RB(F(ay), ..., F(ay)) fiir n-stellige R € R.
erfiillt sind.
A und B heien (zueinander) isomorph, A ~ B, falls es einen Isomorphismus
zwischen 4 und B gibt.



Bemerkung 1.0.5. Eine Funktion F' : A — B, a — b kann man folgendermafien
auch als Menge schreiben: F' = {(a,b) € A x B | F(a) = b}.

Die Idee des folgenden Beweises ist in [TZ12, S. 36] zu finden.

Satz 1.0.6. Abzdhlbare dichte lineare Ordnungen (A, <a),(B,<pg) ohne End-

punkte sind zueinander isomorph.

Beweis. A und B sind abzéhlbar und lassen sich deshalb als A = {a,, | n € N}
und B = {b,, | n € N} schreiben.

Wir definieren die Funktion F, : {zo, ..., @m} = {Y0,--; Ym }, i — y; rekursiv.
Zu Beginn wahlen wir xo := ag, yo := by und Foy := {(z0,y0)} Fo : {zo} = {yo}
ist trivialerweise bijektiv und ordnungstreu.

Angenommen Fy,_1 := {(20,Y0) ---s (Tm—1, Ym—1)} wurde schon so konstruiert,
dass F,,—1 bijektiv und ordnungstreu ist.

Wir betrachten zuerst den Fall, in dem m gerade ist.

Sei x,, 1= a;, wobei j : = min{n € N | i< m:a; =a,}. x, ist also von den
Elementen aus A, die wir noch nicht ,verwendet“ haben, das mit dem kleinsten
Index. Dieses Element gibt es immer, weil < auf N eine Wohlordnung ist. Das
heift, dass jede Teilmenge von N ein minimales Element enthélt, insbesondere
die Teilmenge {n € N | i <m :z; = a,}.

Nun wéahlen wir y,, so, dass auch F,, := Fp,_1 U {(Zm,¥ym)} bijektiv und
ordnungstreu ist.

Fall 1: x,, <4 x; Vi < m. Wir wahlen y,,, € B so, dass y.,, <p y; Vi < m gilt.
So ein y,, gibt es, da (B, <p) sonst einen Endpunkt hétte.

Fall 2: z; <4 xp, Vi < m. Wir wéhlen y,, € B, sodass y; <p Ym Vi < m gilt.
Auch in diesem Fall gibt es so ein y,,, da (B, <p) sonst einen Endpunkt héatte.
Fall 3: x; <4 xp, <a xp fur i,k < m, wobei Al < m mit z; <4 21 <4 T oder
Ty <4 T) <A Tk. Wir wihlen y,, € B, sodass y; <p ym <B Yk gilt. So ein y,,
gibt es, da <p eine dichte Ordnung auf B ist.

Im Fall, dass m ungerade ist, konstruieren wir F;,, folgendermafen.

Wir beginnen mit y,, := b;, wobei j := min{n € N | Bi < m:y; = b,}. yp, ist
von den Elementen aus B, die wir noch nicht ,verwendet“ haben, das mit dem
kleinsten Index.

Wie vorher fiir m gerade, wihlen wir ., so, dass auch F,, := Fp,—1 U{(Zm, Ym)}
bijektiv und ordnungstreu ist.

Fall 1: y,, <B y; Vi < m. Wir wahlen x,, € A, sodass z,, <a z; Vi < m gilt.
Fall 2: y; <p ym Vi < m. Wir wahlen x,, € A, sodass x; <4 T, Vi < m gilt.
Fall 3: y; <B ym <B yx fur i,k < m, wobei A1 < m mit Yi <B Y1 <B Ym oder
Ym <B Y1 <B Yk Wir wihlen x,, € A, sodass x; <a T, <4 T gilt.

T, existiert aus den selben Griinden, aus denen y,, fiir m gerade existiert hat.

Behauptung: F = F,, ist ein Isomorphismus von (4, <4) nach (B, <g).

meN



Begriindung: Wir priifen die Bedingungen aus Definition [T.0.4]

Da F,, C F,, fiir m’ < m gilt, ist F eine Funktion.

(1) Fr m gerade wird x,, als das Element mit dem kleinsten Index aus den
Elementen von A, die noch nicht in F,,, vorgekommen sind, gewéhlt. Da A
abzahlbar ist, wird so sichergestellt, dass kein Element aus A ,vergessen® wird.
Préaziser heifit das {z,, | m € N} = {a, | n € N} = A. Fir m ungerade
bekommen wir {y,, | m € N} = {b, | n € N} = B. Daraus folgt, dass F eine
Surjektion von A nach B ist.

Fir zp, 2m € A, M := maz{m,m'} gilt F(xy,) = Fy(xy) und F(zp) =
Fur(zp,). Da Fyy injektiv ist, gilt F(x,,) = Fu(zm) = Fy(@m ) = F(zn) =
Ty = Ty Also ist F injektiv und damit bijektiv.

Die Bedingungen (2) und (3) entfallen, da die Sprache der linearen Ordnungen
werder Konstanten- noch Funktionszeichen enthélt.

(4) Wir wissen, dass Fy; ordnungstreu ist. Deshalb gilt z,, <A Tp < F(xy,) =
Fy(am) < Fay(@m) = F(zpy). Also ist auch F ordnungstreu. Damit ist
gezeigt, dass (A, <a) isomorph zu (B, <p) ist. O

Bemerkung 1.0.7. Eine Theorie heif3t abzdhlbar-kategorisch, falls je zwei
abzahlbare Modelle zueinander isomorph sind. Man sagt dann, dass die Theorie
bis auf Isomorphie nur ein abzéhlbares Modell hat. Satz [T.0.0] zeigt, dass die
Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte abzéhlbar-kategorisch

ist.

2 Ehrenfeucht—Fraissé Spiele und Back-and-Forth
Mengen

Im vorhergehenden Kapitel ging es darum zu zeigen, dass zwei abzéhlbare
dichte lineare Ordnungen ohne Endpunkt zueinander isomorph sind. Diesen
Zusammenhang kann man stark verallgemeinern. Hat man zwei Strukturen zu
einer Sprache gegeben, ist es interessant herauszufinden wie dhnlich sich die
beiden sind. Dafiir gibt es den Begriff der partiellen Isomorphie, eine schwéchere
Version der Isomorphie. In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt und
hergeleitet, die man nutzen kann, um zu zeigen, dass zwei Strukturen partiell
isomorph sind. Dafiir wird zunéchst das Konzept von Spielen erklért, insbesondere
das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel. Mit diesem kann man intuitiv die Frage nach der
partiellen Isomorphie zweier Strukturen beantworten.

Diesem Abschnitt liegen die Kapitel 3 bis 5 aus [Vaall] zugrunde.



2.1 Unterstrukturen

Um den Begriff der partiellen Isomorphie definieren zu kénnen, muss zunéchst

geklart werden was eine Unterstruktur ist.

Definition 2.1.1 (Unterstruktur). Sei L = (C,F,R) eine Sprache und A =
(A,CA FA RA) eine L-Struktur. B = (B,CB, FB RP) ist eine Unterstruktur
von A, schreibe B C A, falls B eine L-Struktur ist mit

(1) BC A,

(2) B = cA fiir Konstantenzeichen c € C,

3) f I B™ fir n-stellige Funktionszeichen f € F und
(4) R RA N B™ fiir n-stellige Relationszeichen R € R.

Beispiel 2.1.2. Sei L = (0,{+},{<}) mit A = (N,0,{+},{<}) und B =
(B,0,{+ | BxB},{<| BxB}), wobei B die Menge der positiven geraden Zahlen
ist. Dann ist B C A, denn die ersten beiden Bedingungen sind offensichtlich
erfiillt und die Summe zweier gerader Zahlen ist gerade. Die Relation < lésst

sich problemlos auf jede Teilmenge der natiirlichen Zahlen einschranken.

Definition 2.1.3 (erzeugte Unterstruktur). Sei L = (C,F,R) eine Sprache,
A= (A,CA FARA) eine L-Struktur und S C A. Weiterhin gelte S # () oder
C # 0. [S]4 ist die von S erzeugte Unterstruktur von A, falls [S]4 die

kleinste Unterstruktur von A ist, deren Universum S enthélt.

Bemerkung 2.1.4. Oftmals wird die Bezeichnung [S] 4 auch fiir das Universum

von [S].4 verwendet.

Lemma 2.1.5. Die in Definition[2.1.9 definierte Unterstruktur [S]a existiert

und ist eindeutig.

Beweis. Konstruiere dafiir induktiv das Universum S von [S]4.

So =S UCA,
Siy1:=5U U {fMay,...,an) | a1,...,an € S;, f € F n-stellig} und
neNt
S:=Js:
€N

Konstanten, Funktionen und Relationen werden genau so konstruiert, dass sie
die Eigenschaften einer Unterstruktur erfiillen. Das heit clSl4 := ¢4 fiir ¢ € C,
fI8la .= fA 1 8" fiir f € F n-stellig und RISM4 := RANS™ fiir R € R n-stellig.
[S]a:= (S,CcA {514 | f € F},{RIl4 | R € R}) ist damit eine Unterstruktur
von A mit S C S.

Behauptung: [S] 4 ist minimal.



Begriindung: Sei B = (B,C8, FB,RB) C Amit S C B. Dann ist S C B, da B
sonst keine L-Struktur wire. Fiir Konstantenzeichen ¢ € C gilt ¢& = ¢4 = ¢l5la,
Aus fB = fA | B" und f5l4 = fA | §" folgt, dass f2 | S™ = (fA | B") |
Sn = fA | §n = fISl4. Ganz analog gilt auch R°14 = RB | S fiir n-stellige
Relationen. Damit gilt [S]4 C B.

Aus der Minimalitat von [S]4 folgt die Eindeutigkeit. O

Bemerkung 2.1.6. Falls L keine Konstanten enthélt und S = @), dann wiirde
der Algorithmus aus Lemma [2.1.5] die leere Menge erzeugen und diese ist per

Definition als Universum ausgeschlossen.

Proposition 2.1.7. Sei L = (C, F,R) eine Sprache, A = (A,CA, FA RA) eine
L-Struktur und Q,S C A mit ) #Q C S. Dann gilt [Q]4 C [S]a.

Beweis. Wir nutzen die Notation aus dem Beweis von Lemma 2. 1.5/ und beweisen
mittels Induktion, dass Q; C S; fiir alle ¢ € N. Daraus folgt dann

Q=Jaclysi =85
ieN ieN
Fiir i =0 gilt Qo = QUCAC SUCA = S,.
Nehmen wir an, dass Q; C S; gilt. Dann gilt {f*(a1,...,a,) | a1,...,a, € Q;} C
{fAa1,...,an) | a1,...,a, € S;} fiir alle n-stelligen Funktionen f € F. Daraus
folgt Q;+1 C S;4+1. Damit ist die Aussage gezeigt. O

Proposition 2.1.8. Sei L = (C, F,R) eine Sprache mit C =0 und F = 0 und
A L-Struktur mit Universum A. Dann ist fiir jede nichtleere Teilmenge S C A
das Universum von [S] 4 die Menge S selbst.

Beweis. Benutze den Algorithmus aus Lemma um das Universum S von
[S].4 zu konstruieren.

C=0=CA=0=S=5UC"=S und

F=0=VieNVnec N {fAar,....,a,) | a1,...,an € S, f € F n-stellig} = ()
=VieN(Siy=5)=S5=5. 0

2.2 Back-and-Forth Mengen

Nun haben wir alle Begriffe eingefiihrt, um Back-and-Forth Mengen und partielle

Isomorphie definieren zu kénnen.

Definition 2.2.1 (partieller Ismomorphismus). Sei L eine Sprache und seien
A und B L-Strukturen mit Universen A und B. Eine partielle Abbildung
m: A — B ist eine Abbildung 7 : dom(w) — B mit dom(n) C A.

FEine partielle Abbildung 7 : A — B ist ein partieller Isomorphismus A —



B, falls es einen Isomorphismus 7* : [dom(w)]a — [rng(7)]s gibt, der eine
Erweiterung von 7 ist, das heifit 7 C 7*.
Die Menge aller partiellen Isomorphismen von A nach B wird mit Part(A, B)

bezeichnet.

Lemma 2.2.2. Sei 7w : A — B ein partieller Isomorphismus von A nach B und
p C . Dann ist auch p € Part(.A,B).

Beweis. Da w € Part(A, B) ist, gibt es einen Isomorphismus 7* : [dom(m)] 4 —
[rng(m)]s. Nach gilt [dom(p)]a C [dom ()] 4, weil dom(p) C dom(r) gilt.
p* :=7* | [dom(p)] 4 bezeugt aus den folgenden Griinden, dass p ein partieller
Isomorphismus ist:

Zunéchst ist p* eine Erweiterung von p, da dom(p) C [dom(p)] .4 ist.

Um zu zeigen, dass p* ein Isomorphismus von [dom(p)]4 nach [rng(p)]s ist,
miissen wir die vier Unterpunkte aus Definiton[I.0.4] zeigen. Aufgrund der besseren
Lesbarkeit wird im Folgenden D := dom(p) und R := rng(p) geschrieben.

(1) p* ist eine Bijektion von [D] 4 nach [R]z.

Um rng(p*) = [R]p zu zeigen, werden wir die Notation aus der Konstruktion
von erzeugten Unterstrukturen benutzen:

Dy :=DUCA,
Diy1:=D; U U {fA(a17...7an) | ai,...;an € D, f € F n-stellig} und
neNt
[D]a = Di.
ieN

Sei zuerst b € rng(p*). Dann gibt es ein a € [D] 4 mit p*(a) = b. Das heifit, dass
es ein ¢ € N mit a € D, gibt.

Wir zeigen mittels Induktion nach i, dass b = p*(a) € [R] aus a € D; folgt.
Fiir i = 0 ist entweder a € D und damit

weil 7* ein Isomorphismus ist.

Fir a € D;11 gilt entweder a € D; oder a € D;1q \ D;. Falls a € D;, gilt die
Aussage nach Annahme. Sei also a € D41 \ D;. Das heiBt a = f*(a1, ..., a,) fiir
einn € N, f € F n-stellig und ay, ..., a, € D;. Nach der Induktionsannahme gilt



p*(a1), ..., p*(an) € [R]g. Also gilt

pH(a) = 7 (fHar, .., an)) = fE(7"(a1), ... 7 (an))
— B (@), P (an)) € [R5
Damit ist rng(p*) C [R]p gezeigt. Wihle ein beliebiges b € [R]p, um die

umgekehrte Inklusion rng(p*) O [R]g zu zeigen.
Wir benutzen wieder die Konstruktion aus R.1.5

Ry:=RUCA,
Riy1:=R;U U {fAa1,...,an) | a,...,an € Ry, f € F n-stellig} und
neNt
[Rlz = Ri.
ieN

Wir konnen wieder induktiv zeigen, dass b € rng(p*) aus b € R; folgt.
Fiir ¢ = 0 ist entweder b € R und damit gibt es ein a € D C [D] 4 mit

b=p(a) = p*(a) € rng(p®)
oder b = dB € CB. Dann gilt
b= dF = 7 (d4) = p(d*) € rng(p"),

denn 7* ist ein Isomorphmismus und d* € [D] 4.

Sei nun b € R;;1. Wie oben miissen wir nur den Fall b € R; ;1 \ R; behandeln.
Es gibt also ein n € N, f € F n-stellig und by, ..., b, € R; mit b = fB(by, ..., b,).
Nach der Induktionsannahme gibt es aq, ..., a, € [D] 4, sodass by, = p*(ay) fiir
k=1,...,n. Nun gilt

b= fB(b1s s bn) = [E(p* (1), s p(an)) = [P (7" (ar), ooy 7 (an))
= T(*(fA(ah "'7an)) = p*(fA(ala Ly an)) € rng(p*),

denn fA(ay,...,an) € [D]a.

Damit ist rng(p*) = [R|p gezeigt. Daraus folgt sofort, dass p* : [D]4 — [R]s
eine Surjektion ist. Da p* C 7* und 7* injektiv ist, muss auch p* eine Injektion
sein.

Die Vertréglichkeit mit Konstanten, Funktionen und Relationen, also die Eigen-
schaften (2), (3) und (4) aus Definition folgen direkt aus der Tatsache,
dass p* C 7* gilt.

Damit ist gezeigt, dass p* ein Isomorphismus ist und somit ist p ein partieller



Isomorphismus. O

Definition 2.2.3 (Back-and-Forth Menge). Sei L eine Sprache und seien A und
B L-Strukturen mit Universen A und B. Eine Back-and-Forth Menge fir A
und B ist eine nichtleere Teilmenge P C Part(A, B), die folgende Eigenschaften
erfillt:
(1) VfePVac Adge P (f CgAacdom(g))
(2)VfePVbeB3ge P (f Cgnberng(g)).
Falls es fiir A und B eine Back-and-Forth Menge gibt, dann nennt man 4 und
B partiell isomorph, schreibe A ~, B.

Bemerkung 2.2.4. Im Gegensatz zum Fall der Isomorphie zweier Strukturen,
reicht ein einzelner partieller Isomorphismus nicht fiir die partielle Isomorphie der
Strukturen aus. Vielmehr muss eine Menge partieller Isomorphismen existieren,

die die besonderen Eigenschaften einer Back-and-Forth Menge erfiillt.

Bemerkung 2.2.5. In Kapitel 3 werden wir zeigen, dass je zwei dichte lineare

Ordnungen ohne Endpunkte partiell isomorph sind.
Satz 2.2.6. Zwei zueinander isomorphe L-Strukturen sind partiell isomorph.

Beweis. Seien A und B L-Strukturen mit A4 ~ B. Dann gibt es einen Isomor-
phismus F : A — B. {F} ist eine Back-and-Forth Menge fiir A und B, denn
Vae Agilt a € dom(F)=Aund Vb € B gilt b € rng(F') = B. Bedingungen (1)
und (2) aus Definition sind also erfiillt. O

Satz 2.2.7. Sei L = (C,F,R) eine Sprache und seien A und B abzihlbare
L-Strukturen mit Universen A und B. Dann folgt aus A ~, B, dass A ~ B gilt.

Beweis. Wir konstruieren einen Isomorphismus F' : A — B. A und B sind
abzéhlbar, konnen also als A = {a,, | n € N} und B = {b,, | n € N} geschrieben
werden.

Sei P eine Back-and-Forth Menge, die bezeugt, dass A ~,, B gilt. Back-and-Forth
Mengen sind nie leer, also gibt es ein fy € P.

Wegen Bedingung (1) aus der Definition von Back-and-Forth Mengen gibt
es fiir ap € A ein f1 € P mit fo C f1 und ag € dom(f1).

Wegen Bedingung (2) gibt es fiir by € B ein fo € P mit f1 C fo und bg € rng(f2).
Angenommen fy, sei bereits konstruiert.

Fiir a,, € A gibt es ein fop,11 € P mit fo, C fon41 und a, € dom(fany1) und
fiir b, € B gibt es ein fo, 42 € P mit fo,11 C fopto und b, € rng(font2).
Definiere nun F := J, o fx-

Das ist eine Funktion, weil f C fir fiir k < k' gilt.

Weil a,, € dom(fant1) C dom(F) fiir jedes n € N gilt, ist dom(F) = A.



Behauptung: F ist der gesuchte Isomorphismus.

Begriindung: Wir priifen dafiir die Bedingungen (1) bis (4) aus[L.0.4] der Definition
von Isomorphismen, nach:

(1) F ist eine Bijektion von A nach B.

F ist surjektiv, denn fiir jedes n € N gilt b,, € rng(fan+2) C rng(F).

F ist auch injektiv, denn fir a,, a, € A mit F(a,) = F(an,) und M =
maz{2n +1,2m + 1} gilt far(a,) = F(an) = Fam) = far(am). fu € P ist ein
partieller Isomorphismus, also insbesondere injektiv. Daraus folgt a,, = a,.

(2) F(c?) =B fiir c € C.

cA € A, also gibt es ein n € N mit ¢* = a,,. Daraus folgt F(c?) = fop1(c?) =
B, denn fo,11 € P C Part(A,B).

(3) F(g™(aiy, - ai,)) = §5(F(aq,), ..., F(a;,)) fiir I-stellige g € F.

g
M :=2-max{n,iy,...,i;} + 1. Dann gilt

iy, ai,) € A, also gibt es ein n € N mit a,, = g*(ay,, ..., a;,). Definiere

F(gA(aiU "'7aiz)) = fM(gA(ailv“'va'iz))
= gB(fM(ail)7"'7fJV[(ail)) = gB(F(ai1)7"'7F(ail))'

(4) RA(aj,, ..., a;,) < RB(F(ai,), ..., F(a;)) fiir l-stellige R € R.

Fir M := 2-max{iy,...,it} + 1 gilt F(a;;) = fu(a;;) V1 < j <1 und fiir fa
gilt die Aussage, weil fy; € P C Part(A, B).

Damit ist gezeigt, dass F' : A — B ein Isomorphismus ist und A ~ B gilt. O

Korollar 2.2.8. Fiir abzihlbare L-Strukturen sind Isomorphie und partielle

Isomorphie dquivalent.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus und 22277 O

2.3 Spiele

Wir wenden uns nun einem anderen Thema zu. Am Ende des zweiten Kapitels
werden wir jedoch eine Verbindung zwischen Spielen und Back-and-Forth Mengen
herstellen konnen. Mit Spielen kénnen Konstruktionen und mathematische Ideen
sehr gut veranschaulicht werden. Sie sind ein Hilfsmittel fiir die Beweisfithrung.

Wir werden zunéchst die grundlegende Funktionsweise von Spielen kléren.

Definition 2.3.1 (endliches Spiel). Sei A eine beliebige Menge, n € N und
W C A?". Es gibt zwei Spieler, Alice und Bob. Eine Partie von Alice ist eine
endliche Folge = = (xq,...,xn—1) € A", eine Partie von Bob ist eine endliche
Folge ¥ = (Y0, -y Yn—1) € A™.

Eine Folge (Z;4) := (20, Y0, -, Tn_1,Yn_1) € A*" ist eine Partie im endlichen
Spiel G, (A, W). Bob gewinnt die Partie, wenn (Z;y) € W gilt. Man sagt



dann (z;y) ist ein Gewinn fiir Bob. Falls (Z; ) kein Gewinn fiir Bob ist, dann

gewinnt Alice die Partie. (z;y) ist dann ein Gewinn fiir Alice.
Diese Definition ldsst sich auf Spiele mit unendlich vielen Runden erweitern.

Definition 2.3.2 (unendliches Spiel). Sei A eine beliebige Menge und W C AN.
Es gibt weiterhin die beiden Spieler Alice und Bob. Eine Partie von Alice
ist eine unendliche Folge Z = (z0, 21, .....) € AY, eine Partie von Bob ist eine
unendliche Folge 7 = (yo, y1,...) € AY.

Eine unendliche Folge (z;%) := (w0,%0,%1,%1,...) € AY ist eine Partie im
unendlichen Spiel G,(A,W). Auch hier ist (Z;y) ein Gewinn fiir Bob, falls
(Z;y) € W und sonst ein Gewinn fiir Alice.

Bemerkung 2.3.3. Diese Definitionen sind sehr formal und auf den ersten
Blick ist nicht klar, was sie mit Spielen zu tun haben. Man kann sich das so
vorstellen, dass Alice und Bob eine Menge A an moglichen Spielziigen zur Ver-
fligung haben. Eine Partie beginnt damit, dass Alice ein Element zy € A, also
einen Spielzug, auswihlt. Danach ist Bob an der Reihe und sucht yy € A aus.
Anschliefend beginnt die ndchste Runde in der wieder zuerst Alice 1 € A wéhlt
und dann Bob y; € A. In einem endlichen Spiel wird der Vorgang wiederholt,
bis n Runden gespielt wurden. Eine Partie kann man folgendermaflen in einer

Tabelle veranschaulichen:

Alice ‘ o T Tn

Bob ‘ Yo Y1 e Yn

Ist die Partie zuende gespielt, wollen Alice und Bob wissen, wer gewonnen
hat. Dafiir gibt es die Menge W. Liegt die gespielte Partie in W, dann hat Bob
gewonnen, ansonsten ist Alice die Gewinnerin. Bei einem unendlichen Spiel ist
keine Rundenanzahl festgelegt, es geht theoretisch immer weiter. Spéater wird
noch eine wichtige Klasse von unendlichen Spielen vorgestellt. Diese dauern zwar
unendlich lange, es gibt aber immer einen Zeitpunkt, ab dem klar ist, welcher
der beiden Spieler gewonnen hat, siehe

Beispiel 2.3.4. Bob hat ein Kochbuch. Alice und Bob spielen folgendes Spiel
in der Kiiche. Sie wihlen abwechselnd Lebensmittel aus den Vorratsschranken.
Sobald jeder zwei Zutaten ausgesucht hat, sucht Bob ein Rezept in seinem
Kochbuch, fiir das er alle Zutaten benutzen kann. Falls er eines findet, hat er
gewonnen, wenn nicht, hat er verloren.

Das kénnen wir als das Spiel Go(A, W) auffassen. Dabei ist A = {ay, ..., a,} die

Menge der verfiigbaren Lebensmittel und

K ={b={by,.....,b;} | b ist Menge von Zutaten eines Rezepts im Kochbuch}.
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AuBlerdem ist
W = {(z0,90,z1,51) € A | 3b € K{xo,y0, 71,91} C b}.

A und K konnten zum Beispiel A = {Zwiebeln, Radieschen, Erdbeeren, Mehl,
Erdniisse, Karotten, Frischkise, Salz, Apfelsaft, Brot, Zucker, Backpulver, O1}
und K = {belegtes Brot= {Brot, Frischkise, Radieschen, Salz}, Erdbeerkuchen=
{Zucker, Mehl, Backpulver, Ol, Erdbeeren}} sein. Eine mogliche Partie ist

Alice ‘ Erdbeeren Mehl
Bob ‘ Zucker Backpulver

Bob kann die ausgesuchten Zutaten fiir einen Erdbeerkuchen € K benutzen, also
hat er gewonnen.

Alice gewinnt zum Beispiel bei

Alice ‘ Frischkase Karotten
Bob | Zwiebeln Ol

da Bob kein Rezept zur Verfiigung steht, das diese Zutaten abdeckt.

Beispiel 2.3.5. Stellen wir uns vor, dass Alice Bob folgendes Spiel vorschlagt.
,Wir wiirfeln abwechseln und jeder zéahlt fortlaufend seine eigenen Augenzahlen
zusammen. Wenn du es schaffst drei Runden am Stiick eine héhere Augensumme
als ich zu haben, hast du gewonnen.* Das ist ein unendliches Spiel G,,(A, W), weil
Alice keine Anzahl an Runden festgelegt hat, in denen Bob die Gewinnvorausset-
zung erfiillen muss. Die Menge der moglichen Ziige ist hier A = {1,2,3,4,5,6}. In
diesem Fall bestimmen die Spieler nicht selbst welches Element in A sie wéhlen,
sondern wiirfeln ihren Zug. Die Summe der Augenzahlen nach der n-ten Runde
notieren wir als S,_1 = Z?;Ol x; fiir Alice und Q,_1 = Z?;Ol y; fiir Bob. Die

Menge W der Partien, die Bob gewinnt ist
W = {(z0,v0, 21,91, -..) € AN | In € NS, 1i < Quny; fiir i =0,1,2}.

Definition 2.3.6 (Position). Eine Position p im Spiel G,,, (A, W) mit m € N
oder m = w ist ein Anfangsstiick einer Partie (Z;y) in G,,(A4, W). Das heifit

p= (x()ayOa ~'~,5Uk—17yk—1) S AQk.

Im Fall m € N muss k£ < m erfiillt sein. (z;y) heilt dann Erweiterung von p.
Wir schreiben auch p = (z;%)*. () ist Anfangsstiick jeder Partie und damit auch

eine Position.

Beispiel 2.3.7. Eine Position im Beispiel ist etwa (Ol, Erdbeeren).
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Im Beispiel ist (1,3,5,2,1,4,5,6) eine Position.

Die beiden Spieler kénnen sich eine Strategie zurecht legen. Das bedeutet, dass
sie ihren néchsten Zug davon abhéngig machen, welche Elemente ihr Gegenspieler
bisher gewéhlt hat.

Definition 2.3.8 ((Gewinn-)Strategie). Eine Strategie von Alice im Spiel
Gn(A, W) ist eine Folge

o = (00, ...;,0n—1) von Funktionen o; : Al A,
Alice hat die Strategie o in der Partie (z;y) verfolgt, falls
xo = 09(0) und z; = o4 (yo, -, yi—1) firi =1,....n — 1 gilt.
Allgemeiner ist eine Strategie in Position (7;y)* von Aliceim Spiel G, (A, W)

eine Folge

o = (00, ..-;0n—1—-k) von Funktionen o : Al A,

Alice hat die Strategie ¢ mach der Position (7;4)* in der Partie (z;y)

verfolgt, falls
xr = 0o(0) und zrr; = 0 (Yrs oo, Yprio1) fir i =1,...,n — 1 — k gilt.
o ist eine Gewinnstrategie (in Position (z;y)"), falls Alice jede Partie (die
eine Erweiterung von (; %) ist), in der sie o verfolgt hat, gewinnt.
Eine Strategie von Bob im Spiel G, (A, W) ist eine Folge
7 = (70, ..., Tn—1) von Funktionen 7; : A" — A,
Bob hat die Strategie T in der Partie (Z;y) verfolgt, falls

yi = Ti(xo, .oy ;) fir i = 0,...,n — 1 gilt.

Allgemeiner ist eine Strategie in Position (z;i)* von Bob im Spiel G, (A, W)

eine Folge
T = (70, ..., Tn—1—) von Funktionen 7; : A7t — A.

Bob hat die Strategie T nach der Position (z;y)* in der Partie (T;7y)
verfolgt, falls

Ykti = Ti(Thy ooy Tpys) fir i =0,...,n — 1 — k gilt.
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T ist eine Gewinnstrategie (in Position (z;j)*), falls jede Partie (die eine
Erweiterung von (z; %) ist), in der Bob 7 verfolgt hat, ein Gewinn fiir Bob ist.

Im unendlichen Spiel G, (A, W) sind diese Begriffe fast gleich definiert. Eine
Strategie ist hier eine unendliche Folge von Funktionen und die Bedingungen

miissen fiir alle i € N gelten.

Beispiel 2.3.9. Im Beispiel hingen Gewinnstrategien fiir Alice und Bob
davon ab, welche Rezepte im Kochbuch stehen.

Wenn wir im Wiirfelbeispiel [2.3.5] auler Acht lassen, dass die Spieler ihre Zahlen
wirfeln und sie selbst bestimmen lassen, ist eine Gewinnstrategie fiir Alice immer
die 6 zu wéhlen, denn dann kann Bob nie eine gréfiere Summe erreichen. Wenn
Bob einmal vorne liegt, kann er ab dann immer dieselbe Zahl wie Alice wahlen
und wird nach weiteren zwei Ziigen gewonnen haben. Das kann zum Beispiel so
aussehen: p = (2,1,3,5).

Alice \ 2 3
Bob | 1 5

Dann steht es S1 = 5 zu Q1 = 6 nach der zweiten Runde.

Definiere die Strategie 7 := (79, 71, ...) nach Position p mit
To(x2) := xo und 71 (x2, x3) := 23

Wenn Bob diese Strategie nach Position p verfolgt, dann gilt yo = x5 und y3 = 3.
Daraus folgt Q2 = Q1 + 72 = Q1 +y2 > S1 +y2 = S2 und Q3 > S3. Nun ist
es nicht mehr wichtig welche Ziige Bob weiterhin wéahlt. 7;, ¢« > 2 kénnen also

beliebig definiert werden, denn
(2,1,3,5,x9, o, T3, T3, T4, Y4, T5, Ys, L6, Y6, --.) € W fur alle z;,y; € A,i > 4.

T ist also eine Gewinnstrategie in Position p fiir Bob.

Definition 2.3.10 (determiniert). Ein Spiel heifit determiniert, wenn einer

der beiden Spieler eine Gewinnstrategie hat.

Beispiel 2.3.11. Das Wiirfelspiel aus ist ein determiniertes Spiel, wenn
die Spieler nicht wiirfeln miissen, sondern die Zahlen selbst bestimmen diirfen.
Denn Alice hat eine Gewinnstrategie, siehe [2.3.9]

Satz 2.3.12 (Unendliches Survival Lemma). Sei A eine Menge, W C AN und
p = (20,90, -, Tk—1,Yk—1) eine Position im Spiel G, (A, W) mit k € N. Falls
Alice in Position p keine Gewinnstrategie hat, dann gibt es fir jedes xy € A ein
yr € A, sodass Alice auch in Position p' = (20, Y0, ...y Th—1, Yk—1, Tk, Yk ) keine

Gewinnstrategie hat.
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Beweis. Angenommen es gibe doch ein xp € A, sodass Alice fiir alle y, € A
eine Gewinnstrategie o% = (o§*,0o{*,...) in Position p’ hat.

Dann kann wie folgt eine Strategie o = (0, 01, ...) fiir Position p definiert werden.
Alice wahlt zuerst xy, wartet dann ab, welches y, € A Bob spielt und hilt sich
dann an die Strategie o¥*.

Genauer bedeutet das o¢(0) := z, o1(yx) := 0" (0) und

05 Uk Ykt 1 +os Yhtj—1) 2= 075 (Yht 1, ooy Y j—1) fiir jedes j > 2.

Behauptung: o ist eine Gewinnstrategie von Alice in Position p.

Begrindung: Andernfalls misste es eine Partie (z;y) mit Anfangsstiick p geben,
fiir die Alice o in Position p benutzt hat, die kein Gewinn fiir Alice ist. Da
Alice o benutzt hat ist auch p’ = (zg, Yo, -, Th—1, Yk—1, Tk, Yk ) Anfangsstiick von
(Z;y). oV ist eine Gewinnstrategie in Position p’ und deshalb gewinnt Alice,
wenn sie die Strategie o¥* in p’ benutzt. Genau so ist jedoch o definiert. Das

heifit, dass es keine solche Partie (Z;y) geben kann. O

Korollar 2.3.13. Das unendliche Survival Lemma [2.5.19 gilt in jeder Position,
also insbesondere fiir (). Das heifit, wenn Alice zu Beginn keine Gewinnstrategie
hat, dann kann Bob verhindern, dass sie spdter im Spiel eine Gewinnstrategie

entwickeln kann.

Definition 2.3.14 (offen). Sei A eine Menge. Eine Teilmenge W C AN heift
offen, falls aus (z;y) € W folgt, dass es ein n € N gibt, sodass (z';y’) € W fiir
jede Erweiterung (z’;¢’) von (z;9)™ gibt. Das heifit

(I07 Yo, "'7xn—lvyn—lvjn7gnajn+lvgn+la ) ew

fiir alle #;,9; mit @ > n. W heiBt abgeschlossen, falls AN\ W offen ist.
Das Spiel G, (A, W) heifit offen (abgeschlossen), wenn W offen (abgeschlossen)

ist.

Bemerkung 2.3.15. Die Definition kann man wie folgt verstehen. Ge-
winnt Bob eine Partie in einem offenen Spiel, dann ist bereits nach endlich
viele Ziigen klar, dass er gewonnen hat. Die spéateren Ziige haben also keinen
FEinfluss darauf, wer gewinnt. Bei einem abgeschlossenen Spiel sind die Rollen
von Alice und Bob vertauscht. Ein Gewinn von Alice steht dann nach endlich

vielen Runden fest.

Beispiel 2.3.16. Das Wiirfelspiel aus Beispiel ist ein offenes Spiel. Falls
Bob eine Partie gewinnt, steht es nach endlich vielen Runden fest. Denn fiir
(0, Yo, T1,Y1,...) € W gibt es ein n € N, sodass Sp1; < Qnti Vi € {0,1,2} und

Sn4i und Q4+ hingen nur von den Ziigen xg, Yo, L1, Y1, -y Lntis Ynts ab. Die
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Werte von zj, und yj, fir k& > n 4+ 2 d&ndern damit nicht mehr den Sieger der

Partie.

Satz 2.3.17 (Gale-Stewart). Sei A eine beliebige Menge und W C AN abge-

schlossen. Dann ist G,(A, W) determiniert.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass immer einer der beiden Spieler eine Gewinn-
strategie hat. Falls Alice eine Gewinnstrategie hat, gibt es nichts mehr zu zeigen.
Also angenommen Alice hat keine Gewinnstrategie. Dann miissen wir eine Ge-
winnstrategie 7 fiir Bob finden. Die Strategie besteht im Wesentlichen darin zu
verhindern, dass Alice gewinnt.

Sei p = (20, Y0, -, Tk—1, Yk—1) eine Position in G, (A, W).

Fall 1: Alice hat keine Gewinnstrategie in p.

Aus dem unendlichen Survival Lemma [2.3.12] wissen wir, dass es fir jedes ), € A
ein y; € A gibt, sodass Alice auch in der Position p’ = (zg, Yo, ..., Tk—1, Yk—1, Tk, Yk )
keine Gewinnstrategie hat. Wir definieren f(p,zy) := yx.

Fall 2: Alice hat eine Gewinnstrategie in p.

Definiere f(p, i) := a fur alle 2 € A und ein beliebiges a € A.

Nun kann die Strategie 7 = (7, 71, ...) definiert werden durch
To(wo) = f(@,l"o) und 741(20, .o, Tig1) 1= f(pz‘+1,$i+1)

WObei pi+1 = ($0,7’0(.’E0),$1,T1(1’0,£C1), ...,iCi,Ti(l'o, ,{EZ))

Wir haben angenommen, dass Alice zu Beginn keine Gewinstrategie hat, das
bedeutet Alice hat keine Gewinnstrategie in pg = 0. Fiir 79(zo) := f(0, zo) tritt
also Fall 1 ein und wir haben nach der ersten Runde die Position py := (o, 70(0)),
fiir die Alice noch immer keine Strategie hat. Fir 7 (zo,z1) = f(p1, 1) tritt
also wieder Fall 1 ein. Es ist leicht zu sehen, dass Fall 2 nie eintritt, wenn Bob 7
verfolgt. Wir haben Fall 2 nur gebraucht, um die Strategie definieren zu kénnen,
denn dafiir brauchen wir Funktionen 7; : A**! — A. 7, muss also auch fiir
Positionen, in denen Bob 7 nicht verfolgt hat, definiert sein.

Nun kénnen wir aus der Abgeschlossenheit von G, (A, W) folgern, dass 7 eine
Gewinnstrategie ist. Wir nehmen an, dass das nicht der Fall ist. Dann gibt
es eine Partie (z;y) € AN\ W, fiir die Bob die Strategie 7 verfolgt hat. Da
W abgeschlossen ist, gibt es ein n € N, sodass jede Erweiterung von (z;y)"
ein Gewinn fiir Alice ist. Dann ist jede Strategie in Position (Z; %)™ von Alice
eine Gewinnstrategie und fiir (Z; )™ tritt Fall 2 ein. Das ist jedoch nach obiger

Argumentation nicht moéglich, wenn Bob 7 verfolgt hat. O
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2.4 Ehrenfeucht—Fraissé Spiele

Wir kommen jetzt zu einem speziellen Spiel, das auf zwei Strukturen gespielt

wird. Diese Art von Spiel wird fiir Aussagen tiber partielle Isomorphie benétigt.

Definition 2.4.1 (Ehrenfeucht-Fraisse Spiele). Sei L eine Sprache und seien .4
und B L-Strukturen mit disjunkten Universen A und B. Sei n € N.
W (A, B) = {p = (20,Y0, s Tn—1,Yn—1) € (AU B)?" | p erfiillt (1) und (2)}
mit
)z, e Ay, e Bfiri=0,..,n—1 und
(2) fp = {(vo,v})s s (n—1,v},_1)} € Part(A,B), siehe 2.2.T] wobei
r; Lfallsxz; € A x; ,fallsxz; € B

yi L fallsy, € A |y falls y € B.

Das Spiel G,(A U B, W, (A, B)) heifit Ehrenfeucht-Fraisse Spiel und man
schreibt FF,,(A, B).

W (A,B) :={(z;9) | z,5 € (AUB)N und Vn € N(z;9)" € W,.(A,B)}.

G, (AUB, W, (A, B)) heiflt unendliches Ehrenfeucht-Fraisse Spiel, schreibe
EF,(A,B).

Bemerkung 2.4.2. Fir z € AUB gilt 2z € A & 2z ¢ B, weil A und B
disjunkt sind. Deshalb ist die Bedingung (1) aus Definition dquivalent
wx; € Bey, € Afiri=0,...,n— 1. Das heifit, dass {v;,v;} = {x;,y;} fir
1 =0,...,n —1 gilt. Bei dieser Darstellung geht zwar die Information dariiber
verloren wer von den beiden Spielern v; und wer v} gewahlt hat, dafiir ist klar
erkenntlich welches Element aus A und welches aus B stammt. Man nennt v;
und v} korrespondierende Elemente. Ist (1) erfiillt, dann ist f, eine partielle

Abbildung von A nach B. Die Forderung von Bedingung (2) ist also sinnvoll.
Satz 2.4.3. EF,(A,B) ist ein abgeschlossenes Spiel.

Beweis. Schreibe W := W, (A,B) und W¢ := (AU B)N\ W. EF,(A,B) ist
abgeschlossen, wenn W abgeschlossen ist. Wir miissen zeigen, dass W€ offen ist,
siehe Definition 2.3.741

Sei (z;y) € W¢, also (z;y) ¢ W. Dann gibt es nach der Definition von W ein
n € N, sodass (z;9)"™ € W, (A, B). Fiir jede Erweiterung (z';y’) von (z;y)" gilt
(59" = (z;9)" & Wa(A, B). Diese Erweiterung kann also auch nicht in W
liegen. Es gilt (z/;4) € We. O
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Bemerkung 2.4.4. Satz bedeutet, dass ein Gewinn von Alice nach end-
lich vielen Schritten feststeht. Es reicht also, dass Bob Bedingung (2) aus der
Definition von EF, (A, B) ein einziges Mal verletzt. Bob kann Bedingung
(1) auf jeden Fall immer erfiillen, da A und B nicht leer sind und er Elemente

mehrmals wihlen kann.

Korollar 2.4.5. Sei L eine Sprache und seien A und B L-Strukturen. Dann ist
EF,(A,B) ein determiniertes Spiel.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz[2.4.3| und dem Satz von Gale-Stewart
2317 O

2.5 Beispiel: Ehrenfeucht—Fraissé Spiele auf Graphen

Da der Umgang mit Ehrenfeucht-Fraisse Spielen bisher sehr abstrakt war, werden
wir im Folgenden ein Beispiel genauer betrachten. Graphen sind sehr anschaulich
und eignen sich daher gut, um ein Gefiihl fiir Ehrenfeucht-Fraisse Spiele zu

erhalten.

Bemerkung 2.5.1. Sei Lg = (§,0,{E}) die Sprache der Graphen. Sie enthélt
die zweistellige Relation ' und weder Konstanten noch Funktionen. Ein Graph
A = (A, EA) ist eine Menge A von Knoten zusammen mit der biniren Relation
EA = {(2,y) € A% | z und y sind in A durch eine Kante verbunden}.

Seien A und B Graphen mit AN B = (). Im Spiel EF,, (A, B) versucht Alice einen
Unterschied zwischen den Graphen aufzuzeigen, wihrend Bob behauptet, dass
es keinen Unterschied gibt. Es kann passieren, dass es einen echten Unterschied
zwischen den Graphen gibt und Alice dennoch nicht gewinnt.

Zur Vereinfachung werden wir E statt E4 und EB schreiben, wenn aus dem

Kontext klar ist in welchem Graphen wir uns befinden.

Lemma 2.5.2. Bedingung (2) aus Definition von EF,(A,B) ist fir
L = Lg, Graphen A = (A, E4), B = (B,EB) und p = (20,%0, -+, Tn—1,Yn_1)
dquivalent zu

(2.1) Vi, j <n(v; =v; & v =}

(2.2) Vi, j <n(viEvj & v, Ev}).

mit v;, v} wie in Definition|2.4.1}

Beweis. Zur Erinnerung: (2) sagt fp := {(vo, v(), .., (Vn—1,v},_1)} € Part(A, B).
Zeige zuerst, dass (2.1) aus (2) folgt.
Angenommen es gibt i, < n, sodass v; = v; ¢ v; = v} gilt.

Falls v; = v; und v; # v}, dann ist f,(vi) = vi # vj = fp(v;). fp ist also keine
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Funktion und damit f, ¢ Part(.A,B).

Falls v; # v; und v] = v}, dann gilt f,(v;) = v; = v = fp(v;). Das heif}t f, ist
nicht injektiv. Daraus folgt, dass es keine injektive Erweiterung von f, gibt und
insbesondere f, ¢ Part(A, B).

Zeige nun, dass (2.2) aus (2) folgt.

Angenommen es gibt i,j < n mit v;Ev; # v;Ev}. Dann ist jede Erweiterung
von f, nicht mit der Relation E vertriglich (Bedingung (4) aus der Definition
von Isomorphismen ist nicht erfiillt) und damit f, & Part(A, B).
Schliefllich folgt (2) aus (2.1) und (2.2).

Aus Proposition folgt, dass dom(f,) = {vo, ..., vn—1} das Universum von
[dom(fp)].a ist und rng(f,) = {vg, ..., v},_1} das Universum von [rng(f,)]s. Nun
ist f, schon ein Isomorphismus zwischen [dom(fp)]4 und [rng(f,)|s, denn alle
Bedingungen aus der Definition [I.0.4] sind erfiillt:

(1) fp ist eine Bijektion, denn wegen (2.1) ist f, injektiv und da |dom(f,)| =
[rng(fp)| € N auch surjektiv.

(2) und (3) entfallen, da Lg keine Konstanten- und Funktionszeichen enthélt.
(4) enspricht genau (2.2), da E die einzige Relation ist. O

Beispiel 2.5.3. Fir das Ehrenfeucht-Fraisse Spiel EF5(.A, B) mit zwei Runden
auf den Graphen A (links) und B (rechts) hat Alice eine Gewinnstrategie.

c r
aAb PO \q

Wiéhlt Alice g = v = p, dann gilt ~v{Ev], aber vgEv; fir jede Wahl von
Yo, 21 und y1. Denn in A sind alle Knoten miteinander verbunden und p ist ein

isolierter Knoten in B.

Beispiel 2.5.4. Die Graphen A (links) und B (rechts) sind isomorph und Bob
hat eine Gewinnstrategie in EFy(A, B).

d c r S
a E b p [
Wiéhlt Alice ¢ oder s, muss Bob den jeweils anderen wéhlen und ebenso fiir

d und r. Wahlt Alice a,b,p oder g, dann muss Bob einen dieser Knoten im

anderen Graphen wéahlen. Bob kann ausnutzen, dass A und B isomorph sind.
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Ist F': A — B ein Isomorphismus, dann kann Bob y; = F(z;), falls z; € A und
y; = F~1(x;), falls z; € B liegt, wihlen.

Beispiel 2.5.5. Bob kann auch dann gewinnen, wenn die beiden Graphen nicht
isomorph sind. Hier sind A (links) und B (rechts) nicht isomorph und Bob hat
eine Gewinnstrategie in EF5(A, B).

ag be by
bs

ag b3 bs

bl /\ b2

as as

ar as

—
N

aq

AN

al

Wiéhlt Alice eine der beiden Mitten as oder by, dann muss Bob die jeweils
andere Mitte wahlen. Wahlt Alice einen der &ufleren Knoten, muss Bob darauf
achten, ob der andere Knoten im selben Dreieck schon gewdhlt wurde oder nicht
und dementsprechend einen Knoten im anderen Graphen, fiir den dasselbe gilt,
wéhlen.

Eine Partie, in der Bob diese Strategie verfolgt, kénnte beispielsweise so aussehen:
ag be Yo
ba
Y1 b3 Y2
bl /\ ml

as as

2 as

—
N

zo

AN

al

Das funktioniert nur, weil A und B jeweils aus gleichen Dreiecken aufgebaut sind
und beide Graphen mindestens so viele Dreiecke haben, wie Runden gespielt
werden, also drei.

Erhoht man die Rundenanzahl auf vier, dann gibt es eine Gewinnstrategie in
EF,(A, B) fiir Alice. Wahlt sie ihre vier Knoten in A so, dass diese jeweils in
eigenen Dreiecken liegen, dann kann Bob nicht gewinnen. Alice kann beispiels-
weise T = (a1, as, a4, ag) wihlen. Diese vier Knoten sind voneinander isoliert.
Wihlt Bob vier Knoten in B, dann sind mindestens zwei davon durch eine Kante

verbunden. Damit hat Alice einen Unterschied aufgezeigt und gewinnt.
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2.6 Korrespondenz zwischen Ehrenfeucht—Fraissé Spielen
und Back-and-Forth Mengen

Wir haben nun alle Begriffe und Sétze besprochen, die wir fiir den angekiindigten
Zusammenhang zwischen partieller Isomorphie und unendlichen Ehrenfeucht-
Fraisse Spielen benotigen. Die folgenden Sidtze liefern eine Methode, um die
partielle Isomorphie zweier Strukturen zu priifen, ohne die Existenz einer Back-

and-Forth Menge nachweisen zu miissen.

Satz 2.6.1. Sei L eine Sprache und seien A und B L-Strukturen mit Universen
A und B. Wenn Bob eine Gewinnstrategie in EF, (A, B) hat, dann ist A partiell

isomorph zu B.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine Strategie 7 = (19, 71, ...) fir Bob gibt, die
eine Gewinnstrategie ist. Definiere die Menge aller mdglichen Partien, in denen

Bob 7 verfolgt hat, als

Q = {(x0, 70(20), 1, 71 (20, 1), ...) | (T0,21,...) € (AU B)N}.
Dann gilt Q C W, (A, B), weil 7 eine Gewinnstrategie ist. Definiere nun

P:={f, | pist Position in EF,(A,B) und 3¢ € Q p C ¢}
= {fp | 3¢ € Q sodass p Anfangsstiick von ¢ ist}.

wobei fp, := {(v0,v(), ...y (Vn—1,v},_1)} fiir p = (%0, Yo, -, Tn—1, Yn—1) Mit v;, v}
wie in Definition P41

Behauptung: P ist eine Back-and-Forth Menge fiir A und B.

Begrindung: Zunéchst ist P C Part(A, B), denn fiir jedes Anfangsstiick p der
Linge n € N von g € W, (A, B) ist p € W,,(A, B) und damit f, € Part(A,B). A
und B sind Universen, also nach Definition nichtleer. Deshalb ist (AU B)Y # ().
Daraus folgt, dass @ nichtleer ist und schliefflich gilt P # (.

Zeige nun gemeinsam (1) und (2) aus der Definition von Back-and-Forth Mengen
223

Sei fp € P mit p = (z0,70(20), .., Tn—1, Tn—1(Z0, ..., Tn—1)) und z € AU B. De-
finiere p = (20, 70(0), -+ oy Tn—1, Tn=1(Z0, -+, Tn—1), 2, Tn(T0, ---, Tn_1, 2)). Dann
gilt f, C fp und f5 € P.

Falls z € A, dann ist z = v, mit der Notation aus und es gilt z € dom(f;).
Ist z € B, dann ist z = v, und z € rng(fs).

Da P eine Back-and-Forth Menge fiir A und B ist, gilt nun A ~, B. O

Satz 2.6.2. Sei L eine Sprache und seien A und B L-Strukturen mit Univer-
sen A und B. A und B sind genau dann partiell isomorph, wenn Bob eine
Gewinnstrategie in EF,, (A, B) hat.
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Beweis. Dass A partiell isomorph zu B ist, falls Bob eine Gewinnstrategie hat,
haben wir in Satz [2.6.1] bereits gezeigt.

Wir nehmen nun an, dass A und B partiell isomorph sind und konstruieren
eine Gewinnstrategie 7 = (79,71,...) fir Bob. Das heifit, dass fur beliebige
g, 21,... € AUB

(1’0,7'0(:170),1'1,7'1(500,:61), ) € Ww(A, B) gllt
Unsere Konstruktion muss somit fiir alle « € N
(3;‘0,7’0(.%0), -~-a$i—1,7'i—1(3707 ...,.131‘_1)) S WZ(A, B) erfiillen.

Da A ~, B, gibt es eine Back-and-Forth Menge P fiir A und B.
Wir konstruieren 7; rekursiv. Falls ¢ = 0 ist, gibt es ein fy € P, da P nichtleer
ist. Falls i > 0 gilt, nehmen wir an, dass f; und 7;_1 : (AU B)* — AU B bereits

so konstruiert wurden, dass fiir beliebige xg,...,x;,_1 € AU B

{(vo,v0), vy (Vi—1,vi_1)} C fi und

(1‘0,7‘0(170), ...,171'_1,7'1'_1(:130, ...,131'_1)) € WZ(A, B) gelten.

Sei nun z; € AU B der (i + 1)-te Zug von Alice.

Fiir den Fall, dass z; € A liegt, gibt es ein f;y; € P mit f; C f;y1 und
x; € dom(fiy1). Wir bezeichnen v; := z; und (o, ..., ;) := v} := fit1(x;) € B.
Falls x; € B liegt, gibt es ein f;11 € P mit f; C fir1 und x; € rng(fiy1).
Hier nennen wir v} := x; und 7 (x, ..., z;) 1= v; 1= Z—jrll(xi) € A. fijrll (z;) ist
eindeutig, da fifl injektiv ist.

Da genau einer der beiden Falle eintritt, bekommen wir damit einen partiellen
Isomorphismus f;11 € P mit {(vo,v(), ..., (v;,v])} € fi+1. Nach [2.2.2] gilt dann
auch {(vo, v(), ..., (vi,v})} € Part(A, B). Somit ist

(@0, T0(20), -, Tiz1, Tim1(Z0, -ooy Tiz1)s Ty Ti(Toy oy 24)) € Wig1 (A, B).

7 erfiillt damit alle Eigenschaften einer Gewinnstrategie fiir Bob und die Aussage

ist gezeigt. O

Korollar 2.6.3. Sei L eine Sprache und seien A und B L-Strukturen. Alice hat
genau dann eine Gewinnstrategie in EF,,(A, B), wenn A %, B gilt.

Beweis. A #, B EE2 Bob hat keine Gewinnstrategie B3 Alice hat eine

Gewinnstrategie. O
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2.7 Verallgemeinerung: Back-and-Forth Folgen

Das Konzept der Back-and-Forth Mengen lasst sich auf Back-and-Forth Folgen
verallgemeinern. Auch in diesem Fall gibt es eine Verbindung zu Ehrenfeucht-

Fraisse Spielen.

Definition 2.7.1 (Back-and-Forth Folge). Sei L eine Sprache und seien A und
B L-Strukturen mit Universen A und B. Eine Back-and-Forth Folge fir A
und B ist eine endliche Folge (P;);<, mit n € N, die folgende Eigenschaften
erfillt:
(1)D#P,C P, 1 C .. CPyC Part(A,B)
21)VfePi1VacATge P, (f CgAhacdom(g)) fiiri <n
(22)VfePi1VbeB3ge P (f Cgnberng(g)) firi <n.
Falls es eine Back-and-Forth Folge (P;)i<, zwischen A und B gibt, schreiben wir
A=~y B.

Korollar 2.7.2. Falls A partiell isomorph zu B ist, dann gilt A ~} B fiir jedes
n € N.

Beweis. Wegen A ~,, B gibt es eine Back-and-Forth Menge P fiir A und B.
(P;)i<pn mit P; := P fir alle ¢ <n ist eine Back-and-Forth Folge und damit gilt
A=~} B. O
Beispiel 2.7.3. Sei A = (N, <) und B = (N + N, <’) wobei < die iibliche

Relation auf den natiirlichen Zahlen ist und

N+ N:={(k,i) | k € N,i € {0,1}} mit
<= {(ky), (13) | (ky), (L) € N+ NAG <GV (i = j Ak <D)}.

Man kann sich (N + N, <’) als Kopie von N, an die eine zweite Kopie von N

angereiht wurde, vorstellen.

Definiere Py :={0}

Py =P, U{{(0,(0,0)}} U{{(z,9)} [0 #z €N, (0,0) # y € N+ N}
Py:=P,U{{(z,y),(#,5)} |z <F €N, y<'§eN+N.

Das ist eine Back-and-Forth Folge, denn:

Bedingung (1) aus Definition ist offensichtlich erfiillt.

Fiir (2.1) miissen wir zunéchst zeigen, dass fiir ein f € P, und a € N eine
Funktion g € P; existiert, die f erweitert und a abbildet. In P» gibt es nur eine
Funktion, also gilt f = (). Fiir a = 0 wéhlen wir ¢ := {(0, (0,0))} € P, und fir
a # 0 konnen wir g := {(a, (1,0))} € P, wihlen.

Sei nun f € P;. Wir konnen annehmen, dass f € P \ P, gilt.
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Fall 1: f ={(0,(0,0))}. Wenn a = 0 gilt, funktioniert g = f, ansonsten wahlen
wir g := {(0, (0,0)), (a, (1,0))} € P.

Fall 2: f = {(z,y)} fir 0 # 2 € N und (0,0) # y € N+ N. Es gibt ¥ € N und
i €{0,1} mit y = (k,4). Falls z = a gilt, funktioniert g := f. Fiir a < x, wihle
g :={(a,(0,0)),(x,y)} € Pp und fir = < a sei g := {(z,y), (a, (k+ 1,7))} € P.
Bedingung (2.2) kann man analog zu (2.1) beweisen.

Damit gilt A ~2 B.

Satz 2.7.4. Sei L eine Sprache und seien A und B L-Strukturen mit Universen
A und B. Wenn Bob eine Gewinnstrategie in EF, (A, B) hat, dann gibt es eine
Back-and-Forth Folge (P;)i<, fir A und B.

Beweis. Wir nehmen an, dass Bob eine Gewinnstrategie 7 = (79, ....., Tp—1) in
EF, (A, B) hat. Definiere die Menge aller moglichen Partien, in denen Bob 7
verfolgt hat, als

Q = {(.’)30,7‘0(330), ..... ,377171,7‘,“,1(56()7 ...,l‘nfl)) | TQy .o, Tn_1 € AU B}

Definiere (P;);<y, folgendermafen:

Py = {0}

Po_(ix1) = Pui U{fp | p = (20, T0(20), ooy T4, Ti(T0, -0, @) ), X0,y 2 € AU B}
fir i = 0,...,n — 1,wobei f, := {(vo,v(), ..., (v, v})} fir p = (20, Y0, ..., Ti, ¥s)

mit v, v, wie in Definition m

Behauptung: (P;);<p ist eine Back-and-Forth Folge fiir A und 5.

Begriindung: Wir zeigen die Bedingungen aus Definition [2.7.1]

(1) # P, C P,1C ... C Py C Part(A,B) gilt, denn Q C W,,(A, B).
Bedingungen (2.1) und (2.2) kénnen wir gemeinsam zeigen.

Sei z € AUB und f, € P,. Das heifit f, = p = 0. Definiere p’ = (z,79(2)).
Dann gilt f,r € P,_(041) = Po—1 und f;, C fpr.

Falls z € A gilt, dann ist vg = z und fy (vo) = v = T0(2). Also gilt z € dom(f,).
Falls z € B liegt, dann gilt vg = 70(2) und fy (vo) = vj = z. Damit gilt
z € rng(fp).

Seinun z € AUB und f, € P,,—; mit 0 <i <n.

Das heif}t P = (ZEQ,TQ($0), ..... 71'1'—1,7—1‘—1(3707 ...,1‘7;_1)).

Definiere p’ := (20, 70(0); eees i1, Tie1(T0y ooy Ti1)5 2, Ti (X0, ooy Ti—1, 2)).

Dann gllt fp/ S Pn—(i+1)'

Falls z € A gilt, dann ist v; = z und fp (v;) = v} = 7(z0, ..., Ti—1, 2). Damit ist
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z € dom(fy ). Falls z € B gilt, dann ist v; = 7;(20, ..., -1, 2) und fp (v;) = v, =
z. Damit ist z € rng(fy). O

Satz 2.7.5. Sei L eine Sprache und seien A und B L-Strukturen mit Universen
A und B. Es gibt genau dann eine Back-and-Forth Folge (P;)i<y fiir A und B,
wenn Bob eine Gewinnstrategie in EF, (A, B) hat.

Beweis. Dass A ~ B gilt, falls Bob eine Gewinnstrategie hat, haben wir bereits
in Satz [2.7.4] gezeigt.

Wir nehmen nun also an, dass es eine Back-and-Forth Folge (P;);<, fur A
und B gibt und konstruieren eine Gewinnstrategie 7 = (7o, ..., Tn—1) fir Bob in
EF,(A,B). Seien xg, ...,x,—1 € AU B beliebig. Dann muss fir 7

p(n) := (20, 70(20), .oy Tn—1, Tn—1(T0, ..., Tn—1)) € Wy (A, B) gelten.

Das heift, dass (1) z; € A < 7;(zg, ...,x;) € B fur i =0,...,n — 1 und

(2) fpm) € Part(A, B) erfiillt sind.

Wir konstrieren 7; rekursiv. Falls ¢ = 0 ist, gibt es fy € P,,, da P, nichtleer ist.
Fall 1: zy € A. Weil (F;);<, eine Back-and-Forth Folge ist, gibt es f; € P,
mit fo C f1 und z¢ € dom(f1). Setze 19(zo) := f1(zo) € B.

Fall 2: g € B. Dann gibt es f; € P,—1 mit fo C f; und xg € rng(f;). Wahle
70(w0) == f; *(20) € A. Dieses Element ist eindeutig, denn f; ist injektiv.
Damit gilt f,1) C f1 fiir p(1) := (20, 0(0)).

Sei nun 0 < ¢ < n. Wir nehmen an, dass f; € P,—; und 7% (xo, ..., xx) fir k < ¢

bereits so konstruiert wurden, dass

fp(z) C f; fur p(z) = (1‘0,7'0(1}0), ...,.Z'ifl,Tifl(xo, ey Ti—1)) gilt.

Fall 1: x; € A. Es gibt fiy1 € Py_(i41) mit f; C fiy1, sodass x; € dom(fiy1).
Wiébhle 7;(zg, ..., z;) := fit1(z;) € B.

Fall 2: 2; € B. Dann gibt es fiy1 € P,_(i41) mit f; C fiy1, sodass 2; € rng(fiy1)-
Definiere 7;(zg,...,x;) = ;11(3%‘) € A. Diese Wahl ist eindeutig, weil f;y1
injektiv ist.

Nun gilt fpi41) € fix1. Im letzten Schritt i = n — 1 bekommen wir f, € By C
Part(A,B) mit fy,) € fn. Nach Lemma gilt dann f,,) € Part(A,B)
und (2) ist erfillt. Bedingung (1) gilt nach Konstruktion. Damit ist 7 eine

Gewinnstrategie fiir Bob. O
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3 Partielle Isomorphie dichter linearer Ordnun-

gen

In diesem Abschnitt werden wir eine Anwendung der vorgestellten Theorie

betrachten. Wir beweisen das Resultat aus dem ersten Abschnitt noch einmal.

Satz 3.0.1. Fir dichte lineare Ordnungen A = (A, <4) und B = (B,<p) ohne
Endpunkte gibt es eine Gewinnstrategie fiir Bob in EF, (A, B).

Beweis. Wir konstruieren eine Gewinnstrategie 7 = (19, 71, ....). Seien zg, x1, ... €
A U B beliebig. Dann muss

(%o, To(w0), 71, T1 (20, 1), -..) € Wi(A, B) gelten.
Das heif3t, dass fiir jedes n € N
(20, T0(20), s Tr—1, Tn—1(T0, s Tn—1)) € Wr(A, B) gilt.

Wir definieren 7, (2o, ..., 5 ) rekursiv und benutzen wieder die Notation aus m
Falls 2 € A gilt, wihlen wir 79(z9) € B beliebig. Fiir g € B definieren wir
To(zo) € A beliebig. Es ist leicht zu sehen, dass (g, 79(z0)) € W1 (A, B) erfiillt
ist.

Sei nun n € N. Nehmen wir an, dass 7;(zo, ..., z;) fiir alle s = 0,...,n — 1 bereits

so konstruiert wurde, dass
(i(), TQ({,C()), ..... sy Tpn—1, Tnfl(.’b(), ceny xn,l)) S Wn(A, B) gllt

Zuerst nehmen wir an, dass z,, € A gilt und benennen v,, := z,,.

Fall 1: z,, = v; fir ein ¢ < n. Wahle v), := v}.

Fall 2: x,, <4 v; fiir alle ¢ < n. Da B keinen Endpunkt hat, gibt es v/, € B mit
v), <p v} fir alle ¢ < n.

Fall 3: v; <4 z, fur alle i < n. Auch in diesem Fall konnen wir ausnutzen, dass
es keinen Endpunkt in B gibt. Wir finden v, € B, mit v, <p v], fir alle i < n.
Fall 4: v; <a4 x, <a v fir i,k < n, wobei es keinen Index m < n mit
v; <A Uy <4 Ty oder x, <a Uy <4 v gibt. B ist eine dichte Ordnung,
deshalb finden wir ein Element v}, € B mit v, <p v}, <p v},.

Sei nun 7, (xo, ..., ) := v),. Auler in Fall 1 haben wir v, # v} firi =0,....,n—1
definiert.

Behauptung: (20, 70(20)s -+, Tn—1, Tn (T, -y Tn)) € Wi (A, B).

Begriindung: Bedingung (1) z; € A & 7;(xg, ..., x;) € B fiir i = 0,...,n aus der
Definition von Wy,11(A, B) ist per Konstruktion erfiillt.

Fiir Bedingung (2) miissen wir zeigen, dass f, := {(vo, (), .., (Un,v))} €
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Part(A, B) gilt. Aus Proposition folgt, dass {vo,...v,} das Universum
von [{vo, ...vn }] 4 ist. Wir miissen also zeigen, dass f, : {vo,...vn} = {v{,...v),}
ein Isomorphismus ist.

Ist Fall 1 eingetreten, dann gilt f, = f,—1 € Part(A, B) und wir sind fertig. Wir
konnen also annehmen, dass v, # v; fiir alle i < n und damit v}, # v} furallei < n
gilt. Man sieht leicht, dass f,, surjektiv ist und |[{vo,...vn}| = {v{, .- v} <n+1
gilt. Damit ist f,, eine Bijektion. Die Sprache der linearen Ordnungen enthélt
keine Konstanten- und Funktionszeichen. Wir miissen also nur noch zeigen, dass
v, <AV S U <p v}c fur alle i,k < n gilt. Fir ¢,k < n ist das erfiillt, weil
fn—1 € Part(A,B) liegt. v], haben wir genau so konstruiert, dass diese Bedin-
gung erfiillt ist.

Falls z,, € B gilt, definieren wir v/, := z,, und 7,(zo,...,z,) = v, € A ganz
analog, indem wir die Rollen von A = (A4, <4) und B = (B, <p) vertauschen.
T ist eine Gewinnstrategie fiir Bob und die Aussage ist gezeigt. O

Korollar 3.0.2. Fiir abzdhlbare dichte lineare Ordnungen A und B ohne End-
punkte gilt A ~ B.

Beweis. Aus Satz folgt, dass es eine Gewinnstrategie fiir Bob in EF,, (A, B)
gibt. Dann liefert uns Satz dass A partiell isomorph zu B ist. Aulerdem
haben wir gezeigt, dass abzdhlbare partiell isomorphe Strukturen bereits isomorph
sind, siehe 2.:2.7] Damit gilt A ~ B. O
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