Lniversitat
wien

BACHELORARBEIT

Titel der Bachelorarbeit

Kardinalzahlarithmetik

Verfasser
Clara Unterberger

angestrebter akademischer Grad

Bachelor of Science (BSc.)

Wien, im Monat Oktober 2018
Studienkennzahl It. Studienblatt: A 033621
Studienrichtung It. Studienblatt:  Mathematik

Betreuer: Dr.i™ Sandra Miiller



Inhaltsverzeichnis

I—Vorwortl 1
2 Einleitung] 1
RI _ZFC . . . 1
2.2 Ordinalzahlenl . . . . . . . .. . ... ... .. 3
3__Kardinalzahlenl 4
BI FKardinalitatl. . . . . . . . . . . . . 4
3.2  Die Aleph-Funktion| . . ... ... ... ... ... 0. 7
i AG T -
[>  Addition und Multiplikation| 9
6 Potenzieren| 12
6.1 Singulare und regulare Kardinalzahlen . . . . . . . . ... .. 13
6.2 Potenzieren mit unendlichen Kardinalzahlenl. . . . . . . . .. 16
[ Unendliche Summen und Produktel 17



1 Vorwort

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Kardinalzahlen und der Frage, wie man mit
ihnen rechnet, kurz, mit Kardinalzahlarithmetik. Kardinalzahlen beschreiben
die Kardinalitdt, salopp die "Grofe", einer Menge. Die Frage nach der Grofie
einer endlichen Menge ist leicht mit der Anzahl ihrer Elemente beantwortbar.
Bei unendlichen Mengen reicht dieser intuitive Losungsversuch nicht aus.
So ist beispielsweise die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...}
gleich grofl wie die Menge der geraden natiirlichen Zahlen {0,2,4,...},
obwohl offensichtlich {0,2,4,...} € {0,1,2,...} gilt. Auch dass verschiedene
unendliche Mengen nicht gleich grofl sein miissen, wie zum Beispiel im Fall
R und N, {ibersteigt schnell das menschliche Vorstellungsvermogen. Um
im mathematischen Kontext sinnvoll iiber die Gréfie von Mengen reden zu
konnen, bedarf es also einer Moglichkeit zu ihrer Bestimmung, die ohne
Intuition auskommt. Georg Cantor fithrte zu diesem Zweck die sogenannten
Ordinalzahlen ein, mit denen er das Konzept der natiirlichen Zahlen in einen
rein mengentheoretische Kontext bringt und in das Unendliche erweitert,
indem er ,,bei Unendlich nicht aufhort zu zdhlen“. Aussagen, wie |[R xR| = |R|
oder 2V = B(N)|, ergeben sich dann durch Rechnungen mit auf diesem
Konzept aufbauenden Kardinalzahlen.

2 Einleitung

Diese Arbeit orientiert sich in Aufbau und Konvention an Set theory: Fxplo-
ring independence and truth von R. Schindler [1]. Grundlegende Begriffe und
Konzepte aus der Mengenlehre, etwa im Ausmafl der Vorlesung ,,Einfiihrung
in die mathematische Logik“, werden im Weiteren als bekannt vorausgesetzt.
Einige Grundlagen, die zum Verstdndnis von Kardinalzahlen unumgénglich
sind, werden allerdings in diesem einleitenden Kapitel wiederholt. Dieses stellt
jedoch nur eine iberblicksméflige Zusammenfassung da. Eine ausfiihrliche
Bearbeitung und alle Beweise finden sich in [1].

2.1 ZFC

Das zu Grunde liegende Axiomensystem dieser Arbeit ist die Zermelo-
Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaxiom (ZFC).

Definition 2.1. Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre besteht aus folgenden
Axiomen:

o (Ext) Extensionalitdtsaxiom:
VaVy(x =y < (Vz(z € x <> 2z € y))

e (Fund) Fundierungsaxiom:



Ve(Fyyer— Jyly ez A—-3Jz(z €y Az € x)))
o (Paar) Paarmengenaxiom:
VaVy3dz z = {z,y}

o (0) Existenz der leeren Menge :

JaVy y ¢ x
o (Ver) Vereinigungsaxiom:
Vedy y = Uz
o (Pot) Potenzmengenaxiom:
Vady y = P(z)

e (Aus) Aussonderungsschema:
Vor ... Vo,VadWe(z € b+ (z € a A d(x,v1,...,0,)))
« (Ers) Ersetzungsschema:

VaVuy .. . Yu,(Vz € aFy'Vy(y =y < éd(z,y,v1,...,0,)) = IVy(y €
b « El.f € a(b(‘ray:vl: M 77}71)))

e (AC) Auswahlaxiom:

Ve(x ZDAVy € aVy e x(ynNy 0 < y=1y') — F2Vy € 23u
2Ny ={u}))

¢ (00) Unendlichkeitsaxiom:
Jz(@ ez AVyly ez —yU{y} €x))

Bemerkung 2.2. Ublicherweise arbeitet man im Rahmen von ZFC mit
Mengen. Es gibt aber Sammlungen von Objekten, die nicht alle der oben
genannten Axiome erfiillen. Diese werden als echte Klassen bezeichnet. Bei-
spielsweise die sogennante Allklasse, {z : * = x}, widerspricht (Fund) und
ist somit keine Menge. Umgekehrt ist jedoch jede Menge auch eine Klasse.

Definition 2.3. Eine Menge z heifit induktiv, falls gilt ) € z A Vy(y € = —
yU{y} € ).



Bemerkung 2.4. Also enthilt jede induktive Menge 0, {0}, {0,{0}},...
Man benennt diese Elemente, wie folgt:

0:=0
1:={0}
2:={0,{0}}

n+1l:=nU{n}={0,1,2,...,n}

Bemerkung 2.5. (0co0) garantiert die Existenz einer solchen induktiven
Menge.

Der Durchschnitt iiber alle induktiven Mengen, die kleinste induktive Menge,
wird mit w bezeichnet und ist nach Bemerkung genau die Menge, die
0,1,2,... enthalt. Man nennt w auch die Menge der natiirlichen Zahlen und
ihre Elemente die natiirlichen Zahlen.

2.2 Ordinalzahlen

Definition 2.6. Eine Menge x heifit transitiv, falls fiir alle y € x gilt y C .

Definition 2.7. Eine Menge x heifit Ordinalzahl, falls gilt:
(i) Fur alle y,z € z gilt, y € z oder y = z oder z € y.
(ii) @ ist transitiv.

Beispiele
e Alle natiirlichen Zahlen, n € w, sind Ordinalzahlen.
e Die Menge der natiirlichen Zahlen, w, ist eine Ordinalzahl.

Lemma 2.8. (i) Es sei a eine Ordinalzahl. Dann ist « +1 = a U {a}
ebenfalls eine Ordinalzahl.
(7i) Es sei a eine Ordinalzahl. Dann gilt fir alle x € o, x ist eine Ordinal-
zahl.
(iii) Es seien o, B Ordinalzahlen mit o C 3. Dann gilt o € 3.
(iv) Es seien «, 8 Ordinalzahlen. Dann gilt entweder o C 3 oder B C «
oder o = f3.

Lemma 2.9. (i). Es sei X # () eine Menge von Ordinalzahlen. Dann ist
NX das minimale Element von X und man schreibt NX = min(X).

(ii). Es sei X eine beliebige Menge von Ordinalzahlen. Dann ist UX eine
Ordinalzahl und man schreibt UX = sup(X).

Bemerkung 2.10. Die Sammlung aller Ordinalzahlen , {x : z ist Ordinalzahl},
ist also keine Menge, sondern eine echte Klasse, genannt OR.
Denn sonst wiare OR € OR und dies widerspricht (Fund).



Definition 2.11. Eine Ordinalzahl « heifit Nachfolgerordinalzahl, falls es
eine Ordinalzahl § gibt mit o = 8 + 1.

FEine Ordinalzahl a heifit Limesordinalzahl, falls o keine Nachfolgerordinalzahl
ist.

Definition 2.12. Sei R C C' x C' eine zweistellige Relation auf einer Klasse
C. R heif3t fundiert, falls jede nichtleere Teilmenge von C' ein R-minimales
Element besitzt, das heif3t:

Fiir alle ¢ C C' mit ¢ # () existiert ein = € ¢, sodass fiir alle y € ¢ gilt —yRx.

Definition 2.13. Sei R C C' x C eine zweistellige Relation auf einer Klasse
C. R heifit Wohlordnung, falls gilt:

(i) Fir alle z € C gilt mxRz. (Antireflexivitét)

(ii) Fur alle z,y, z € C gilt: (zRy A yRz) — xRz. (Transitivitét)

(iii) Fir alle z,y € C gilt: xRy oder = y oder yRz. (Vergleichbarkeit)
(iv) R ist fundiert.

Bemerkung 2.14.  Eine Relation, die (i), (ii) und (iii) in der obigen
Definition erfiillt, heifit lineare Ordnung.

e Die Relation, a < 8 genau dann, wenn a € f3, ist eine Wohlordnung
auf ORD.

Satz 2.15 (Wohlordnungssatz von Zermelo). Es sei A eine beliebige Menge.
Dann gibt es eine Wohlordnung auf A. Weiters existiert eine Ordinalzahl o,
sodass es eine Bijektion w: a — A gibt.

Bemerkung 2.16. Satz ist dquivalent zu (AC).

3 Kardinalzahlen

Bemerkung 3.1 (Notation). Seien x und y Mengen, sodass es eine Bijektion
m:x — y gibt, dann schreibt man x ~ y.

Die Wohlordnung aus Bemerkung (ii) wird im Folgenden laufend eine
wichtige Rolle spielen. Dabei werden < und € synonym verwendet, < bedeu-
tet, falls nicht explizit anders definiert, < oder =.

Die Menge {f : f ist eine Funktion mit dom(f) = x und Im(f) C y} wird
zumeist mit {f | f : © — y} bezeichnet.

3.1 Kardinalitat

Definition 3.2. Es sei x eine Menge. Die Kardinalitit von x, geschrieben
||, ist die kleinste Ordinalzahl o mit x ~ a.



An dieser Stelle wird deutlich, dass die Theorie der Kardinalzahlen auf
keinen Fall ohne das, oft diskutierte, Auswahlaxiom auskommen kann.
Der Wohlordnungssatz garantiert die Existenz einer Ordinalzahl a mit « ~ «,
flir eine beliebige Menge x.

Beispiele

o Fiir alle n,m € w gilt: n ~ m = n = m. Also gilt |n| = n fir alle
n e w.

e Sei f:n — w. Dann ist f nicht bijektiv fiir alle n € w.
Also gilt |w| = w.

e |w+ 1] =w, denn die folgende Funktion ist bijektiv.

w+1 w

e wWH2=w, |lw+3=w, ...

¢ |w-w|=w, wie man auf folgender Abbildung erkennen kann.

w A
041
MYﬁY\
(O'Z)W)

(O’l)w,\m (LQ
) (L0 (20 (30 (40 @

(0,0 1,0

Definition 3.3. Eine Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl o mit || = .

Es ist tiblich Ordinalzahlen mit Buchstaben des griechischen Alphabets zu
bezeichnen. Betrachtet man eine Ordinalzahl als Kardinalzahl, so verwendet
man Buchstaben weiter hinten im Alphabet, wie kK, A\, y, . . .

Beispiele



e Alle endlichen Ordinalzahlen sind Kardinalzahlen.
e w ist die kleinste unendliche Kardinalzahl.

Kardinalzahlen sind also spezielle Ordinalzahlen. Genauer, eine Ordi-
nalzahl ist genau dann eine Kardinalzahl, wenn es eine Menge = gibt mit
a = |x|.

Weiters gilt, jede unendliche Kardinalzahl ist eine Limesordinalzahl. Denn
angenommen « sei eine Nachfolgerordinalzahl, das heifit o = 5+ 1, dann
gilt, analog zum oben dargestellten Beispiel |w + 1| = w,

lal =8+ 1] =[B].

Bemerkung 3.4. Es gibt beliebig grofle Kardinalzahlen.

Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Cantor, der besagt, dass es fir eine
beliebige Menge z keine Surjektion f:z — JP(x) gibt.

Sei nun k eine Kardinalzahl, dann existiert die Menge () nach (Pot) und
es gilt © < |P(x)|. Insbesondere existiert aber auch eine kleinste Kardinalzahl
A, fir die gilt: k < A < [B(k)].

Definition 3.5. Es sei x eine Kardinalzahl. Die kleinste Kardinalzahl A mit
A > k heiBit Nachfolger von  oder x™.

Fine Kardinalzahl k heifit Nachfolgerkardinalzahl, wenn es eine Kardinalzahl
i gibt mit u < Kk und kK = p™.

Sonst heif3t x Limeskardinalzahl.
Beispiele

o Fiir alle n € w gilt n* = n + 1. Somit sind alle n € w \ {0} Nachfolger-
kardinalzahlen.

e w selbst ist eine Limeskardinalzahl.

Lemma 3.6. Sei X eine Menge von Kardinalzahlen. Dann ist UX eine
Kardinalzahl.

Beweis. Da X eine Menge von Ordinalzahlen ist, ist UX laut Lemma [2.8
ebenfalls eine Ordinalzahl.

Sei a < UX, d.h. @ € UX, dann existiert ein k € X mit a € k, d.h. a < k.
Da k eine Kardinalzahl ist, kann es keine Surjektion von « nach k C UX
geben. Und somit gibt es keine Ordinalzahl a < UX mit a ~ UX. 0

Bemerkung 3.7. Bemerkung besagt, dass jede Kardinalzahl einen
Nachfolger hat. Es gibt aber auch beliebig grofie Limeskardinalzahlen. Sei
K eine beliebige Kardinalzahl und X = {x,x",x"",...}, dann ist UX eine
Limeskardinalzahl grofler als «.

Denn angenommen UX wére eine Nachfolgerkardinalzahl, also UX = u™,
dann gibt es ein n, sodass kT < p < kT weil wegen p < UX gilt



i € UX. Somit muss aber schon u = k™ gelten, da zwischen ™ und
kT 1) keine andere Kardinalzahl liegt. Also gilt ut = st € X und
damit auch p™ # UX.

3.2 Die Aleph-Funktion

Die sogenannte Aleph-Funktion wird verwendet um die unendlichen Kardi-
nalzahlen aufzuzéhlen. Sie ordnet jeder Ordinalzahl eine Kardinalzahl zu
und wird wie folgt, rekursiv definiert:

e Ny = w, die kleinste unendliche Kardinalzahl

o Fiir a > 0: N, = die kleinste Kardinalzahl k, sodass k > Ng V3 < «r

Bemerkung 3.8. Fiir eine beliebige Ordinalzahl « gilt @ < V. Dies sieht
man leicht per Induktion.
e 0 < No =w
e Essei a < N, schon gezeigt. Dann ist R,41 = &, die kleinste Kardinal-
zahl, sodass k > Ng, V3 < o + 1. Insbesondere gilt x > R, > a. Also
git k >a+1
Fiir eine beliebige unendliche Kardinalzahl x gilt also k < V. Das bedeutet,
es existiert eine Ordinalzahl o < k mit kK = N, und somit ist jede unendliche
Kardinalzahl von der Form N,,.
Weiters ist N, eine Limeskardinalzahl, falls @ eine Limesordinalzahl ist, und
eine Nachfolgerkardinalzahl, falls a eine Nachfolgerordinalzahl ist.

Die ersten unendlichen Kardinalzahlen sind:

N07N17"')NW7NW+17"‘7Nw"7"'

4 Arithmetik

Definition 4.1. Seien x und A Kardinalzahlen. Dann wird wie folgt eine
Arithmetik definiert.

e kA= |(xx {0) U x {1})]
. H')\:|I€X>\|
o &k’ =|{f: f ist eine Funktion mit dom(f) = A und Im(f) C x}|

Bemerkung 4.2. Fir endliche Kardinalzahlen stimmt diese Definition ge-
nau mit den tiblichen Rechenoperationen auf den natiirlichen Zahlen iiberein.

Beispiele

¢ 3+2=Bx{0hux{1h] =[({0,1,2} x {0}) U ({0,1} x {1})[ =5



e 3.-2=1[3x2/=1{0,1,2} x {0,1}| = 6
o 32 ={flIf:2=3}=1{fIf:{0,1} = {0,1,2}}] =9

Im Folgenden werden ein paar einfache Rechenregeln betrachtet. Diese
sind zwar zum Teil sehr offensichtlich, sollen aber einen Eindruck vermit-
teln, wie man mit geeigneten Surjektionen, Injektionen und Bijektionen als
Werkzeuge, mit Kardinalzahlen rechnet.

Lemma 4.3. Seien k und X\ beliebige Kardinalzahlen.

(i) Seien X und Y zwei disjunkte Mengen mit | X| = k und |Y| = X. Dann
gilt: k+ X=X UY]|.

(ii) Falls k,A> 1, gilt: K+ X< K-\,

Beweis. (i) Wegen |X| = k und |Y| = A, gibt es Bijektionen f : k — X
und ¢ : A — Y. Somit ist die Funktion 7 : (k x {0})U(Ax{1}) - XUY
mit («,0) = f(a) und (8, 1) — g(5) bijektiv.

(ii) Seien X und Y wie in (7). Es gilt k- A = |X x Y|. Also reicht es
eine Injektion f: X UY — X x Y zu finden. Da k, A > 1, existieren
2,2 € X und y/,y” € Y mit 2/ # 2’ und v # y”. Man kann also
folgende injektive Funktion definieren:

(2,9), falls z € X
f(z) =< (2,2), falls z € Y\ {¢/}
(" y"), falls z = ¢/

O

Bemerkung 4.4. Die Addition und Multiplikation mit Kardinalzahlen
erfiillt folgende Rechenregeln:

(i) k¥ A=A+rund K- X=Xk
(i) k+N)+p=r+A+p)und (k- ) -p=r-(A-p)
(ili) (k+A)-p=K-p+X-p

Seien X, Y und Z paarweise disjunkte Mengen mit |X| = &, |Y| = A und
|Z| = p. Dann folgt (i), weil natiirlich X UY ~YUX und X XY ~ Y x X.
Es ist

IXXY|XZ~XXYXxZ~XX|Y xZ]
und

IXUY|UZ~XUYUZ~XU|YUZ
Deshalb gilt (ii). Ahnlich folgt (iii), wegen



IXUY|XZ~(XUY)XxZ=(XXZ)U(Y xZ)~|X xZ|U|Y x Z|.
Lemma 4.5. Seien k, A\ und p Kardinalzahlen. Dann gilt
(i) (K- M) = Kl AP
(i) KMTH = kN P
(iii) (KNP = M
(iv) Seien k' und N Kardinalzahlen mit k' < k und X' < X. Dann gilt
KAN<k+ N & -N<k-Xund & < g
Beweis. Seien X, Y und Z wie in Bemerkung
(i) Die Funktion 7 : {f | f: Z - X} x{g9|g9: Z—=>Y} > {h|h:Z —
X x Y} mit 7((f,9)) = (2= (f(2),9(2))) ez ist bijektiv.
(ii) Die Funktion " : {f | f: Y = X} x{g9|g:Z —- X} > {h | h:
YUZ — X} mit 7((f,9)) = fUg ist bijektiv.

(iii) Die Funktion 7" : {f | f: Z = {9 | g9: Y = X}} = {h|h: Y x Z —
X} mit #”(f) =R/, wobei b/ : Y x Z — X durch h'(y, 2) = (f(2))(y)
gegeben ist, ist bijektiv.

(iv) Seien X' C X und Y’ C Y.
Dann gilt X’UY’ C XUY und X' xY’ C X xY. Weil X’ und Y” sicher
auch disjunkt sind, folgt daraus schon &'+ X < k+Aund - X < k- \.
Angenommen X ist nichtleer, dann gibt es ein x € X. Dann ist die
Funktion 7 : {f" | /Y = X'} = {f | f: Y — X} mit

f'(y), fallsy € Y’

z, falls y € Y\Y’ )

m(f) = (y— {

injektiv.

5 Addition und Multiplikation

In diesem Kapitel wird die Addition und Multiplikation von unendlichen
Kardinalzahlen genauer untersucht. Das wichtigste Resultat liefert der Satz
von Hessenberg, fiir dessen Beweis aber noch einige Begriffe und Hilfsmittel
eingefiihrt werden miissen.

Definition 5.1. Eine 2-stellige Relation R C C x C auf einer Klasse C heift
extensional genau dann, wenn fir alle x,y € C gilt:

{zeC:zRx}={2€C:zRy} e x=y



Definition 5.2. Eine 2-stellige Relation R C C' x C' auf einer Klasse C heifit
mengendhnlich genau dann, wenn {x : xRy} fur alle y € C' eine Menge ist.

Satz 5.3 (Mostowski-Kollaps). Sei C' eine Klasse und R C C x C eine
fundierte, extensionale und mengendhnliche Relation. Dann existiert ein
eindeutiges Paar (Xg,7R), sodass gilt:

(i) Xg ist transitiv,

(i) g : Xr — C ist bijektiv und

(iii) fir alle x,y € Xg gilt: v € y < wr(z)Rrr(y)

Bemerkung 5.4. Sei R eine Wohlordnung auf einer Klasse C und seien
xz,y € C, sodass {z € C : zRzx} = {z € C : zRy}. Angenommen = # y.
Dann gilt ohne Beschrénkung der Allgemeinheit x Ry und damit auch zRx
im Widerspruch zur Antireflexivitdt von R. Also ist jede Wohlordnung
extensional und man kann Satz anwenden. mr(C) ist dann die eindeutige
Ordinalzahl, die zu (C, R) ordungsisomorph ist und heifit der Ordnungstyp
von (C, R).

Lemma 5.5. Die folgende Relation <* ist eine Wohlordnung auf die Klasse
OR x OR:
(0,€) <* (0',€) genau dann, wenn entweder
(i) max{d,e} < max{d’, €'} oder
(i) max{d, e} = max{d’, €'} und 6 < &' oder
(iii) max{d,e} = max{d’, €} und 6 = 0" und e < ¢

Beweis. Dass <* eine totale Ordnung ist, also reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist und Vergleichbarkeit erfillt, folgt direkt daraus, dass < auf OR
eine Wohlordnung ist.
Es bleibt also zu zeigen, dass <* fundiert ist, dass also jede nicht-leere
Teilmenge X von OR x OR ein <*-minimales Element besitzt.
Sei ) # X C OR x OR beliebig.
Man betrachte die Mengen:

X0 ={(6,¢) € X :V(&,€) € X max{d,e} < mazx{d,€}},

X1 ={(8,¢) e XO:V(¢,€) € X° § < ¢} und

X2 ={(6,¢) € X' :V(8,€) € X e <€},
X? enthilt nur ein Element und dieses muss <*-minimal in X sein. O

Bemerkung 5.6. Satz angewendet auf <* liefert eine Abbildung 7 :
OR x OR — OR mit

o (6,6) <* (¢,€) & m((d,¢e)) < m((d',€)) und

e 7 ist bijektiv.

Es gilt also, 7((¢',¢') = {m((d,€) : (,¢) <* (&',€)}. Fiir die ersten
FElemente in OR x OR ergibt sich somit:
7((0,0)) =0 =0
7((0,1)) = {=((0,0))} = {0} =1
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7((1,0)) = {((0,0)), 7((0,1))} = {0,1} =2
7((1,1)) = {7 ((0,0)),7((0,1)),7((1,0))} = {0,1,2} = 3,
ORA
NI
o0 CC R
4y s g
0 @ .6
’ 1 2 OR

Satz 5.7 (Hessenberg). Voo € OR : X, - R, =N,

Beweis. Zu zeigen ist, dass |[R, x R,| = R,, dass es also eine Bijektion
[Ny x Xy — N, gibt. Dazu betrachtet man eine geeignete Einschrankung
von 7 aus der obigen Bemerkung.

Fiir ein beliebiges v € OR gilt, m, := 7 [ (y X 7) : v X v = ran(m) ist, als
Einschriankung einer injektiven Funktion, injektiv und trivialerweise surjektiv,
also bijektiv.

Betrachtet man ran(n,) als {7((d,€)) : (J,€) <* (7,7)}, so sieht man leicht,
dass ran(my) ¢ . Zum Beispiel indem man die injektive Abbildung f: v —
ran(ny) mit o — 7w((0, )) betrachtet.

ran(my) ist eine Ordinalzahl, somit muss nun entweder v € ran(m,) oder
v = ran(my) gelten.

Das Ziel ist also zu zeigen, dass R, = ran(my,,) gilt fur alle . Man zeigt dies
per Induktion, wobei der Induktionsanfang darin besteht, zu iiberpriifen, ob
die Aussage fiir die kleinste unendliche Kardinalzahl, Ng, beziechungsweise als
Ordinalzahl w, stimmt.

Da ran(m,) = {(d,€) : (d,¢) <* (w,w)} aber abzdhlbar ist und keinen
Limespunkt enthilt, kann w € ran(m,) nicht gelten und es ist somit w =
ran(m,). Angenommen es existiert ein o > 0, sodass X, € ran(my, ). Dann
existiert aber auch ein kleinstes o mit dieser Eigenschaft. Fiir dieses « gilt
dann:

Es gibt ein (d,¢) € R, x Xy mit 7((d,€)) = Ny. Nach Definition von 7 gilt
d,e < N,. Da N, als Kardinalzahl eine Limesordinalzahl ist, kann man sicher
ein p finden, sodass gilt, J,e < p < N,.

Weil (0,€) <* (p+1,p+1) und 7((d, €)) = R, gilt R, € ran(m,41), das heiBt
R, C ran(myq1), denn ran(mp4q) ist als Ordinalzahl transitiv. Dann gibt es
aber eine Surjektion f: (p+1) X (p+ 1) = R,.

11



No C ran(7,.)

bijektiv
f surjektiv

(p+tDx(pt1)

bijektiv
g surjektiv
Np x Np
bijektiv
Np

Da p+1 <Ry, ist [p+ 1] = N fiir ein 8 < a. Dann gilt Rg ¢ ran(my,),
weil o minimal gewdhlt war, und somit ist my gt Ng x Ng — Ng bijektiv. Weil
|p + 1| = Ng, gibt es sicher auch eine bijektive Abbildung g : Xg x Ng —
(p+1) x (p+1) und somit auch eine Surjektion g : Rg — (p+1) x (p+1). Aber
dann gilt offensichtlich fog: Ng — N, ist surjektiv, was ein Widerspruch
zu f < « liefert. Somit gilt fiir alle «, dass ran(mg,) = N, und my, ist
tatséchlich die gesuchte Bijektion. O

Korollar 5.8. Fir alle a, 3 gilt Ro + N = Ro - Rg =R, 0000 5

Beweis. Sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit o < 3. Dann gilt:
Lemma (41) Lemma (iv) ”
Ny <Ro+Rg < Re-Rg < Ng-Rg MBIy,
O

Damit ist die Multiplikation und Addition mit unendlichen Kardinalzah-
len trivial. Die dazugehorigen Rechenregeln aus Bemerkung [4.4 und Lemma
[4.5] sind somit ebenfalls trivial.

6 Potenzieren

Um Aussagen tiber Kardinalzahlexponentation treffen zu kénnen werden in
diesem Kapitel noch gewisse Eigenschaften von Ordinal- und Kardinalzahlen
untersucht. Doch im Gegensatz zur Addition und Multiplikation ergeben
sich beim Potenzieren mit Kardinalzahlen in ZFC keine starken Resultate
mehr.

Lemma 6.1. Sei k eine beliebige Kardinalzahl. Dann gilt: 25 = |B(k)|.
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Beweis. Man betrachte die Abbildung 7: {f | f: k = 2={0,1}} — P(k)
mit f — {a € k: f(a) =1}
Da 7 bijektiv ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.2. Damit gilt aber kT < 2%. Die Frage, ob 28 = X, also
ob es eine Menge gibt, deren Kardinalitiat zwischen der Kardinalitat der
natiirlichen Zahlen und der Kardinalitdt der reellen Zahlen liegt, nennt sich
die Kontinuumshypothese von Cantor, oftmals abgekiirzt als CH.

Kurt Godel zeigte 1938, dass ZFC 4+ CH widerspruchsfrei ist, sofern man ZF
als widerspruchsfrei annimmt. Allerdings bewies Paul Cohen knapp 30 Jahre
spéater, dass unter der Annahme der Widerspruchsfreiheit von ZFC auch
ZFC + —=CH, widerspruchsfrei ist . Somit kann die Konituumshypothese in
ZFC weder bewiesen, noch widerlegt werden.

6.1 Singulire und regulire Kardinalzahlen

Definition 6.3. Sei o eine Ordinalzahl. Eine Funktion f : A — « heifit
kofinal in « genau dann, wenn fiir alle 8 < « gilt: Es existiert ein a € A
sodass f(a) = 5.

Die Kofinalitét von «, geschrieben als ¢f(«), ist das kleinste 5 < « sodass es
ein kofinales f : 8 — « gibt.

Bemerkung 6.4. cf(«a) existiert fiir alle o, denn id : @ — « ist immer
kofinal in «. Insbesondere gilt fiir alle a: cf(a) < a.

Beispiele

o Fiir Nachfolgerordinalzahlen gilt: cf(a+1) =1,denn f:1 - a+1
mit f(0) = « ist kofinal.

o OL

o1

e ¢f(w) =w, da fiir alle f : n — w, das Bild von f beschriankt in w ist.

13



em+1

on-1 ol
:1 o1
. <0

o ¢f(w+w)=w,denn f:w — w+w mit f(n) =w+ n ist kofinal.

w w+w
;w+1
LY

le o1

O =10

o ¢f(w-w)=w,denn f:w — w-wmit f(n) =w - n ist kofinal.
e ¢f(w*) =w),denn f:w — w¥ mit f(n) = w" ist kofinal.

Lemma 6.5. Sei = cf(«). Dann gibt es eine kofinale Funktion f : 5 — «,
die streng momnoton ist.

Beweis. Sei 8 = c¢f(a) und f :  — « kofinal. Man definiert f*: 8 — «
wie folgt: f*(&) = sup{f(un): p <&} fir € < 8. f*(€) < a, denn sonst wire
f1€:&— akofinal, was wegen £ < 8 = ¢f(«) nicht sein kann. f* ist nach
Konstruktion kofinal und monoton. Sei 7 : v — ran(f*) C «a die monotone
Nummerierung von ran(f*), dann ist v < ¢f(a) und somit v = cf(a). 7 ist
streng monoton und kofinal in «. O

Bemerkung 6.6. m aus dem obigen Beweis ist aulerdem stetig. Wobei
Stetigkeit in diesem Kontext bedeutet, dass fiir alle Limesordinalzahlen

v € dom(m) gilt: w(y) = sup{m(&) : & < v}.
Definition 6.7. Sei « eine Ordinalzahl.
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o « heifit regular genau dann, wenn cf(«a) = a.
o « heifit singuldr genau dann, wenn cf(a) < a.

Beispiele

o Alle n € w\{0,1} sind singulér.

e N, ist singuldr, denn f : w — N, mit n — N, ist kofinal.
Lemma 6.8. Fir alle Ordinalzahlen o gilt: cf(«) ist reguldr.

Beweis. Sei = c¢f(«). Dann existiert ein kofinales, monotones f : 8 — «.
Weiters existiert ein kofinales g : ¢f(3) — 5. Wir betrachten fog : c¢f(5) — «
Fiir ein beliebiges £ € « existiert ein p € 5 mit f(u) > &.

Dann gibt es auch ein ¢ € ¢f(f) mit ¢g(¢) >

Weil f monoton gewahlt war, gilt: fo g(() = f( Q) = f(p) =&

Also ist f o g kofinal und somit cf(a) < ¢f(5). Da aber auch cf(3)

cf(cf(a)) < cf(a) gilt, folgt cf(B) = cf(a).

Lemma 6.9. Eine requldre Ordinalzahl o ist eine Kardinalzahl.

O

Beweis. Eine Surjektion f : |a| — « ist kofinal. Es kann also kein § < o mit
= |a| geben, da sonst auch cf(a) < 3 gelten wiirde.
[

Lemma [6.8 und Lemma [6.9] besagen also, dass fiir jede Ordinalzahl «,
cf () eine reguldre Kardinalzahl ist.

Lemma 6.10. Sei k eine unendliche Nachfolgerkardinalzahl. Dann ist &
reguldr.

Beweis. Sei k= ™.

Angenommen es gilt c¢f (k) < k. Da cf(k) selbst eine Kardinalzahl ist, muss
cf (k) < p gelten. Somit existiert ein kofinales f : u — k. Das Auswahlaxiom
erlaubt es eine Folge (g¢ : £ < p) zu bilden, sodass fiir alle { € pu gilt:
ge + p — f(&) ist surjektiv. Nach Satzexistiert ein bijektives h : p — px p.
Nun kann man eine Surjektion F': yu — k wie folgt definieren: Sei n € u, sei
(o, B) = h(n), und sei F(n) = go(5). Da aber u und s Kardinalzahlen mit
1 < K sind, kann es so eine Surjektion nicht geben. O

Also sind Ny, Vo, ... regulir. N, ist singulér, aber N, ;1 ist wieder regulér.

Lemma 6.11. Sei o eine Limesordinalzahl. Dann gilt: cf (o) = cf(Ry).
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Beweis. Die N-Funktion eingeschriankt auf o, N [ o : @ — N, ist kofinal
und streng monoton. Somit ist (N [ @) o f : ¢f(a) — R,, fiir ein kofinales
fef(a) — a, kofinal. Also gilt einerseits cf(R,) < cf (). Andererseits gilt
auch cf(a) < cf(R,). Dazu betrachtet man die Funktion h : c¢f(R,) — «
mit h(§) = min{p : (N [ o)(pn) =R, > g(§)}, wobei g : c¢f(Ra) = Ny kofinal
ist. h ist dann kofinal, woraus cf(a) < cf(X,) folgt. O

Bemerkung 6.12. Die Frage, ob es reguldre Limeskardinalzahlen gibt, fiihrt
zum Konzept der groflen Kardinalzahlen.
Sei N, so eine reguldre Limeskardinalzahl. Dann gilt a = X, denn
Bem. 38 Bem. [6.4]
a < Ra=cf(Re) TEEH ) T A
Die Frage der Existenz solcher, man nennt sie auch unerreichbare, Kardinal-
zahlen, kann in ZFC jedoch nicht beantwortet werden.

6.2 Potenzieren mit unendlichen Kardinalzahlen
Lemma 6.13. Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann gilt:

(i) 2F = K"

(ii) p*=2% falls2 < pu <k
Beweis. (i) Man betrachte die Funktion 7 : {f | f: kK — 2} — k mit

fo {a € k: f(a) = 0}, falls dies eine Ordinalzahl ist
0, sonst

Dieses 7 ist surjektiv und somit ist k < 2%,
Also gilt: 27 < gF < (2F)F = 2FF = 28,
(ii) Wegen 27 < p < k" folgt analog zu (i), dass 2% = u*.
O

Bemerkung 6.14. Es sei s eine Limeskardinalzahl. Dann wird sup 2# ge-
p<K

schrieben als 2<%, beziehungsweise allgemein, sup A\* als A<F.
H<kK

Lemma 6.15. Es sei k eine Limeskardinalzahl. Es gilt dann 2% = (2<%)¢/ (%),

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass 2% < (2<%)¢/ (%) gilt.

Da 2% = |B(k)| ist, reicht es eine injektive Funktion @ : (k) — (%) (2<%)
zu finden.

Sei f : cf(k) — K kofinal. Man schreibt nun &; fiir f(i), wobei i < cf(k)
ist. Sei g; : P(ki) — 2<" eine Injektion. Diese existiert, weil k; < k, und
somit 2% < 2<% ist. Nun kann man ® : (k) —/ (%) (2<%) definieren als
X = (i gi(X N Ki))ices(n), fiir eine beliebige Teilmenge X von x.

Seien X und Y Teilmengen von k mit X # Y. Da fir ¢ < cf(k) gro genug,
X Nk #Y Nk ist, gilt,
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i injektiv
@EO)(0) = (X k) (Y AR = (B(Y))(0),
ist @ injektiv.
Wegen,

or < (2<H)Cf(li) Lem%a (2/{)Cf(l-€) Lemgamyi,cf(n) SatZ: oK

gilt 28 = (2<K)ef(%), O

)

Bemerkung 6.16. Insbesondere gilt fiir jede Limeskardinalzahl x mit 2<% =
K, dass 2% = kf(5) igt.

Korollar 6.17. Sei k eine singuldre Limeskardinalzahl. Existieren u' < K
und X mit 21 = X, falls ¢/ < p < k, dann gilt 2% = \.

Beweis. Sei p > 1/, sodass p > c¢f (k) ist. Dann ergibt sich,

L 4.5( (7 -
A on emmaS (iv) or Lemma B6.15] (2</{)cf(n) — \ef(r) —

(QH)Cf(H) Lemma (#it) op-cf (k) Satz:m oL — )\,

Satz 6.18 (Hausdorff). Seien x und A unendliche Kardinalzahlen. Dann gilt
(k) =M KT,

Beweis. Zunichst betrachte man den Fall, dass k¥ < X ist. Es gilt dann
(k')A LemmaBI3 o) o\ > 4+, und somit #* - DB g o SatzBT
92X — ( K—&—)/\‘

Andernfalls gilt ™ > \. Nach Lemma ist k1 reguldr und somit ist das
Bild einer beliebigen Funktion f : A\ — T beschrinkt. Das bedeutet, es gibt
ein ¢ < kT mit ran(f) C ¢. Also gilt

(H+)A=!{f|fi)\—>f€+}|=|€U {(FIf:x= O =r"wT
<kt

7 Unendliche Summen und Produkte

Definition 7.1. Sei f eine Funktion mit dom(f) = I, wobei I eine nicht-leere
Menge ist, sodass f(i) eine Kardinalzahl ist fiir alle ¢ € I. Es wird f(i) = &;
bezeichnet. Die unendliche Summe und das unendliche Produkt werden wie
folgt definiert.

o > ki =] Uk x{i})]

i€l i€l
o [[ri=1{g:dom(g) =TITundg(i) € k; Vie I}
el
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Diese Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition Fiir eine

endliche Menge I gilt nach Kapitel 3, > x; = [[ ki = max&;.
i€l i€l el
Lemma 7.2. Seik eine unendliche Kardinalzahl und seien x; Kardinalzahlen,
fiiri < k. Dann gilt > k; = K - sup k;.
<K 1<K
Beweis. Da k; < sup k; fur alle ¢ < k, folgt
<K

> ki < Yosupki = | U (supki x {i})| = [supk; X k| = supk; - &

<K <K 1<K i<k 1<K 1<K 1<K
Angenommen k; # 0. Dann gilt K = >, 1 < > k;. Also ergibt sich
1<K 1<K
SUpK; K < Y. Ki k= Y, K.
<K 1<K 1<K

O]

Bemerkung 7.3. Sei x eine Limeskardinalzahl. Dann existiert eine Folge
(ki 11 < cf(k)) aus Kardinalzahlen k; < k mit sup k; = k. Es gilt
i<cf(k)

S Ky Lemgacf(/i) K= K.

i<cf(k)

Demnach kann cf (k) auch interpretiert werden, als das kleinste A, sodass es
eine Folge (k; : i < \), wobei k; < k gilt, gibt mit kK = 3 &;.
<A
Satz 7.4 (Konig). Sei I # () und seien r; und \; Kardinalzahlen, sodass
ki < A; fir allei € I. Dann gilt > k; < [] A
icl icl
Beweis. Sei f : U ki x {i} = {g | dom(g) = I und g(i) € \;} eine beliebige

Funktion. Es 1st zu zeigen, dass f nicht surjektiv ist. Sei i € I beliebig. Man
betrachte die Menge {{ € \; : =3 € k; (f(a,4))(i) = &}. Da k; < A, ist
diese Menge nicht-leer und man kann &; annehmen, als das kleinste &, sodass
(f(ay,i))(i) # & fur alle a € k;. Man definiert die Funktion g € {g | dom(g) =
I und g(i) € A} als g(i) = &; fur alle ¢ € I. Seien i € I und a € k;, dann gilt
(f(as))(i) # & = g(i), also f(a,1) # g und somit g & ran(f). 0
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