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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist es, die Konstruktion des Gédelschen Mengenuniversums L zu verstehen
und den relativen Konsistenzbeweis von Con(ZF) — Con(ZFC + GCH) nachzuvollziehen.
Dazu werden anfangs mehrere grundlegende Begriffe und Resultate der Mengenlehre
aufgelistet, die fiir die Beweise notwendig sind. Die Aufgabe den Beweis von
Con(ZF) — Con(ZFC + GCH) zu fithren, kann mittels verschiedener Herangehensweisen
gelost werden. In dieser Bachelorarbeit wird dem Beweis wie er in [2] zu finden ist gefolgt. In
ihm wird beobachtet, dass fiir eine transitive Menge M, die Menge aller iiber M definierbarer
Mengen relativ einfach mittels Gédeloperationen beschrieben werden kann. Verschiedene
Resultate iiber selbige helfen uns dann dabei, zu sehen, dass die Eigenschaft »eine Menge x ist
konstruierbar« absolut fiir L ist, d.h. fiir Mengen aus L stimmen L und das Mengenuniversum
aller Mengen darin iiberein, ob eine Menge konstruierbar ist oder nicht. Hieraus folgern wir; L
glaubt, dass alle Mengen konstruierbar sind. Im weiteren zeigen wir dann, dass die Klasse der
konstruierbaren Mengen wohlgeordnet werden kann, und somit im Fall, dass alle Mengen
konstruierbar sind, eine zum Auswahlaxiom &quivalente Bedingung erfiillt ist. Am Schluf}
zeigen wir noch, dass aus dem bis dahin bewiesenen die relative Konsistenz der Allgemeinen
Kontinuumshypothese mit ZF folgt.
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1 Vorbemerkungen

Grundlage dieses Abschnitts bildet [1].

Wir setzen im Verlauf des Textes eine gewisse Vertrautheit mit Begriffen der Modelltheorie vor-
aus, wie sie in einer Grundvorlesung iiber Mathematische Logik vorkommen.

Im Rahmen dieser Arbeit verwenden wir das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem der Men-
genlehre als unsere Theorie. Aussagen die wir beweisen, beweisen wir in ihm und tun dies im
Vertrauen darauf, dass die uns aus dem Rest der Mathematik vertrauten Beweismethoden in
einem Hilbertschen Beweissystem formalisiert werden kénnen.

1.1 Historisches

Aufgrund des 2.ten Godelschen Unvollstandigkeitssatzes kann eine Theorie die stark genug ist,
wie ZF es zum Beispiel ist, nicht ihre eigene Widerspruchsfreiheit beweisen. Wenn wir also an
Konsistenzaussagen interessiert sind, miissen wir uns auf relative Konsistenzbeweise beschranken.
Im Jahr 1938 entwickelte Godel ein Klassenmodell fiir ZF, das Godelsche Mengenuniversum. Er
konnte zeigen, dass in diesem sowohl das Auswahlaxiom als auch die Allgemeine Kontinuumshy-
pothese gelten. Damit war gezeigt, dass aus der Konsistenz von ZF jene von ZFC+GCH folgt,
d.h. die Hinzunahme der Kontinuumshypothese und des Auswahlaxioms &ndern nichts an der
Widerspruchsfreiheit der Theorie. Das bedeutet weiterhin, dass man aus ZF nicht die Negation
der beiden Aussagen beweisen kann, da sonst ZFC bzw. ZF+GCH widerspruchsbehaftet waren.
In den 1960er Jahren zeigte Cohen das umgekehrte Resultat, also die relative Widerspruchsfrei-
heit von ZF und —AC bzw. ~GCH, womit diese beiden Aussagen unabhingig von ZF sind.

1.2 Erweiterungen iiber Definition

Wir arbeiten im Rahmen dieser Arbeit in der Sprache der Mengenlehre, die nur aus dem zwei-
stelligen Relationssymbol € besteht. Jedoch fithren wir, um unnétig lange Formeln zu vermeiden,
mehrere neue Funktions- und Relationssymbole ein. Wir definieren dies wie in [I] (Kapitel 1.2)
angegeben:

Definition 1.1. Angenommen es ist £ C £’ und I" eine Menge von Aussagen von L.
Falls p € £\ L ein n-stelliges Relationssymbol ist, dann ist eine Definition von p iiber £, T eine

Aussage der Form Vaq,...,2,(p(21,...,2n) <> 0(x1,...,2y,)), mit 6 eine L-Formel.
Falls f € L'\ L ein n-stelliges Funktionssymbol ist, dann ist eine Definition von f iiber £, T eine
Aussage der Form Vaq,...,z,(0(z1,. .., %, f(21,...,25))), mit § eine L-Formel und es gilt

PV, ..o 2,y (0(x, ..oy 20, y)

Eine Menge von Aussagen IV von L' ist eine Erweiterung iiber Definition von I’ gdw. IV =TUA.
Mit A = {6, : s € L\ L}, d5 die definierenden Aussagen.

Im Fall von O-stelligen Funktionssymbolen sprechen wir von Konstanten, z.B. (), und im
Fall von 0-stelligen Relationssymbolen von Propositionen, hier ist die Kontinuumshypothese ein
Beispiel, die demnach als {€}-Aussage geschrieben werden kann.

Folgender Satz sichert uns zu, dass in der erweiterten Theorie nichts essentiell Neues bewiesen
werden kann.

Satz 1.2. Angenommen es ist L C L', T' eine Menge von Aussagen in L. Weiters sei I' eine
Menge von Aussagen in L', die eine Erweiterung tiber Definition von T' ist. Dann haben wir:

1. Falls ¢ eine Aussage in L ist, dann gilt T+ ¢ gdw. TV F ¢.



2. Fualls ¢ eine Formel in L' ist, dann gibt es eine Formel é in L mit den gleichen freien
Variablen, sodasss T' F Vai,...,x,(d < &) gilt, hier kommen alle freien Variablen in
ZL1y.-., Ty VOT.

Da wir mitunter neue Symbole unter zuhilfenahme anderer, zuvor definierter, Symbole ein-
fithren weisen wir noch auch folgenden Satz hin.

Satz 1.3. Es gelte L C L' C L”, und T ist eine Menge von Aussagen in L, T ist eine in L' und
T ist eine in L"”. Weiters soll TV eine Erweiterung tiber Definition von T' sein und T eine von
I’. Dann ist T dquivalent zu einer Erweiterung tiber Definition von T'.

Bei jedem Erweiterungsschritt kommen also weder neue, in unserer Theorie beweisbare, Aus-
sagen hinzu noch verlieren wir an Beweiskraft.
Einige Beispiele fiir tiber Definition eingefithrte Funktionen sind.

e yNvund uUwv

e Juund Nu

o {u,v}, {u} und (u,v)
e u\v

Einzelheiten dariiber wie diese definiert werden und die fiir die Sicherstellung einer sinnvollen
Definition nétigen Beweise kénnen z.B. in [I] oder [2] gefunden werden.

2 Zermelo - Fraenkel Aximonensystem

Wir stellen nun das Zermelo - Fraenkelschen Axiomensystem, kurz ZF, vor. ZF legt unser Men-
genuniversum V fest, die Klasse aller existierender Mengen, und die Regeln denen diese Mengen
gehorchen. Die genaue Form der Axiome unterscheidet sich von Autor zu Autor, wir wahlen
jene aus [I]. Der Rest dieses Abschnitts folgt den ersten Kapiteln der gleichen Quelle. Kleinere
Anlehnungen sind [2] entnommen.

2.1 ZF und das Auswahlaxiom
Definition 2.1. ZF und ZFC

Extensionalitat
VaVy(Vz(z Ex < 2z €y) >z =1y)

Fundierung
Ve(Jy(y € z) = Jy(y € x A —3Fz(z € x A 2 € y)))

Aussonderungsschema
fiir jede Formel ¢, ohne y frei gilt:
VpVodyVe(z € y <> ¢ € v A ¢(z,p))

Paar
VaVydz(z € z Ay € 2)

Vereinigung
VFIAVYVz(x e Y AY € F -z € A)



Ersetzungsschema
fiir jede Formel ¢, ohne B frei gilt:
VpVA(Vx € Alyd(x,y,p) — ABVx € Ady € Bo(x,y,p))

Unendlichkeit
(@ exAVy € x(yU{y} € x))

Potenzmenge
VedyVz(z Cx — z € y)

Auswahlaxiom
VF0 ¢ FAVz € FVy e Flzx Ay <+ xNy=0) = ICVz € FFu(C Nz = {u}))

Die Liste der obigen Axiome ohne das Auswahlaxiom kiirzen wir mit ZF ab, diejenige mit dem
Auswahlaxiom als ZFC. Die p im Aussonderungsschema und Ersetzungsschema kénnen auch fir
eine endliche Reihe von Parametern stehen.

Wir sehen, dass ZF eine unendliche Liste von Axiomen ist, bestehend aus sechs Axiomen und
zwei Axiomsschemata die fiir jede Formel ein Axiom bestimmter Form liefern.
Wir erwiihen bereits hier, dass folgende Aquivalenz gilt [1] 1.12

Satz 2.2. Das Auswahlaziom ist dquivalent zur Aussage, dass jede Menge wohlgeordnet werden
kann.

Der Ausdruck »wohlgeordnet« wird in [2:14] bzw. [1.16] definiert.

2.2 Klassen, Funktionen und Relationen
2.2.1 Begriffe auf Mengen

Wir wiederholen einige Begriffe fiir Funktionen und Relationen, die im Verlauf dieses Textes
h&ufig vorkommen werden.

Definition 2.3. e Wir nennen R eine (binére) Relation, falls R eine Menge geordneter Paare
(u,v) ist. Wir schreiben auch wRwv fir (u,v) € R.

e Wir nennen R eine lineare Ordnung auf einer Menge A, falls R transitiv und irreflexiv auf
A ist und die Trichotomie auf A erfullt. D.h. es gelten folgende Aussagen
— Yu,v,w € A(uRv A vRw — uRw),
— Vu € A(-uRu),
— Yu,v € A(uRvVvRuV v =u).
e Wir nennen f eine Funktion, falls f eine Relation und es fiir jedes v héchstens ein v gibt,
sodass (u,v) € f.

Weitere wohlbekannte Definitionen, die vorallem fiir Funktionen verwendet werden, sind

Definition 2.4.

dom(R) = {u : Fv((u,v) € R)},
ran(R) = {v : Ju((u,v) € R)},
Rja ={(u,v) € R:u € A},
F(A)=F"A=ran(F|a).



Weiters

Definition 2.5. 1. F': A — B heifit, dass F eine Funktion ist mit dom(F) = A und ran(F) C
B.

2. F surjektiv bedeutet, dass ran(F) = B gilt.

3. F injektiv bedeutet, dass Yu,v € A(F(u) = F(v) = u =v) gilt.

4. F bijektiv bedeutet, dass F' injektiv und surjektiv ist.

Mittels der Formel ¢ (z, z) = Jy(o(x,y) A z = (z,y)) ergibt sich folgendes Lemma:

Lemma 2.6. Angenommen es gelte Vo € AJlyd(x,y), A Menge, dann gibt es eine Funktion f
mit dom(f) = A, sodass fiir jedes x € A, f(x) das eindeutige y ist, sodass ¢(x,y) gilt.

Beweis. Sei ¥(x, z) die Formel Jy(¢p(x,y) A 2z = (z,y)).
Da Va € A3lyo(x,y) beweisbar ist, gilt selbiges auch fir Vo € A3lz ¢ (x, z). Nachdem Erset-
zungsschema finden wir eine Menge B, sodass

Vo € A3z (x,2) = Vo € A3z € B ¢(x, 2)

erfiillt ist.
Aus dieser kénnen wir f als {z € B : 3z € A (z, )} aussondern. O

2.2.2 Klassen und Relationen auf Ihnen

Das Aussonderungsschema sichert uns fiir jede Formel ¢(x) und jede Menge u die Existenz der
Menge {z € u : ¢(z)} im Mengenuniversum zu. Die Kollektion {x : ¢(x)} muss jedoch nicht
existieren. Fiir uns ist es allerdings niitzlich solche Objekte zu betrachten. Der relative Konsis-
tenzbeweis den wir fithren werden, benutzt zum Beispiel, dass wir eine Formel finden kénnen,
die die Zugehorigkeit zum Godelschen Mengenuniversum beschreibt und dass eingeschrankt auf
diese Klasse die Axiome von ZFC und GCH gelten. Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir eine Klasse
sind die Ordinalzahlen.

Definition 2.7. Fiir jede Formel ¢(z,p), p etwaige Parameter, definieren wir:
e {x: ¢(x,p)} nennen wir eine Klasse.

e Gibt es keine Menge M mit M = {x : ¢(x,p)}, so nennen wir {z : ¢(z,p)} eine echte
Klasse

Lemma 2.8. Jede Menge M ist eine Klasse.
Beweis. Betrachte einfach {x : z € M}. O
Wir geben folgende Notationen an, wobei wir mogliche Parameter unterdriicken:
Definition 2.9. Sei A eine Klasse. Dann gibt es eine Formel p 4, sodass
x €A+ pa(z)

gilt. Wir schreiben
e dx € Ad > Tx(ua(z) A @)



o V€ Ap < Va(ua(z) — ¢)
Wir sagen die Quantoren werden auf A eingeschrankt.

Wenn wir nun eine definierte Relation einfithren, kénnen wir uns diese als eine Klasse den-
ken, deren Elemente geordnete Mengen sind. Ebenso kénnen wir, wenn wir diese Definition auf
Elemente einer weiteren Klasse A einschrianken, von Relationen auf Klassen sprechen. Gleichfalls
konnen wir tiber die Giiltigkeit von Eigenschaften erster Ordnung (d.h. solche die nur Aussagen
iiber Elemente von A machen) entscheiden, indem wir sagen, dass die sie beschreibende Formel
eingeschrénkt auf A beweisbar ist. Zum Beispiel kénnen wir nun entscheiden wann eine Relation
eine lineare Ordnung iiber eine Klasse A ist.

Definition 2.10. Wir sagen eine Formel ¢(z1,...,2,,p), wobei p fir mogliche Parameter aus
A steht und alle freien Variablen von ¢ in z1,...,x, vorkommen, ist auf einer Klasse A giiltig,
falls ihr universeller Abschluss relativiert auf A beweisbar ist. D.h.

Vey, ..., 2, € A (21, ..., Z0n,D)
ist beweisbar.

Definition 2.11. Sei A eine definierte Klasse und R eine definierte Relation.

e Wir nennen R eine (binédre) Relation, falls die R definierende Formel nur von geordneten
Paaren (u,v) erfiillt wird. Wir schreiben auch wRv fiir (u,v) € R.

e Wir nennen R eine lineare Ordnung auf der Klasse A, falls R transitiv und irreflexiv auf
A ist und die Trichotomie auf A erfullt. D.h. es gelten folgende Aussagen

— Yu,v,w € A(uRv A vRw — uRw),
— Yu € A(—uRu),
— Yu,v € A(uRvV vRu Vv = u).

e Wir nennen f eine Funktion, falls f eine Relation ist und folgende Aussage gilt
Vo1, va (Fu(0(u, v1) A 0(u,v2)) — vy = v3)
Definition 2.12. 1. F : A — B heifit, dass F' eine Funktion ist mit dom(F) = A und
ran(F') C B.
2. F surjektiv bedeutet, dass ran(F') = B gilt.
3. F injektiv bedeutet, dass Yu,v € A(F(u) = F(v) = u = v) gilt.
4. F bijektiv bedeutet, dass F' injektiv und surjektiv ist.

Hier bezeichnen nun ran(F') und dom(F’) die entsprechend definierten Klassen, die Interpre-
tation von A C B ist, das jedes Element der Klasse A auch in B ist, also Vz(ua(x) — pp(x)) ist
beweisbar.

Nun noch einige Definitionen die wir im weiteren Verlauf benétigen werden.



Definition 2.13. Seien A und B Klassen, R4 und Rp lineare Ordnungen auf ihnen und
F: A — B eine Funktion.

Wir nennen F' einen Ordnungsisomorphismus zwischen (A; R4) und (B; Rp), falls F' eine Bijek-
tion ist und Yu,v € A(uRav <> F(u)RpF(v)) gilt.

Wir sagen (A; R4) und (B; Rp) sind ordnungsisomorph zueinander, falls ein Ordnungsisomor-
phismus zwischen ihnen existiert. Wir schreiben dann (A4; R4) = (B; Rp).

Definition 2.14. Sei R eine Relation auf einer Klasse A. Wir sagen

e R ist fundiert auf A, wenn jede Teilmenge u von A ein R-kleinstes Element enthélt, d.h.
fir u C A gilt
Jy € u¥z € u(—zRy).

e R ist mengenartig auf A, falls fiir jedes a € A die Klasse
exta,p) = extr = {x € A: xRa}
eine Menge ist.

e R ist eine Wohlordnung auf A, falls R eine fundierte, mengenartige lineare Ordnung auf A
ist.

3 Der relative Konsistenzbeweis

Unser Ziel ist es mittels des Godelschen Mengenuniversums einen Beweis fiir Con(ZF) —
Con(ZFC + GCH) zu erbringen. Wir sagen hierbei, dass Con(T") fiir eine Theorie T gilt, sofern
es keine Aussage v gibt, sodass I' = =) A 4). Die grundlegende Logik hierfiir soll nun besprochen
werden. Dabei beschrénken wir uns auf den fiir uns interessanten Spezialfall, der allgemeine Fall
kann in [I] (Kapitel I1.16) gefunden werden.

In unserem Beweis verwenden wir das Mengenuniversum L, das wir in ZF konstruiert haben
werden, als Klassenmodell von {€}, die Interpretation von € erbt L von V. Wir werden zeigen,
dass L alle Axiome von ZFC + GCH erfiillt und daraus auf die relatvie Konsistenz schlielen.

Definition 3.1. Sei A eine nicht-leere, in ZF konstruierte Klasse. Wenn wir A die Interpre-
tation von € vererben so nennen wir A eine relative Interpretation von {€} in ZF bzw. ein
Klassenmodell. Die Relativierung ¢# einer {€}-Formel ¢ auf A definieren wir als:

o ¢ < ¢ im Fall, dass ¢ eine atomare Formel ist,
o ()4 o A,

o (AP ot AP,

o (Frg) < Jz € A4,

¢ sind also {€}-Formeln.
Es gilt nun

Lemma 3.2. Sei A eine relative Interpretation von {€} in ZF.
Seien ¢ und 01, ...,0 {€}-Aussagen und gelte {01,...,0k} F 9, dann gilt

ZFE O A A02) — 2.



Beweis. Wir beziehen uns hier auf den Hilbertschen Beweisbegriff wie er in [3] vorgestellt wird.
Wir haben also nach Voraussetzung eine Kette von Aussagen ¢, ..., ¢, mit ¢, = ¥, und jedes
restliche ¢; ist aus {61,...,0;}, oder ist logisches Axiom oder folgt mittels Modus Pones aus
¢;, b mit j, k < i. Wir zeigen nun ZF F (03 A ... A 07) — ¢ durch Induktion iiber i.
Gilt ¢; € {01,...,0;} dann ist alles klar.
Im Modus Pones Fall ist ¢; von der Form ¢ — ¢; und nach Induktionsvoraussetzung gilt
ZEF (AN N0 — ¢ und ZF F (02 A ... A 02) — (62 — ¢). Aus der Tautologie
(A= B)AN(A— (B—C))— (A= C)folgt ZF F (0 A... NO2) — o2
Fiir den Fall der logischen Axiome beweist man ZF + 74 fiir alle Axiome 7. Wir beweisen
dies jedoch nur fiir das Substitutionsaxiom Va¢ — ¢(z/7), mit 7 ein Term fur den x frei in ¢
vorkommt, d.h. kein freies Vorkommen von z in ¢ liegt im Wirkungsbereich eines Quantors, der
eine in 7 vorkommende Variable bindet. Da wir in der Sprache {€} arbeiten, sind die einzigen
Terme Variablen. Das Axiom reduziert sich also auf V¢ — ¢(y), mit y frei in ¢ und wir miissen
ZF F (Yzg(x) — ¢(y))? bzw. ihren universellen Abschluss relativiert auf A beweisen. Also ist
ZF b (Wy(u(y) — (F2(u(z) — 64 (x))) > 64(y))) 2u zeigen.
Wir {ibernehmen aus [3] (1.4.27), dass mit ZF + ¢ auch ZF F Va gilt, damit reduziert sich
unsere Aufgabe darauf, ZF + (u(y) — ((Vz(u(z) — ¢4(x))) — ¢?(y)) nachzuweisen. Dies
gelingt uns jedoch, da laut Substitutionsaxiom ZF F Va(u(x) — ¢ (x)) — (u(y) — ¢2(y)) gilt
und (A — (B — C)) — (B — (A — C)) eine Tautolgie ist. (Wir withlen A = Va(u(z) — ¢*(x)),
B = p(y) und C = ¢*(y).)

O

Unser Konsistenzbeweis folgt nun aus folgendem Korollar.

Korollar 3.3. Sei A eine relative Interpretation von {€} in ZF. Sei I' eine Menge von {€}-
Aussagen und es gelte ZF + 04 fiir alle Aussagen aus T'. Dann kénnen wir auf Con(ZF) —
Con(T") schliefen.

Beweis. Angenommen es gibe einen Beweis eines Widerspruches in ', also {61, ..., 0, } F (YA—)
mit {6;,...,0;} C T. Laut unserem Lemma gilt dank Modus Pones ZF F (¢ A —¢)* was
definitionsgemasB gleichbedeutend mit ZF + 14 A—p4 ist. Somit wiire schon ZF inkonsistent. [J

Da wir auch mit Relationssymbolen und Funktionssymbolen die wir iiber Definition eingefiihrt
haben arbeiten, soll noch erkliart werden wie ihre Relativierung funktioniert.

Definition 3.4. Sei p ein n-stelliges, iber Definition eingefiihrtes Relationssymobl. Die Defini-
tion soll iiber Yy ...Vz,(p(z1,...,2n) < 0(z1,...,2,)) erfolgen. Dann ist p?(zy,...,x,) die
Formel 04 (z1,...,2,). Um eine Formel ¢ die p verwendet zu relativieren, ersetzen wir p in ¢
durch p#, bzw. schreiben wir sie zunnéchst in #quivalenter Form <£ ohne p und relativieren diese.
Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol und Vzy ...Vz,0(x1,..., 2., f(21,...,2,)) die Definition
mittels der es eingefithrt wird. Wir nehmen an, dass wir (Va1 ...Ve,3yl(x1, ..., x,,y))* bewei-
sen konnen. Dann soll, fiir alle xq,...,2, € A, fA(z1,...,2,) das eindeutige y € A bezeichnen,
das 0(z1,...,2,,y))? erfiillt. Um nun die Relativierung ¢ einer Formel ¢ zu erhalten in der f
vorkommt, verwenden wir die zu ¢ dquivalente Formel QAS die f nicht verwendet und relativieren
diese.

Wir sagen, dass f absolut fiir A ist, falls f4(zy,...,2,) = f(z1,...,2,) fiir alle z,..., 2, € A.

4 FErgebnisse aus der Mengenlehre

Aus [I] ibernehmen wir folgende Resultate. Es sei angemerkt, das ZF fiir sie alle mehr als
ausreichend ist.



4.1 Transfinite Rekursion und Induktion

Satz 4.1. (Transfinite Induktion auf fundierten Relationen) Sei R eine fundierte und mengenar-
tige Relation auf einer Klasse A, dann hat jede nicht-leere Unterklasse X von A ein R-kleinstes
Element.

Auf Ord kénnen wir dank dieses Satzes Induktionsbeweise fithren. Dazu bilden wir die Klasse
aller Mengen aus Ord die eine gewisse Bedingung nicht erfiillen, wihlen aus dieser Klasse eine
R-kleinste Menge und fithren fiir diese einen Widerspruch herbei.

D.h. also wenn wir nach dem typischen Schema vorgehen, dass wir Induktionsanfang und In-
duktionsschritte beweisen ist der Widerspruch dadurch gegeben, dass es keine Ordinalzahl geben
kann, die unsere Aussage nicht erfiillt.

Satz 4.2. (Satz iber die transfinite Rekursion) Sei R eine fundierte und mengenartige Relation
auf der Klasse A. Weiters gelte Ve, s3yo(x, s,y). Wir definieren G(x,s) als das eindeutige vy,
sodass ¢(x,s,y) gilt. Dann existiert eine Formel 1 fir die folgendes beweisbar ist:

1. VeIy(x,y). D.h. ¢ definiert eine Funktion F, fir die wir F(z) als das eindeutige y
definieren, sodass ¥ (z,y) gilt.

2. Va € A(F(a) - G(a7F|em’tR(a)))'

In unseren Anwendungen des Satzes beschrédnken wir uns meist auf A = Ord mit der Wohl-
ordnung €. Wir kénnen somit eine Funktion, nur durch Angabe von Vorschriften wie aus a € Ord
und Fleztp(a) die Funktionswerte F'(a) bestimmt werden, definieren. Die Vorschriften miissen
jedoch stets zu einer eindeutig bestimmten Menge fiithren, damit Vz, s3lyé(z, s, y) gilt. Dass dies
laut Voraussetzung fiir alle Mengen giiltig sein muss und nicht nur fir x € Ord und s, wo s
eine Funktion mit Definitionsbereich « ist, stellt kein Problem dar, denn G(z, s) kann immer der
Wert () zugeordnet werden.

4.2 Der transitive Kollaps
Definition 4.3. Wir nennen eine Relation R extensionell auf A gdw. gilt
Ve,y € A(extr(x) = extr(y)).

Im Speziellen trifft diese Definition, wegen des Extensionalitdtsaxioms, im Fall transitiver
Klassen A auf € zu.
Mittels transfiniter Rekursion kann man den transitiven Kollaps fiir eine Relation R definieren.

Definition 4.4. Angenommen R ist fundiert und mengenartig auf der Klasse A. Wir definieren
rekursiv, fiir y € A, den transitiven Kollaps 7(y) als,

m(y) = ma;r)(y) = {7(2) : x € extr(y)}
Fiir den transitiven Kollaps gilt folgender Satz.
Satz 4.5. Angenommen R ist fundiert und mengenartig auf der Klasse A. Es gilt:
1. das Bild von A unter dem transitiven Kollaps "' A ist transitiv.

2. der transitive Kollaps m ist injektiv gdw. A extensionell ist. Insbesondere ist dann w ein
Isomorphismus von (A, R) auf (1" A, €).

3. Angenommen € ist fundiert und extensionell auf A. Sei T C A transitiv. Dann gilt m(y) = y
fir alley € T

Da wir in ZF arbeiten ist fir uns € stets fundiert.



4.3 Ordinal- und Kardinalzahlen

Wir fassen im Folgenden einige Ergebnisse {iber Ordinal- bzw. Kardinalzahlen zusammen. Thre
Beweise konnen in [2] bzw. [I] gefunden werden. Fast alle Resultate gelten, solange ZF gilt, ist
an einer Stelle das Auswahlaxiom nétig, so bemerken wir dies extra.

Fiir Ordinalzahlen verwenden wir im spéteren Verlauf des Textes, wie in der Literatur tiblich,
griechische Kleinbuchstaben, vorallem «, 3,7 und §.

4.3.1 Ordinalzahlen

Definition 4.6. Eine Menge u ist transitiv, falls Vv € u(v C u) gilt.

Definition 4.7. Wir nennen eine Menge « eine von Neumann Ordinalzahl, kurz Ordinalzahl,
falls « eine transitive, durch € wohlgeordnete Menge ist.

Da uns das Fundierungsaxiom die Fundiertheit jeder Menge und das Aussonderungschema
die Mengenartigkeit von € zusichern, folgt leicht:

Lemma 4.8. « ist eine Ordinalzahl gdw. « transitiv ist und € eine lineare Ordnung auf o ist.

Wir fassen einige der wichtigsten Erkenntnisse iiber Ordinalzahlen im folgenden Satz zusam-
men.

Satz 4.9. 1. 0 =0 ist eine Ordinalzahl.

2. Die Kollektion aller Ordinalzahlen, wir schreiben hierfir Ord, ist eine echte, transitive
Klasse. D.h. ist « € Ord und u € «, dann ist auch u € Ord.

Ord wird durch € wohlgeordnet.
Ist X eine transitive Teilmenge von Ord, so gilt X € Ord.

Falls a, 8 € Ord, so auch aU B = mazx(a,B) und anN f = min(a, B).

R

Falls X eine nicht-leere Teilmenge von Ord ist, dann auch (X = min(X) und |JX =
sup(X).

7. Ist « € Ord dann auch S(a) = aU{a}. Wir nennen S(a) die Nachfolgerordinalzahl von
.

Da Ord von € wohlgeordnet wird, schreiben wir fiir « € 8 auch a < 8, a < 8 heifit a < 3
oder a = 3.
Wir definieren noch einige spezielle Bezeichnungen fiir Ordinalzahlen.

Definition 4.10. Eine Ordinalzahl « heifit:
e cine Nachfolgerordinalzahl, falls es eine Ordinalzahl v gibt mit o = S(7).
e cine Limesordinalzahl, falls o # 0 und keine Nachfolgerordinalzahl ist.
e eine natiirliche Zahl, falls jedes 8 < a entweder 0 oder Nachfolgerordinalzahl ist.

Lemma 4.11. Zwei Ordinalzahlen o, 5 sind genau dann zueinander ordnungsisomorph, wenn
a = gilt.

Satz 4.12. Fulls R eine Wohlordnung auf A ist, dann existiert eine eindeutige Ordinalzahl «,
sodass (A; R) = (o; €) gilt.



Definition 4.13. Falls R eine Wohlordnung auf A ist, dann ist der Ordnungstyp type(A; R) von
(4; R) die eindeutige Ordinalzahl « fir die, (4; R) & («a; €) gilt.

Uber den Ordnungsytp einer Wohlordnung auf einer Menge kénnen wir eine Arithmetik auf
den Ordinalzahlen definieren.

Definition 4.14. « - = type(f X a) und a + 8 = type({0} x a U {1} x ). Wobei in beiden
Féllen die lexikographische Ordnung verwendet wird.

Wir sehen schon hier, dass es also iiber w hinausgehende Ordinalzahlen gibt.

4.3.2 Kardinalzahlen und GCH

Definition 4.15. Eine (von Neumann) Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl « fir die gilt; ist 5 < «
so existiert keine bijektive Funktion F : o — (.
D.h. fiir eine Kardinalzahl « existiert keine Bijektion auf eine kleinere Ordinalzahl.

Kardinalzahlen werden als Maf fiir die Gro8e von wohlordnungsbaren Mengen verwendet.

Definition 4.16. Eine Menge A kann wohlgeordnet werden gdw. es eine Ordnung R gibt die A
wohlordnet.

Fiir solche Mengen verwenden wir folgendes Lemma, um zu einer Definition ihrer Kardinali-
tdten zu gelangen.

Lemma 4.17. A kann genau dann vom Ordnungstyp « wohlgeordnet werden, wenn es eine
Bijektion F : A — « gibt.

Somit bietet sich folgende Definition an.

Definition 4.18. Kann A wohlgeordnet werden, dann definieren wir |A|, die Kardinalitidt von
A, als die kleinste Ordinalzahl «, sodass eine Bijektion F': A — « existiert.

Gilt das Auswahlaxiom, so kénnen wir also jeder Menge eine Kardinalitit zuordnen. In diesem
Fall sieht man aus folgendem Satz, dass es beliebig grofie Kardinalzahlen gibt.

Satz 4.19 (Cantor). Es gibt keine Bijektion zwischen einer Menge A und ihrer Potenzmenge
P(A).
D.h. P(A) und A konnen nicht die gleiche Kardinalitit besitzen.

Beweis. Angenommen es gébe eine Bijektion f: A — P(A) bijektiv, dann sei D ={x € A:z ¢
f(z)}. Nun gibt es ein b € A, sodass f(b) = D.

Wir bemerken nun, dass wenn b € D, dann nach Definition b ¢ f(b) = D.

Umgekehrt gilt, dass wenn b ¢ D = f(b), dann wieder nach Definition b € D, alsob € D <> b ¢ D.
Widerspruch. ]

Es ist klar, nach folgendem Satz, dass die Kardinalitdt von P(A) grofler ist, als jene von A.
Ansonsten gibe es ein injektives f : P(A) — A und klarerweise ein injektives g : A — P(A),
woraus also die Existenz einer Bijektion zwischen P(A) und A folgen wiirde.

Satz 4.20 (Satz von Schroder-Bernstein). A, B Mengen. Es gilt, es existiert eine Bijektion
zwischen A und B gdw. wenn es eine Injektion von A nach B gibt und umgekehrt.

Wir definieren eine Aufzihlung der iiberabzihlbaren Kardinalzahlen. Hierbei steht o™ fiir die
kleinste groflere Kardinalzahl als o (Ordinalzahl).

10



Definition 4.21. Wir definieren R¢ = we.
o Ny =wy =w.
o Repr =wepr = (Re) ™
o N, =w, =sup{R¢ : & <}

Die Konvention ist, dass man X¢ verwendet, wenn {iber Kardinalitdten gesprochen wird und
we, wenn von Ordnungstypen die Rede ist.

4.3.3 Kontinuumshypothese

Die allgemeine Kontinuumshypothese ist nun die negative Antwortmoglichkeit auf die Frage,
ob es zwischen der Kardinalitédt einer iiberabzéhlbaren Kardinalzahl und der Kardinalitdt ihrer
Potenzmenge weitere Kardinalzahlen gibt. Also

Definition 4.22. Die allgemeine Kontinuumshypothese (GCH) ist die Behauptung, dass
Va € Ord |P(N,)| = No+1

gilt.

4.4 Modelltheorie in ZF

Wie in [I] Kapitel I1.15 nachzulesen ist kann man die Modelltheorie fiir abzéhlbare Sprachen in
ZF entwickeln. Wir wollen hier nur die Ergebnisse zusammenfassen, die wir im weiteren Verlauf
des Textes benotigen.

Wir iibernehmen zuerst Folgendes.

Bemerkung Man kann die Eigenschaft A4 = ¢[o], wobei A ein Modell einer Sprache £, ¢ eine
L-Formel und o eine Belegung von ¢ ist als Eigenschaft iber Mengen A, ¢ und o definieren.
D.h. es existiert eine {€}-Formel die in ZF bewiesen werden kann, sofern das Modell A die
Formel ¢ unter der Belegung o glaubt.
Analoges gilt fiir A = ¢ mit ¢ eine Aussage.

Wir fiithren folgende Notation ein

Definition 4.23. Sei A ein Modell der Sprache £ und ¢ eine £-Formel mit freien Variablen
in z1,...2, und ay,...,a, € A, dann bedeuten A = ¢[ai,...,a,] und A = ¢las,...,a,] und
(¢(ay,...,a,))* alle dasselbe.

Definition 4.24. Seien A und B zwei Modelle der Sprache £. Dann schreiben wir A C B, wenn
fiir die Universen A C B gilt und die Interpretation der Funktionssymbole und Relationssymbole
des Modells B eingeschréankt auf A jenen des Modells A entsprechen.
Man nennt A4 ein Submodell von B. Bzw. B eine Erweiterung von A.

Definition 4.25. Seien A und B zwei Modelle der Sprache £. Weiters sei A C B.
Wir schreiben A <, B, wenn gilt A = ¢[o] gdw. B = ¢[o] fiir jede Belegung o fiir ¢ in A.
A < B heifit A = ¢[o] fur alle ¢.

Die weiteren fiir uns wichtigen Resultate sind.
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Satz 4.26. (Lowenheim-Skolem-Tarski abwdrts) Gelte AC. Sei B ein beliebiges L-Modell.
Zu jedem beliebigen aber fizen k mit max(|L|,Ng) < k < |B|, und jedem beliebigen aber fizen
S C B mit |S| < k, existiert ein A < B, sodass S C A und |A| < k.

Satz 4.27. Sei ' eine Theorie von L. Dann gilt,
1. Con(T') gdw. ein A existiert, sodass A =T.
2. Fir jeden L-Satz ¢ gilt, T+ ¢ gdw. ¢ von jedem A geglaubt wird, das A =T erfillt.

4.5 Definierbare Mengen

Dadurch, dass wir = in ZF beschreiben kénnen, gelingt es uns, die definierbaren Mengen {iber ein
Modell A zu beschreiben. Da wir im Rahmen dieser Arbeit jedoch nur an Modellen der Sprache
{€} interessiert sind, betrachten wir nur diesen Fall genauer. Wir verwenden die Notation und
iibernehmen aus [2].

Definition 4.28. Sei M eine Menge, zusammen mit der von V' (dem Mengenuniversum von ZF)
vererbten €-Relation bildet M eine {€}-Modell (M, €). Wir sagen eine Menge X ist iiber dem
Modell (M, €) definierbar, falls es aq,...,a, € M gibt sodass

X:{Z'GM:(M,G) ):¢[x7a17~"’an]}

gilt.
Die Menge
def(M) ={X C M : X ist definierbar iiber (M, €)}

nennen wir die Menge der definierbaren Mengen tiber (M, €).

Spéter fiir uns niitzliche Eigenschaften im Beweis, dass das Godelsche Mengenuinversum alle
Axiome von ZF erfiillt, sind im folgenden Lemma aufgelistet.

Lemma 4.29. 1. M €def(M),
2. def(M) C P(M),
3. M Cdef(M), falls M transitiv ist.

Beweis. 1. Betrachten x = x als definierende Formel.
2. Ist klar.

3. M C def(M) gilt, denn mit a € M ist vermoge der Formel x € a mit Parameter a auch
a € def(M).
O

4.6 A <4 B fiir Klassen und Absolutheit

Fir Klassen A kénnen wir in ZF A | ¢ nicht als Eigenschaft der Klasse A und der Formel ¢
definieren [I] und dementsprechend auch nicht A <4 B, mit A und B Klassen, im bisherigen
Sinn. Wir behelfen uns jedoch mit der Relativierung ¢4 der Formel ¢ und definieren,

Definition 4.30. Seien A und B Klassen mit A C B und ¢ eine {€}-Formel. Wir sagen A <4 B
falls
Vry, ..., x, € A(¢? < ¢P)

in ZF beweisbar ist, wobei alle freien Variablen von ¢ in z1,...,z, vorkommen.
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Wir definiern nun was es fiir eine Formel ¢ heif3t absolut zu sein.

Definition 4.31 (Absolutheit).

Seien A, B Mengen. ¢ ist absolut fiir A, B gdw. A <4 B.

Sei A eine Klasse. ¢ ist absolut fiir A gdw. A <4 V, mit V das Mengenuniversum, im Sinne der
vorangegangenen Definition.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass fiir Mengenmodelle die beiden Interpretationen von ¢*(a),
als A |= ¢[a] und als universeller Abschluss tiber A, &quivalent sind (siehe [2] Kapitel 12).

4.7 Der Reflektionssatz und das Kollektionsprinzip
Wir iibernehmen aus [I] I1.5 folgenden Satz.

Satz 4.32 (Reflektionssatz). Sei ¢1,...,¢,—1 eine Liste von {€}-Formeln. Angenommen B ist
eine nicht-leere Klasse und A¢ fir jedes § € Ord eine Menge, wobei gelten soll:

1. £<n— Ag C A,
2. A, = U£<n A¢ fir Limesordinalzahlen n.
3. B =Ugcora Ae-
Dann gilt V§3n > £(Ay # 0NN, o, (Ay <o, B) A 1 ist eine Limesordinalzahl).
Und aus [2] Kapitel 6 folgendes Lemma.
Lemma 4.33 (Kollektionsprinzip). Es gilt

VX3Y (Vz € X(3yo(z,y,p) — 3y € Yo(z,y,p)))

mit p Parameter.

5 Ag-Formeln

Wir beschrénken uns bei der Definition von Ag-Formeln auf den Fall der Sprache {€}. Formeln
mit Funktionssymbolen und Relationssymbolen die durch Erweiterung tiber Definitionen von {€}
entstehen, konnen, wie besprochen, auf Formeln tiber {€} zuriickgefiihrt werden.

Definition 5.1 (Ag-Formeln). Sei ¢ eine Formel der Sprache {€}.
Wir nennen ¢ eine Ag-Formel der Sprache {€}, wenn gilt:

1. ¢ ist eine atomare Formel.

2. ¢ ist von der Form —¢, x Ay, x V¥, x — 1 oder x <> ¥, wobei x und v jeweils Ag-Formeln
sind.

3. ¢ ist von der Form 3z € y 9 bzw. Vz € y 1, mit ¢ eine Ap-Formel, x und y Variablen.

Hier steht 3z € y ¢ fur Jxz(z € y A¢) und Vx € y ¢ fir Va(z € y — ).
Fiir uns wird folgendes Lemma wichtig sein. Mit ihm werden wir beweisen kénnen, dass L die
Axiome von ZF erfiillt und die Absolutheit von verschiedenen Funktionen zeigen kénnen.

Lemma 5.2. Sei M eine transitive Klasse und ¢ eine Ag-Formel, dann gilt

Vay,...,x, € M(¢M(21,...,2,) & O(21,...,2,)).
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Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion tiber den Aufbau von Ag-Formeln.

Die atomaren Félle x = y und = € y sind klar.

Die Falle =¢, x A, x V¥, x = ¥ oder x <> v sind ebenso klar. Fiir ¢ A ¢ betrachten wir zum
Beispiel die Tautologie (¢ — x A — ) = (P AP — x A p).

Sei also ¢ von der Form Ju € x ¢ (u, x), wobei wir eventuelle weitere Variablen nicht ausdriicklich
schreiben. Sei x € M.

e Es gelte M, d.h. (3u(u € x A )M, was nichts anderes ist als Ju € M(u € = A pM).
Wir wissen, dass v € x C M, laut Transitivitit von M, und 1™ (u, ), wegen der Validitét
von ¢M | gelten. Da wir nach Voraussetzung ¢M (u, z) <+ ¢(u, ) fiir alle u,2 € M haben,
konnen wir auf ¥ (u, ) und damit auf Ju € x 1) d.h. ¢ schlielen.

e Nun gelte Ju € ztp(u,z) mit x € M. Da M transitiv, haben wir v € M, womit nach
Voraussetzung fiir ¢ die Formel Ju(u € z A M (u,z)) d.h. Ju € x Y™ (u, z) erfiillt ist.

Der Fall fiir Va € y 1 folgt aus dem schon gezeigten wegen
Vu(u € x — ) < —~Ju(u € x A ).
O

Falls eine Eigenschaft durch eine Formel beschrieben wird die dquivalent zu einer Agy-Formel
ist, so sagen wir, dass diese Eigenschaft A ist. Die Giiltigkeit der Aquivalenz ist vom verwendeten
Axiomensystem abhéngig.

Bei Funktionen die iiber Formeln definiert werden, ist die Existenz eines Bildes in einer transitiven
Klasse M nicht durch die Giiltigkeit der Aquivalenz garantiert. Um zum Beispiel zu zeigen, dass
x = {u,v} eine Ag-Formel ist, benétigt man nur das Extensionalitdtsaxiom, die Existenz der
Menge = benétigt jedoch zusétzlich, dass das Paaraxiom und das Aussonderungsschema in M
gelten. Wir konnen jedoch sagen, dass wenn eine transitive Klasse , v und v enthélt, dann gilt
x = {u, v}, sofern dies in V erfillt ist, nach dem obigen Lemma in der Klasse.

Wir fassen im Folgenden einige niitzliche Agp-Ausdriicke zusammen und nehmen stillschweigend
ZF an.

Lemma 5.3. Die folgenden Formeln sind Ay.

1. © ={u,v}, z = (u,v), x ist leer, x C y, = ist transitiv, x ist eine Ordinalzahl, © ist eine
Limesordinalzahl, x ist eine natirliche Zahl, x ist eine Nachfolgerordinalzahl und v = w.

2. (a) z € dom(X), z € ran(X).

(b) Wenn ¢ eine Ag-Formel ist, so auchVz € dom(X) ¢, Iz € dom(X) ¢, Vz € ran(X) ¢
und 3z € ran(X) ¢.

3. Z=XxY,Z=X-Y,Z=XnY,Z=UX, Z=dom(X), Z =ran(X).
4. R ist eine Relation, f ist eine Funktion, y = f(x), g = f|x.
Beweis. Wir werden hier nur einige Beispiele beweisen, der Rest kann in [2] gefunden werden.

lL.e={u,v}uczAversAVwez(w=uVw=1))
Man kann anhand der Definition leicht nachpriifen, dass die rechte Seite Ay ist.

x = (u,v) ¢ Jw € 23z € x(w = {u} V z = {u,v})
AVw € z(w = {u} Vw = {u,v})
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Wieder ergibt sich unter Betrachten der Definition und Ausniitzen des vorigen Resultates,
dass die rechte Seite Ag ist.

Als Beispiel dafiir wie Aussagen die in Worten abgefasst sind, als Ag-Formeln identifziert
werden konnen, betrachten wir folgende Resultate.

x ist transitiv +> Yu € z(u C z)

x ist Ordinalzahl <+ x ist transitivAVu € aVv € z(u € v Vv € uV u =)

AVu € Vv € aVw € z(u EVAV EW — u € w)
Hier driickt Vu € Vv € x(u € vVv € uVu = v) die geforderte Trichotomie der Ordnung die
€ auf den Ordinalzahlen iniziert aus und Yu € 2Vv € zVw € z(u € vAvV € w — u € w) ihre
Transitivitdt. Fundiertheit und Irreflexivitéat folgen allgemein fiir Mengen aus den Axiomen
von ZF und miissen nicht extra erwahnt werden.
Ahnlich kénnen wir nun auch mittels der Zusatzbedingung Vu € z3v € z(u € v), was
insbesondere bedeutet, dass x weder Nachfolgerordinalzahl noch leer ist, den Fall der Li-
mesordinalzahlen behandeln.
Die restlichen Fille ergeben sich dhnlich wie die besprochenen.

czeran(X) < Jr € XFu € 23v € u(z = (v, 2))

Hier betrachten wir = = (v, z) = {{v}, {v,2z}}, d.h. w = {v} oder u = {v, 2z}
Jzeran(X) ¢(z) < Jr € XFu € 23v,z € u(x = (v,2) A p(2))

Etwaige Variablen nebst y in ¢ wurden unterdriickt.

Die weiteren Beweise sind &hnlich.

. Z=ran(X) < Vze Z(z € ran(X)) AVz € ran(X)(z € Z)
Fiir die weiteren Beweise sei auf [2] verwiesen.

. R ist eine Relation <+ Vo € RIu € dom(R)Jv € ran(R) x = (u,v)
f ist eine Funktion <> f ist eine RelationAVz € dom(f)Vy, z € ran(f)
(Fu,v € flu=(z,y) ANv=(x,2)) > y=2)
g = flx ¢ g ist eine Funktion A g C f AVx € dom(g)(z € X)
AVz € X(x € dom(f) — = € dom(g))

g C f sichert zu, dass f(z) = g(z) fir alle z € dom(g) C dom(f) gilt, die letzten beiden
Terme driicken die Bedingungen dom(g) C X und dom(f) N X C dom(g) aus.

O

6 Die Levy Hierarchie

Wir fithren neben den Ag-Formeln noch eine Hierarchie von Formeln ein, die das Arbeiten mit
bestimmten Eigenschaften (Funktionen, Relationen, Klassen, etc.) vereinfacht, besonders bei
transitiven Modellen, die 3,,- und II,-Formeln.

Wir sagen, dass eine Eigenschaft ¥,, oder II,, ist, falls die sie definierende Formel dquivalent zu
einer ¥,,- oder II,,-Formel ist, d.h. fir eine Klasse A, dass die Formel p(z), die x € A beschreibt,
eine X,,- bzw. II,,-Formel ist.

Im Fall einer Funktion F sagen wir, dass F X, oder II, ist, falls die Relation y = F(z), d.h.
¢r(z,y) die F beschreibende Formel, ¥, oder II,, ist.

Wie bei Ag-Formeln hingt die Klassifikation einer Eigenschaft vom Axiomensystem ab indem

15



die Aquivalenz der Formeln bewiesen wird. Ohne es weiters extra zu erwahnen, setzen wir wieder
ZF voraus.

Definition 6.1. Eine Formel heifit ¥Xo- oder IIy-Formel, falls sie eine Ag-Formel ist.
Eine Formel heifit ¥, 1-Formel, falls sie von der Form Jx¢ mit ¢ eine II,,-Formel ist.
Eine Formel heif3t II,,11-Formel, falls sie von der Form Vz¢ mit ¢ eine X,,-Formel ist.
Eine Formel heifit A,,-Formel, falls sie sowohl X,,-Formel als auch II,-Formel ist.

Es folgen einige Beispiele.

Lemma 6.2. Sein > 1.

1.

b
7.
8
9

Falls P, Q jeweils ¥, -Eigenschaften sind, so auch 3xP,P N Q,PV Q,3u € x P und Vu €
x P.

Fulls P, @Q jeweils I1,,-Figenschaften sind, so auch YxP,PANQ,PV Q,3u € x P und Yu €
z P.

Fulls P eine X, -Eigenschaft ist, so gilt =P ist I1,,, und falls P eine 11, -FEigenschaft ist, so
gilt =P ist X,,.

Gilt, P ist 11, und Q ist X, dann gilt P — Q ist 3,. Gilt, P ist X, und Q ist 11,,, dann
gilt P — Q st 11,,.

Gilt P und Q sind Ay, so gilt Selbiges fir -P,PANQ,PVQ,P — Q,P + Q,Yu € x P,3u €
z P

. Ist F eine ¥,,-Funktion, dann ist dom(F) eine X, -Klasse.

Ist F eine 3, -Funktion und dom(F) ist A,,, dann ist F ebenso A,,.

. Sind F und G jeweils ¥, -Funktionen, so auch F o G.
. Ist F eine ¥,,-Funktion und P eine X, -FEigenschaft, dann ist P(F(x)) ebenso %,,.

Beweis. Die Beweise laufen tiber Induktion nach n. Zum bequemeren Schreiben beweisen wir [T}
fiir den Schritt n+1, den Rest fiir n.

1.

Sei
P(x) < Jz¢(z,x, . ..)
Qz) + Iy(y, @,...)).

wobei gilt, ¢ und ¥ beide II,-Formeln sind, d.h P und Q sind ¥, 1.
Es gilt nun

2 P(z) > FxFzd(z,x...)
— Jvw € vz, z € w(v = (x,2) A P(z,z,...)

v = (x, z) ist als Ag-Formel auch II,,-Formel (bzw. ¥,,-Formel), wir kénnen nédmlich nach
belieben Quantoren iiber Variablen hinzufiigen, die nicht frei in der Formel vorkommen.
Damit ist nach Induktionsvoraussetzung Jw € v3z, z € w(v = (z,2) A ¢(z,z,...)) ebenso
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wie ¢ eine II,,-Formel, 3z P damit ¥, ;.
Es folgt nun, dass

Pz,..)ANQ(x,...) < FzTy(d(z,z, ... ) AY(y,z, . ..)
P(z,...)VQ(x,...) < 323y(o(z,z,...) VY(y,z,...)
Juex Plu,...) <> Iz3u(u € z A P(z,u,...)

alle ¥, 41 sind.
Um zu zeigen, dass Yu € z P ebenso X, ist, verwenden wir das Kollektionsprinzip. Es
gilt;

Yu € x P(u,...) < Yu € z3z¢(z,u,...)
< IV € 23z € y (2, u,...)

nach dem schon bewiesenen ist die rechte Seite X, 1.

2. folgt direkt aus [If und 3| (Vz¢ +» —Iz—¢).

—Jz¢(z,2,...) & Vzod(z,x,...)
Vzd(z,x,...) < Jz-d(z, 2, . ..

Laut Induktionsannahme gilt, dass wenn ¢ eine X, (II,)-Formel ist, dann ist —¢ eine
11, (X%,,)-Formel.

4. Es gilt (P — Q) < (P V Q), somit folgen die Aussagen dank
5. Folgt aus

x € dom(F) + Jy y = F(x)
y = F(z) ist nach Definition eine ¥,, Funktion, nach [ gilt [6]

7. Es gilt:
y=F(z) <z cdom(F)AVz(z = F(z) > y = 2)

Da dom(F) eine A,-Formel ist, ist sie auch II,,, z = F(z) ist ¥,, und y = z ist als Ag-Formel
auch IT,,. Somit ist die rechte Seite nach [2] und [ also IT,,.

y = F(G()) & 32(z = G(a) Ay = F(2))

P(F(z)) < Jy(y = F(x) A P(y))
O

Lemma 6.3. Seienn > 1, G eine X, -Funktion iber V und F definiert iber transfinite Rekursion
auf den Ordinalzahlen mit:
Fla) = G(Fla)

Dann gilt, F ist eine A, -Funktion uber den Ordinalzahlen.
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Beweis. Die Ordinalzahlen sind eine Ag-Klasse, somit auch eine A,,-Klasse, es reicht nach Von
Lemma [6.2| zu zeigen, dass F eine >,,-Funktion auf Ord ist. Es gilt:

y = F(a) < 3f(f ist eine Funktion A dom(f) = a AVE € o(f(§) = G(fle)) ANy = G(f))

»f ist eine Funktion« und dom(f) = « entsprechen Ag-Formeln, y = G(f) ist nach Voraussetzung
¥, und es gilt

f(&) = G(fle) «» IsFy € ran(f)(s = fle Ny = f(§) Ny = G(5))

Da Jy € ran(f)¢p < Is € f3It € s3x,y € t(s = (z,y) A ¢) gilt, sehen wir, dass mit ¢ eine
Y ,-Formel auch 3y € ran(f)¢ eine X,,-Formel ist, womit nun alles gezeigt ist, da y = G(s) nach
Voraussetzung 3, ist. O

7 Godeloperationen

Definition 7.1. Die folgenden Funktionen werden als Godeloperationen bezeichnet.

Gi1(X,Y) = {X,Y}
Go(X)Y) = X XY
G3(X,)Y) = eX)Y)={(u,v):ueXAveY Au€cv}
Gi(X,Y) = X-Y
Gs(X,Y) = XNY
Ge(X) = |Jx
G7(X) = dom(X)
Gs(X) = {(u,v):(v,u) e X}
Go(X) = {(u,v,w): (u,w,v) € X}
Guo(X) = {(u,v,w): (v,w,u) € X}

Das Aussonderungsschema sichert uns zu, dass wir aus jeder Menge = die Elemente aus-
sondern konnen, welche eine bestimmte Formel ¢(y) erfiillen. Wie sich herausstellt, kann diese
Aussonderung fiir Ag-Formeln durch eine endliche Kombination von Gédeloperationen beschrie-
ben werden.

Satz 7.2 (Godelscher Normalformensatz). Sei ¢(uq, ..., uy) eine Ag-Formel, dann existiert eine
Komposition G der Gddeloperationen, sodass fiir alle X1,..., X, gilt

G X1, .., X0) ={(ur,...,un) tug € X9, u, € Xy, und d(u, ..., upn)}-

Beweis. Die Aussage des Satzes wird mittels Induktion iiber den Aufbau von Agp-Formeln be-
wiesen. Wie in [2] angegeben kénnen wir uns auf Formeln folgender Form beschrianken:

1. in ¢ kommen nur die logischen Symbole =, A und 3 vor.
2. = kommt nicht vor, x = y wird durch Vu € z (u € y) AVu € y (u € x) ersetzt.
3. € kommt nur in der Form w; € u; mit i # j vor, z €  wird durch Ju € z (u = z) ersetzt.

4. 3 kommt nur in der Form
Fum1 € ug P(ur, ... Upt1)

mit ¢ < m vor. Ggf. kann die Variable, die gebunden wird, umbennant werden.
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Die Schreibweise ¢(u1,...,u,) bedeutet hier, dass alle freien Variablen von ¢ in der Liste der
Argumente vorkommen. D.h. ¢(uq,...,u5) = ug € us und ¢(u1,...,us) = ug € us sind zwei
echte unterschiedliche Instanzen von Formeln, die zu unterschiedlichen Gédeloperationen fithren.
Dementsprechend muss bei der Induktion fiir den atomaren Fall auch tiber die Anzahl der Ar-
gumente induziert werden, da aber keine Gleichheitszeichen in den Formeln vorkommen gibt es
nur den Fall u; € u;. Die Beweise fiir diesen sind nicht schwer, in ihrer Vollsténdigkeit jedoch
umfangreich. Deshalb werden wir hier nur den letzten Teil des Beweises, den Fall fiir das Vor-
kommen des Existenzquantors, vorfithren. Der ausfiihrliche Beweis kann in [2] gefunden werden.

Wir betrachten also eine Formel ¢(uq, ..., u,) der Form I(up+1 € wi)(ug, ..., tpt1). Wir wis-
sen, dass die Formel ¥ (u1, ..., Un+1) AUnt1 € u;, wir bezeichnen sie mit x(u1, ..., Upy1), Weniger
komplex ist als ¢, damit gilt fiir sie die Induktionsannahme. D.h. es existiert eine Komposition
G von Godeloperationen mit;

G(Xl,. .. aXn+1) = {(Ul,. .. ,Un+1) TUul € Xl, sy Uptl € Xn+1 und X(’Uq,. .. ,Un+1)} (1)
fir alle Xq,..., Xp41.

Wir verwenden nun die Abkiirzungen u = (ug,...,u,) und X = X7 x ... x X,,. Es gilt fir alle
u € X:
o(u) + T eu; Y(u,v)
~ Elv(veul-/\w(u,v)/\UGUXi)
< u e dom{(u,v) € X x UXi s x(u,v)}
< (ur, .. up) € dom{(ug, ... up,v) € X7 X ... X X, X UXi sx(up, . Uup, )}

& (ur,. . up) € dom(G(Xy, ..., X, | X3)).

Die erste Implikation ist die Definition von ¢, die Zweite gilt, da hier lediglich Jv € w; ... als
Ju(v € u; A ...) umgeschrieben wird und v € |JX; klar ist, da v € u; € X, gilt. Die dritte
Implikation verwendet die Definition von dom(-) und x, die Vierte ist lediglich Einsetzen der
Abkiirzungen und die Fiinfte gilt Dank

Hieraus ist nun ersichtlich, dass

{(ug,...,up) cug € X1,...,up € X, und @(uq, ..., upn)}
= (X1 % ... x Xp) Ndom(G(X1, ..., X, | ) X0))

gilt. Da x,|J und dom(-) Gédeloperationen sind, haben wir diesen Teil des Satzes bewiesen.
O

Definition 7.3 (Ag-Aussonderung). Ein Satz der Form
Vo1, ., V0 VXY Vu(u €Y 4 u € X Ad(u,p1,-.-,pn))

mit ¢ eine Ag-Formel heiflt Beispiel fiir eine Ag-Aussonderung.
Sei M eine transitive Klasse, wir sagen M erfiillt Ag-Aussonderung, falls M jedes Beispiel fiir eine
Ag-Aussonderung erfiillt.

Definition 7.4. Eine Klasse M heifit abgeschlossen unter den Funktionen Fi,..., F,, falls fir
allei € {1,...,n} gilt, Fi(x1,...,2y,) € M fir alle z1,..., 2y, € M.
Die Klasse ist dann auch abgeschlossen unter beliebigen Kompositionen der Funktionen.

19



Korollar 7.5. Sei M eine, unter Godeloperationen abgeschlossene, transitive Klasse, dann erfillt
M Ag-Aussonderunyg.

Beweis. Sei ¢(u,p1,-..,pn) eine Ag-Formel und X, py,...,p, € M. Es gilt

Y = {U € X : ¢(u7p1a"'apn)} = {u € X : ¢M(uapla"'7pn)}'

Das zweite Gleichheitszeichen gilt, da ¢ eine Ap-Formel und M transitiv ist. Wir miissen also
nur mehr iberpriifen, ob Y Element von M ist, denn dann gilt

(Vp1,...,¥p VXY Vu(u €Y > u € X Ap(u,p1,...,pn)))™M.

Laut Godelschem Normalformensatz, gibt es eine Komposition von Gédeloperationen, mit

G X, {p;}t, -, {pn}) ={(u,p1,...,pn) :u € X Ap(u,p1,...,0n)}

Hieraus kénnen wir mithilfe der Godeloperationen {-, -} und dom(-) Y gewinnen, denn es gilt

Y = {w:Ju... Jus(u,ug,. .. un) € GX, {p1},-. s {pnh)}
dom(...dom(G(X,{p1},...,{pn}))-.")

wobei dom(-) n-mal auftritt. Also Y € M, da M, laut Voraussetzung, abgeschlossen unter Go-
deloperationen ist. O

Lemma 7.6. Sei G eine Gdodeloperation, dann gilt:
1. we G(X,...) kann als Ag-Formel geschrieben werden.
2. Falls ¢ eine Ag-Formel ist, so auchVu € G(X,...) ¢ und Ju € G(X,...) ¢.
3. Z=G(X,...) kann als Ag-Formel geschrieben werden.
4. Ist ¢ eine Ag-Formel, so auch ¢(G(X,...)).

Beweis. Der Beweis verwendet Induktion tiber die Komplexitit von G. Fiir jeden Komplexitéts-
grad (Anzahl der verwendeten Basisoperationen) beweisen wir wobei wir in jedem Schritt
zuerst [T] und [2 beweisen, [3] folgt aus diesen Beiden und [ dann aus [T}3}

Die Beweise funktionieren nach der gleichen Logik, wie wir es schon fiir Ag-Formeln gesehen ha-
ben. Wir beweisen |1 und |2 nur fiir ein Beispiel, weitere Beispiele konnen in [2] gefunden werden.

Wir zeigen [1] und [2] im Fall von Gg(X) = {(u,v) : (v,u) € X}.
Fiir [

a€Gs(G(X,...) < 3zeG(X,...)3s € 23t € sTu,v € t(z = (u,v) Na= (v,u)).

Im Fall des Induktionsanfangs ist G(X,...) = X. Bei der Aquivalenz wurden 2z = (u,v) =

{{u}, {u,{u,v}}}, s = {u,{u,v}}} und t = {u, v} benutzt.
Fiir [2| beschranken wir uns auf den Fall 3. Hier gilt

Jda € Gs(G(X,...)¢(a,...) < Tz € G(X,...)Ts € 23t € sTu,v € t(z = (u,v) A d((v,u)...)).

Hier haben wir, neben der Bedingung, dass 2] fiir einen weniger komplexen Aufbau schon bewiesen
ist, benutzt, dass mit ¢(a,...) auch ¢((v,u),...) eine Ag-Formel ist. Der Beweis hierfiir macht
gebrauch von der Induktion tiber den Aufbau von Ag-Formeln und lauft dhnlich wie der fir
Wir betrachten nur die atomaren Félle und den Fall fiir 3, ¢ und ¢ A ¢ sind dann klar.
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e z = (v,u) klar, da schon bewiesen.

o z € (v,u) < z={v}Vz={v,{v,u}}.

(v,u) € z<»3Is € z s = (v,u).

Ja € (v,w)¥(a, (v,u),...) < V{v}, (v,u),...) V({v,u}, (v,u),...), hier niitzen wir aus,
dass ¥ ({v,u}) eine Ag-Formel ist, man beweist dies analog wie hier.

Wir wollen nun [3] zeigen, dies folgt aber sogleich, mit dem, fiir den aktuellen Komplexitdtsgrad,
schon Bewiesenen, aus

Z=GX,..)oVwueZueGX,..)ANVue G(X,...)Jue Z.

[ wird wie schon erwihnt mittels Induktion bewiesen und ist strukturell &hnlich dem, was wir bei
d((v,u)) gesehen haben, verwendet aber fiir den aktuellen Komplexitatsgrad. Wieder sind
—¢ und ¢ A ¢ klar.

e u € G(X,...) schon bewiesen.

¢ G(X,..)eY ©3ZeY Z=G(X,..)

e Z =(G(X,...) schon bewiesen.

e due G(X,..) v(G(X,...),...) klar nach |2| und Induktionsvoraussetzung.

Wir kénnen nun folgendes Korollar beweisen

Korollar 7.7. Sei M eine transitive Menge, und cl bezeichne den Abschluss unter Godelopera-
tionen, dann gilt:

def(M) = cl(M U {M}) N P(M)

Beweis. Um def(M) C cl(MU{M})NP(M) einzusehen, beachten wir, dass wenn ¢ eine Formel
ist, dann ist ¢™ eine A-Formel (alle nicht schon eingeschrinkten Quantoren werden auf M
eingeschrankt). Ist nun eine Menge X tiber M mit Parametern a1, ...,a, € M definierbar, dann
haben wir

X={zreM:MEdz,a1,...,a,)} ={x € M :pM(x,a1,...,a,)}
=G(M,ay,...,ay),

fiir eine Komposition von Gédeloperationen G.

Das zweite Gleichheitszeichen gilt definitionsbedingt, das dritte da nach eine Godeloperation
H existiert, sodass H(M, {a1},...,{a,}) = {(z,a1,...,a,) : 2 € MAM(u,a1,...,a,)} (da oM
Ap-Formel ist), hieraus gewinnen wir X wie im Beweis von G(M,aq,...,a,) ist klarerweise
aus cl(M U{M}) N P(M).

Umgekehrt, sei X = G(M,aq,...,a,) mit a1,...,a, € M, also X € (M U{M}). Da z €
G(M,as,...,a,) nach einer Ag-Formel ¢ entspricht, konnen wir

}

, so haben wir:

X =Az:¢(M,z,a1,...,ay)
schreiben. Gilt nun M transitiv und X C M, also X € P(M)
X={zeM: Mz, ay,...,a,)}

:{xEM:M’=¢[$7a1a--~van]}’
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wobei ¢ die Formel ist, sodass ¥ (z,ay,...,a,) = ¢(M,z,a4,...,a,) gilt (alle Vorkommen von
Ju € M in ¢ werden durch Ju ersetzt). Somit haben wir auch def(M) D cl(M U{M})N P(M)
gezeigt. [

8 Das konstruierbare Mengenuniversum
Wir fiithren nun die Gédelsche Klasse L aller konstruierbaren Mengen ein und zeigen sogleich,
dass L ein Klassenmodell von ZF ist.
Definition 8.1. Wir definieren L mittels Rekursion {iber die Ordinalzahlen:
1. Lo=10
2. Loy1 =def(Ly)
3. Ly = U,< La fiir v Limesordinalzahl.
und schliefllich L = {J,co,q La die Godelsche Klasse.
Lemma 8.2. Fir alle Ordinalzahlen o und 8 gilt:
1. L, ist transitiv und L damit eine transitive Klasse.
2. a<B—= Ly C Lg.
3. a C Ly, fiir alle Ordinalzahlen a.
4. Lo € Lot
Beweis. 1. Durch Induktion iiber o.

e Der Fall o = 0 ist klar.

e Wenn « Limesordinalzahl ist, gilt fiir z € L, laut Definition von L, dass es ein
mit 3 < o, sodass z € Lg. Weiters sehen wir aus der Definition von L, dass Lg C L,
erfiillt ist. Da nun & C Lg nach Induktionsvoraussetzung, ist x auch Teilmenge von
L.

e Der Nachfolgerfall L, 1. Es gilt nach Induktionsvoraussetzung, dass L, transitiv ist.
Wir beobachten zuerst, dass L, C Lq41 gilt, denn fiir @ € L, haben wir, dank der
Transitivitdt von L, dass a = {x € Ly : x € a}, d.h. a € Lo41, gilt.

Aus Lno41 C P(L,) folgt, dass die Elemente von L,41 Teilmengen von L, ist. Haben
wir also ein € L, gegeben, so sehen wir aus der vorangegangenen Beobachtung,
dass folgende Inklusionen erfiillt sind x C L, C Lqy1, also ist Ly41 transitiv.

2. Wir beweisen V3 > o« — [L, C Lg] durch Induktion iiber § und somit die Aussage.

e Im Fall § = « ist die Behauptung klar.
e Falls 3 eine Limesordinalzahl ist, ist L, C Lg der Definition nach offensichtlich.

e Nehmen wir nun an die Behauptung ist fiir 5 schon gezeigt, also L, C Lg, dann folgt
die Giiltigkeit fiir 841 aber aus Lg C Lg41, was wir im Beweis von 1 gezeigt haben.

3. Wieder mittels Induktion tiber . Die Fille fiir 0 und Limesordinalzahlen sind klar. Sei also
a C Lq bereits gezeigt, und somit auch a C L, 1. Es bleibt zu zeigen, dass a € Ly41. Da
aber @ = {z € L, : x ist eine Ordinalzahl} = {x € L, : L, | = ist eine Ordinalzahl} ist
dies klar. Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da »x ist eine Ordinalzahl eine« Ag- Formel
und L, transitiv ist.
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4. Klar,da L, ={x € Ly : Lo Ex =} € Lot1.

Wir definieren nun den Begriff des L-Ranges.

Definition 8.3 (L-Rang). Sei x € L gegeben, als L-Rang p(x) von x bezeichnen wir die kleinste
Ordinalzahl p, fiir die gilt x € L 1.

Lemma 8.4. Fir alle o gilt: Lo, = {x € L: p(x) < a} und Loy1 \ Lo = {x € L: p(x) = a}.
Nun ein, im Folgenden, niitzliches Lemma.
Lemma 8.5. Sei x eine Teilmenge von L, dann existiert eine Ordinalzahl o mit x C Ly, .

Beweis. Wir verwenden das Ersetzungsschema mit der Formel:
&(y, z) ¢ es existiert eine Ordinalzahl p mit z=p+1und y € L, \ L.

Fiir jedes y € x ist dieses z eindeutig bestimmt.

Wir erhalten nun eine Menge B, sodass Vy € 23z € B ¢(y, z) erfiillt ist. Vermoge des Aussonde-
rungsschemas ist uns die Existenz von {z € B: 3y € = ¢(y, 2)} = {p(y) + 1 : y € x} zugesichert.
Bilden des Supremums dieser Menge liefert uns eine Ordinalzahl «, sodass = C L. O

Satz 8.6. L ist ein Klassenmodell von ZF

Beweis. Wir beweisen, dass o” fiir jedes Axiom ¢ von ZF gilt. Wir merken noch an, dass U, N
, C und {-,-} alle mittels Ap-Formeln definiert werden koénnen, und somit L und V in ihrer
Interpretation {ibereinstimmen, sofern die Argumente aus L sind. Wir schreiben dementsprechend
z.B. z C y und nicht 2 ¥ y, wo dies eigentlich der Fall sein miisste.

Extensionalitat
Gilt, da mit x,y € L auch alle Elemente von « und y in L (L transitiv) liegen, also

(Vz(z € x <> 2z € y))¥ gdw. Vz(z € < 2 € ).

Extensionalitét in L folgt somit aus jener in V.

Fundierung
Wir wéhlen in V das €-kleinste Element von z, da L transitiv liegt dieses auch in L, damit
ist Fundierung erfiillt.

Aussonderungsschema
Seien v und p aus L. Das Aussonderungsschema in V' garantiert uns die Existenz von
y = {r € v:¢L(x,p)}. Das Reflektionsprinzip gibt uns ein o € Ord, sodass Ly <4 L
und v,p € L, gilt.
Somit ergibt sich, mit der Transitivitdt von L;

y={zrecv: (bLa(xap)} ={z € La:La Fxcvng(zp)}

Paar
Zu z,y € L kénnen wir ein « finden, sodass =,y € L,. Wir sehen nun, dass

{f,y}:{ZELa:LQIZZ:zVZ:y}GLa+1

gilt. {x,y} bezeugt das Paaraxiom in L.
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Vereinigung
Sei F € L, dann existiert ein a mit F € L,. Aufgrund seiner Transitivitat erfillt L, das
Axiom.

Ersetzungsschema
Sei A € L und ¢(x,y) eine Formel, sodass Vo € Aly(y € L A ¢*(z,y)).
Unser Ziel ist es nun, eine Menge B in L zu finden, sodass Vo € A3y € B ¢'(z,y) gilt.
Hierzu beachte, dass es in V eine Menge C gibt, die Vo € Ay € C(y € LA¢*(x,y)) erfiillt.
Aus dieser sondern wir nun By = {y € C : y € L} aus.
Dieses By ist offenkundig Teilmenge von L. Nach @ gibt es ein @ mit By C L, und L,
kann somit als Menge genommen werden, die das Ersetzungsschema in L erfiillt, da zu
jedem x aus A ein y aus C existiert so, dass y € L A ¢ (x,y) erfiillt ist, dieses y liegt in By
und somit schliellich auch in L.

Unendlichkeit
Klar, da w € L.

Potenzmenge
Sei x aus L. Wieder finden wir in V' eine Menge y die das Axiom erfiillt, aus dieser kénnen
wir u = {z € y : z € L} mittels Aussonderungsschema gewinnen. Dieses u ist Teilmenge
von L, nach finden wir ein L,, das das Gewiinschte leistet, denn ist eine Menge z
Teilmenge von x in L so auch in V.

O

9 Absolutheit der Konstruierbarkeit

Wir beweisen, dass die Eigenschaft »x ist konstruierbar« absolut fur L ist und, dass daraus
wiederum (V = L)% folgt.

Lemma 9.1. Die Funktion o — L, ist eine /A1-Funktion.

Beweis. Die Funktion L, wurde mittels transfiniter Rekursion iiber die Ordinalzahlen definiert,
es reicht nach [6.3] zu zeigen, dass der Induktionsschritt X; ist.
Der Limesfall ist dank der Definition Lo = Uz, Lg = Uran(L[a) und der Aquivalenz

Y = Uran(L|a) <~ Jz(Y = Uran(x) ANz = Ll|y)

klar, denn alle in der Klammer auf der rechten Seite vorkommenden Terme sind Ag, | ran(z)
ist eine Godeloperation, nach also Ag.
Fiir den Nachfolgerschritt:
Laut 7.7 gilt def(M) = (M U{M})N P(M). Da

Z =def(M) + 3X,Y(X = MU{M}AY = cl(X)
ANVz2€Z(ze€YANzCM)AVzeY(zC M — z€ 7))

reicht es zu zeigen, dass Y = cl(M) eine ¥;-Eigenschaft ist. Dies ist jedoch der Fall, da

Y = cl(M) <+ IW(W ist eine Funktion A dom(W) =wAY = Uran(W) AW(O0)=M
AR € dom(W)(W(n+1) = W(n) U{Gi(z,y) :x € W(n),y € W(n),i=1,...,10}))

gilt, denn jeder Term ist ¥;. Dies sehen wir mittels:
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e dom(W) =w + Jz(z = dom(W) Az = w) ist X;.

Y =Uran(W) + Jz(z = ran(W)AY = Jz)

W(0)=M < 3Is € W(s = (0,M))

Vn € dom(W)(W(n+1) = W(n)U{Gi(z,y) :x € W(n),y € W(n),i=1,...,10})
ist Ag. Aus Bequemlichkeit tun wir im Beweis so, als gidbe es nur eine Godeloperation G,
es ist dann jedoch klar wie der reale Fall bewiesen wird.

Wir bemerken zuerst, dass z € {G(z,y) : ¢ € X,y € X} eine Ap-Formel ist, genauso wie
Vz € {G(z,y) iz € X,y € X}¢ fir ¢ Ap-Formel, denn

z€{G(z,y):z e X,y X} < Fr,y € X z=G(z,y).
Vz e {G(z,y) :xz € X,y € X}o(2) & Va,y € X ¢(G(x,y)).

Beachte hier, dass ¢(G(z,y)) nach [4] von Ay ist.
Daraus sehen wir, dass Z = X U{G(z,y) : © € X,y € X} ebenso Ay ist.

Z=XU{Gx,y):zeXyeX} o VzeZ(ze X)V(z € {G(z,y):x € X,y € X}))
AVz € X(x € Z)AVz € {G(z,y) :x € X,y € X}(z € Z).
Dank
Wn+1)=W(n)U{G(z,y) :z € W(n),y e W(n)} <

Jz e dom(W)IAX, Z eran(W)(x=n+1AX =W(n)AZ=W(z)
NZ =XU{G(z,y):z € X,y€ X})

sind wir fertig.

Wir beweisen nun das Korollar,
Korollar 9.2. Die Figenschaft »x ist konstruierbar« ist absolut fir L.

Beweis. Es gilt Ord C L. Da a — L, eine Aj-Funktion ist und L transitiv, wissen wir ebenso,
dass Lt = L, gilt.

(z ist konstruierbar)” <+ 3a € L3z € LL <+ Ja x € L, + = ist konstruierbar.

O
Es ergibt sich nun leicht folgender Satz.
Satz 9.3. In L gilt (V =L).
Beweis. Wir haben
(Va(x ist konstruierbar))’ < Vo € L(x ist konstruierbar)” <+ Vz € L(z ist konstruierbar)
O
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Man kann allgemeiner zeigen, dass die Funktion a — L, absolut fiir innere Modelle von ZF
ist [2] (Kapitel 13), das sind transitive Klassenmodelle M die alle Ordinalzahlen enthalten und
ZF erfiillen.

Transitivitdt einer Menge M alleine reicht jedoch nicht aus, um sicherzustellen, dass o — L,
absolut fiir M ist. Es ist nicht klar, dass fiir &« € M ein Bild in M existieren muss. Wir ibernehmen
aus [2] (Kapitel 13), dass jedoch die Bedingungen in folgender Definition dafiir ausreichen.

Definition 9.4. Wir sagen eine transitive Menge M ist hinreichend, falls gilt;
1. M ist abgeschlossen unter Gédeloperationen,
2. fir alle X € M, gilt {G;(z,y):z € X,ye X,i=1,...,10} € M,
3. ist « € M, s0 auch (Lg: 8 < a) € M.

Wir kénnen somit LY fiir alle « € M bilden.

Relativ leicht kann man tiberpriifen, dass L, mit v Limesordinalzahl hinreichend ist [2].
Die Bedingungen aus der Definition kénnen als {€}-Aussage ¢ ausgedriickt werden, so erhalten
eine Aussage fiir die gilt

M hinreichend +» (M, €) = (.

Fiigen wir zu dieser noch die Bedingung (V = L) hinzu, erhalten wir eine Aussage o, sodass fiir
transitive Mengen M gilt

(M,€) = o gdw. M = L; fiir eine Limesordinalzahl 4.

Wir niitzen im Folgenden, ohne es zu erwédhnen, aus, dass a +— L, absolut ist.
Die Richtung nach Links in der Behauptung ist nach Definition des Limesfalles wegen

(V=L Ve e Li3yed(z € L,)
klar, weiterhin ist Lgs hinreichend.

Fiir die andere Richtung sei 6 = M N Ord die erste Ordinalzahl nicht in M. Da M hinrei-
chend, ist klar, dass ¢ eine Limesordinalzahl ist. Ware ndmlich 6 = a + 1 = a U {a}, so golte
0 € M aufgrund der Abgeschlossenheit bzgl. Gédeloperationen. Weiters gilt Ls C M, wegen
(Lg: B <0) € M und der erwdhnten Abgeschlossenheit.

Da (V = L) < Vo € M3y € §(z € L,) haben wir aber auch M C Ls, womit auch diese
Richtung bewiesen ist. Da fiir den transitiven Kollaps einer Menge 7"’ M < M gilt, haben wir
folgendes Lemma.

Lemma 9.5 (Godels Kondensationslemma). Fir jede Limesordinalzahl § gilt:

Falls M < Ls, dann gilt fir den transitive Kollaps von M, dass 7"’ M = L., ist, mit vy <.

10 ZF ist mit AC und GCH konsistent

Wir haben bisher (ZF +V = L)Y gezeigt. Um nun daraus auf (ZFC + GCH)® zu schlieffen,
reicht es nach zu zeigen, dass ZF +V = L+ AC AN GCH, da jeder Beweis aus ZF +V = L
nur endlich viele Aussagen verwendet.
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10.1 L erfiillt AC

Wir zeigen nun, dass wir L wohlordnen kénnen. Damit folgt aus der Giiltigkeit von V = L, dass
jede Menge wohlgeordnet werden kann und damit die Giiltigkeit des Auswahlaxioms. Der Beweis
ist [2] entnommen.

Satz 10.1. Es existiert eine Wohlordnung auf der Klasse L der konstruierbaren Mengen.

Beweis. Wir konstruieren die Wohlordnung mittels transfiniter Rekursion tiber Ord. Dazu wer-
den wir zuerst jedes L, wohlordnen und zwar in solcher Weise, dass fiir a < § gilt; <4, die
Wohlordnung auf L, ist Anfangsstiick der Wohlordnung <g auf Lg. D.h.

o Falls z <, y, so gilt z <g v.
e Fallsw € L, und y € Lg \ Lq, so gilt z <g y.

Der Rekursionsanfang ist klar, hier gibt es nur die leere Ordnung.
Im Limesschritt fiir @ Limesordinalzahl nehmen wir an, dass fiir alle § < a die Wohlordnungen
< entsprechend unseren Anforderungen konstruiert wurden. Wir definieren nun <, vermaoge:

<a= U <g -

B<a

Dies definiert tatsdchlich eine Wohlordnung. Haben wir z,y, z € Ly, so finden wir ein 8 < « mit
x,Yy,%2 € Lg. Die Eigenschaften einer linearen Ordnung sind somit fiir <, erfiillt, da sie es fiir
<g sind. Um das <,-kleinste Element einer Teilmenge x zufinden beachte, dass wir ein 8 < «
finden kénnen mit x N Lg # 0.

Wir widmen uns also dem Nachfolgerschritt. Die Definition von L4411 war;

Lat1 = P(La)Nel(La U{La}) = P(La) 0 | W5

new

wobei

W§ = Lo U{L,},
W ={Gi(z,y) cx e Wye We,i=1,...,10},

sind. Wir konstruieren nun <,41 aus <4 so, dass wir die Ordnung auf L, tibernehmen, dann
L, als nichst groBleres Element hinzufiigen.

Weiters, fiir ,y € Lot1 \ (Lo U{La}), setzen wir x <,1 y falls es ein n gibt fir das gilt © € W2
und y ¢ W2, also x aus einer weniger komplexen Godeloperation entsteht als y. Wir sehen, dass
wenn unter diesen Bedingungen schon x <,41 y und y <441 2 gilt, © <41 2 folgt.

Es verbleibt noch die Aufgabe, die Elemente der Mengen W untereinander zu ordnen. Auch
dies geschieht rekursiv, d.h. die Wohlordnung <Zﬁ auf W, wird unter Zuhilfenahme der
Wohlordnung <7, auf W definiert. Es sei

1. <0 1=<a U{(z,La) : @ € Lo}

2. <! ist die wie folgt definierte Wohlordnung auf W, ;:

(<641 9)
z <It] y genau dann wenn: oder (z € W2 und y ¢ W)
oder (x,y ¢ W und (
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(a) [das kleinste ¢, sodass Ju,v € W (x = G;(u,v)) <orq das kleinste j, sodass Ju,v €
Wy = Gj(u,v)) ], oder

(b) [(das kleinste i = dem kleinsten j) und (das <}, ,-kleinste w € W, sodass Jv €
Wz = Gi(u,v)) <@, dem < -kleinsten s € W%, sodass Jv € W (y = G;(s,v)))],
oder

(c) [(das kleinste i = dem kleinsten j) und (das <[}, ;-kleinste u = dem <[, ;-kleinsten
s) und (das <7 ;-kleinste v € W, sodass © = G;(u,v) <l ; dem <[ -kleinsten
t € W2, sodass y = G;(u,t))])).

Wir definieren nun
<as1= (P(La) x P(La)) N | <B4y -

new

Das < ein Anfangsstiick von <1 ist, sieht man sofort aus der Definition.
Um nun das <,41-kleinste Element einer Teilmenge M zu finden, fragen wir ob M N L, # (
gilt. Ist dies der Fall, finden wir ein <,-kleinste Element dieser Menge. Ist dies aber nicht der
Fall, und gilt L, ¢ M, so suchen wir nach dem kleinsten ¢ nach in der Definition, falls
{x € M : Ju,v € Wiz = G;(u,v)} nun mehr als ein Element hat, so suchen wir das <} -
kleinste w nach |2b| und verfahren analog, usw.
Somit sehen wir, dass <41 eine Wohlordnung ist.
Wir kénnen nun

x <pyegdw. Ja(z <, y)

definieren. Fiir das Auffinden des <j-kleinsten Elementes einer Teilmenge beachte [8.5 O

10.2 L erfiillt GCH

Wir tibernehmen aus [I] I1.6 folgendes leichte Lemma.
Lemma 10.2. Angenommen es gilt o > w, dann gilt |Ly| = |o|.

Wir beweisen nun die relative Konsistenz von ZFC +V = L mit GCH. Beweis aus [2].
Satz 10.3. Fulls V = L gilt, dann auch GCH, d.h. |P(Ry)| = Nat1.

Beweis. Wir nehmen ZFC + V = L an. Der Plan ist wie folgt: Wir zeigen, dass wir zu jeder
(konstruierbaren) Teilmenge x einer Kardinalzahl k eine Limesordinalzahl v finden konnen, die
kleiner als 7 ist, sodass gilt € L, C L,+. D.h. PL(z) C L+. Da gilt |L,| = ||, o unendliche
Ordinalzahl und V = L, haben wir |P(z)| < T und somit GCH.

Sei also z eine Teilmenge von k.

e Wir finden eine Limesordinalzahl p > k mit x € L,, da z konstruierbar ist, und x C L,,
wegen [8:2]

e Laut Lowenheim-Skolem finden wir ein M mit Kardinalitdt £ und & U {z} C M, sodass
M <L,

e Laut Godels Kondensationslemma gibt es eine Limesordinalzahl v mit 7"’ M = L,.
e Es gilt nun k = |M| = |7 M| = |L,| = |y| und damit v < x™.

e Da nun x C M und 7 auf transitiven Mengen die Identitét ist, gilt © € L,. Somit P(k) =
pPL (k) C Ly+.

Wir sind fertig. O
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