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Abstract

In dieser Arbeit werden der topologische Begriff der Baire-Rdume und die
zugehorige Theorie der mageren und komageren Mengen erldutert. Neben zwei
zentralen Sétzen dieser Theorie, namentlich der Bairesche Kategoriensatz und
der Satz von Kuratowski-Ulam, werden auch Verbindungen zu Teilgebieten
der Mengenlehre behandelt. Der Cantor-Raum und der Baire-Raum dienen als
konkrete Beispiele und werden zusammen mit ihren wichtigsten Eigenschaften
vorgestellt.
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1 Vorwort

Einige Beweise in dieser Arbeit orientieren sich an der Vorgehensweise von
Alexander S. Kechris ’Classical Descriptive Set Theory’.|3]

Ein Teil der in dieser Arbeit verwendeten notationellen Konventionen stammt aus
der Mengenlehre. An mehreren Stellen wird die Menge der natiirlichen Zahlen
mit w bezeichnet und die natiirliche Zahl n mit der Menge aller natiirlichen
Zahlen kleiner als n identifiziert, das heiit n = {0,...,n — 1}. Falls A eine
Familie von Mengen ist, bezeichnet | JA die Vereinigung dieser Mengen, das
heit (JA = U 4 A- Analog dazu bezeichnet (.A den Schnitt dieser Mengen.

2 Einleitung

Zu Beginn kldren wir einige grundlegende topologische Begriffe, da diese Vor-
aussetzung fiir die nachfolgenden Definitionen und essentiell fiir den gesamten
Inhalt dieser Arbeit sind.

Eine Topologie T auf einer nichtleeren Menge X ist eine Familie von Teil-
mengen von X, welche die leere Menge und X beinhaltet und abgeschlossen
unter endlichen Schnitten sowie beliebigen Vereinigungen ist. Das Tupel (X, 7))
heifit topologischer Raum und die Elemente von T werden offene Mengen ge-
nannt. Wenn die Wahl der Topologie offensichtlich oder irrelevant ist, wird oft
auch die Menge X als topologischer Raum bezeichnet. Die Komplemente von
offenen Mengen nennt man abgeschlossene Mengen. Folglich ist fiir eine endliche
Teilfamilie der abgeschlossenen Mengen die Vereinigung ihrer Elemente und fiir
eine beliebige Teilfamilie der abgeschlossenen Mengen der Schnitt ihrer Elemente
abgeschlossen.

Das Innere einer Menge A C X ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von
A und daher offen. Der Abschluss von A ist der Schnitt aller abgeschlossenen
Obermengen von A und daher abgeschlossen. Das Innere von A wird mit A und
der Abschluss von A mit A bezeichnet.

Versieht man A mit der Topologie {U N A | U € T} spricht man von einem
Teilraum von X. Die Formulierungen offen in und abgeschlossen in beziehen sich
auf die Teilraumtopologie.

Existiert zu jeder Familie von offenen Mengen A mit | J.A = X eine endliche
Teilfamilie A" C A mit |J A" = X, dann nennt man X kompakt. Eine Menge
A C X heifit kompakt, wenn sie als Teilraum von X kompakt ist.

Eine Basis fiir eine Topologie ist eine Teilfamilie der Topologie, sodass sich



jede nichtleere offene Menge als Vereinigung von Elementen der Basis schreiben
lasst. Ist V eine offene Menge, x € V und U C X eine Obermenge von V, dann
heiflit U Umgebung von z. Eine Umgebungsbasis fir x € X ist eine Familie von
Umgebungen von x, sodass jede Umgebung von z eine Teilmenge besitzt, die
Element der Umgebungsbasis ist.

Oft geniigt es eine Eigenschaft fiir eine Basis oder fiir eine Umgebungsbasis,
anstatt fiir alle offenen Mengen beziehungsweise alle Umgebungen zu zeigen.
Ein Beispiel dafiir ist die Stetigkeit von Funktionen. Eine Funktion heifit stetig,
wenn die Urbilder von offenen Mengen (bzw. die Urbilder aller Elemente einer
Basis) wieder offen sind. Oder dquivalent dazu kann man Stetigkeit, auch tiber
die Umgebungen definieren. Eine Funktion f : X — Y heif}t stetig, wenn fiir alle
z € X gilt, dass das Urbild jeder Umgebung (bzw. das Urbild jedes Elements
einer Umgebungsbasis) von f(z) Umgebung von z ist. Eine Funktion heifit
offen, wenn die Bilder von offenen Mengen wieder offen sind. Ist eine bijektive
Funktion stetig und offen, spricht man von einem Homdomorphismus. Aquivalent
dazu sind die Anforderungen bijektiv und stetig mit stetiger Umkehrabbildung.
Zwei topologische Rdume zwischen denen ein Homéomorphismus existiert, nennt
man homdomorph. Aussagen iiber Eigenschaften, die nur anhand der Topologie
eines Raumes definiert sind, wie zum Beispiel die Kompaktheit, lassen sich auf
homdomorphe Rdume iibertragen.

Ein Spezialfall der topologischen Rdume sind die metrischen Rdume. Ein me-
trischer Raum ist eine nichtleere Menge X zusammen mit einer Funktion
d: X x X — R, deren Wertebereich nur nichtnegative Zahlen umfasst, mit
den Eigenschaften, dass sie die Dreiecksungleichung erfillt (d.h. d(z,z) <
d(x,y)+d(y, 2)) und d(x, y) genau dann verschwindet wenn x = y. Der offene Ball
um z € X mit Radius r > 0 ist die Menge B,.(z) = {y € X | d(z,y) < r}. Die
Topologie eines metrischen Raums wird durch die Basis {B,(z) | z € X,r > 0}

generiert.

Im folgenden werden die zentralen Begriffe dieser Arbeit vorgestellt. Dafiir

setzen wir voraus, dass das (X, 7) ein topologischer Raum ist und A C X.

Definition. Seien A, B C X. A heifit dicht, falls A = X. Wenn A N B dicht im
Teilraum B ist, sagen wir, dass A dicht in B liegt.

Lemma 2.1. A ist genau dann dicht, wenn ANU # (0 fir alle nichtleeren
offenen U C X.

Beweis. Nach Definition ist A genau dann dicht, wenn X die minimale abge-

schlossene Obermenge von A ist. Und das ist genau dann der Fall, wenn X \ A



keine nichtleere offene Menge beinhaltet, das heifit A trifft alle nichtleeren offenen

Mengen. O

Definition. A heif3t nirgendsdicht, falls A nicht dicht in U liegt fiir alle nicht-
leeren offenen U C X.

Lemma 2.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist nirgendsdicht.
(ii) Fir jede nichtleere offene Menge U C X existiert eine nichtleere offene
Menge V C U, sodass VN A=0.
(iii) Es existiert eine dichte offene Menge D C X \ A.
(iv) A= 9.

Beweis. (i) = (i) : Wenn A nirgendsdicht ist, gilt nach Definition fir jede
offene Menge U C X, dass A nicht dicht in U ist. Es folgt aus Lemma dass
zu jedem U eine nichtleere Menge V C U existiert, die offen in U liegt, sodass
VN A=0.DaU offen ist, ist auch V offen.

(i) = (i4t) : Existiert zu jeder nichtleeren offenen Menge U C X eine nichtleere
offene Menge V. .C UN (X \ A), dann trifft (X \Ay=U{VeT|V CX\A}
alle nichtleeren offenen Mengen und ist somit dicht.

(#91) = (i) : Ist D C X \ A dicht und offen, dann ist D N U nichtleer und offen
fiir jede nichtleere offene Menge U C X.

(#4) = (iv) : Existiert zu jeder nichtleeren offenen Menge U C X eine offene
Teilmenge V' C U, die nicht von A getroffen wird, dann gilt jeweils VN A = (), da
X \ V eine abgeschlossene Obermenge von A ist. Es folgt, dass die leere Menge
die maximale offene Teilmenge von A ist, das heiBit A=0.

(iv) = (i) : Fiir eine nichtleere offene Menge U C X sei A~ der Abschluss von
ANU in der Teilraumtopologie von U. Dann ist A" = {U\V |V € T, ANU C
U\VY=UN{X\V|VeT,ANUC X\V}CUNA. Esfolgt A" ¢ A und
mit 4 = 0, dass A" # U. Das heifit A liegt nicht dicht in U. Da U beliebig war,
ist A nirgendsdicht. O

Lemma 2.3. Sind A, B C X nirgendsdicht, dann ist auch AU B nirgendsdicht.

Beweis. Sei U C X nichtleer und offen. Dann folgt aus Lemma [2.2] dass zwei
nichtleere offene Mengen V,W C X existieren, sodass V. C U N (X \ A) und
W cVnNn(X\ B). Dann gilt auch W c UN (X \ (AU B)). Da U beliebig war,
folgt aus Lemma 2.2 dass AU B nirgendsdicht ist. O

Bemerkung. Da Teilmengen von nirgendsdichten Mengen nirgendsdicht sind,
ergibt sich mit Lemma dass die Familie {A C X | (A ist nirgendsdicht) V



(X \ A ist nirgendsdicht)} beziiglich endlicher Vereinigungen abgeschlossen ist.
Da die Familie auch beziiglich Komplementbildung abgeschlossen ist, bildet sie

eine sogenannte Mengenalgebra.

Definition.
(i) A heifit mager, falls nirgendsdichte Mengen M; fiir ¢ € w existieren, sodass

A=U;en, M.
(ii) A heiit komager, falls X \ A mager ist.

Bemerkung. Verwenden wir die Charakterisierung aus Lemma die besagt,
dass das Komplement einer nirgendsdichten Menge eine dichte offene Menge
beinhaltet, stellen wir fest, dass sich komagere Mengen als jene Mengen definieren
lassen, die einen abzdhlbaren Schnitt dichter offener Mengen beinhalten.

Aus der Definition magerer und komagerer Mengen folgt auflerdem, dass nir-
gendsdichte Mengen immer mager und Obermengen dichter offener Mengen

immer komager sind. Daher ist

{A C X | (A ist nirgendsdicht) V (X \ A ist nirgendsdicht)} C
{A C X | (A ist mager) V (A ist komager)}.

Die Familie der mageren und komageren Mengen ist aber nicht nur beziiglich
Komplementbildung und endlichen Vereinigungen abgeschlossen, sondern so-
gar beziiglich abzdhlbaren Vereinigungen. Daher spricht man hier von einer
o-Algebra.

o-Algebren sind grundlegend fiir die Maf3theorie. Dort bildet die Familie der
sogenannten Nullmengen die Rolle des untersten o-Ideals (d.h. eine unter ab-
zéhlbaren Vereinigungen abgeschlossene Familie). Es ist daher naheliegend, dass
sich zwischen mageren Mengen, welche das kleinste o-Ideal der topologischen
o-Algebra bilden, und den Nullmengen eines Maflraums gewisse Ahnlichkeiten
ergeben. Einer solchen Ahnlichkeit wollen wir uns im vierten Abschnitt dieser

Arbeit genauer widmen. E|

1Tatsachlich sind die Verbindungen zwischen der Theorie der mageren und komageren
Mengen und der Mafitheorie so vielzédhlig, dass John C. Oxtoby ein ganzes Buch zu diesem
Thema verfasste. Das Buch wurde unter dem Namen 'Measure and Category’ verdffentlicht. Die
Ahnlichkeiten zwischen mageren Mengen und Nullmengen spielen dort eine zentrale Rolle. [6]



3 Der Baire-Raum und der Cantor-Raum

In diesem Kapitel untersuchen wir zwei topologische Rdume, die von besonderer
Bedeutung in der Mengenlehre sind. Wir betrachten den Cantor-Raum, der als
Raum der bindren Folgen, oder Raum der Teilmengen der natiirlichen Zahlen
verstanden werden kann, und den Baire-Raum, den wir als Raum der Folgen von
natiirlichen Zahlen einfithren werden und der auch der Raum der irrationalen
Zahlen genannt wird.

Um tiber diese Rdume sprechen zu kénnen, benétigen wir fiir eine beliebige
Menge A und n € w die folgenden Mengen: A™ die Menge der Folgen mit Léange
n (d.h. die Menge der Funktionen n — A); A<Y = |J,,, A" die Menge der
Folgen mit endlicher Linge; und A“ die Menge der Folgen mit Linge w (d.h.
die Menge der Funktionen w — A). Die Funktion die einer Folge ihre Lénge
zuordnet ist len : A<“ U A¥ — w + 1,lena = dom aff]

Um das Arbeiten mit den genannten Mengen von Folgen zu erleichtern, verwenden
wir folgende Notation. Fiir eine endliche Folge a = (ay, ..., a,) und eine endliche
oder unendliche Folge b = (bg, by, ...) schreiben wir die Konkatenation als a Llb =
(agy -y G, bo, b1, ...) und falls lena < lenbd sowie (ag, ..., an) = (bo, ..., bn) gilt,

sagen wir a ist ein Anfangsstiick von b und schreiben a <b.

Zuerst werden wir die Topologie fiir die erwédhnten Riume einfithren. Danach
werden wir betrachten, wie sich die topologischen Begriffe aus dem ersten Kapitel
in diesen Rdumen verhalten. Dabei kann es hilfreich sein, sich den Folgenraum A%
mit Hilfe eines unendlich groien graphentheoretischen Wurzelbaums vorzustellen.

Die Konstruktion eines solchen Baums lasst sich wie folgt veranschaulichen. E|

Ein Startknoten, die sogenannte Wurzel, reprisentiert die leere Folge (). Dann
zeichnet man fiir jedes Element von A eine Kante, die von der Wurzel wegfiihrt,
sowie einen neuen Knoten am Ende dieser Kante. So erhélt man die 0-te Ebene
des Wurzelbaums. Die 1-ste Ebene erhélt man, indem man von jedem Knoten
in der O-ten Ebene wieder jeweils eine Kante fiir jedes Element von A und den
neuen Knoten am anderen Ende dieser Kanten einzeichnet. Setzt man diesen
Prozess induktiv fort, erhélt man fir n € w die n 4 1-ste Ebene aus der n-ten
Ebene. Dann kann man sich eine Folge in der Menge A als Weg beginnend an
der Wurzel entlang der Kanten vorstellen. Die endlichen Folgen entsprechen

endlichen Wegen und unendliche Folgen entsprechen unendlichen Wegen.

2dom a bezeichnet die Indexmenge der Folge bzw. den Definitionsbereich der Folge als
Funktion betrachtet.

3Diese Anschauung ldsst sich auch auf rigorose Weise rechtfertigen. Alexander S. Kechris ver-
wendet in seinem Buch ’Classical Deskriptive Set Theory’ den Begriff der mengentheoretischen
Bédume, um die Folgenrdume zu veranschaulichen (s. Kechris |3} S. 5-12]).



Als Beispiel sind hier die Wurzel und die ersten drei Ebenen nach der Wurzel
des bindren Wurzelbaums (d.h. A = {0,1}) abgebildet. Jeder Knoten ist mit der

Folge, die dem Weg von der Wurzel zu diesem Knoten entspricht, beschriftet.

0

(000) (001) (010) (011) (100) (101) (110) (111)

Definition. Sei I eine beliebige Indexmenge, {X; | ¢ € I} eine Familie von

topologischen Rdumen und A eine beliebige Menge.

(i) Die Produkttopologie auf Il,c;X; ist gegeben durch die Basis
{IL;c;U; | U; = X; fiir alle bis auf endlich viele ¢ € I,Vi € I : U; ist offen}.
ii) Die diskrete Topologie auf A ist die Topologie, in der alle Teilmengen von
(i) g g g
A offen sind.
(iii) Wird A mit der diskreten Topologie versehen, heifit die Produkttopologie
auf Il,,c, A = AY diskrete Produkttopologie.

Bemerkung. Die Menge {IL;c;U; | U; = X; fiir alle bis auf endlich viele i € I,
Vi € I:U; ist offen} ist tatsdchlich Basis einer Topologie, da sie abgeschlossen

unter endlichen Schnitten ist.

Betrachtet man die definierende Basis fiir die diskrete Produkttopologie,
erkennt man, dass die offenen Mengen in A“ genau jene U C A¥ sind, fiir die zu
jedem x € U ein n € w existiert, sodass fir alle y € A mit (zo, ..., z,) <y schon

y € U gilt. Diese Uberlegung wollen wir nun konkretisieren.

Definition. Sei A eine beliebige Menge und s € A<% eine endliche Folge. Dann
heifit Ny, = {a € A¥ | s<a} der Teilbaum von A“ mit Anfangsstiick s.

Lemma 3.1. Die Menge aller Teilbdume von A“ bildet eine Basis aus abge-

schlossenen offenen Mengen fiir die diskrete Produkttopologie auf A% .

Beweis. Fir s € A<% gilt Ns € {Il,,e, Uy | U, = A fiir alle bis auf endlich viele
n € w,Vn € w: U, ist offen}. Folglich ist Ny offen.



Sei m € w und seien U, C A fiir n € w, sodass U, = A fir alle n > m.
Sei S = {s € A<¥ | lens = m,3t € e, U, : s<t}. Dann ist J{Ns | s €
S} =, Up. Folglich kann jedes Element der definierenden Basis {I1,,c., Vi, |
V., = A fiir alle bis auf endlich viele n € w,Vn € w : V,, ist offen} als Vereini-
gung von Teilbdumen geschrieben werden. Daher kann jede nichtleere offene
Menge in A“ als eine solche Vereinigung dargestellt werden. Das heifit die Menge
der Teilbdume bildet eine Basis.

Sei s € A<“ beliebig und T = {t € A<“ | lent = lens,t # s}. Dann gilt
AY\ Ng = J{N; | t € T}, da jede unendliche Folge, die nicht mit s beginnt, eine
anderen Folge mit der Linge len s als Anfangsstiick hat. Es folgt, dass A% \ N;

offen und somit N abgeschlossen ist. O

Bemerkung. Der Name Teilbaum ergibt sich aus der Analogie zum Wurzelbaum.
Im Wurzelbaum wird ein Teilbaum N, dargestellt durch alle unendlichen Wege
die durch einen bestimmten Knoten verlaufen, ndmlich durch den Knoten, der

am Ende des zu s gehorigen endlichen Weges liegt.

Betrachtet man im Wurzelbaum den Teil, der von den Folgen in N, abge-
deckt wird, erkennt man eine Ahnlichkeit zum gesamten Wurzelbaum. Diese
Selbstahnlichkeit ist auch im topologischen Sinne vorhanden und wird durch das

folgende Lemma ausgedriickt.

Lemma 3.2. Sei A eine nichtleere Menge und s € A<¥. Die Abbildung
H,: A* 5 N, H,(t)=sUt

ist ein Homéomorphismus.

Beweis. Fur t # t' ist auch s Ut # s Ut'. Daher ist H, injektiv. Fiir ¢t € N, gilt
s <t und somit existiert ein ¢ € A¥, sodass t = s Ut = H,(t'). Folglich ist Hy
auch surjektiv. Das Bild eines Teilbaums NV; ist die Menge H(N;) = Ng s C Ny,
welche wieder ein Teilbaum und somit offen ist. Insbesondere ist Ny ; offen in
N,. Daher ist H, offen.

H;Y(Nsy¢) = Ny ist ebenfalls offen. Und da die Familie

{Nowe [t € A%} = {N.O N, |t € A%}

eine Basis fiir den Teilraum N; ist, ist Hy stetig. O

Korollar 3.3. Ist A abzdhlbar, besitzt die diskrete Produkttopologie auf A“ eine

abzdhlbare Basis.



Beweis. Fir eine abzdhlbare Menge A ist auch A< und somit {Ny | s € A<}
abzdhlbar. O

Definition. Der Baire-Raum ist die Menge N = w* mit der diskreten Pro-
dukttopologie. Der Cantor-Raum ist die Menge C = 2“ mit der diskreten
Produkttopologie.

Theorem 3.4. Der Baire-Raum ist homdomorph zu den irrationalen Zahlen als

Teilraum von R.

Beweis. Definiere die Abbildung K : N' — (1,00) \ Q,

K(a)=14ao+ ,
1+(L1+ 1
14+ as—

die einer Folge von natiirlichen Zahlen den zugehérigen Standardkettenbruch
zuordnet. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da die Kettenbriiche dem Grenzwert
einer Cauchy-Folge entsprechen und unendliche Standardkettenbriiche immer
irrationale Zahlen darstellen. K ist eine Bijektion, da jede irrationale Zahl
eindeutig in ihren zugehorigen Standardkettenbruch entwickelt werden kann.
Sei s € w<¥ beliebig. Dann ist K(N;) offen, da zu jedem a € N; und n € w
ein € > 0 existiert, sodass sich die Kettenbruchentwicklungen der Elemente von
B. (K(a)) frithestens im n-ten Eintrag unterscheiden, das heiit B. (K(a))\ Q C
K (Nj) fur ein entsprechend kleines e. Folglich wird jede offene Teilmenge von
N als Vereinigungen von Teilbdumen auf eine Vereinigung von offenen Mengen
abgebildet, und hat daher ebenfalls ein offenes Bild. Das heifit K ist offen.

Sei nun U C (1,00) \ Q offen, a € N mit € > 0, sodass B. (K(a)) \ Q C U.
Dann existiert ein Anfangsstiick s < a, sodass K(Ns) C Be (K(a)). Somit ldsst
sich, dass Urbild einer offenen Teilmenge von (1,00) \ Q als Vereinigung von
Teilbdumen schreiben, und das Urbild ist daher offen. Es folgt, dass K stetig
und somit ein Homéomorphismus ist [

Die irrationalen Zahlen grofler als 1 sind durch die Abbildung © — 1/z + k
wiederum homoémorph zu den irrationalen Zahlen im Intervall (k,k + 1). Aus
Lemma wissen wir, dass N' homdomorph zum Teilbaum N fiir s € w<¥
ist. Daher lisst sich fiir jedes n € w der Teilbaum N, homéomorph auf die

irrationalen Zahlen in einem beliebigen Intervall (k, k + 1) mit k € Z abbilden.

4Die fehlenden Details iiber Kettenbriiche, insbesondere das Konvergenzverhalten der
zugehorigen Folgen und die Kettenbruchentwicklung von reellen Zahlen, lassen sich in den
meisten einfithrenden Werken zur Zahlentheorie finden. Eine umfangreiche Abhandlung des
Themas wurde von Oskar Perron verfasst.|7|



Die Teilbdume N, bilden eine Partition von N in abgeschlossene offene Mengen
und die Intervalle (k,k 4+ 1) \ Q bilden eine Partition der irrationalen Zahlen in
abgeschlossene offene Mengen. Daher lisst sich mit einer beliebigen Bijektion
w — Z ein Homéomorphismus A" — R\ Q aus den Homdomorphismen N (n) =
(k,k+ 1) \ Q zusammensetzen. O

Definition. Die Cantor-Menge C’ ist die Menge aller Zahlen im Intervall [0, 1],
deren Darstellung als 3-adische Zahl (d.h. Basis 3) nur aus den Ziffern 0 und 2
besteht. (Wir zéhlen hier auch die 3-adischen Zahlen, die in einer unendlichen

Folge von 2-ern enden dazu. Insbesondere gilt 1 = 0,222... € C'.)

Theorem 3.5. Der Cantor-Raum ist homéomorph zu der Cantor-Menge als

Teilraum von R.

Beweis. Definiere die Abbildung

0, s,=0
f:Cc=C, f(s)= Z s/ 3" wobei s/, = ,
new 2, sonst

die einem Element des Cantor-Raums eine 3-adische Zahl im Intervall [0, 1],
die nur aus den Ziffern 0 und 2 besteht zuordnet. Da ein Wechsel der k-ten
Nachkommastelle von 0 auf 2 einer Differenz von mindestens 3~ entspricht, ist
die Abbildung injektiv und nach Definition der Cantor-Menge auch surjektiv.
Fiir s € 2< und a,b € N; gilt |f(a) — f(b)| < 3725, Daher existiert fiir jede
Menge U C C’, die offen in C’ ist und fur jedes x € U eine offene Umgebung
V(z) von f~!(z) deren Bild in U liegt. Dann ist f~1(U) =, .y V() offen. Es
folgt, dass f stetig ist.

Notieren wir reelle Zahlen in 3-adischer Darstellung gilt fir s = (sg, ..., Sp—1)
f(Ng) = [0,s(...80,_1;0, 8.8, _1222...] N C" abgeschlossen in C’'. Weiters be-
steht C'\ f(Ns) genau aus den reellen Zahlen deren 3-adische Darstellung nur

zecU

aus den Ziffern 0 und 2 besteht und nicht mit 0, sf...s),_; beginnt, das heit
O\ FNG) = F(U{Ne [ € 250\ {s}}) = U {F(Ve) | £ € 210\ {s}}. Folglich
ist das Komplement von f(V;) als endliche Vereinigung von abgeschlossenen
Mengen abgeschlossen und daher ist f(N,) offen. Wie schon im Beweis von
Theorem folgt, dass f offen und somit ein Homdéomorphismus ist. O

Bemerkunyg.
(i) Die Cantor-Menge ist eine abgeschlossene Teilmenge der reellen Zahlen.

Denn Zahlen im Komplement haben in ihrer 3-adischen Darstellung an
mindestens einer Stelle einen l-er, in den nachfolgenden Stellen weder
nur 0-er noch nur 2-er und somit einen positiven minimalen Abstand zur

Cantor-Menge. Das heifit, zu jeder Zahl im Komplement der Cantor Menge



liegt eine offene Umgebung dieser Zahl ebenfalls im Komplement und das
Komplement ist als Vereinigung dieser offenen Umgebungen selbst offen.

(ii) Da die Cantor-Menge eine beschrinkte, abgeschlossene Teilmenge der
reellen Zahlen ist, ist sie und der zu ihr homéomorphe Cantor-Raum
kompakt.

(iii) Einen Raum mit der Eigenschaft aus nennt man 0-dimensional.

(iv) Die abzéhlbare Basis des Cantor-Raums bezichungsweise des Baire-Raums
liefert eine abzéhlbare, dichte Teilmenge. Einen Raum in dem so eine Menge
existiert, nennt man separabel.

(v) Sowohl der Cantor-Raum als auch der Baire-Raum lassen sich mit einer
vollstdndigen Metrik versehen, welche wieder die diskrete Produkttopologie
erzeugt. Aulerdem gibt es in beiden Rédumen keine sogenannten isolierten
Punkte (d.h. Punkte deren einelementige Mengen offen sind). Die erwihn-
ten Eigenschaften charakterisieren den Cantor-Raum eindeutig. Es lésst
sich zeigen, dass der Cantor-Raum der bis auf Homéomorphie eindeutige
nichtleere, O-dimensionale, separable, kompakte, metrisierbare Raum ohne
isolierte Punkte ist (vgl. Kechris |3} S. 7, 35]).

(vi) Fiir den Baire-Raum gibt es ein dhnliches Resultat. Der Baire-Rum ist
der bis auf Homéomorphie eindeutige nichtleere, 0-dimensionale, separable
und vollstdndig metrisierbare Raum, in dem alle kompakten Mengen leeres
Inneres haben (vgl. Kechris [3, S. 37]).

Die Beweise zu den eindeutigen Charakterisierungen iibersteigen den Umfang
dieser Arbeit. Jedoch zumindest die kompakten Mengen im Baire-Raum wollen

wir kurz behandeln.

Proposition 3.6. Alle kompakten Teilmengen des Baire-Raums haben leeres

Inneres.

Beweis. Sei A C N mit A # (. Dann existiert s € w<¥, sodass N, C A. N,
ist homdomorph zum Baire-Raum und somit homdomorph zu der Menge der
irrationalen Zahlen, welche als unbeschrénkte Teilmenge der reellen Zahlen nicht
kompakt ist. Damit existiert eine nicht kompakte abgeschlossene Teilmenge von
A und es folgt, dass A ebenfalls nicht kompakt ist, da abgeschlossene Teilmengen

von kompakten Rdumen kompakt sind. O
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Definition. Sei I eine beliebige Indexmenge und seien X; fiir ¢ € I topologische

Réume. P, ; X; mit der Topologie

{@ Ui | U; C X; oﬁen}

iel
heifit topologische Summe. E|

Proposition 3.7. Der Baire-Raum ist homéomorph zu @@ N als topologische

new

Summe und zu Il,c N mit der Produkttopologie.

Beweis. Wir betrachten die folgenden Abbildungen:

S:EPN =N, Sai)=(i)Ua
1Ew

PN = MieuN, P(a) = (an | n € M;)icw

wobei
My={2"-1|kecuw}

und fir ¢ € w

Mgy ={2" +i|kewh\ [ M;.

=0

Fiir 7 € w ist S eingeschrinkt auf N x i ein Homdomorphismus von A x ¢
nach N(;) (analog zum Beweis von Lemma .
Da die Familien {N x i | i € w} und {N(; | i € w} Partitionen aus abgeschlos-

senen offenen Mengen fiir @, N respektive A bilden, ist auch die gesamte

icw
Abbildung S ein Homéomorphismus.

Da fiir i,j € w,i # j die Mengen {2¥ +i — 1 | k € w,logy(|i — j|) < k} und
{28+ — 1|k € w,logy(]i — j|) < k} disjunkt sind, ist M; fiir i € w tatsichlich
eine unendliche Menge von natiirlichen Zahlen. Somit ist P wohldefiniert.
Nach Definition gilt M; N M; = 0 fiir alle i # j und da n = 2° 4+ n — 1, gilt auch
Uicw Mi = w. Das heifit die Familie {M; | i € w} ist eine Partition von w. Es
folgt, dass P eine Bijektion ist.

Sei s € w<* beliebig. Fiir i € w definiere s* = (si | k € M;, k < lens). Dann ist
P(Ny) = Il;c,, Ny und da len s* = 0, das heifit N,: = A/, fiir alle bis auf endlich
viele i € w, ist P(Ny) und somit P offen.

5@ bezeichnet hier die disjunkte Vereinigung, d.h.

xE@Xi = JielyeX; z=(yi
el
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Nun sei t* € w<¥ fiir i € w mit lent* = 0 fiir fast alle i € w und lent* > 0 fir

mindestens ein ¢ € w. Definiere
R={rcw<|lenr =m,Vi cw:t"<(ry | k€ M,k <lenr)},

wobei
m = max{M;(lent") | i € w,lent’ > 0}

und fiir k¥ € w bezeichnet M;(k) die k-te Zahl in M; mit der {iblichen Ordnung
der natiirlichen Zahlen. Dann ist P! (IL;c,Nyi) = U{N, | 7 € R} offen. Im Fall
lent’ = 0 fiir alle i € w ist P~ (e Nyi) = P~ (IL;ewN) = N ebenfalls offen.
Und da {ILie,N,i | Vi € w:r? € w<¥ lent’ = 0 fiir fast alle i} eine Basis fiir
IT;c, NV bildet, ist P stetig. O

Bemerkunyg.
(i) Analog zu diesem Lemma lédsst sich fiir n € w mit einer Partition von w

in n unendliche Teilmengen zeigen, dass A/ homéomorph zum n-fachen
Produkt mit sich selbst ist.

(ii) Der Baire-Raum ist als O-dimensionaler Raum, der homéomorph zum n-
und w-fachen Produkt mit sich selbst ist, in vielerlei Hinsicht handlicher
als der R™. Und da N hom6omorph zu den irrationalen Zahlen ist, befindet
sich eine homéomorphe Kopie des Baire-Raums, die alle bis auf abzdhlbar
viele Punkte beinhaltet, im R™. Damit sind manche Eigenschaften leichter
fiir den Baire-Raum zu zeigen und lassen sich dann auf den R” iibertragen.

(iii) Allgemeiner ldsst sich jeder separable vollstdndig metrisierbare Raum als
Bild einer abgeschlossenen Teilmenge des Baire-Raums unter einer stetigen
Abbildung darstellen (vgl. Kechris [3, S. 38]). Daher kénnen Resultate fiir
den Baire-Raum auch oft auf solche Rdume iibertragen werden.

(iv) Die hier erwéhnten Eigenschaften des Baire-Raums (insb. betreffend der
Produkte mit sich selbst und der Darstellung sep. vollst. metr. Riume)
rdumen ihm eine Sonderstellung in der deskriptiven Mengenlehre ein. So
wird beispielsweise bei der Projektiven Hierarchie iiblicherweise der Baire-
Raum zur Konstruktion zunehmend komplexer Mengen aus den offenen
Mengen eines separablen vollstindig metrisierbaren Raums verwendet (s.
Kechris |3}, S. 313]).

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwéhnt, lasst sich der Cantor-Raum
auch als Raum der Teilmengen von w verstehen. Diese Behauptung soll im
Folgenden konkretisiert werden. Danach wird mit der nédchsten Proposition
demonstriert, wie man unter Verwendung des Cantor-Raums Aussagen iiber

Teilmengen von w treffen kann.
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Definition und Lemma 3.8. Die Abbildung
set:2° - P(w), seta={ncw]a, =1}

ist eine Bijektion.

Beweis. Fir a,b € 29, a # b existiert n € w, sodass a,, # b,. Sei ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit a,, = 1, dann ist b,, = 0 und somit n € set a \ set b. Daher
ist set injektiv. Fir M € P(w), definiere m,, = 1, falls n € M und m,, = 0 sonst.
Dann ist m = (m,, | n € w) € 2¥ und setm = M. Es folgt, dass set surjektiv
ist. O

Bemerkung. Fir a € 2<% definieren wir seta = set a U (0, 0,0, ...).

Lemma 3.9. Seien a®,b° € 2<%, mit set b° C set a® und lena® = len b°, sowie

U C 2% dicht und offen. Dann existiert s € 2<% mit len s > 0, sodass

a' =a®U(1 |k €lens),
bh=0v"Us

die folgende Bedingung erfillen:

Vo €2¥: (Vn €seta' : x, =b: =z cU).

Beweis. Definiere T = {t € 2'0° | Vn € seta® : ¢, = 1°}. T ist als Teilmenge
von 2" endlich. Mit k + 1 = |T| sei T = {t°, ...,t*}. Da U dicht und offen ist
und da die Teilbdume eine Basis bilden, existiert s° € 2<% mit len s° > 0, sodass
Nyoys0 C U. Fithrt man dieses Argument induktiv fort, findet man s*+! € 2<¢ fiir
i € k, sodass Nyit1y,50 511, Lsi+r C U. SchlieBlich definieren wir s = s® ... L s¥.
Sei nun z € 2% mit Vn € seta! : x, = bl. Dann erfiillt = insbesondere Vn €
seta® : z,, = b. Damit existieren i € k + 1 und 2’ € 2%, sodass z = t' U2’. Da
al =1 fiir n € lena! —lena® gilt s <z’ und somit ¢’ U s® U ... U s* <z, das heifit

T € Nyipgo. gt CU. O]

Proposition 3.10. Sei C' C 2% komager. Dann existieren Ay, A1, By, B1 C w,
mit AgU A, = w, AgNA; =0, By C Ag, By C Ay, fiir die die folgende
Implikation fir alle M C w gilt:

(MNAy=ByVMNA =B))=set ' MeC. (3.1)

13



Beweis. Da C komager ist, existieren dichte offene Mengen U, 11 C 2¢ fiir i € w,
sodass ;. Ui+1 C C. Fiir i € w definiere ja', a’, ,b%, |b° € 2<% wie folgt:

1EW

an = ob0 = 1b0 = 1a0 =(),

00t =0a" U (0| k €len a* —lenya’) U (1| k € len os),
ob T = b U (0| k €lenya’ —lenga’) U os' T,
= 1a" U (0] k €lenga™ —len,a’) U (1 | k € len s,

W= 00 (0| k €lenga™™ —lena’) LI s

wobei siT1 s € 2<% mit len ;T len ;s > 0 so gewihlt sind, dass
VjeVz e2¥: (Vne setjai'*'1 f Ty = jbffl =z €Up1). (3.2)

Auf Grund des vorherigen Lemmas existieren entsprechende (s‘*1, s+ € 2<%
fiir alle ¢ € w. SchlieBlich definiere fiir j € 2:

Aj =set U jai, Bj = set U jbi.
1EW €W

Fiir alle n € w gilt (Uiewjbi)n =1= (Uiewjai)n =1 und daher B; C A4;. Au-
Berdem gilt fiir alle n € w (U, Oai)n =1—(Ujeo 1ai)n und somit AgNA; = 0.
Und aus len 41 > 0 fiir alle i € w folgt A9 U A; = w.

Sei nun M C w beliebig, m = set™' M, a = set ' Ag und b = set™! By. Ist
M N Ay = By, dann gilt Vn € Ay : m,, = b, und daher folgt fur alle i € w
Vn € set gait! i m, = (bitl. Wegen der Bedingung [3.2] folgt m € U, fiir alle
i € w. Und wir erhalten, dass aus M N Ay = By folgt, dass m € (), Uir1 C C.
Fir A; und B; statt Ay und By erfolgt der Beweis analog. Folglich sind
Ay, By, A1, B die gesuchten Mengen. O

1EW

Die Proposition lasst sich mit Hilfe des bindren Wurzelbaums und einer
Wette zwischen zwei Personen wie folgt veranschaulichen.
Gegeben ist eine Menge von Folgen C' C 2¢.
Person A kennt die Menge C und schreibt zwei Listen mit Weganweisungen.
Beide Listen bestehen aus w vielen Zeilen, die mit je einer Anweisung, '0” oder '1’,
ausgefiillt werden kénnen. Der Person A steht es frei, beim Ausfiillen der ersten
Liste beliebig viele Zeilen freizulassen. Jedoch muss Person A beim Ausfiillen der
zweiten Liste alle Zeilen tiberspringen die sie in der ersten Liste schon ausgefiillt
hat.

14



Person B darf sich nun eine der beiden fertigen Listen aussuchen und muss dann
einen unendlichen Weg von der Wurzel aus beschreiben, dessen binédre Folge
a € 2% nicht in der gegebenen Menge C enthalten ist. Dabei muss Person B den
Anweisungen der Liste folgen, die sie ausgewéhlt hat. Das heif}t, steht in der
n-ten Zeile eine 0 oder eine 1 muss a, = 0 respektive a,, = 1 gelten. Ist die n-te
Zeile der von Person B gewidhlten Liste frei geblieben, darf sie selbst wihlen wie
der Weg fortgesetzt wird. Person A gewinnt die Wette, wenn es Person B nicht
gelingt einen Weg zu finden, der diesen Anforderungen geniigt.

In Bezug auf dieses Szenario besagt die Proposition [3.10} dass, falls C' komager
ist, Person A immer zwei Listen schreiben kann, mit denen sie die Wette auf

jeden Fall gewinnt.

Diese Betrachtung ldsst den Anschein erwecken, dass komagere Mengen im
Cantor-Raum auf eine gewisse Weise sehr grof3 sind. Diese Grofie wollen wir nun
mathematisch beschreiben.

Dafiir verwenden wir zwar den Baire-Raum, da das entsprechende Resultat hier
von groflerer Bedeutung ist, wollen jedoch anmerken, dass sich die Vorgehensweise

eins zu eins auf den Cantor-Raum tibertragen lasst.

Definition und Lemma 3.11. Fir a,b € w<¥ schreiben wir a <’ b genau
dann, wenn a # b und lena < lenbV (lena = lenb A a;q5) < bj(a,p)), wobei
jla,b) = min{n | a, # by}). <’ ist eine Wohlordnung auf w<*.

Beweis. Die Relation <’ ist nach Definition antisymmetrisch und da < irreflexiv
ist, ist es auch <’. Je zwei Elemente a,b € w<“,a # b, ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit lena < lenb sind vergleichbar, da entweder lena < lenb, oder
@j(ab) < Dj(ap), 0der bjqp) < j(ap)- Sind a,b,c € 2<¥ mit a <" bund b <’ ¢,
dann trifft mindestens eine der folgenden drei Aussagen zu: lena < lenb < lenc,
lena <lenb <lenc, oder lena =lenb = lenc A aja,p) < bjca,p) A bjiw,e) < Cjb,e)-
In den ersten beiden Fillen gilt len a < len ¢ und daher a <’ ¢. Trifft die dritte
Aussage zu, gilt entweder j(a,b) > j(b,c), daher j(a,c) = j(b,¢) und somit
Aj(a,c) = bj(a,e) < Cj(a,e)s Oder es gilt j(a,b) < j(b,c), daher j(a,b) = j(a,c) und
somit @j(a,c) < bja,e) < Cj(a,e)- Bs folgt wieder a <’ c. Daher ist <’ transitiv.
Seien A C w<¥ und a € A beliebig. Dann ist {b € w<“ | b <’ a} endlich. Folglich

besitzt A ein <’-minimales Element. O

Theorem 3.12. Sei C C N komager. Dann ist C dicht.
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Beweis. Da C komager ist, existieren dichte offene Mengen U, C N,n € w,
sodass U, C C. Sei U C N offen und nichtleer. Fiir ¢ € w definiere:

new

t* =mino{s € w<¥|lens > 0,N, C UyNU}

tH = mino{s € W< |lens > i+ 1,N, C Ujyq,t' < s}

Da Up dicht und offen ist, ist Uy N U offen und nichtleer. Weiters ist
{Ns | len s > 0} eine Basis. Daher folgt, dass {s € w<* |lens > 0, N, C UyNU}
nichtleer ist. Teilbdume sind offen und die U, fiir n € w sind dicht und offen, so-
mit ist U1 N Ny fiir alle ¢ € w nichtleer und offen. Da auch {N; |lens > i+ 1}
fiir 1 € w jeweils eine Basis ist, existiert s € w<¥
Ns C Uj11 N Ny und daher ist {s € w<¢ |lens > i+ 1, Ny C U;y1,t* < s} nicht-
leer. SchlieBlich definiere t = (¢ | i € w). Fiir i € w gilt ¢ <t und daher t € Ny:.
Da Ny CU; firi € wund Ny C U, folgt t € (.., Nee CUN, o, Us. O

mit lens > ¢ + 1, sodass

icw icw
Bemerkung. Im Beweis haben wir verwendet, dass nicht nur {N; | s € w<“},
sondern auch {Ny | lens > k} mit k € w eine Basis ist. Diese Aussage ist leicht
nachvollziehbar, da jeder Teilbaum als Vereinigung von kleineren Teilbdumen
geschrieben werden kann. Sei s € w<¥, dann ist Ny = ;e Ve mit T = {t €
w<¥ | lent > lens,s <t}. In anderen Worten: Eine unendliche Folge hat das
Anfangsstiick s genau dann, wenn sie ein Anfangsstiick ¢ hat, dass ldnger ist als

sund s<t.

4 Der Bairesche Kategoriensatz

Am Ende des letzten Kapitels haben wir gesehen, dass komagere Mengen im
Baire-Raum, dicht sind. Insgeheim haben wurde aber noch mehr bewiesen.
Wiéhrend der Schnitt von zwei herkdmmlichen dichten Mengen leer sein kanrﬂ
sind sogar abzdhlbare Schnitte von komageren Mengen immer noch dicht, da die
Familie der komageren Mengen abgeschlossen unter abzdhlbaren Schnitten ist.
Die komageren Mengen sind in diesem Sinne wesentlich gréfler als herkémmliche
dichte Mengen im Baire-Raum.

Da der Baire-Raum homdéomorph zu den irrationalen Zahlen ist und weil die
irrationalen Zahlen dicht in R liegen, kénnen wir schlussfolgern, dass auch in R
komagere Mengen dicht sind. In diesem Kapitel werden wir sehen, dass es eine
Vielzahl weiterer Radume mit dieser Eigenschaft gibt, die passenderweise unter

dem Namen Baire-R&ume zusammengefasst werden.

6Man betrachte Beispielsweise die Menge {s U (0,0,...) € N | s € w<¥} und {sU (1,1,...) €
N'| s € w<¥}, deren Schnitt die leere Menge ist. Beide treffen alle Teilbdume und sind daher
dicht.
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Definition. Ein topologischer Raum X mit der Eigenschaft, dass jede komagere
Menge dicht in X liegt, heifit Baire- Raum.

Lemma 4.1. Sei X ein topologischer Raum. Die folgenden Figenschaften sind

dquivalent:

(i) X ist ein Baire-Raum.
(i) Jede nichtleere, offene Menge ist nicht mager.
(iii) Jeder abzihlbare Schnitt dichter, offener Mengen ist dicht.

Beweis. (i) = (it) : Sei X ein Baire-Raum und A C X eine nichtleere offene
Teilmenge. Dann ist X \ A nicht dicht. Und da X ein Baire-Raum ist, kann
X \ A nicht komager sein. Folglich ist A nicht mager.

(#4) = (i19) : Sei X ein topologischer Raum der (i7) erfillt und fir jedes i € w
sei A; C X eine dichte, offene Teilmenge. Betrachte den Schnitt S = (1, A;
und sein Komplement M = J,;., (X \ A;). M ist als abzéhlbare Vereinigung
nirgendsdichter Mengen mager und so auch alle Teilmengen von M. Nun gilt
zusétzlich, dass jede nichtleere, offene Teilmenge von X nicht mager ist. Folglich
gibt es keine nichtleere Teilmenge von M, die offen in X ist. Das heifit S trifft
alle nichtleeren, offene Teilmengen von X.

(791) = () : Sei X ein topologischer Raum der (ii7) erfiillt und A C X eine
komagere Menge. Folglich besitzt A eine Teilmenge die ein abzéhlbarer Schnitt
dichter, offener Mengen ist. Wegen (4ii) ist diese Teilmenge und somit auch A
dicht. O

Lemma 4.2. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Existieren A, C P(X),n € w
mit den folgenden Eigenschaften:

VnewvAe A, : A+, (4.1)

VnewvU e T\{0}FAc A, : ACU, (4.2)

V(Ai)icw: (Fn€w: (An € AnNAp1 C Ap) = (A #0),  (4.3)
€W

dann ist X ein Baire-Raum.

Beweis. Seien U,, C X,n € w dicht und offen und sei U C X eine beliebige offene

Menge. Wahle V,, fir n € w, welche die folgenden Voraussetzungen erfiillen:

Vo€ Ay, Vo CUNUy, (4.4)
Vst € An+1, Vot C VOH NUp+1. (4.5)
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Uy ist dicht und offen, U ist nichtleer und offen, folglich ist U N Uy nichtleer
und offen. Wegen der Eigenschaft [£.2] findet sich eine Menge Vp, welche die
Voraussetzung erfillt. Fir n € w folgt aus der Eigenschaft dass V,
nichtleer ist. Da Vn auch offen und U,, ;1 dicht und offen ist folgt, dass Vn NUp+1
nichtleer und offen ist. Wegen der Eigenschaft [£.2] existiert eine Menge V11,
welche die Voraussetzung [L.5]erfiillt. Es folgt aus den Voraussetzungen [£.4 und [£.5]
dass (,,c, Vo €U N, e, Un und wegen der Eigenschaft gilt M,eo, Vi # 0.
Da U beliebig war, trifft [ U,, alle nichtleeren offenen Mengen und ist daher
dicht. Weil auch die Mengen U, fiir n € w beliebig waren, folgt aus dem Lemma
[A1] dass X ein Baire-Raum ist. O

new

4.1 Vollstandig metrisierbare Raume

Definition. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und d : X x X — R eine Metrik.

(i) d heiit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in X besitzt.
(ii) (X, T) heiBBt vollstandig metrisierbar, wenn eine vollstindige Metrik fiir

den Raum existiert, welche die Topologie T erzeugt.

Theorem 4.3 (Bairescher Kategoriensatz fiir vollstdndig metrisierbare Rdume).

Jeder vollstindig metrisierbare Raum ist ein Baire-Raum.

Beweis. Sei (X,T) ein vollstindig metrisierbarer Raum und d eine vollstédndige
Metrik, die 7 erzeugt. Fiir 7 > 0 und & € X definiere den abgeschlossenen Ball
Cr(z) = {y € X | d(z,y) < r}. Dann definiere fiir n € w \ {0} die Familien
A, ={Cr(x)|0<r<1/n,x € X}.

Da C,(x) D B,(x) ist Cro(x) # 0 fur alle » > 0 und = € X, das heifit die Familien
Ap1 fiir n € w haben die Eigenschaft [4.1] aus Lemma [£.2]

Seir >0,n € w\ {0} und = € X, definiere ' = min{r/2,1/n}. Dann ist
Cr(x) € A, und Cp(x) C Br(x) und da die offenen Bélle eine Basis bilden,
haben die Familien A, fir n € w die Eigenschaft

SchlieBlich sei (Ci, (%n))new eine Folge von abgeschlossenen Béllen, sodass
Cr,(zp) € Apg1 und Cp , (2ny1) C Cp, (2y) fiir alle n € w. Da r, < 1/n
fiir n € w, ist (2, )new eine Cauchy-Folge. Es folgt, dass © = lim,¢,, @, existiert.
Weiters folgt aus der Dreiecksungleichung, dass « € C,. (x,) fir alle n € w, das
heiBt € (,,c., Cr, (75). Daraus ergibt sich die Eigenschaft Somit gilt, dass

X ein Baire-Raum ist. ]

Beispiele.
(i) Der R™ mit der euklidischen Norm bildet einen vollstdndigen metrischen

Vektorraum, daher ist er ein Baire-Raum.
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(if) Allgemeiner lasst sich sagen: Ist (X, ||.||) ein Banach-Raum, das heifit
ein vollstandiger normierter Vektorraum, dann ist d(z,y) = ||z — y|| eine
vollstdndige Metrik auf X und X ist ein Baire-Raum.

(iii) C([0,1],R) der Raum der stetigen Funktionen von [0, 1] nach R mit Supre-
mumsnorm (d.h. [|f — g|[ = sup,¢p 1) [f(z) — g(x)]) ist ein Banach-Raum
und daher auch ein Baire-Raum.

(iv) Die Cantor-Menge ist eine abgeschlossene Teilmenge in R. Daher ergibt die
Einschrankung der Metrik von R auf die Cantor-Menge eine vollstdndige
Metrik fir die Cantor-Menge. Damit ist die Cantor-Menge und der zu ihr
homdomorphe Cantor-Raum ein Baire-Raum.

(v) Es ist leicht zu zeigen, dass d(a,b) = 277(*% q # b, a,b € N mit j(a,b) =
min{j € w | aj # b;}, eine vollstandige Metrik fiir den Baire-Raum ist. Dies
liefert einen weiteren Beweis dafiir, dass der Baire-Raum ein Baire-Raum

ist.

4.2 Nirgends differenzierbare stetige Funktionen

Die nachfolgende Proposition ist ein klassisches Beispiel dafiir, wie die Eigenschaft,
dass komagere Mengen dicht sind, genutzt werden kann, um die Existenz von
gewissen Elementen eines Raums zu zeigen. Die dort verwendete Vorgehensweise
ist genau dann moglich, wenn das gesuchte Element eine abzdhlbare Liste von

Vorausstzungen erfiillen soll, die jeweils eine dichte offene Menge definieren.

Proposition 4.4. Es gibt eine stetige Funktion f : [0,1] — R, die nirgends

differenzierbar ist.

Beweis. C([0,1],R) ist ein Baire-Raum. Folglich kénnen wir die Existenz einer
nirgends differenzierbaren stetigen Funktion beweisen, indem wir eine komagere
Menge als Schnitt dichter offener Teilmengen von C([0, 1], R) bilden, sodass die
Elemente der komageren Menge nirgends differenzierbar sind. Denn diese Menge
wére dicht und insbesondere nicht leer.

Wir definieren fiir 0 <r < R, v >0, p,q € [0,1] und f € C([0,1],R):

Brelp) = Balp)\B.(0), 8 () = =10

)

a(y,r, R) = {g € C([0,1],R) |
Vr €[0,1]3y, 2z € By r(2) 1 |Ag(z,y) — Ag(x, 2)| > 7},
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AR) = J{a(8,5,R) | 5> 1, s € (0,R)}.

Fir f € (,c,, A(1/n) gilt, dass f nirgends differenzierbar ist, da die Folgen der
Differenzenquotienten keine eindeutigen Grenzwerte besitzen kénnen.

Wihle f € A(R) beliebig. Somit gilt f € a(y,r, R), fir ein geeignetes v > 1 und
ein geeignetes r € (0, R), und fiir jedes € [0, 1] existieren y,z € E, r(x), so
dass |Af(z,y) — Af(z,z)| > v. Fiir 0 < e < (y—1)r/4 und g € B(f) gilt:

4e
|Ag(z,y) — Ag(x, 2)| > v — — >l

Mit 8 = v — 4e/r gilt g € a(B,r,R) C A(R). Da g € B.(f) beliebig war, gilt
schon B.(f) C A(R) und da f € A(R) beliebig war, ist A(R) offen.

Definieren die folgende Funktion:

x— |z, | x| ist gerade

—x+ || +1, |z] ist ungerade
Wobei |z] fiir die grofite ganze Zahl die kleiner oder gleich x ist steht. Sein nun
h € C([0,1],R), 6 > 0 und R > 0 gegeben. Weiters seien v > 1 und 0 < s < §

beliebig. Wahle positive reele Zahlen d < R sowie r und ¢t mit den folgenden
Eigenschaften:

Vo, 21 € [0,1] : [zo — 1] < d = |A(zo) — h(z1)] < Z (4.6)

. sd

r < min {d, A 45} , (4.7)
. d

t<m1n{r,d—r,2}. (4.8)

Ein d wie in der Eigenschaft existiert, da h als stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [0, 1] schon gleichméiBig stetig ist. Die Eigenschaft
impliziert die Ungleichung s/8r — s/2d > ~.

Definiert man nun H(x) = h(z) + sA(2z/t), gilt einerseits H € Bs(h) und
andererseits H € a(y,r, R). Denn nach Definition von A existieren y € E, ,4(z)
und z € E, 4_(z) fiir jedes x € [0, 1], sodass |sA(2z/t) — sA(2y/t)| = s/2 und
sA(2z/t) = sA(2z/t) und wegen den Eigenschaften[4.6][4.8|folgt mit mehrmaligem

Anwenden der Dreiecksungleichung;:

s s
_ > 2 2
|AH (z,y) — AH(z,2)| > & 24 >y
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Wegen r +¢t < Rund d —t < R sind y, 2z € E, r(z). Da h und J beliebig waren
und da aus 7 < Rund v > 1 a(y,r, R) C A(R) folgt, trifft A(R) alle nichtleeren

offenen Mengen. O

4.3 Lokalkompakte Hausdorff-Raume

Es gibt noch einen zweiten Satz, dem man unter dem Namen 'Der Bairesche
Kategoriensatz’ begegnet und der sich auf dhnliche Weise zum Bairschen Ka-
tegoriensatz fiir vollstdndig metrisierbare Rdume beweisen ldsst. Diesen Satz

wollen wir im nachfolgenden Abschnitt beweisen.

Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(i) X ist ein Hausdorff-Raum, wenn zu je zwei Punkten z,y € X zwei offene
Mengen U,V C X existieren, sodass x € U,y € V und UNV = .
(ii) X heiBit lokalkompakt, wenn zu jedem Punkt z € X eine Umgebungsbasis

aus kompakten Mengen existiert.

Lemma 4.5. Sei X ein Hausdorff-Raum und K C X kompakt. Dann ist K

abgeschlossen.

Beweis. Ist K = X, dann ist K abgeschlossen. Wir nehmen an K # X. Sei
x € X\ K beliebig. Da X ein Hausdorfl-Raum ist, existieren zu jedem y € K zwei
offene Mengen U(y), V(y) C X,sodassz € U(y), y € V(y) und U(y) NV (y) = 0.
Dannist K = J{V(y)NK |y € K}, wobei V(y)NK offen in K ist. Da K kompakt
ist, existiert eine endliche Teilmenge K’ C K, sodass K = (J{V(y)NK |y € K'}.
Definiere W = ({U(y) |y € K'}. Aus U(y) NV (y) = 0 fir y € K’, folgt dass
W N K =0. W ist als endlicher Schnitt offener Mengen offen und es gilt x € W.
Auf diese weifle lasst sich fir jedes z € X \ K, eine offene Menge W (x) finden,
sodass ¢ € W(z) und W(z)NK =0. Es gilt X \ K = J{W(z) |z € X\ K} ist
offen. Daher ist K abgeschlossen. O

Theorem 4.6 (Bairescher Kategoriensatz fiir lokalkompakte Hausdorff-Rédume).

Jeder lokalkompakte Hausdorff-Raum ist ein Baire-Raum.

Beweis. Fir x € X sei U, eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen. Defi-
niere A = | {dy | # € X}. Dann gilt A £ 0 fiir A € A, da jedes A Umgebung
eines Punktes ist. Ist U C X offen und nichtleer, dann existiert z € X und U
ist Umgebung von z. Daher existiert A € U, C A, sodass A C U. Sei schliellich
(A )new eine Folge, sodass A, € Aund A, 1 C A, fir n € w. Angenommen
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Mhew An = 0, dann gilt Ag = UJ,,c,, Ao \ Ang1 und Ag \ A,41 ist offen in Ag.
nem Ao \ Any1. Weil aber A, C A,
fiir n € w, folgt, dass (,,¢,q1 An = Am und daher A,, = (). Das ist ein Wider-
spruch dazu, dass Umgebungen immer nichtleer sind. Es folgt, dass die Annahme
Npew An = 0 falsch war. Setze A, = A fiir n € w. Dann erfiillen A, fiir n € w
die Eigenschaften [{-1}4.3 aus Lemma [£.2] und somit ist X ein Baire-Raum. [

Daher existiert m € w, sodass A9 = |J

Beispiele.
(i) Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist auch ein lokalkompakter Hausdorff-

Raum und daher ein Baire-Raum.

(ii) Der Cantor-Raum ist kompakt und metrisierbar, daher ein kompakter
Hausdorff-Raum und somit ein Baire-Raum.

(iii) Die rationalen Zahlen als Teilraum von R sind ein abzihlbarer metrischer
Raum. Metrische Rdume sind immer Hausdorff-Rdume und in Hausdorff-
Réumen sind einelementige Mengen abgeschlossen. Da Q keine isolierten
Punkte hat, haben die einelementigen Mengen leeres Inneres und sind
damit nirgendsdicht. Daher ist Q eine Menge, die abzéhlbare Vereinigung
nirgendsdichter Mengen ist, das heifit Q ist mager. Da Q offen in Q ist,
kann Q kein Baire-Raum und somit auch nicht lokalkompakt sein.

Bemerkung. In diesem Kapitel haben wir die Aussage, dass im Baire-Raum
und im Cantor-Raum komagere Mengen dicht liegen verallgemeinert. Doch
diese Verallgemeinerung hat ihren Preis. Wahrend wir im letzten Kapitel eine
explizite Vorgehensweise zur Konstruktion der Elemente im abzédhlbaren Schnitt
dichter offener Mengen angegeben haben, haben wir hier stillschweigend das
Auswahlaxiom verwendet.

Es stellt sich heraus, dass zumindest schwéchere Varianten des Auswahlaxioms
notwendig sind, um den Baireschen Kategoriensatz fiir vollstdndig metrisierbare
Réume oder lokalkompakte Hausdorff-Rdume zu beweisen. Im Fall der vollstdndig
metrisierbaren Raume gilt sogar die Aquivalenz zum sogenannten Axiom der

abhingigen Auswahl.[1]

5 Der Satz von Kuratowski-Ulam

Im letzten Kapitel, wollen wir eine Verbindung zwischen der Theorie der Baire-
Réume und der Mafitheorie betrachten. Wir werden die o-Algebra der mageren
und komageren Mengen, die im ersten Kapitel kurz erwdhnt wurde, erweitern
und dann den Satz von Kuratowski-Ulam, ein wichtiges Resultat iiber diese
o-Algebra, beweisen.

Schon bei der Vorarbeit fiir diesen Satz, wird sich zeigen, dass sich der Begriff der
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mageren Mengen fiir Riume mit abzdhlbaren Basen gut mit der Produkttopologie

vertragt.

Definition. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Wenn eine offene Menge
U C X existiert, sodass AAU mager ist, sagen wir, dass A die Baire-Figenschaft
hat.

Proposition 5.1. Sei X ein topologischer Raum. Die Familie BP = {A C X |
A hat die Baire-Eigenschaft} ist eine o-Algebra, das heifst sie enthdlt die leere
Menge und ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen, sowie unter Kom-
plementbildung. Sie ist die kleinste o-Algebra die alle offenen Mengen und alle

mageren Mengen beinhaltet.

Beweis. Die leere Menge ist offen, daher hat jede magere Menge die Baire-
FEigenschaft. Die Vereinigung von abzéhlbar vielen mageren Mengen ist mager
und beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen, daher ist BP abge-
schlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen.

Sei A € BP, dann existieren U C X offen, sowie zwei magere Mengen My C
UM, C X\U,sodass A =U\ MyUM,. X \U ist abgeschlossen. Fiir jede
abgeschlossene Menge C' C X gilt, dass C' \ € nirgendsdicht ist. Denn C \ €' ist
abgeschlossen und fiir ein offenes V' C X folgt aus V .C C'\ C, dass V C C und
damit V C €, das heift (C'\ C) = 0. Wegen (X \ A)A(X \U) € Mo UM, UR
mit R=(X\U)\ (X \ US nirgendsdicht, erhalten wir X \ A € BP.

Da jede o-Algebra abgeschlossen unter Komplementbildung, Schnitten und Ver-
einigungen ist, enthélt jede o-Algebra, die alle offenen und mageren Mengen
enthélt, mit U C X offen und My, M; C X mager auch alle Mengen der Form
U\ My U M. O

Bemerkung. Die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen enthélt, ist die
Borel-o-Algebra. Sie spielt eine wichtige Rolle in der Mafitheorie und in der
deskriptiven Mengenlehre.

In der deskriptiven Mengenlehre unterteilt man die Mengen der Borel-o-Algebra
von R (oder von einem allgemeinem separablen vollst. metr. Raum) anhand ihrer
Komplexitat und gliedert sie so in die sogenannte Borel-Hierarchie ein.

Alle Borel-Mengen besitzen trivialerweise die Baire-Eigenschaft. Bei ihren stetigen
Bildern und deren Komplementen, den analytischen und koanalytischen Mengen,
verhélt es sich etwas komplizierter. Aber auch fiir diese Mengen lasst sich
in ZFC zeigen, dass sie die Baire-Eigenschaft besitzen. Die analytischen und
koanalytischen Mengen bilden die nédchst héhere Ebene nach den Borel-Mengen
in der Projektiven Hierarchie (vgl. Marker 4 S. 39-40]).

Es lasst sich zeigen, dass die Antwort auf die Frage, ob alle projektiven Mengen
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die Baire-Eigenschaft haben unabhéngig vom ZFC-Axiomensystem ist. Erginzt
man ZFC mit dem Axiom der Projektiven Determiniertheit ergibt sich, dass
alle projektiven Mengen die Baire-Eigenschaft haben (vgl. Woodin (8] S. 4]). Im
Gegensatz dazu erhélt man mit dem Konstruierbarkeitsaxiom, dass schon eine
Ebene iiber den analytischen und koanalytischen Mengen eine projektive Menge
existiert, die nicht die Baire-Eigenschaft hatm

Definition. Seien X und Y zwei Mengen und A C X x Y. Definiere den Schnitt
von A in x € X bzw. in y € Y wie folgt:

Az ={(ar,a2) € Alay =z}, AY ={(a1,02) € A]az =y}

Lemma 5.2. Seien X und Y zwei topologische Réume mit abzdhlbaren Ba-
sen und A C X x Y nirgendsdicht. Dann sind die zwei Mengen {x € X |
A, ist nirgendsdicht} und {y € Y | AY ist nirgendsdicht} komager.

Beweis. Sei B eine Basis fiir X und B’ eine abzahlbare Basis fiir Y. Definiert man
D(W) ={z € X | A, ist dicht in W} fir W € B, gilt J{D(W) | W € B'} =
X\ {x € X | A, ist nirgendsdicht}. Sei V € B’ beliebig. Da A nirgendsdicht ist
existiert zu jedem U € B eine nichtleere offene Teilmenge von (U x V) \ A und
somit existieren nichtleere U’ € Bund V' € B, sodass V'NA, = () fiir allex € U’
gilt. Folglich liegt fir € U’, dass A, nicht dicht in V ist, das heifit U" € X\ D(V).
Da U und V beliebig waren sind die Mengen D(W) fiir W € B’ nirgendsdicht
und {z € X | A, ist nirgendsdicht} ist, als Komplement einer abzéhlbaren
Vereinigung von mageren Mengen, komager. Fiir {y € Y | AY ist nirgendsdicht}

erfolgt der Beweis analog mit einer abzdhlbaren Basis fiir X. O

Lemma 5.3. Seien X und Y zwei topologische Raume mit abzahlbaren Basen,

AC X und BCY. A X B ist genau dann mager, wenn A oder B mager ist.

Beweis. Ist A mager, existiert eine Folge nirgendsdichter Mengen (S )rey, sodass
A = e, Sk- Die Mengen Sy x B sind ebenfalls nirgendsdicht und somit ist
Ukew Sk x B = A x B mager. Genauso gilt, dass A x B mager ist, falls B mager
ist. Fir die Implikation in die andere Richtung, nehmen wir an A x B ist mager,
und lasst sich daher als Vereinigung abzéhlbar vieler nirgendsdichter Mengen
schreiben, A x B = .., M. Dann existier fiir jedes k € w ein komagere Menge
Ck C X, so dass fiir alle 2 € Cy, gilt, dass (My), nirgendsdicht ist. C' = (.., Ck
ist ebenfalls komager. Gilt AN C = (), ist A mager. Andernfalls sei 2o € AN C.
Dann gilt B = (A X B)zy = Upew,(Mi)a,- B ist mager. O

"Bei Marker [4] S. 42] findet man zwar keinen Beweis zu diesem Resultat, jedoch wird die
Vorgehensweise anhand des analogen Resultats fiir Lebesgue-Messbarkeit demonstriert.
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Korollar 5.4. Seien X und Y zwei Baire-Raume mit abzdhlbaren Basen. Dann

ist auch X XY ein Baire-Raum.

Beweis. Sei A C X x Y eine beliebige offene Menge. Dann existieren zwei offene
Mengen U C X und V C Y, sodass U x V C A. Da X und Y Baire-Rdume sind,
sind U und V nicht mager und aus Lemma folgt, dass auch U x V nicht
mager ist. Damit ist A nicht mager und da A beliebig war, sind alle offenen
Mengen nicht mager. Aus Lemma folgt, dass X x Y ein Baire-Raum ist. [

Bemerkung. Die Aussage des Korollars lasst sich nicht auf alle Baire-Rdume
verallgemeinern. Natiirlicherweise stellt sich an dieser Stelle die Frage nach einem
Beispiel zweier Baire-Rédume X und Y ohne abzédhlbare Basen, sodass X x Y
kein Baire-Raum ist. Unter Annahme der Kontinuumshypothese bewies John C.
Oxtoby 1960, dass ein Baire-Raum existiert, dessen Produkt mit sich selbst kein
Baire-Raum mehr ist [5]. Paul E. Cohen verbesserte 1976 dieses Resultat und
demonstrierte, dass die Annahme der Kontinuumshypothese nicht notwendig fur

einen solchen Existenzbeweis ist.[2]

Lemma 5.5. Seien X und Y zwei topologische Raume mit abzdhlbaren Basen
und A C X XY offen und nicht mager. Dann existieren nicht magere offene
Mengen U C X und V C Y, sodass U x V C A.

Beweis. Seien B und B’ abzéhlbare Basen fiir X respektive Y. Dann bildet
D={UxV |Ue€B, Ve B} eine abzihlbare Basis fir X x Y. Da A offen und
nichtleer ist, existiert I C D, sodass A =|JI. Wiren alle W € I mager, so wére
auch A mager, da I abzéhlbar ist. Folglich existiert eine nicht magere Menge
N € I. Fiir ein geeignetes U € B und ein geeignetes V € B ist N =U x V.
Wegen Lemma [5.3|sind U und V' nicht mager. O

Theorem 5.6 (Kuratowski-Ulam). Seien X und Y zwei topologische Riume
mit abzdhlbaren Basen und A C X XY eine Menge mit der Baire-Eigenschaft.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist mager (bzw. komager).
(i) Die Menge {x € X | A, ist mager} (bzw. {x € X | A, ist komager}) ist
komager.
(iii) Die Menge {y € Y | AY ist mager} (bzw. {y € Y | AY ist komager}) ist

komager.

Beweis. (i) = (it) : Ist A mager, gibt es eine Folge nirgendsdichter Mengen
(Sk)kew, sodass A = J,. ., Sk. Wegen Lemma existiert zu jedem k € w eine
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komagere Menge Cj, sodass fiir x € Cj, gilt, dass (Sk), nirgendsdicht ist. Dann
ist C' = (,¢,, Ck ebenfalls komager. Fiir alle 2 € C und fiir alle k € w ist (Sy).
nirgendsdicht und somit ist A, = (J,¢,, (Sk). mager fiir alle 2 € C. Die Menge
{r € X | A, ist mager} ist folglich Obermenge von C' und damit ebenfalls
komager.

(#) = () : (Wir zeigen die Kontraposition “nicht (¢) = nicht (#4)”.) Hat A die
Baire-Eigenschaft existiert eine offene Menge B C X x Y, sodass AAB mager
ist. Ist A zusétzlich nicht mager, folgt aus A C BU (AAB), dass B nicht mager
ist. Wegen Lemma [5.5] finden wir zwei nicht magere offene Mengen U C X und
VCYmitUxV CB. M= (UxV)\ A ist als Teilmenge von AAB mager.
Aus dem ersten Teil des Beweises wissen wir, dass sich zu M eine komagere
Menge C C X finden ldsst, sodass M, fiir alle x € C mager ist. Da U nicht
mager ist, ist auch C' N U nicht mager. Fir x € CNU ist V' \ A, = M, mager
und da V nicht mager ist, muss fiir alle z € C NU A, nicht mager sein. Es folgt
CnUN{x e X | A, ist mager} = 0. Da die Menge C' N U nicht mager ist, trifft
sie jede komagere Menge. Folglich kann {z € X | A, ist mager} nicht komager
sein.

(1) & (i) : Die Behauptung folgt daraus, dass die Rollen von X und Y in den
auftretenden Begriffen vertauschbar sind.

Die analogen Aussagen iiber komagere Mengen folgen durch Anwenden des
Resultats fiir magere Mengen auf die Komplemente (X x Y)\ 4, Y\ A, und
X\ Av. O

Bemerkung. Der Satz von Kuratowski-Ulam liefert ein Analogon fiir magere
Mengen zum Satz von Fubini fiir Nullmengen aus der Mafltheorie. Der Satz von
Fubini besagt, dass fiir fast alle z € X (d.h. fiir alle bis auf eine Nullmenge) der
Schnitt A, einer Nullmenge A im Produktraum X x Y eine Nullmenge in Y ist
(vgl. Oxtoby [6, S. 53]).

Das nachfolgende Korollar wird manchmal auch noch zum Satz von Kuratowski-

Ulam gezahlt.

Korollar 5.7. Seien X und Y zwei topologische Ridume mit abzdhlbaren Basen

und A C X XY eine Menge mit der Baire-Eigenschaft. Dann sind die Mengen
{r € X | A, hat die Baire-Eigenschaft}

und
{y € Y | AY hat die Baire-Eigenschaft}

komager.
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Beweis. Da A die Baire-Eigenschaft hat existieren eine offene Menge B und
eine magere Menge M, sodass M = AAB. Aus dem Satz von Kuratowski-Ulam
folgt die Existenz einer komageren Menge C' C X, mit der Eigenschaft, dass M,
fur alle x € C' mager ist. Weiters gilt, dass B, fir alle x € X offen ist. Denn
fiir eine geeignete Indexmenge I und mit geeigneten offenen Mengen U; C X,
V; C Y fir i € I lasst sich B = |J{U; x V; | i € I} schreiben und somit ist
B, =U{Vi|iel,xecU}.

Da M, = A,AB, folgt, dass A, fir alle x € C die Baire-Eigenschaft hat
und damit dass {z € X | A, hat die Baire-Eigenschaft} als Obermenge von C'
ebenfalls komager ist. Fiir {y € Y | AY hat die Baire-Eigenschaft} verlauft der

Beweis wieder analog. O
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