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1 Einfiihrung

Diese Arbeit handelt von der Topologie von R und der Kontinuumshypothese. Die
Topologie ist ein Teilgebiet der Mathematik, welches sehr wichtig fiir Geometrie,
Analysis und Mengenlehre ist.

Der wohl wichtigste Satz dieser Arbeit wird der Satz von Cantor-Bendixson sein, der
auch eine kleine Uberleitung zur Kontinuumshypothese legen wird. Diese hat sich
100 Jahre nachdem Cantor sie aufgestellt hat, als nicht entscheidbar herausgestellt.
Natiirlich werden auch andere wichtige Satze und Definitionen behandelt, um einen
Einblick rund um dieses Themengebiet zu bekommen und um zu verstehen wie die
Topologie der reellen Zahlen mit der Kontinuumshypothese zusammenhangt.



2 Die Topologie von R

In diesem Abschnitt wurde als Quelle primér das Buch Logische Grundlagen der
Mathematik'von Ralf Schindler und zusétzlich auch
"https://de.wikipedia.org/wiki/Dualsystem'verwendet. Eine Topologie kann tiber
abgeschlossene und offene Mengen definiert werden. Zur Erinnerung ist noch an-
zumerken, dass wenn das Komplement einer Menge A(= AC), abgeschlossen ist so
ist A offen. Somit kann man sich die jeweils andere Definition leicht iiberlegen.
Normalerweise wird jedoch immer die Definition iiber offene Mengen betrachtet,
welche auch hier verwendet wird.

Definition 2.1 (Definition einer Topologie). Fin topologischer Raum wird als Paar
(X, 0) geschrieben und muss drei Bedingungen erfillen. Vorab wollen wir uns aber
noch die Mengen des Paares genauer ansehen. X ist eine Menge von Punkten und
O beschreibt eine Menge offener Teilmengen von X.

1. X#40,XeOundb e O.

2. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder offen, das heifit fir
eine beliebige Indexmenge I ist also

Uicr Ai € O,wobei jedes A; € O, Vi € 1.

3. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen, das heifst fiir
eine endliche Indexmenge I ist also

Nicr Ai € O,wobei jedes A; € O, Vi € 1.

Zum Abschluss der Definition ist noch hinzuzufigen, dass O als Topologie und X
beziehungsweise das Paar als topologischer Raum bezeichnet wird.

Definition 2.2 (Definition einer Basis). Fine Menge B C O wird als Basis ei-
nes topologischen Raumes (X, Q) bezeichnet, wenn jedes Element von O, also eine
beliebige offene Menge, als Vereinigung von Elementen aus B geschrieben werden
kann.

2.1 Standardtopologie von R

Nun haben wir die notigen Definitionen um die Standardtopologie von R zu be-
trachten. Wir sehen uns zunéchst eine Menge AC R an.

A; sind offen = U;c; A; und A; N A; (wobei i # j) sind offen.

Hier ist noch anzumerken, dass offene Mengen Vereinigungen offener Intervalle der
Form (z,y) mit < y sind und die leere Menge als offen gilt. Da der Durchschnitt
zweier offener Mengen entweder leer oder eine Vereinigung von offenen Intervallen
ist erkennt man, dass R zu einem topologischen Raum wird.

Wenn wir uns jetzt die Definition von der Basis ansehen erkennen wir leicht, dass
die Menge aller offenen Intervalle eine Basis von R ist.
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Lemma 1. Die Menge aller offenen Intervalle der Form (z,y), mit v < y und
x,y € Q, ist eine Basis des topologischen Raumes R.

Beweis. Wir nehmen uns ein A € R welches offen ist. Wir wissen, dass A dargestellt
werden kann als Vereinigung von offenen Intervallen:

A=UD.

Hier ist D ist eine Menge von offenen Intervallen der Form (z, y). Nun suchen wir uns
ein D' C O, was eine Menge von offenen Intervallen der Form (2, y') mit 2’ < ¢/ ist.
Wichtig ist hierbei, dass aulerdem 2/, 3 € @ und, dass es zu jedem (z,y) € D und
jedem z € (x,y) ein (2/,y’) € D' gibt mit x < 2’ < z < ¥’ < y. Dies existiert immer,
da @ dicht in R liegt und wir immer ',y finden kénnen welche die Ungleichung
erfiillen.

Das fithrt nun zu der Gleichheit zwischen U D und U D’ und weiters zu A = J D'.

Dies liefert uns das zu beweisende, namlich, dass die Menge aller offenen Intervalle
der Form (z,y) mit * < y und z,y € @ eine Basis vom topologischen Raum R
ist. O

Satz 1 (Satz von Schroder-Bernstein). Wenn A und B nicht leer sind und Injek-
tionen der Form f : A — B und g : B — A existieren, so gibt es eine Bijektion
h:A— B.

Beweis. Wir definieren zunichst X,, C A und Y,, C B, Vn € IN mit Yy = B\ f[A].
Wenn Y, definiert ist, so ist X,, = g[Y,] und Y, ;1 = f[X,]. AuBlerdem sei X die
Menge aller x mit x € X, fir ein n € IN und Y die Menge aller y mit y € Y,, fiir ein
n € IN. Daher kénnen wir schlieflen, dass, weil g[Y,] = X, fiir alle n € IN gilt, auch
glY] = X.

Da g injektiv ist, ist g7 | X eine Bijektion von X auf Y.

Auflerdem haben wir f[A\X] = B\Y, was wir tiber einen Widerspruchsbeweis zeigen
werden.

1. Wir nehmen an z € A\X und f(z) € Y. Dann wére beispielsweise f(z) € Y,
mit n > 0. Durch die Injektivitit von f wirde = € X, ; C X gelten. Da
wir X,,_ 1 C X haben, aber laut Annahme x € A\X haben wir hier einen
Widerspruch! Also haben wir zumindest schon f[A\X]| C B\Y.

2. Nun betrachten wir y € B\Y C B\Y, mit y € f[X]. Sprich y = f(x), mit
r € X, zum Beispiel z € X,,. Dann wirde y = f(z) € f[X,] gelten, wobei
fIX,] = Y1 C Y ein Widerspruch ist.
Also ist f[A\X] = B\Y gezeigt.
Somit haben wir die Bijektion f [ (A\X) von A\X auf B\Y, da f injektiv ist.
Nun fehlt noch die Bijektion h : A — B. Hierftir definieren wir

1. h(z) = g~ '(x), wenn x € X und
2. h(z) = f(z), wenn z € A\ X.



2.2 Perfekte Mengen
Wir wollen uns hier zundchst mit Bijektionen beschéftigen.

Lemma 2. Fir jede nicht-leere, offene Menge A C R existiert eine Bijektion j :
R — A.

Beweis. Zunéchst nehmen wir uns ein offenes Intervall (z,y) mit © < y. Nun werden
wir versuchen eine Bijektion zu erzeugen.
Zum Beispiel die Bijektionen

T

Yry: (—1,1) = (x,y) mit der Abbildung ¢, ,(2) = v+ CHD . (y —2) fiir z € (—1,1)
— Tlaj‘

und f: R — (=1,1) mit f(z E

Wenn wir nun die Verkniipfung ¢, , o f : R — (z,y) betrachten, ist diese ebenfalls
eine Bijektion. Nach diesem Schritt konnen wir uns folgendes iiberlegen.

Wenn A C R offen und nicht leer ist, so existiert sicherlich eine Injektion g : R — A.
Wenn wir nun sagen (z,y) C A dann kdnnen wir wie oben erwéhnt g als Verkniipfung
von ¢, und f wahlen.

Es ist auflerdem sofort ersichtlich, dass es eine Injektion h : A — R gibt.

Jetzt wird auch ersichtlich warum wir den Satz von Schroder-Bernstein behandelt
haben, denn somit existiert eine Bijektion j : R — A, sofern A nicht leer und offen
ist. 0

Diese Aussage ist jedoch im Allgemeinen nicht in komplizierteren Mengen der
reellen Zahlen wahr.

Definition 2.3 (Cauchy-Folge). Eine Folge (a;)iex mit a; € R heifit Cauchy-Folge,
wenn folgendes gilt:

Ve >0dN e NVm,n > N : |ay, —a,| <e

Es muss also einen Index N, welcher von Epsilon abhéngig ist, geben, ab welchem
die weiteren Glieder der Folge einen Abstand kleiner als Epsilon aufweisen. Ist dies
gegeben, so spricht man von einer Cauchy Folge.

Lemma 3. Wenn A C R dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. A ist abgeschlossen.

2. Wenn (x, : n € IN) eine Cauchy-Folge ist, wobei x, € A fir alle n € N, so
gilt lim,, .o, x, € A.

Beweis 1.Teil. (1)=(2)

Die Beweisidee ist iiber einen Widerspruch zu dem gewiinschten Ergebnis zu kom-
men. Wir gehen also Von (1) aus. Somit ist A abgeschlossen beziehungsweise R\ A
offen und (z,, : n € IN) eine Cauchy-Folge. Wir nehmen jetzt jedoch an, dass =, € A
fiur alle n € N und x = lim,,_, z, ¢ A. Dies wiederum bedeutet x ist in R\ A = AL,

Da Al offen ist, existiert ein offenes Intervall (y,z) C AL, wobei = € (y,z) ist.
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Wir schauen uns nun die Epsilonumgebung um x an. Dazu bestimmen wir das Mi-
nimum von |z — y| und |z — z| und wéhlen dies als e.

Betrachtet man jetzt den lim, , x, so konnen wir sicher sagen, dass ein n € IN
existiert welches folgende Ungleichung erfiillt.

|z — z,| <e.

Daher folgt z,, € (v — ¢, +¢€) C R\A.
Der Widerspruch ist nun klar ersichtlich, da wir oben x,, € A festgelegt hatten.
]

Beweis 2.Teil. (2)=(1)

Hier wollen wir zeigen, dass R\A = A® offen ist. Denn wie wir wissen wéire damit A
abgeschlossen.

Dazu nehmen wir uns ein Element von A®, sprich z € A°.

Die Idee ist nun, immer kleiner werdende Intervalle um den Punkt z zu betrachten
und festzustellen ob diese noch immer in A® liegen oder nicht.

Dazu verwenden wir etwa

In:(x—lj%n,m—i—p%n) mit n € IN.

Jetzt nehmen wir an, dass kein n existiert, sodass I, C R\ A gilt und fiithren dies zu
einem Widerspruch.

Wenn tatséichlich kein Intervall eine Teilmenge von R\ A ist, so muss jedes I,, ein
Element von A enthalten. Da I,, immer kleiner wird und fiir jedes n ein Punkt z,
in I,, N A liegt, so siecht man schnell, dass es sich um eine Cauchy-Folge (x,, : n € IN)
mit x = lim,,_,, z,, handelt.

Laut der Definition einer Cauchy-Folge beziehungsweise Punkt 2, miisste somit x €
A sein. Da wir oben jedoch z € R\ A festgehalten haben, ist dies nicht méglich und
fithrt uns zum Widerspruch. O

Definition 2.4 (Abschluss). Sei A C R, dann wird A, der Abschluss von A wie
folgt definiert. Der Abschluss wird bezeichnet als die Menge aller x € R, fiir die eine
Cauchy Folge (x, : n € IN) mit jedem x, € A ezistiert, welche lim,_,o x, = x

erfiillt. Das heifit A D A.

Unschwer zu erkennen ist nun, dass der Abschluss immer abgeschlossen ist.
Es gilt auBerdem "A ist abgeschlossen's A C A (also A = A)

Definition 2.5 (Rand). Den Rand einer Menge kann man sich abstrakt vorstellen
als die Begrenzung eines Bereiches. Um das ganze formal zu erkldren sagt man, dass
der Rand von einer Teilmenge A eines topologischen Raumes X, die Differenz von
Abschluss und Innerem von A(wird auch als A° bezeichnet) ist.

Anders gesagt 0A = A\ A° = AN (X \ A)



Eine wichtige Eigenschaft vom Rand ist, dass dieser stets abgeschlossen ist.
Beispiel:
Die Mengen (0, 1) und [0, 1] haben beide die selben Randpunkte nédmlich 0 und 1.

A=AU0A
Kurzgesagt bildet die Menge A vereinigt mit dem Rand von A den Abschluss.

Beispiel:
Betrachtet man die Menge A = {<5 : n € IN}, so ist der Rand, namlich {0}, klar
ersichtlich. Somit kénnen wir schreiben

A=AUdA= {1 :neN}u{0}

Definition 2.6 (Haufungspunkt). Wir betrachten eine Menge A C R mit z € A.
Dann heifit © Hdaufungspunkt von A, wenn fiir jede Epsilon-Umgebung

U = (x — €+ ¢€), die Schnittmenge A N U mindestens ein von x verschiedenes
Element enthalt.

Wenn x nun ein Haufungspunkt von A ist, dann hat die Schnittmenge A N R sogar
unendlich viele Elemente.

Eines der bekanntesten und verstdndlichsten Beispiele, ist wohl die Menge A =
(0,1). Denn jeder Punkt x den man aus dieser Menge wahlt, hat fir jede e-Umgebung
die Eigenschaft, dass der Schnitt zwischen jener und A sicherlich mehr Punkte als
nur x hat.

Definition 2.7 (Perfekte Menge). Eine perfekte Menge ist eine abgeschlossene,
nicht-leere Menge P und welche jedes Element x € P als Hdaufungspunkt besitzt.

Definition 2.8 (Dualdarstellung). Die Dualdarstellung wird verwendet, um eine
Zahl mit nur zwei verschiedenen Ziffern, ndmlich 0 und 1, darzustellen.

Um nun eine reelle beziehungsweise rationale Zahl als Dualzahl darzustellen, wird
21, 29, 23... mit z; € {0, 1} geschrieben. Der Zahlenwert der Dualzahl Z, wird wie folgt

ermittelt. Sprich z; wird mit ihrem Stellenwert 27" multipliziert.

Im nachfolgenden Beispiel, sehen wir, wie die Dualdarstellung in der Praxis an-
gewendet wird:

(1,0,1,0,0,..) =2 727 =1-271+0-272+1.23 =L 4 1 =2

Lemma 4. Es gibt eine Bijektion von R auf die Menge der Teilmengen von den
natirlichen Zahlen P (IN) und weiters auf die Menge aller unendlichen 0-1-Folgen
E*.



Beweis. Wir werden P(IN) LN RNy o} zeigen.

1. Zu zeigen: P(IN) und E* sind gleichméchtig.
Sei also E* := {(ap)new | VR € N:a, =0V a, = 1}.
Wir zeigen nun, dass £* und P(IN) gleichméchtig sind.
f : P(N) — E* mit der Abbildung: M — (a,) mit a, := 1 falls n € M
und a, := 0 falls n ¢ M ist eindeutig bijektiv, also sind die beiden Mengen
gleichmaéchtig.
Als Veranschaulichung bilden wir die Menge {1, 2, 3,5} ab, welche zu der Folge
(0,1,1,1,0,1,0,...) wird. Diese Funktion ist offensichtlich bijektiv.

2. Wir werden im nachfolgenden Punkt eine Bijektion zwischen E* und (0, 1)
zeigen. Deswegen suchen wir zuerst eine Bijektion zwischen (0,1) und R.
Wir konnen uns hier auf Lemma 2 berufen und festhalten, dass eine solche
Bijektion existiert und kénnen weitermachen.

3. Nun wollen wir eine Injektion fir F': E* — [0,1] und eine fir g : [0,1] — E*
finden.
Die erste Injektion wird im Beweis des nachstens Lemmas gezeigt, wobei man
fir A C R, A =0, 1] betrachtet.

Nun fehlt nur mehr die Injektion fir ¢ : [0, 1] — E*.

Betrachten wir also ¢ : [0,1] — E* mit x € [0, 1]
Mit Hilfe der Dualdarstellung konnen wir

T = ?ilzi'Q_i:Z1'2_1+Z2'2_2+---

schreiben.

Nun betrachten wir die Abbildung = +— (21, 22, 23, ...) und kénnen die Injekti-
vitat nachweisen.

Sei also x4,z € [0, 1], so miissen wir zeigen:

9(ra) = g(x1) = T4 = T8
Wenn also
g(xq) = (a1, as,as...) = (b1, ba, bs...) = g(x)
dann bedeutet das, a; = b; fur alle 7 € IN.

Nun ist klar ersichtlich, dass z, = 3222, a;- 27" und x, = Y232, b; - 27" ident sein
mussen.

Nun wissen wir mit Hilfe des Satzes von Schréder-Bernstein, dass es eine Bi-
jektion h : E* — R gibt.



Lemma 5. Wenn A C R perfekt ist, so existiert eine Bijektion f : R — A.

Beweis. Wir gehen zunachst von einer Menge E, welche alle endlichen 0-1-Folgen
enthélt, und der Menge {0, 1} aus. Wenn man nun s € E mit der Lange n € IN und
h € {0,1} nimmt, kann man an die Folge s, h anhdngen, was als s—h geschrieben
wird.

Jetzt werden wir eine Abbildung ® kreieren fir welche gilt, dass jedes s € E auf ein
abgeschlossenes Intervall [a,, bs] abgebildet wird.

Hierfiir muss auerdem as < bs und [as, bs]NA # () gelten. Die Abbildung ist rekursiv
nach der Lange von s definiert.

Betrachtet man die leere Folge () so wird diese auf ®(()) = [a, b], wobei [a,b]NA #
und a < b, abgebildet.

Wenn wir uns nun mit dem oben genannten Anhéngen an Folgen beschéftigen,
konnen wir uns folgendes tiberlegen.

Da s € E und ®(s) = [a, bs] definiert ist, mit [ag,bs] N A # 0 und as < bs konnen
wir sicher ag~q, bs~o, as—~1, bs—1 finden, welche

1. as < ag—~¢ < bg~0g < ag—~1 < bg~1 < by
2. [asﬁo, bsﬁo] NA 7’é 0 7é [as“b bs“l] NA
3. by~0 — as~0 < 77 und b~y — ag~y < iy fiir n = lh(s)

erfiillen.

Sprich wenn die Léange der Folge s™h grof} ist, so ist der Abstand zwischen dem
Minimum und Maximum des Intervalls klein. Dies ist eine wichtige Erkenntnis die
wir nachher noch brauchen werden. Um den ersten Teil des Beweises abzuschlieflen
fassen wir noch einmal zusammen: (s~ h) wird von ® abgebildet auf [as~p, bs~p] mit

h € {0,1}.

Wir haben oben nur endliche Folgen betrachtet. Da aber A perfekt ist, haben wir
eine abgeschlossene Menge, wo jeder Punkt ein Haufungspunkt ist.

Deswegen missen wir uns den Fall der unendlichen Folgen anschauen. So betrachten
wir die Menge E*. Diese beinhaltet alle unendlichen 0-1-Folgen.

Die Beweisidee hier ist zwei Injektion von R — A beziehungsweise A — R zu finden
um den Satz von Schroder-Bernstein nutzen zu kénnen. Um die erste Injektion zu
finden brauchen wir allerdings unsere Menge E™*.

Wir definieren uns also eine Injektion F': E* — A. Fir f € E* definieren wir

F(f) = Nuenlasiqo,....n}> bf1q0,...n3) = {x}-

Um das Ergebnis zu verstehen muss man sich eigentlich nur Schritt fiir Schritt
vorarbeiten, denn wir wissen, dass f € E* unendlich lang ist. Jetzt schranken wir
aber genau jene auf eine gewisse Liange n ein. Da n immer grofier wird wissen wir
aus 3., dass der Abstand zwischen Minimum und Maximum immer kleiner wird.
Unschwer ist zu erkennen, dass irgendwann der Schnitt aller Teilintervalle sich auf
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genau einen Punkt belaufen muss. Dies ist auch als Intervallschachtelungsprinzip
bekannt.

Das heifit wir haben jetzt ein f welches auf den Punkt x abgebildet wird und laut
2. und 3. muss jedes Intervall, in unserem Fall um den Punkt z, geschnitten mit
A ungleich der leeren Menge sein. Da also F'(f) ein Haufungspunkt von A ist, gilt
F(f) € A. Jetzt bleibt noch die Frage der Injektivitat, was man direkt mittels der
Definition zeigen kann.

F(f)=F(g) = f=gmit f,g € E*
s da F(f) = Mpen [@f{0,....n35 O1{0,...n3) = Den [ag1{0,....n35 Ogif0,...n}] = F(g) =

f=g
Dies ist hier eindeutig wahr, denn wie wir im ersten Teil des Beweises gesehen haben,
hat jede unterschiedliche 0-1-Folge eine unterschiedliche Folge von Intervallen. Wenn
nun der Abstand immer kleiner wird, kann der Punkt welcher von F(f) = F(g) be-
schrieben wird, tatsachlich nur erreicht werden in dem man die exakt selbe Folge
abbildet, da die Intervalle geschachtelt sind.

Laut Lemma 4 kennen wir eine Bijektion g : R — E*.
Nun konnen wir einfach schreiben F'og : R — A, was klarerweise eine Injektion
liefert. Um den Beweis zu vollenden, verwenden wir den Satz von Schroder-Bernstein.
Es ist moglich eine Injektion, etwa die Identitat, A : A — R zu finden und damit ist
die Existenz der Bijektion von R — A bewiesen. O

Fiir den Beweis des nichsten Satzes brauchen wir die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 6. Seien x,y € R mit x # y, so findet man sicher ein z € Q, welches
folgende Ungleichungen erfuillt:

1. <z
2. z<uy.

Lemma 7. Wenn A eine abzihlbare Menge ist, wobei jedes a € A abzdhlbar ist, so
ist auch \JA = {x : x € a, wobei a € A} abzdihlbar.

Definition 2.9 (Kondensationspunkte). Sei A C R und v € A. Dann heifit
Kondensationspunkte von A, wenn Ve > 0 die Schnittmenge A N (x — €,z + €)
tiberabzdahlbar ist.

Offensichtlich ist hier jeder Kondensationspunkt von A ebenfalls ein Haufungs-
punkt, denn wenn die Schnittmenge tiberabzahlbar ist, existiert sicherlich minde-
stens ein von x verschiedenes Element.

Definition 2.10 (Hochstens abzéhlbar). Hdochstens abzihlbare Mengen sind:

1. endlich groffe abzdihlbare Mengen und
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2. unendlich grofie abzdhlbare Mengen.

Satz 2 (Satz von Cantor-Bendixson). Wenn A C R abgeschlossen ist, dann gilt
eines davon:

1. A ist hochstens abzdhlbar.
2. Es gibt eine Bijektion f: R — A.

Bewers. In diesem Beweis benotigen wir die Menge der Kondensationspunkte P von
A und dessen Definition. Wir miissen logischerweise beide Félle separat beweisen.

1.Fall: P=10
Sprich die Menge der Kondensationspunkte ist die leere Menge. In diesem Fall zei-
gen wir, dass A hochstens abzahlbar ist.

Sei x € A, dann gibt es keine Epsilon-Umgebung um z, sodass die Schnittmen-
ge iiberabzéahlbar ist.

Wir sehen also, dass fiir x € A mit einer Epsilon-Umgebung die Schnittmenge
AN (x — €,z + €) hochstens abzéhlbar sein kann. Hier kénnen wir auf Lemma 4
zuriickgreifen und somit sagen, es gibt y, z € Q, welche die Ungleichung

r—e<y<z<z<zrte

erfilllen. Auierdem ist damit das Intervall AN (y, z) auch hochstens abzahlbar.
Es ist also moglich fir alle x € A ein (y, z) mit y, z € @ zu finden, welches folgendes
erfillt:

1. x € AN (y,z) und
2. AN (y, z) ist hochstens abzahlbar.

Nach dieser Erkenntnis konnen wir festhalten, dass sich A als Vereinigung hoch-
stens abzdhlbarer Mengen darstellen lasst. Hier ist jedoch noch anzumerken, selbst
die Vereinigung findet tiber einer hochstens abzéhlbaren Menge statt.
Aus Lemma 7 wissen wir nun, dass A hochstens abzahlbar sein kann.

2.Fall P # ()
Hier haben wir jetzt den Fall die Menge der Kondensationspunkte ist nicht leer und
wollen somit zeigen, P ist perfekt.

Wenn wir zeigen konnen, dass P perfekt ist, ist es uns moglich, laut Lemma 3,
eine Bijektion f : R — P zu finden. Die Bijektion von R — A findet man dann,
direkt mit dem Satz von Schréder-Bernstein. Wir zeigen, dass P abgeschlossen ist
und jeder Punkt in P ein Haufungspunkt in P ist, dann gilt P C A ist perfekt.
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Zu zeigen bleibt also, "P ist abgeschlosseniind "jeder Punkt von P ist Haufungspunkt
von P".

1. Nun miissen wir also zuerst einmal zeigen, dass P tatsdchlich abgeschlossen
ist.
Wir verwenden dazu eine beliebige Cauchy-Folge (z,, : © € IN). Jedes z,, € P
also ist x,, ein Kondensationspunkt in A. Nun setzen wir x = lim,,_,,, z, € A
und wollen zeigen, dass auch z ein Kondensationspunkt von A ist. Dazu neh-
men wir ein Intervall [y, z] wobei z in diesem enthalten ist.
Laut Cauchy-Folgen-Kriterium, finden wir sicher ein z,, welches noch im In-
tervall [y, z| liegt. Wir wissen nun aber, dass jede Epsilon-Umgebung von ge-
nau diesem, schon einen tiberabzdhlbaren Schnitt mit A haben muss. Denn
x, ist ein Kondensationspunkt von A und auflerdem finden wir eine Epsilon-
Umgebung um den Punkt z,, welche (x, — €, 2, + €) C [y, 2] erfiillt. Diese
Umgebung hat laut Definition eines Kondensationspunktes aber schon einen
iiberabzahlbaren Schnitt mit A.
Also kénnen wir daraus schliefien, dass [y, z] N A tiberabzéhlbar ist.

2. Wir wollen zeigen, dass jeder Punkt in P ein Haufungspunkt von P ist. Diesen
Teil werden wir iiber einen Widerspruch beweisen.
Wenn also x € P kein Haufungspunkt sein soll, so darf fiir ein € > 0 in der
Schnittmenge (x —e, x+¢€)N P kein anderes Element wie der Punkt = enthalten
sein.
Wenn wir uns nun die Schnittmenge H = (x — ¢,z + €) N A\{z} ansehen, so
gibt es zu jedem y € H, rationale Koeffizienten a,, b,, welche die Ungleichung
a, <y < by erfilllen, sodass das Intervall [a,, b,] hochstens abzahlbar ist. Hier
kommt dasselbe Argument wie im ersten Teil zum Tragen. Wir haben wieder
eine hochstens abzéhlbare Vereinigung, tiber hochstens abzahlbare Mengen,
um auf die Schnittmenge (z — €, 2 + €) N A zu kommen. Auch hier verwenden
wir wieder Lemma 7 und schlielen daraus dass jene Menge hochstens abzahlbar
ist.
Dies fiihrt uns zu unserem Widerspruch denn x ist ja, wie oben notiert, ein
Kondensationspunkt. Dieser setzt die Uberabzihlbarkeit von (z — €,z +¢€)N A
fiir alle € > 0 voraus.

Somit haben wir gezeigt, dass die Menge P, sofern sie nicht leer ist, tatsachlich
perfekt ist und wir konnen direkt Lemma 3 verwenden und sagen, es existiert eine
Bijektion zwischen R — P C A.

Um den Beweis zu vollenden sehen wir uns nun

1. die Injektion von R — A und
2. die Injektion von A — R, zum Beispiel die Identitét,

an. Jetzt wenden wir den Satz von Schroder-Bernstein an und bekommen eine Bi-
jektion zwischen R und A. O
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3 Kontinuum

Als Quelle fir das "Kontinuum" und die "Kontinuumshypothese" wurde hier sowohl
"Logische Grundlagen der Mathematik" von Ralf Schindler, als auch
"https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese" bezichungsweise
"https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuum" verwendet. Die Méachtigkeit von R nennt
man das Kontinuum. Hierbei ist zwischen "Kontinua im Allgemeinen" und "Kontinua
in der Topologie" zu unterscheiden. Um alle vorkommenenden Begriffe zu verstehen
werden wir noch die ZF-Axiome, das Auswahlaxiom und den Hausdorff-Raum defi-
nieren.

Definition 3.1 (Zermelo-Fraenkel-Axiome). Die Zermelo-Fraenkel-Aziome sind die
Grundlage fiir viele Teile der Mathematik und sind eine Axiomatisierung fir die
Mengenlehre.

1. Eaxtensionalititsaziom:
VA B(A=B & VC(Ce A<= (C e B))
2. Leermengenaxiom:
dBVA-(A € B)

3. Paarmengenazxiom:

VA, B3CVD(D € C & (D =AV D = B))
4. Vereinigungsaziom:

VAIBYC(C € B« 3D(D € ANC € D))
5. Unendlichkeitsaziom:

JABX € AVY (Y e X)AVX(X € A= X U{X} € A))

6. Potenzmengenaxiom:

VAIPVB(B € P < VC(C e B= C e A))
7. Fundierungsaziom:

VA(A#0=3B(Be€ AN-3C(C € ANC € B))
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8. Aussonderungsazriom:

Fiir jedes einstellige Pradikat, bei uns P(C) genannt, in welchem die

Variable B nicht vorkommt, gilt: VAIBYC(C € B < C € AN P(Q))
9. FErsetzungsaxiom:

Nicht sehr formal ausgedriickt konnte man sagen, dass das Ersetzungsaxiom
besagt, die Bilder von Mengen sind auch wieder Mengen. Fiir jedes
zweistellige Prddikat, in dem die Variable B nicht auftaucht, gilt:

VX, Y, Z(F(X,)Y)NF(X,Z)=Y = Z7) = VYAIBVC(C € B« 3D(D €
ANF(D,C)))

10. Auswahlaziom:

Es besagt, dass fiir jede Menge von nichtleeren Mengen immer eine
Auswahlfunktion existiert. Jedoch wissen wir nicht wie wir diese
konstruieren, sondern lediglich, dass es sie gibt. Sei F' eine Auswahlfunktion
fiir eine Menge nichtleeren Mengen namens A, so muss F' jedem Element X

von A genau ein Element von X zuweisen:
VX e AF(X)e X

Als kurze Veranschaulichung nehmen wir:
A = {{1,2,3},{0,3}} mit F' als Auswahlfunktion von A die F'({1,2,3}) = 2 und
F({0,3}) = 3 jedem Element von A genau je ein Element zuordnet.
Wichtig ist hier noch zu sagen, dass von ZFC-Axiomen die Rede ist, sofern das
Auswahlaxiom enthalten ist. Ansonsten heiflen sie ZF-Axiome.

Definition 3.2 (Hausdorff-Raum). Wir sagen ein topologischer Raum M, wo fir
alle x,y € M, mit v # y, offene, disjunkte Umgebungen U, bezichungsweise V,
existieren, erfillt die Hausdorff-FEigenschaften. Ein solches M wird Hausdorff-Raum
genannt.

3.1 Kontinua im Allgemeinen

Mit den ZF-Axiomen kann man die Gleichméchtigkeit der folgenden Mengen zeigen:

1. R

2. C

3. (0,1), die Menge der Reellen Zahlen zwischen 0 und 1
4. R\Q = Menge aller irrationalen Zahlen

5. P(IN) = Potenzmenge der natiirlichen Zahlen
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6. {0, 1} = Menge aller Funktionen mit Definitionsbereich der natiirlichen Zah-
len und Wertebereich {0, 1}

7. NN = Menge aller Folgen von natiirlichen Zahlen.

Die Méachtigkeit dieser Mengen wird meist als ¢ bezeichnet. Da die Machtigkeit von
N als Ny bezeichnet wird, gilt |P(IN)| = 2%,

Die Annahme, dass alle iiberabzahlbaren Teilmengen der reellen Zahlen
Kardinalitat ¢ besitzen heifit Kontinuumshypothese und ist mit den
ZF-Axiomen weder beweisbar noch widerlegbar.

3.2 Kontinua in der Topologie

Hier ist die Definition des Kontinuums verschéarfter, man versteht hier namlich unter
einem Kontinuum einen zusammenhangenden kompakten Hausdorff-Raum.

Auch wenn das nicht sehr dhnlich zu dem Kontiuum im Allgemeinen klingt, so ist
der Unterschied zwischen den beiden Definition nicht sehr grof}, da ein metrisches
Kontinuum, das heifit ein zusammenhéngender kompakter metrischer Raum, mit
mehr als einem Element die Méchtigkeit ¢ besitzt.

4 Kontinuumshypothese

Die Kontinuumshypothese wurde von Cantor 1878 aufgestellt und hinterfragt, wie
schon oben erwéahnt, ob alle iiberabzahlbaren Teilmengen von R die Méchtigkeit von
den reellen Zahlen besitzen. Es stellte sich als nicht entscheidbar heraus, da mit den
Axiomen der Mengenlehre keine eindeutige Entscheidung moglich ist.

Wenn man sich den Satz von Cantor-Bendixson ansieht, erkennt man schon eine
gewisse Korrelation zur Kontinuumshypothese. Allerdings wird in jenem Satz ledig-
lich fiir iberabzahlbare, abgeschlossene Teilmengen von R gezeigt, dass sie die selbe
Machtigkeit wie R besitzen.

Da wir im folgenden Abschnitt unter anderem Ordinalzahlen verwenden miissen,
werden wir den Begriff kurz einfithren.

Definition 4.1 (Ordinalzahlen). Fine Ordinalzahl bezeichnet eine Menge S, welche
jedes Element von S auch als Teilmenge von S besitzt, und auferdem beziiglich der
Relation € total geordnet ist.

Diese Definition setzt allerdings auch das Fundierungsaxiom voraus, laut dem jede
nichtleere Menge S ein dazu disjunktes Element besitzt. Durch jenes Axiom ist eine
solche Menge S auch wohlgeordnet.

Demmnach ist die Menge der natirlichen Zahlen beispielsweise eine Ordinalzahl.
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Definition 4.2 (Kardinalzahlen). Die Kardinalitdt, sprich Mdchtigkeit, einer Men-
ge M, ist die kleinste Ordinalzahl o, sodass eine Bijektion f: M — « existiert.

Also ordnen Kardinalzahlen einer endlichen Menge eine natiirliche Zahl zu, wel-
che die Anzahl der in der Menge enthaltenen Elemente beschreibt. Verwendet man
ZFC-Axiome, sprich das Auswahlaxiom wird verwendet, so hat jede Menge eine
bestimmte Kardinalzahl.

4.1 Einfache Kontinuumshypothese

Die Grundaussage der einfachen Kontinuumshypothese lautet:

Es existiert keine iiberabzahlbare Menge reeller Zahlen, dessen
Machtigkeit kleiner ist als die von R.

Oft wird diese Aussage auch anders ausgedriickt, ndmlich:

Es gibt keine Menge, deren Kardinalitat zwischen der der natiirlichen und der der
reellen Zahlen liegt.

Betrachtet man,
1. die Méachtigkeit der natiirlichen Zahlen als N,
2. die darauffolgende Kardinalzahl als Ny,
3. die Kardinalitat der reellen Zahlen als c,
so kann die Kontinuumshypothese formal folgendermafien geschrieben werden:
Ny =c.
Eine weitere bekannte Schreibweise ist:

QNO == Nl.

4.2 Verallgemeinerte Kontinuumshypothese

Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese lautet:

Fiir jede unendliche Menge X gilt: Sei Y D X, welche gleichméchtig zu einer
Teilmenge von P(X) ist. Dann gilt |Y| = | X| oder |Y| = |P(X)].

Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese besagt nun aber:
Es liegt keine Kardinalzahl zwischen |X| und |P(X)].
Wenn man nun die sogenannte Aleph Notation verwendet, so bedeutet das:

Fiir jede Ordinalzahl o haben wir 2% = N, ;.
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4.3 Losung

Kurt Goédel konnte beweisen, dass die Kontinuumshypothese relativ widerspruchsfrei
zu den Zermelo-Fraenkel-Axiomen mit Auswahlaxiom ist. Das heifit also, wenn ZFC
widerspruchsfrei ist, was angenommen wird, so ist auch die Kontinuumshypothese
mit ZFC widerspruchsfrei.

Er kam zu dem Schluss, dass mit Hilfe der Zermelo-Fraenkel-Axiome die
Kontinuumshypothese nicht widerlegbar ist.

Paul Cohen wiederum konnte zeigen:

Die Kontinuumshypothese lasst sich nicht mit Hilfe der Zermelo-Fraenkel-Axiome
beweisen.

Schlussendlich kann man also festhalten, dass die Kontinuumshypothese in ZFC
weder beweisbar noch widerlegbar ist. Das bedeutet nun, dass beides als Axiom
verwendet werden kann.
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