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Abstract

Ordinalzahl-Turingmaschinen (infinite time turing machines) sind ein Modell
der theoretischen Mathematik fiir Berechnungen mit unendlich vielen Schrit-
ten. In dieser Arbeit werden zunéichst Grundlagen iiber Ordinalzahlen und
Turingmaschinen geklédrt, um anschliefend die Funktionsweise von Ordinalzahl-
Turingmaschinen beschreiben zu kénnen. Die Begriffe berechenbar und entscheid-
bar fir solche Maschinen werden eingefiihrt und untersucht. Es zeigt sich zum
Beispiel, dass jede Hi—Menge in diesem Sinn entscheidbar ist.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beschiéftigt sich mit Ordinalzahl-Turingmaschinen, einem Konzept
aus der theoretischen Informatik, das von Hamkins und Lewis [2] erstmals be-
schrieben wurde. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung der gewohnlichen
Turingmaschinen, mit der Berechnungen mit unendlich vielen Rechenschritten
beschrieben werden kénnen.

In Abschnitt 2 werden Ordinalzahlen eingefiihrt und einige grundlegende Eigen-
schaften gezeigt. Diese Inhalte sind in den meisten einfiihrenden Biichern tiber
Mengenlehre zu finden, diese Arbeit orientiert sich dabei an [4] und [7].
Abschnitt 3 ist eine kurze Einfithrung in die Theorie der Turingmaschinen, die
ungefahr Kapitel 5 von Hedtstiick [3] folgt.

Abschnitt 4 behandelt schliefilich Ordinalzahl-Turingmaschinen und beruht
hauptséchlich auf |2]. Zundchst wird die Arbeitsweise solcher Maschinen be-
schrieben; dabei werden Ordinalzahlen zur Nummerierung der Rechenschritte
verwendet. Der Begriff in unendlicher Zeit entscheidbar wird analog zur Ent-
scheidbarkeit bei gewOhnlichen Turingmaschinen definiert. AnschlieSend wird
untersucht, welche Mengen in unendlicher Zeit entscheidbar sind, was gewisser-
maflen zeigt, wie ,méchtig® Ordinalzahl-Turingmaschinen sind.

Zu diesem Zweck gibt es einen kleinen Exkurs in die Grundlagen der deskriptiven
Mengenlehre, der schliefilich zu dem Ergebnis fiihrt, dass jede H%—Menge in un-
endlicher Zeit entscheidbar ist. Hier werden hauptséchlich Kechris [6], Kanamori
[5] und Schindler [8] verwendet, wobei die Notation grofiteils von [8] iibernommen
wird.

In dieser Arbeit werden ein paar Grundkenntnisse iber mathematische Logik vor-
ausgesetzt, insbesondere iiber aussagenlogische Formeln sowie {iber Mengenlehre
und die ZFC-Axiome. Davon abgesehen werden aber alle bendtigten Grundlagen
in den Abschnitten 2 und 3 wiederholt, sodass die Arbeit auch ohne spezielles

Vorwissen nachvollziehbar ist.

2 Ordinalzahlen

In diesem Abschnitt werden Ordinalzahlen definiert und untersucht. Es wird
festgestellt, dass jede natiirliche Zahl eine Ordinalzahl ist, und dass die Ordi-
nalzahlen iiber die natiirlichen Zahlen hinausgehen. Auflerdem zeigt sich, dass
die Ordinalzahlen durch die Relation € wohlgeordnet sind, und dadurch dazu

geeignet sind, die Position von Elementen in Folgen anzugeben.



Definition. Die von Neumann-Zahlen sind rekursiv wie folgt definiert:

0:=0
1:={0} = {0}
2:={

0, {(Z)}} = {07 1}

n+1:=nuU{n}={0,1,...,n}

Die Menge aller von Neumann-Zahlen wird mit w bezeichnet.

Bemerkung. Auf den von Neumann-Zahlen lassen sich Operationen +, - und
exp definieren, die gemeinsam mit € die Peano Arithmetik erfillen. Sie stellen
also ein Modell der natiirlichen Zahlen dar. Im Folgenden werden Ordinalzahlen
betrachtet, die man als Verallgemeinerung der so konstruierten natiirlichen

Zahlen verstehen kann.
Definition. Eine Menge x heifit transitiv, falls fir alle y € x auch gilt y C x.

Definition. Eine Menge z heifit Ordinalzahl, falls x transitiv ist, und fiir alle

y,z€xgilt,dassyezVy=2Vzey.
Beispiel. Die leere Menge 0 ist trivialerweise eine Ordinalzahl.

Lemma 2.1. (i) Falls o eine Ordinalzahl ist und 5 € «, dann ist auch 8 eine
Ordinalzahl.

(ii) Falls o # B Ordinalzahlen sind und o« C 8, dann ist o € B.

(iii) Falls o und 8 Ordinalzahlen sind, gilt o« C 8 oder f C a.

Beweis. (i) ist trivial.

(ii) Betrachte 8 — a:={x € B: =z € a} # 0. Diese Menge hat ein €-minimales
Element v € 8 — «a, sodass fiir alle § € 8 — « mit § # v gilt v € §. Es gilt
a={{ep: (<} =1

(iii) Interessant ist nur der Fall a # . Offensichtlich ist v := o N B # () wieder
eine Ordinalzahl. Es gilt v = a oder v = . Tatséchlich, denn sonst wiirde aus
(ii) folgen, dass v € « und v € . Das wiirde aber bedeuten v € aN g = v, was

das Fundierungsaxiom aus ZFC verletzt. O
Lemma 2.2. Fir jede Ordinalzahl o ist auch a4+ 1 := aU{a} eine Ordinalzahl.

Beweis. Zunachst ist a+1 transitiv. Denn fiir ein beliebiges Element y € aU{a}
kann man unterscheiden: Entweder gilt y € «, dann folgt aus der Transitivitat
von a, dass y C o C a+ 1. Oder y = «, was ebenfalls y C « + 1 impliziert.

Auch die Vergleichbarkeit von zwei beliebigen Elementen y, z € a+1 ist leicht zu



sehen. Falls y, z € « gilt, ist sie darauf zuriickzufiithren, dass « eine Ordinalzahl
ist. Falls y € o und z = «, gilt y € z. Der umgekehrte Fall verhélt sich analog;
und falls y = a und z = «, gilt natiirlich y = z. O

Lemma 2.3. (i) Jede von Neumann-Zahl n € w ist eine Ordinalzahl.

(i) w ist eine Ordinalzahl.

Beweis. (i) folgt sofort aus dem vorherigen Lemma und der Tatsache, dass ()
eine Ordinalzahl ist.

(ii) Die Transitivitdt kann man induktiv zeigen: Zunéachst gilt # C w. Nehmen
wir nun an, dass fir n € w bereits gilt n C w, und sei t € n+1 =n U {n}
beliebig. Dann ist entweder z € n, also nach Annahme auch = € w; oder x = n,
also ebenfalls = € w. Somit folgt n+ 1 C w. Die Vergleichbarkeit zweier Elemente
n,m € w folgt daraus, dass n und m Ordinalzahlen sind, und aus Lemma 2.1

(iii) und (ii). O

Definition. Eine Ordinalzahl a # 0 heifit Nachfolgerordinalzahl, falls es eine
Ordinalzahl § gibt, sodass @ = § + 1. Andernfalls heifit a Limesordinalzahl.

Beispiel. Alle n € w mit n # 0 sind Nachfolgerordinalzahlen.
w ist eine (die kleinste) Limesordinalzahl.

w + 1 ist eine Nachfolgerordinalzahl.

Definition. Eine zweistellige Relation R auf einer Menge M heiflt lineare
Ordnung, falls gilt:

(i) Vo mz Rz (Antireflexivitét)

(i) VaVyVz o Ry A yRz — xRz (Transitivitit)

(iii) VaVy 2Ry V x = y V yRx (Vergleichbarkeit)

Definition. Eine zweistellige Relation R auf einer Menge M heifit fundiert, falls
jede nichtleere Teilmenge A C M ein R-minimales Element x € A besitzt, dh.
fiir alle y € A gilt —yRx.

Definition. Eine Wohlordnung ist eine fundierte lineare Ordnung. Wohlordnun-

gen werden iiblicherweise mit dem Symbol < bezeichnet.

Lemma 2.4. (i) Sei o eine Ordinalzahl. Dann ist € eine Wohlordnung auf o.
(it) Sei X eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen. Dann ist € eine Wohlordnung
auf X.

Beweis. (i) Transitivitdt und Vergleichbarkeit sind in der Definition von Ordi-
nalzahl enthalten. Antireflexivitdt und Fundiertheit folgen aus dem Fundierungs-
axiom aus ZFC.

(ii) Transitivitit: Seien x,y,z € X mit ¢ € y und y € z. Dann ist x € 2, da z
transitiv ist. Vergleichbarkeit folgt aus Lemma 2.1, und der Rest wieder aus dem

Fundierungsaxiom. O



Bemerkung. Ab jetzt werden fiir Ordinalzahlen « € 5 und a < 8 austauschbar

verwendet.

Definition. Eine Menge A heif3t abzdhlbar, wenn es eine injektive Abbildung
f A — w gibt, und abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung
f: A — w gibt. Eine Menge heifit dberabzdhlbar, wenn sie nicht abzéhlbar ist.

Beispiel. w+ 1 ist abzdhlbar, da f : w+ 1 — w mit f(w) =0und f(n) =n+1
fiir alle n € w eine bijektive Abbildung ist. (Analog ist w + n fiir alle n € w
abzéhlbar.)
w2 :=w + w ist abzdhlbar. Als Bijektion kann man etwa f : w + w — w mit
f(n) =2n und f(w+n) = 2n + 1 wihlen. (Analog sind alle w - n mit n € w
abzéhlbar.)

Definition. Die kleinste Ordinalzahl, die iiberabzéahlbar ist, wird mit w; be-

zeichnet.
Lemma 2.5. w; ist eine Limesordinalzahl.

Beweis. Angenommen w, ist ein Nachfolger, das heifit es gibt eine Ordinalzahl
a, sodass w; = a + 1. Klarerweise ist a unendlich, aber wegen av < a4+ 1 und
der Definition von w; ist « abzédhlbar. Die Abbildung f: o+ 1 — a mit

0, falls 8 = «
fB)=496+1, falsfew
B, sonst

ist bijektiv. Zusammen mit der Bijektion zwischen o und w ergibt das, dass auch

wy abzdhlbar ist; das ist ein Widerspruch. O

3 Turingmaschinen

Eine (deterministische) Turingmaschine ist ein Objekt der theoretischen Informa-
tik, das die Arbeitsweise eines Computers modelliert. Es gibt viele dquivalente
Definitionen der Turingmaschine, im Folgenden wird eine dreispurige Version
beschrieben: Die Maschine hat drei unendlich lange Bénder von Feldern, die
als Input-, Arbeits- und Outputband bezeichnet werden. Die Felder enthalten
jeweils genau ein Zeichen aus einem vorgegebenen Alphabet, wobei ein ,leeres®
Feld oft durch ein spezielles Zeichen wie [J reprasentiert wird. Die Maschine
befindet sich zu jedem Zeitpunkt in genau einem von mehreren Zustédnden, der
in einem Register festgehalten wird. Aulerdem gibt es einen (mehrteiligen) Lese-
und Schreibkopf (in der Abbildung: ,head“), der auf jedem der Béander zu jedem



Zeitpunkt ein Feld besetzt und das dortige Zeichen einlesen und iiberschreiben

kann. Ebenso kann er den aktuellen Zustand einlesen und verandern.

read only head

5

Input I
tape >00011010001|0!000 (_,
P
) -~
read/write head 1
L !
Work " H L
tape [ >1111]0[1joMjojofo]1] ||
. l-l_l |
readfwrlt_head I :
1 1
Output .1 ] ;
tape 0! 1 : ; 1 L
U | :
| : |
- b !
i |
Register : _q_T_ |

Abbildung 1: Eine 3-spurige Turingmaschine |1} S. 11]

Um ein Programm mit einer bestimmten Eingabe auszufiithren, wird das
Inputband mit einer endlichen Zeichenkette beschrieben (gefolgt von unendlich
vielen Leerzeichen), die anderen beiden Bander bleiben leer, in dem Register
wird ein spezieller Startzustand ausgewadhlt, und der Lesekopf wird auf allen drei
Béndern auf das erste Feld gesetzt. In der Abbildung sind diese Felder fiir das
spezielle Zeichen > reserviert, das die Anweisung zum Starten der Berechnung
symbolisieren soll. Das dient aber nur der Anschaulichkeit und kann bei der
Definition auch weggelassen werden.

Die Maschine folgt dann den Anweisungen einer Uberfiihrungsfunktion, die dem
konkreten Computerprogramm entspricht, und dndert schrittweise die Zeichen
auf den Béndern. Ein Schritt besteht daraus, den aktuellen Zustand sowie
die drei besetzten Felder einzulesen und darauthin die dortigen Zeichen zu
iberschreiben (oder unveréndert zu lassen), einen neuen (oder den gleichen)
Zustand einzustellen, und den Lesekopf auf jedem Band um ein Feld nach links
oder rechts zu bewegen oder die Position gleich zu lassen. Es ist naheliegend, die
Schritte mithilfe der natiirlichen Zahlen zu nummerieren, und tatsichlich kann
die Turingmaschine ,beliebig lange“ laufen, in dem Sinn, dass eine beliebig grofie
endliche Anzahl von Schritten durchgefithrt wird. Falls in irgendeinem Schritt
der Endzustand eingelesen wird, hélt die Turingmaschine an und das Programm
ist vollstdndig ausgefiihrt. Das Ergebnis kann dann am Outputband abgelesen

werden.



Definition. Sei k > 2. Eine k-spurige Turingmaschine ist ein Tripel T =
(A4,Q,0), bestehend aus:

einem Alphabet A ={0,1,0};

einer endlichen Zustandsmenge @, die die beiden speziellen Zustdnde g4 und gg
(Anfangs- bzw. Endzustand) enthéalt;

und einer Uberfiihrungsfunktion § : (Q\{gr}) x A¥ — Q x A¥=1 x {L. S, R}*.
Die Menge der moglichen Inputs fir 7 ist A* = |J

endlichen Folgen von Zeichen aus A.

nen A", also die Menge aller

Bemerkung. Im Zielbereich der Uberfithrungsfunktion ist der Exponent von A nur
k—1, da die Zeichen auf dem Inputband zwar gelesen, aber nicht verdndert werden
sollen. (Bei einer einspurigen Turingmaschine wird das Inputband natiirlich schon
iiberschrieben, die Definition ist entsprechend abzuwandeln.) Ein Element von
{L, S, R}* reprisentiert, ob der Lesekopf auf jedem der k Bénder nach links (L)
oder rechts (R) bewegt oder nicht verdndert (S, fir ,stay*) wird.

Bemerkung. Wie bereits erwahnt gibt es viele andere Definitionen der Turingma-
schine, die in dem Sinn dquivalent sind, dass sie genau die gleichen Berechnungen
durchfithren kénnen (aber nicht unbedingt gleich schnell). So kann man zum
Beispiel auf einer einspurigen Turingmaschine leicht die Arbeitsweise einer drei-
spurigen simulieren, indem man jeweils jedes dritte Feld als Teil des Input-,
Arbeits- und Outputbandes behandelt. Auflerdem kann man jedes beliebige
endliche Alphabet einfach mit {0, 1,0} kodieren, und es wiirde auch ausreichen,

nur {0, 1} zu verwenden.

Definition. Als Konfiguration wird die vollstdndige Beschreibung einer Turing-
maschine zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Berechnung bezeichnet. Sie gibt
den aktuellen Zustand, die Position des Lesekopfes, und den ganzen Inhalt aller

Bénder (nicht nur der Felder unter dem Lesekopf) an.

Definition. Man sagt, eine Turingmaschine 7 terminiert oder halt (nach endlich
vielen Schritten) fiir die Eingabe w € A*, falls es ein n € w gibt, sodass im n-ten

Schritt der Endzustand gg eingelesen wird.

Es ist einfach zu sehen, dass nicht jedes Programm mit jedem Input hélt:

Beispiel. Sei 6 eine Uberfiihrungsfunktion einer einspurigen Turingmaschine, die
die Anweisungen (ga,1) — (g2,1, R), (q1,1) — (g2,1, R) und (¢2,1) — (g1, 1, L)
enthélt. Fithrt man dieses Programm mit dem Input w = 11 = (1, 1) aus, dann
wird im nullten Schritt das erste Feld eingelesen, nicht verédndert, der Lesekopf
nach rechts bewegt, und der Zustand go gewéhlt. Im néchsten Schritt wird
wieder kein Zeichen verdndert und der Kopf zuriick nach links bewegt, usw. Die

Maschine hélt mit diesem Input also nicht.



Definition. Eine n-stellige Funktion f : D C (4*)" — A* (n > 1) heifit
(Turing-)berechenbar, falls es eine Turingmaschine 7 gibt, die Folgendes erfiillt:
Wandelt man ein beliebiges Element (21, ..., ;) € D zu einer Eingabe x10xzo00...
Oz, 00... um, dann halt die Maschine mit dieser Eingabe nach endlich vielen
Schritten im Endzustand, und auf dem Outputband steht der Funktionswert
f(x1,...,x,) gefolgt von Leerzeichen. Mit jedem Input, fiir den f nicht definiert

ist, terminiert die Maschine nicht.

Beispiel (Unére Addition). Fiir eine natiirliche Zahl n sei [n]; die Unérdarstellung
von n als Zeichenkette von n 4+ 1 Einsen. Dann ist die Additionsfunktion f :
{1} x {1}* — {1}* mit f([n]1,[m]1) = [n + m]; berechenbar. Dazu sei eine
einspurige Turingmaschine mit Zustandsmenge {q1, g2, 3,94, ¢r } gegeben, die
das Leerzeichen zwischen den beiden eingegebenen Zahlen durch eine Eins ersetzt,
und die letzten beiden Einsen 16scht. Das kann zum Beispiel durch folgende

Uberfithrungsfunktion beschrieben werden:

d:(qa,1) +— (ga,1,R) (¢1,0) = (2,0, L)
(¢4,0) = (q1,,R) (q2,1) = (g3,0,L)
(1,1) = (¢, L R) (g3:1) + (gr,0,9)

Bemerkung. Man kann schnell sehen, dass es Funktionen geben muss, die nicht
berechenbar sind. Mehr noch, unter allen méglichen Funktionen ist der Anteil
der berechenbaren Funktionen sogar sehr gering. Denn es gibt nur abzéhlbar
viele verschiedene Turingmaschinen, also auch nur abzéhlbar viele verschiedene
berechenbare Funktionen. Andererseits ist schon die Menge aller Funktionen
f:w—{0,1} bekanntermafien gleichméchtig wie die Menge der reellen Zahlen,

also iiberabzéhlbar.

Definition. Eine Menge M C A* heifit entscheidbar, wenn ihre charakteristische
Funktion xa : A* — {0,1} definiert durch

1, fallsze M

xm(z) =
0, sonst

berechenbar ist.

Bemerkung. Dass eine Menge entscheidbar ist, bedeutet also, dass es eine Tu-
ringmaschine gibt, die fiir jeden Input in endlich vielen Schritten entscheidet, ob

er in der Menge enthalten ist oder nicht.

Mit diesen grundlegenden Begriffen lisst sich bereits eine interessante Uber-
legung formulieren, ndmlich das Halteproblem: Wie bereits beobachtet, gibt es

Paare von Turingmaschinen und Eingaben, die nach endlich vielen Schritten den



Endzustand erreichen, und solche die das nicht tun. Die Frage ist nun, ob es eine
Moglichkeit gibt, fiir ein beliebiges solches Paar zu bestimmmen, welcher der
beiden Fille eintreten wird. Eine Turingmaschine wird eindeutig beschrieben
durch ihre endliche Zustandsmenge und ihre Uberfiihrungsfunktion, wobei man
letztere ebenfalls als endliche Menge betrachten kann. Daher kann man durch
eine geeignete Kodierung jedem Paar von Turingmaschine und Eingabe eine
Zeichenkette in A* zuordnen. Damit l4sst sich das Halteproblem wie folgt formal
formulieren: Ist die Menge aller Paare von Turingmaschine und Input, die nach

endlich vielen Schritten halten, entscheidbar?

Satz 3.1 (Halteproblem, Turing 1936). Es gibt keine Turingmaschine H, die
fiir eine beliebige Turingmaschine T und eine beliebige Eingabe w entscheidet,

ob T mit w nach endlich vielen Schritten anhdlt oder nicht.

Beweis. Angenommen, es gibt so eine Turingmaschine H, die mit jeder Eingabe
der Form (7, w) anhélt, mit der Ausgabe:

1, falls 7 mit w halt;

0, falls 7 mit w nicht halt.
Insbesondere funktioniert # auch fiir Eingaben der Form (7, T), also fiir eine
Turingmaschine, die mit sich selbst als Input lduft. Darauf aufbauend kann man
eine weitere Turingmaschine H' definieren, die sich mit einer Turingmaschine T
als Eingabe folgendermaflen verhélt:

sie hélt nicht, falls 7 mit Eingabe T hilt;

sie hélt (z.B. mit Ausgabe 1), falls 7 mit Eingabe 7 nicht halt.
Nun zeigt sich ein Problem, wenn man die Turingmaschine H’ mit der Eingabe
‘H' betrachtet. Falls die Berechnung héalt, dann hélt sie nach der Definition von
‘H' nicht. Andererseits, falls die Berechnung nicht halt, dann miisste sie doch
halten. Es gibt also keine Moglichkeit, die nicht zu einem Widerspruch fiihrt,
daher kann es H' und folglich auch H nicht geben. O

4 Ordinalzahl-Turingmaschinen

Das Konzept von Turingmaschinen kann erweitert werden, um Maschinen zu
beschreiben, die unendlich viele Rechenschritte durchfiihren kénnen. Dazu wird
der Begriff der Ordinalzahl aus Abschnitt 2 verwendet: So wie man die einzel-
nen Schritte einer gewthnlichen Turingmaschine durch die natiirlichen Zahlen
beschreiben kann, soll bei diesem Modell jeder Ordinalzahl ein Rechenschritt

entsprechen.



4.1 Funktionsweise und Entscheidbarkeit

Fie Ordinalzahl-Turingmaschine hat die gleiche ,Hardware* wie eine iibliche
3-spurige Turingmaschine, also Input-, Arbeits- und Outputband, ein Register
fiir den aktuellen Zustand, und einen Lese- und Schreibkopf. Die Maschine folgt
einem endlichen Algorithmus und hat nur endlich viele verschiedene Zusténde.
Wesentlich ist das Verhalten der Ordinalzahl-Turingmaschine in Limesschritten,
also Schritten, die einer Limesordinalzahl entsprechen: Dort tritt ein spezieller
Limeszustand ein, und fiir jedes Feld wird ein Grenzwert aus den Werten gebildet,
die das Feld bis zu diesem Zeitpunkt hatte.

Definition. Eine Ordinalzahl-Turingmaschine ist ein Tripel To = (A4, Q,9),
bestehend aus:

einem Alphabet A = {0,1};

einer endlichen Zustandsmenge @, die zusétzlich zu ¢4 und gg einen Limeszustand
qr, enthalt;

und einer Uberfiihrungsfunktion § : (Q\{qg}) x A> — Q x A? x {L, S, R}?,
bestehend aus endlich vielen Anweisungen.

Als Eingabe ist jede unendliche Zeichenkette aus 0 und 1 zugelassen.

Falls a = 0 oder « eine Nachfolgerordinalzahl ist, besteht der Schritt « daraus,
die Felder unter dem Lesekopf, den Zustand im Register und die Postition des
Lesekopfes gemif der Uberfithrungsfunktion 6 zu veréindern.

Falls « eine Limesordinalzahl ist, tritt der Zustand ¢z, ein und der Lesekopf wird
auf allen Bandern ganz nach links gesetzt. Nun wird fir jedes Feld der Limes
superior der Werte gebildet, die das Feld in den Schritten < « hatte. Das heifit
falls die Werte irgendwann vor dem Limesschritt nur noch 0 oder nur noch 1 sind,
behélt das Feld diesen Wert. Ansonsten, falls sie bis zum Schritt o unbeschréankt
oft zwischen 0 und 1 wechseln, wird im Limesschritt 1 eingetragen. Der Prozess
wird fiir alle Felder wiederholt, ohne den Lesekopf zu bewegen.

Die Maschine hdlt mit einem bestimmten Input, falls in irgendeinem Schritt der

Endzustand qg eintritt.

Bemerkung. Die moglichen Eingaben fiir eine Ordinalzahl-Turingmaschine sind
genau alle unendlichen Binar-Folgen x € 2¥. Da eine bijektive Entsprechung
zwischen 2* und R besteht, kann man jede Eingabe als Bindrdarstellung einer

reellen Zahl interpretieren.

Die folgenden Begriffe sind analog zu denen fiir gewohnliche Turingmaschinen
definiert.

Definition. Sei n > 1. Eine n-stellige Funktion f : R® — R heiflt in unendli-
cher Zeit berechenbar, falls es eine Ordinalzahl-Turingmaschine 7o gibt, fiir die

Folgendes gilt:



Seien 1, ..., 2, € R beliebig, und fir ¢ € {1,...,n} sei x; = x; 12; 22 3... die Bi-
nérdarstellung von ;. Dann erreicht 7o mit dem Input 1 1...2p 121,2...25 221 3...
nach irgendeiner Ordinalzahl von Schritten den Endzustand, und auf dem Aus-

gabeband steht die Bindrdarstellung von f(z1,za, ..., ).

Definition. Eine Teilmenge M der reellen Zahlen heift in unendlicher Zeit
entscheidbar, falls ihre charakteristische Funktion x s : R — {0, 1} in unendlicher

Zeit berechenbar ist.

Satz 4.1. Fulls eine Ordinalzahl-Turingmaschine mit einer Eingabe hdlt, dann

tritt der Endzustand bereits nach abzdhlbar vielen Schritten ein.

Beweis. Angenommen eine Berechnung einer Ordinalzahl-Turingmaschine lauft
seit {iberabzédhlbar vielen Schritten. Man betrachte die Konfiguration nach dem
Schritt wy. Wie in jedem Limesschritt befindet sich die Maschine im Zustand qr,
und der Lesekopf ganz links. Fiir jedes Feld, das nach Schritt w; den Wert 0 hat,
muss es einen fritheren (also abzéhlbaren) Zeitpunkt geben, ab dem dieses Feld
bis wy immer den Wert 0 hat. Wenn ein Feld hingegen nach Schritt w; den Wert 1
hat, gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder das Feld hat seit irgendeinem friitheren
Zeitpunkt unverandert den Wert 1, oder aber der Wert alterniert bis zum Schritt
w1 unbeschriankt oft. Da es nur abzdhlbar viele Felder gibt, kann man all jene
Felder, die bis zum Zeitpunkt w; konstant werden, nummerieren als Fj, fiir n € w.
Dann gibt es fiir jedes n € w ein S, € wy (abziahlbar), sodass F,, schon ab dem
Schritt §,, konstant ist. Sei jetzt ag = sup{fB, : n € w} = |J{Bn : n € w}. Das
ist eine Vereinigung von abzdhlbar vielen abzéhlbaren Mengen, also abzdhlbar.
Alle Felder, die bis w; konstant werden, sind es bereits bei ag.

Nach ag adndern sich also nur noch die Felder, die bis w; unbeschrankt oft
alternieren. Es gibt eine abzéhlbare Ordinalzahl oy (mit op < 1), sodass alle
diese Felder zwischen g und «; mindestens einmal ihren Wert &ndern. Rekursiv
kann man eine Folge oy < as < ... von abzdhlbaren Ordinalzahlen finden, sodass
fiir alle n € w jedes unbeschréankt oft alternierende Feld zwischen a,, und a;, 41
mindestens einmal den Wert dndert. Sei nun 6 = sup{a, : n € w}. Das ist eine
abzdhlbare Limesordinalzahl, also ist wie bei w; der Lesekopf ganz links und
der Zustand qr,. Alle Felder, die vor w; konstant werden, werden bereits vor §
konstant, und alle die bis w; unbeschrankt oft alternieren, tun das auch bis ¢ -
das heifit ein Feld enthélt genau dann eine 1 im Schritt §, wenn sie im Schritt w;
eine 1 enthédlt. Somit stimmen die Konfigurationen vollstdndig iiberein, und die
Berechnung wiederholt sich. Dariiber hinaus kann ein Feld, das zum Zeitpunkt §
den Wert 0 hat, zwischen 6 und w; nicht mehr den Wert 1 annehmen. Dadurch
ist sichergestellt, dass die Berechnung auch durch Limesbildung nie aus der
Schleife entkommt. O
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Bemerkung. Im letzten Teil des Beweises geniigt es nicht zu beobachten, dass
zweimal die gleiche Konfiguration auftritt. Im Gegensatz zu gewohnlichen Tu-
ringmaschinen lédsst sich daraus noch nicht folgern, dass die Berechnung fiir
immer in einer Schleife gefangen ist und somit nicht hélt. Zum Beispiel kann
man sich eine Berechnung vorstellen, bei der in den ersten w Schritten nur ein
Feld immer zwischen 0 und 1 alterniert und sich der Zustand nicht d&ndert. Aber
im Limesschritt w tritt ein neuer Zusand (der Limeszustand) ein, und dadurch
ist es moglich, dass die Berechnung die Schleife verldsst, und sogar irgendwann
halt.

Fiir eine nie entkommbare Schleife ist es also notwendig, dass die gleiche Konfi-
guation bei zwei Limesordinalzahlen o < § auftritt. Auflerdem muss auch der
Limes der sich wiederholenden Konfigurationen wieder dieselbe Konfiguration
sein. Das ist sicher der Fall, wenn alle Felder, die im Schritt « eine 0 enthalten,

bis zum Schritt  nicht mehr den Wert &ndern.

Eine erste Beobachtung iiber die Leistungsfidhigkeit von Ordinalzahl-Turing-
maschinen: Das Halteproblem fiir gew6hnliche Turingmaschinen ist mit Ordinalzahl-

Turingmaschinen l6sbar.

Satz 4.2. Die Menge der Paare (T,w) aus einer Turingmaschine und einem
Input, die nach endlich vielen Schritten halten, ist in unendlicher Zeit entscheid-

bar.

Beweis. Sei Ho eine Ordinalzahl-Turingmaschine, die folgendermaflen definiert
ist: In den ersten w Schritten simuliert sie die Rechenschritte von (7, w). Der
Endzustand von 7T wird dabei in der Zustandsmenge von Ho durch Gg re-
prasentiert. Falls der Zustand ¢g eintritt, soll 1 auf das Outputband von Ho
geschrieben und Ho angehalten (Zustand ¢g) werden. Sonst, falls §g in keinem
Schritt n € w eintritt (also 7 nicht hilt), erreicht Ho ohne Halten den Schritt
w. Man kann also definieren, dass im Schritt w + 1 immer 0 auf das Outputband
geschrieben und der Zustand ¢r angenommen wird. Mit diesen Eigenschaften ist
‘Ho eine Ordinalzahl-Turingmaschine, die die gesuchte charakteristische Funktion

in unendlicher Zeit berechnet. O

Bemerkung. Da w ein Limesschritt ist, ist das Verhalten von Ordinalzahl-
Turingmaschinen dort bereits definiert. Daher kann man Ho erst im Schritt
w + 1 halten.

Definition. Eine arithmetische Formel ist eine priddikatenlogische Formel in
der Sprache der Peano Arithmetik.

In der Sprache der Peano Arithmetik gibt es zwei beschrankte Quantoren

Jx <t und Vz < t, die folgendermaflen definiert sind:
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Jr <ty Jx(r <tAp)und
Va <ty :& Ve(z <t— @), wobei ¢ eine Formel ist und ¢ ein Term, in dem x

nicht vorkommt.

Definition (Arithmetische Hierarchie). Sei ¢ eine arithmetische Formel.

Falls ¢ logisch dquivalent ist zu einer Formel, in der alle vorkommenden Quanto-
ren beschrénkt sind, dann ist ¢ in £ und II9.

Falls es eine natiirliche Zahl k, Variablen my, ..., m; und eine Formel ¢ € 119
gibt, sodass ¢ logisch dquivalent ist zu JmqIms...dmgp, dann ist ¢ in E?H_l.
Falls es eine natiirliche Zahl k, Variablen my, ..., m;, und eine Formel ¢ € X9

gibt, sodass ¢ logisch dquivalent ist zu ¥miVms...Vmyp, dann ist ¢ in 119 L1

Bemerkung. Falls ¢ € X0 oder ¢ € 1Y fiir eine natiirliche Zahl n, dann gilt auch
e e XY und p € 1Y, fiir alle m > n.

Jede arithmetische Formel ist in der Klasse X0 fiir mindestens eine natiirliche
Zahl n.

Definition. Eine Teilmenge X der natiirlichen Zahlen wird durch die Formel
o(z) definiert, falls fir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n € X genau dann wenn
N E o(n), wobei N das Standardmodell der natiirlichen Zahlen ist.

Definition. Eine Menge X von natiirlichen Zahlen heifit X2 (bzw. I19), falls
sie durch eine ¥2-Formel (bzw. II9-Formel) definiert werden kann. X heifit
arithmetische Menge, falls sie durch eine arithmetische Formel definiert werden

kann.

Satz 4.3. Die Menge der arithmetischen Formeln, die wahr sind, ist in unend-

licher Zeit entscheidbar.

Beweis. Das ist durch eine Induktion iiber den Formelaufbau einfach zu sehen.
Es ist bekannt, dass mit einer gewthnlichen Turingmaschine fiir zwei natiirliche
Zahlen n und m die Addition, Multiplikation und Exponentiation durchgefiihrt,
sowie die Relation n < m tiberpriift werden kénnen. Ist weiters der Wahrheitswert
der Formeln ¢ und v bekannt, kann sicher auch der von — ¢ und ¢ A ¢ ermittelt
werden. Schlielich, fiir eine Formel der Form 3n ¢(n, ) kann eine Ordinalzahl-
Turingmaschine die w vielen moglichen Werte fiir n durchprobieren und jeweils

den Wahrheitswert von ¢(n, Z) iiberpriifen. O
Korollar 4.4. Jede arithmetische Menge ist in unendlicher Zeit entscheidbar.

Lemma 4.5. Man kann die zweistelligen Relationen auf w als reelle Zahlen

kodieren.

Beweis. Sei R C w X w eine Relation. Sei 7 : w X w — w eine bijektive Abbildung

(z.B. die Cantorsche Paarungsfunktion). Dann kann man R den unendlichen
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Binérstring * = x1x2%3... zuordnen, wobei Tr(,,,) = 1 genau dann, wenn
nRm. Auf diese Art wird jeder zweistelligen Relation genau eine reelle Zahl

zugeordnet. O

Definition. Mit WO C R wird die Menge der reellen Zahlen bezeichnet, die

eine Wohlordnung auf w kodieren.
Satz 4.6. WO ist in unendlicher Zeit entscheidbar.

Beweis. Gesucht ist eine Ordinalzahl-Turingmaschine, die fiir eine beliebige
reelle Zahl z als Binarstring auf dem Inputband entscheidet, ob die dadurch
kodierte Relation R, eine Wohlordnung ist. Zunéchst wird tberpriift, ob es sich
um eine lineare Ordnung handelt.

Antireflexivitat: Dazu wird einfach das Inputband einmal durchlaufen, und falls
eine 1 an einer Stelle auftritt, die nR,n fiir ein n € w reprasentiert, wird die Be-
rechnung mit dem Output 0 angehalten. Falls andererseits der erste Limesschritt
ohne Halten erreicht wird, ist klar, dass die Relation antireflexiv ist.
Vergleichbarkeit: Das Inputband wird noch einmal durchlaufen. Immer wenn eine
0 auftritt, d.h. ~nR,m fiir gewisse n, m € w, wird zundchst tberprift, ob n =m
gilt. Falls nicht, wird der Lesekopf zu der Stelle bewegt, die (m, n) repréisentiert.
Falls dort auch eine 0 steht, handelt es sich nicht um eine lineare Ordnung und
die Berechnung hélt. Sonst wird der Lesekopf zuriick zu (n,m) bewegt und der
Input weiter durchlaufen. Der Test ist wieder abgeschlossen, wenn der Limes
erreicht wird.

Transitivitdt: Um auch diesen Test in nur w vielen Schritten durchzufiihren,
werden alle Paare von Feldern des Inputbandes durchlaufen. Relevant sind dabei
nur Paare, die Relationen nR,m und mR_ k reprasentieren, und wo beide Felder

1 enthalten. In solchen Fillen muss iiberpriift werden, ob auch nR,k gilt.

Falls = diese drei Tests bestanden hat, muss noch iiberpriift werden, ob die
Ordnung fundiert ist. Zunéchst wird in w vielen Schritten versucht, ein R,-
minimales Element zu finden. Dazu wird der Input durchlaufen, und die aktuelle
Vermutung n auf dem Arbeitsband festgehalten. Jedes Mal wenn eine Zahl
gefunden wird, die ein Vorgédnger von n beziiglich R, ist, wird die Vermutung
durch diese Zahl ersetzt. Aulerdem wird ein spezielles Markierungs-Feld auf dem
Arbeitsband jedes Mal alterniert (,ein-/ausgeschaltet), wenn die Vermutung
gedndert wird. Falls im Limesschritt dieses Feld eine 1 enthélt, also die Vermutung
unbeschrankt oft gedndert wurde, gibt es kein minimales Element, also ist R,
keine Wohlordnung. Falls das Feld eine 0 enthélt, befindet sich eine Zahl n
auf dem Arbeitsband, die das korrekte minimale Element darstellt. Damit ist

sichergestellt, dass alle Teilmengen von w, die n enthalten, ein R;-minimales
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Element haben. Daher wird in den néchsten w Schritten jedes Feld der Eingabe
geloscht (Null gesetzt), das eine Relation mit n beschreibt, da dort nichts mehr
zu Uberpriifen ist. (Streng genommen kann das Eingabeband nicht {iberschrieben
werden, aber zur Ubersicht wird hier darauf verzichtet, ein weiteres Arbeitsband
zu simulieren, auf dem sich eine Kopie der Eingabe befindet, da das schon in
Abschnitt 3 besprochen wurde.)

Anschlieflend wird von dieser neuen Ordnung wieder das minimale Element
gesucht und der Vorgang wird iteriert. Vorsicht: Es ist nicht klar, wie oft der
Vorgang iteriert werden muss, bis alle natiirlichen Zahlen gel6scht sind. (Bei
der tblichen Ordnung durch € ist es w mal.) Moglicherweise wird sogar ein
Schritt erreicht, der ein Limes von Limesordinalzahlen ist. In so einem Schritt
befindet sich keine neue Vermutung auf dem Arbeitsband, sondern ein unsinniger
Limes aus den bisher entfernten minimalen Elementen, der geléscht werden sollte.
Um zu erkennen, wann das der Fall ist, wird ein zweites Markierungs-Feld auf
dem Arbeitsband bestimmt, das nach jedem Limesschritt ein- und gleich wieder
ausgeschaltet wird. Wenn dieses Feld in einem Limesschritt 1 ist, weiy man,
dass es sich um einen Limes von Limiten handeln muss. In diesem Fall wird in
w Schritten das gesamte Arbeitsband mit 0 iiberschrieben, bevor die Iteration
normal weitergeht.

Falls irgendwann kein neues minimales Element mehr gefunden werden kann,
da die Vermutungen in diesem Schritt nicht konvergieren, handelt es sich nicht
um eine Wohlordung. Sonst lduft die Berechnung so lange, bis alle Felder der
Eingabe geloscht sind. Wenn das der Fall ist, also wenn das Eingabeband leer
ist, wurde systematisch iiberpriift, dass jede Teilmenge von w ein R,-minimales
Element hat. Dann ist R, eine Wohlordnung, und die Berechnung kann mit
Output 1 gehalten werden. O

4.2 Deskriptive Mengenlehre

Im Zusammenhang mit Ordinalzahl-Turingmaschinen ist es interessant, Mengen
zu betrachten, die iiber die arithmetische Hierarchie hinausgehen. Dazu sind
einige Grundlagen der deskriptiven Mengenlehre notwendig, die man z.B. in [6],
[5, Kapitel 12 und 13] oder [8, Kapitel 7] findet. Der Grofiteil der Notation sowie
der Beweis von Satz 4.8 sind aus [8] ibernommen.

In den folgenden Definitionen wird mit <“w die Menge aller endlichen Folgen
von natiirlichen Zahlen bezeichnet, und mit “w die aller unendlichen. Es ist zu
bemerken, dass man die Elemente von “w mit reellen Zahlen bzw. mit unendlichen

Binérstrings identifizieren kann.

Definition. Man sagt, eine Folge s = (zg, 1, ...,2p_1) € ““w hat die Linge

lh(s) := dom(s) = n, und fur 0 < m < n ist s [ m = (xg, 21, ..., Tm—1) die
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Einschrinkung von s auf Liange m. Die Einschrinkung auf Lénge 0 ergibt die

leere Folge.

Definition. Eine Menge T' C <“w X <“w heifit (2-dimensionaler) Baum, falls:
(i) Fir alle (s,t) € T gilt lh(s) = lh(t), und

(ii) T ist abgeschlossen unter Anfangsstiicken, dh. falls (s,¢) € T und n < lh(s),
dann gilt (s [ n,t [ n) e T.

Definition. Sei T' ein Baum.

(i) Mit [T] wird die Menge aller (z,y) € “w X “w bezeichnet, sodass (z [ n,y |
n) € T fiir alle n € w.

(ii) Die Projektion p[T)] ist die Menge aller z € “w, fiir die es ein y € “w gibt,
sodass fur alle n € w gilt (z [ n,y [ n) € Yw.

(iii) Fiir x € “w sei T}, die Menge aller t € <“w, sodass (z | [h(t),t) € T.

Bemerkung. Offensichtlich ist « € p[T] dquivalent zu Jy (z,y) € [T]. Das ist
weiter dquivalent dazu, dass T, beliebig lange Folgen enthélt, und dazu, dass
(T, D) nicht fundiert ist.

Definition. Eine Menge A C “w heifit analytisch oder Ei—Menge, falls es einen
Baum T C <*¥w x <“w gibt mit A = p[T].
Eine Menge A C “w heifit koanalytisch oder II1-Menge, falls ihr Komplement

“w — A analytisch ist.
Satz 4.7. WO ist eine II;-Menge.

Beweis. Sei LO die Menge aller linearen Ordnungen auf w und WF die aller
fundierten Ordnungen. Dann ist WO = LO N WF.
Zunéichst ist WF eine TI;-Menge. Sei dazu der Baum T so definiert:

T ={(s,t) € ““w x ““w: [Ih(s) = h(t)] A
[VZ (Z < lh(s) —1A 7T(ti+1,ti) < lh(S) = Su(tig1,ts) = 1)]}

Hier bezeichnet m wieder die Cantorsche Paarungsfunktion. Die Gleichung
Sr(tisr,t;) = 1 ist folgendermaflen zu interpretieren: Falls z € “w eine reelle Zahl
ist, von der s ein Anfangsstiick ist, dann erfiillt die von x kodierte Relation
tiy1Rot;.

Es ist einfach zu sehen, dass p[T] = WF ist. Falls z ¢ WF, gibt es eine Folge
von natiirlichen Zahlen (¢; : i € w) mit ;11 R, t; fiir alle i € w. Klarerweise ist
dann (T}, D) nicht fundiert. Die Umkehrung folgt ebenso.

Da LO durch eine I19-Formel definiert wird, kann man 7' schliefilich leicht zu

einem Baum 7" einschrénken, der die Projektion p[T”] = WO hat. O
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Satz 4.8. Sei A C “w eine beliebige H%—Menge. Dann gibt es eine stetige
Funktion f :“w — “w, sodass fir alle x € “w gilt: x € A gdw f(z) € WO. Man
sagt, WO st H}-Uollstdndz'g.

Beweis. Sei A C “w eine Hi—Menge und 7T der zugehorige Baum mit p[T] = Yw—
A. Dann gilt x € A genau dann, wenn (T}, D) fundiert ist. Sei e : w — <“w eine
bijektive Abbildung, sodass fiir alle s € <“w und i € w gilt e~ (s [ i) < e~ 1(s).
Damit kann man eine von T, induzierte Ordnung R* auf w angeben. (Vorsicht:

R? ist nicht zu verwechseln mit der von z kodierten Ordnung R,.)

[(e(n) € T, A e(m) € T Ae(n) > e(m)) v
(e(n) € Ty Ne(m) € Ty ANe(n)Le(m) Ae(n) <jez e(m)) V
(e(n) ¢ To Ne(m) € Ty) V
(e(n)

Hier ist st eine Notation fiir s [ (Ih(s) NIh(t)) # t [ (Ih(s) NIA(¢)), und
<lez die lexikographische Ordnung.
Beziiglich R* sind also Folgen auflerhalb von T, kleiner als solche in T}, und
auferhalb von T}, gilt die iibliche Ordnung <. Auf T, entspricht R* der Kleene-
Brouwer-Ordnung, die man als Variante der lexikographischen Ordnung betrach-
ten kann, wobei ein nicht definiertes Folgenglied grofier ist als jeder mogliche
Wert der Folge. Man kann einfach iiberpriifen, dass R* immer eine lineare Ord-
nung ist.
Seinun f:“w — “w so, dass R,y = R”, das heifit jedem z € “w wird genau die
reelle Zahl zugeordnet, die R* kodiert. Dann ist f stetig, denn fallsz [n =y [ n
dann stimmen 7}, und T}, fiir Elemente mit Lénge bis zu n iiberein, und somit
gilt R* [ n = RY | n, das heifit f(z) [n= f(y) | n.
Es bleibt zu zeigen, dass © € A genau dann, wenn f(z) € WO. Sei also = ¢ A,
dann ist (7, D) nicht fundiert, also gibt es eine Folge (s; : ¢ € w) mit s;41 D s;
und s; € Ty fir alle ¢ € w. Dann muss es aber auch eine Folge (n; : i € w)
geben mit n; 1 Ry(yn; fiir alle i € w, also entspricht f(x) einer nicht fundierten
Relation.
Sei umgekehrt f(z) ¢ WO. Dann gibt es eine Folge (n; : 4 € w) von natiirlichen
Zahlen, sodass n;11R*n; fir alle i € w. Es gilt e(n;) € T,, fur alle ¢ € w, denn
angenommen es gibe ein e(ny) ¢ T, dann wéren auch alle e(n;) mit ¢ > k nicht
in T, und die n; mit ¢ > k wiirden eine unendliche absteigende Kette beziiglich
< bilden - ein Widerspruch, da (w, <) eine Wohlordnung ist.
Man kann sehen, dass die endlichen Folgen e(n;) beliebig lang werden miissen,

16



dariiber hinaus gilt sogar die folgende Aussage:
Vk Ji(k) Vi > i(k) (Ih(e(ni)) > k ANe(ng) [ k= e(nimwy) [ k)

Wé&hlt man die i(k) aulerdem so, dass i(k + 1) > i(k) fir alle k € w, dann
ist (e(nik)) [ k: k € w) eine Folge, die absteigend beziiglich O ist. Das bedeutet
aber, dass (T, D) nicht fundiert ist, und daher x ¢ A. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt auch, dass WF II;-vollstindig ist.

4.3 Weitere Beobachtungen zur Entscheidbarkeit

Nachdem bereits gezeigt wurde, dass WO in unendlicher Zeit entscheidbar ist,

kann man aus Abschnitt 4.2 sofort das folgende Resultat ableiten:

Korollar 4.9. Jede H%-Menge und jede E}-Menge ist in unendlicher Zeit

entschetdbar.

Beweis. Sei A eine beliebige IT}-Menge, und f die Funktion aus dem vorigen
Beweis, sodass € A genau dann, wenn f(z) € WO. f ist in unendlicher Zeit
aus A berechenbar: Wenn der zu A gehérige Baum T bekannt ist (z.B. auf einem
zuséitzlichen Band der Maschine kodiert), kann fiir jedes € A auch die Relation
R” bestimmt werden. Schliefflich findet man die reelle Zahl, die R* kodiert, und
erhélt f(x).

Man betrachte also eine Ordinalzahl-Turingmaschine, die fiir jeden Input z
zunéchst f(z) berechnet, und anschlieBend nach dem im Beweis von Satz 4.6
beschriebenen Verfahren entscheidet, ob f(z) € WO gilt.

Da jede E}—Menge das Komplement einer H%—Menge ist, kann man klarerweise

die gleiche Methode anwenden. O

Satz 4.10. FEine Menge ist genau dann arithmetisch, wenn sie von einer
Ordinalzahl-Turingmaschine mit einer beschrankten endlichen Anzahl an Li-

messchritten entscheidbar ist.

Beweis. ITm Beweis von Satz 4.3 kann man nachvollziehen, dass jede 32 Men-
ge durch eine Berechnung mit hochstens n Limiten entscheidbar ist. Da jede
arithmetische Formel in 39 fiir mindestens ein n € w ist, sind damit alle arith-
metischen Mengen abgedeckt.

Sei umgekehrt eine Menge A vorgegeben, die von einem Programm p einer
Ordinalzahl-Turingmaschine entschieden wird. Sei ¢, o(2) der Inhalt des Ausga-
bebandes nach genau « Schritten der Berechnung p mit Input x, und ¢, o (x)(?)
der Inhalt des i-ten Feldes. Weiters sei s(i) das i-te Zeichen eines endlichen

Binarstrings s.
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Behauptung: Die Relation ,,s ist ein Anfangsstiick von ¢, o.n(2)“ (Notation:
5 C @pwn(x)) ist arithmetisch fir alle n € w.

Die Behauptung kann mit Induktion gezeigt werden. Fiir n = 0 stimmt sie offen-
sichtlich, da das Outputband zu Beginn der Berechnung nur Nullen enthélt. Fir
den Induktionsschritt, sei p’ ein abgewandeltes Programm, das gleich zu Beginn
der Berechnung das gleiche tut, wie p im Limeszustand. (Man konnte p’ zum
Beispiel so definieren, dass die Maschine im nullten Schritt in den Limeszustand
wechselt, und ab dann dieselben Anweisungen wie p befolgt.) Nun kann ein
Feld im Schritt w - (n + 1) dann und nur dann 0 sein, wenn die Konfiguration
zum Zeitpunkt w - n dazu fiihrt, dass das Feld ab einem bestimmten Zeitpunkt
konstant 0 ist. Also ist fiir einen endlichen String s der Lange [(s) die Relation

5 C Ypw-(n+1)(z) dquivalent dazu, dass fiir alle 7 < [(s) gilt:
5(1) =0 ANVYm > NVt [t C @pwan(@) AlU(E) >m — @ m(t)(t) = 0]

Der Ausdruck V¢ [...] ist dquivalent zu ¢p u.ntm(2)(7) = 0, da nur ¢ betrachtet
werden, die auf den ersten m Zeichen mit x iibereinstimmen, und eine Ordinalzahl-
Turingmaschine innerhalb von m Schritten nach einem Limes h6chstens die ersten
m Zeichen einlesen kann. Daher ist die Formel nach Induktionsvoraussetzung
arithmetisch, und die Behauptung ist bewiesen.

Damit ist alles gezeigt, denn falls A mit héchstens n vielen Limiten entscheidbar
ist, dann gilt £ € A genau dann, wenn im Schritt w - n der Berechnung p auf
dem Outputband 1 steht, das heifit 1 C ¢p o.n(x). Also ist A arithmetisch. [
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