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1 Einleitung

Die Kontinuumshypothese wurde 1878 vom deutschen Mathematiker und Begriinder der
Mengenlehre Georg Cantor aufgestellt und besagt, dass jede Teilmenge der reellen Zahlen
entweder gleichméchtig zu den reellen Zahlen oder hochstens abzéhlbar ist:

VM CR:|[M|=RV|M|<|N|

Sie ist das erste der 23 Hilbertschen Probleme, die der deutsche Mathematiker David Hilbert
im Jahr 1900 dem Internationalen Mathematikerkongress vorgestellt hatte. Im Jahr 1938
bewies der sterreichische Mathematiker Kurt Goédel, dass die Kontinuumshypothese relativ
konsistent zu den iiblichen mengentheoretischen Axiomen ist, also dass ihre Hinzunahme
nicht zusétzliche Widerspriiche hervorruft.

Forcing (dt. Erzwingung) ist eine Methode zur Konstruktion mengentheoretischer Mo-
delle, die gewisse Formeln erfiillen. Sie wurde 1963 vom US-amerikanischen Mathematiker
Paul Cohen entwickelt. Er zeigte damit unter anderem, dass auch die Negation der Konti-
nuumshypothese relativ konsistent zu den iiblichen mengentheoretischen Axiomen ist und
erhielt dafiir die Fields Medaille. Forcing hat sich als wichtiges Beweisverfahren in der
Mengenlehre etabliert und wurde seitdem auch vereinfacht und weiterentwickelt.

In dieser Arbeit wird | | Kapitel 6, | ] Kapitel 7 und | | Kapitel 6 ausgear-
beitet. Der Eigenanteil beschriinkt sich hierbei auf die Ausarbeitung von Ubungsaufgaben
und die genauere Ausfithrung von Beweisen. Diese Arbeit richtet sich an ein allgemeines ma-
thematisches Publikum. Fiir einige modelltheoretische Fakten wird jedoch auf die fritheren
Kapitel in diesen Biichern zuriickgegriffen. Unabhéingig davon wird bis auf die Grundvorle-
sungen kein notwendiges mathematisches Vorwissen vorausgesetzt. Dafiir werden in Kapitel
2 und 3 die notwendigen Grundlagen geschaffen, um in Kapitel 4 einen Beweis der relativen
Konsistenz der Negation der Kontinuumshypothese zu bringen.

Fiir die Notation verweisen wir auf [ | und | ].



2 Bekanntes aus der Mengenlehre

In diesem Abschnitt soll an einige grundlegende Definitionen und Resultate aus der Men-
genlehre und elementaren Modelltheorie erinnert werden. Fiir Definitionen von Ordinalzah-
len, Kardinalzahlen, grundlegende Sitze wie den transfiniten Rekursionssatz und Ahnliches
verweisen wir auf die Literatur, insbesondere auf [ ].

2.1 Vund L

Definition 2.1.1. Vermdge des Rekursionssatzes (auf der Klasse der Ordinalzahlen Ord)
definieren wir die Stufen der kumulativen Hierarchie:

[ ) (e 0
® Va4l = P(Va)
o V= U5<>\ Vs.

Die Klasse aller Mengen V' ist dann die Vereinigung iiber all diese Mengen: J,cop Va-

Definition 2.1.2 (Definierbarkeit). Eine Menge A heifit definierbar in (M, €) genau dann,
wenn A € Def(M), wobei

Def(M) i= {{m € M | (M, €) = o(m,2)} | 7 € M",n € N, 0(y, 2),

@ ist pradikatenlogische Formel erster Stufe }

Def(M) ist die Menge aller durch eine Formel mit Parametern aus M beschriebenen Men-
gen.

Wir wollen nun die von der leeren Menge aus definierbaren Mengen klassifizieren. Als
Universum wéhlen wir dann genau die Menge der schon definierten Mengen. Diese Hinter-
einanderausfithrung von Def kénnen wir formalisieren, in dem wir fiir jede Ordinalzahl «
die in « Schritten definierbaren Mengen L, beschreiben.

Definition 2.1.3. Die Stufen der konstruierbaren Hierarchie definieren wir ebenfalls durch
den Rekursionssatz:

® LO =0
o Loj1 = Def(La)

o Ly =UscrLs
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Abbildung 2.1: V und L

Die Mengen L, nennen wir die Stufen des konstruierbaren Universums L, der Klasse
aller definierbaren Mengen. Mengen in L nennen wir konstruierbar.

V hat nicht mehr oder weniger Ordinalzahlen als L, womit diese Modelle gleich hoch
sind. V ist aber, zumindest potenziell, breiter als L, da es Mengen geben kénnte, die nicht
konstruierbar sind. Fiir alle Modelle M mit Ord C M und M | ZFC gilt schon L C M.
Daher ist L in diesem Sinne das schmalste Modell von ZFC (vgl. Definition 2.2.1), welches
Ord beinhaltet.

2.2 Axiomensysteme

Definition 2.2.1 (ZFC-Axiome). Die Axiome der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre sind:

(i) Nullmengenaxiom: 3zVy(y & x)
(ii

Vereinigungsmengenaxiom: VM3x : (m € x < IM € M :m € M)

Paarmengenaxiom: VzVy3z(z € 2 Ay € 2)

)
)
(iv) Potenzmengenaxiom: V € yVz(z Cx = z € y)
(v) Unendlichkeitsaxiom: Jz() € z AVy € z(y U {y} € z))
(vi) Extensionalitdtsaxiom: VaVy(Vz(z € z <= z€y) =z =y)
(vii) Aussonderungsschema: fiir jede Formel ¢ in der y nicht frei vorkommt:

VpVwiyVe(z € y <= = € w A (x,p))

(viii) Ersetzungsschema: fiir jede Formel (v, w,w1,...,w,, M), in der N nicht frei vor-
kommt:

YVwy, ooy wy : YM 2 (Ve € M3y : p(z, y, wi,y .oy Wy, M )] =
AN :Vylye N & Jx e M : p(x,y,wi, ..., wp, M)])
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(ix) Fundierungsaxiom: Va(z # 0) = Jy(y e x Ay Nz = 0)

(x) Auswahlaxiom: fiir jede Menge M deren Elemente nichtleere Mengen sind:
df VM eM: f(M)eM

Bei (vii) und (viii) handelt es sich um rekursiv definierte Aziomenschema.

Die Klasse der Kardinalzahlen ist in ZFC in der Klasse der Ordinalzahlen enthalten. Wir
identifizieren hierbei jede Kardinalzahl mit der kleinsten, zu ihr gleichméchtigen Ordinal-
zahl.

Definition 2.2.2. Durch transfinite Rekursion kénnen wir die Funktion Y definieren, die
einer Ordinalzahl o die a-te unendliche Kardinalzahl zuordnet:

° N() = w
o Nyt =mingeyn, K
o Ny =sup,., Na.

Diese Funktion ist wohldefiniert, da das Supremum von Kardinalzahlen wieder eine Kar-
dinalzahl ist.

Die Kontinuumshypothese geht auf den deutschen Mathematiker Georg Cantor zuriick
und betrifft die Méchtigkeit des Kontinuums ¢, also der Méachtigkeit der reellen Zahlen.
Wir werden uns in dieser Arbeit mit einer allgemeineren Version beschéftigen:

Definition 2.2.3 (GCH). Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese besagt, dass fiir be-
liebige Kardinalzahlen x > Ny
2f =kt

gilt. Die Annahme, dass die verallgemeinerte Kontinuumshypothese gilt, nennen wir GCH.

ZFC ohne das Auswahlaxiom nennen wir ZF. ZF(C) ohne das Potenzmengenaxiom nen-
nen wir ZF(C)-Pot. In dieser Arbeit werden wir fast ausschlieBlich mit ZFC beziehungsweise
ZFC+GCH arbeiten.

Definition 2.2.4. Die Annahme, dass alle Mengen konstruierbar sind, nennen wir
“V=1".
Satz 2.2.1 (Godel). Es gilt
Con(ZF) = Con(ZFC+“V=L"4+GCH).

Satz 2.2.2. Sei M ein transitives Mengenmodell mit M = ZFC + (V = L). Dann ist
M = L, fir ein o = Ord N M

Definition 2.2.5 (Kofinal). Sei (M, <) mit X C M. Dann heit X kofinal (in M bzgl.
<), wenn fiir alle m € M ein 2 € X existiert, mit m < x.
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Definition 2.2.6 (Kofinalitit). Die Kofinalitit cf(M) einer Menge M ist die Méchtigkeit
ihrer kleinsten kofinalen Teilmenge:
cf(M) = min | X|
X CM,Xkofinal

Beziiglich der € —Relation liefert diese Definition fiir Ordinalzalen a:

cf(o) =min{|I|: Vi € I : ; € o und o = sup~y;}
el

Diese Menge ist nicht leer, da zumindest |a| vermége o = sup;¢,, @ enthalten ist.

Definition 2.2.7 (Regulédr). Eine Kardinalzahl x heifit

e reguldr wenn cf(k) = k gilt, also die kleinste kofinale Teilmenge von k zu k gleichméchtig
ist.

e singuldr wenn k nicht regulér ist.

Satz 2.2.3. Sei k > w eine regulidre Kardinalzahl. Dann gilt L, = “V =L”.

2.3 Elementare Kardinalzahlarithmetik

Definition 2.3.1. Fiir zwei Mengen M, N bedeutet

e |[M| > |N|: Es gibt eine Surjektion von M nach N oder N = (), wir sagen M ist
machtiger als N.

e |M| > |N|: Es gibt keine Injektion von M nach N, wir sagen M ist echt michtiger
als N.

e |M| = |N|: Es gibt eine Bijektion von M nach N, wir sagen M ist gleichmdichtig zu
N.

e |M| < |N|: Es gibt eine Injektion von M nach N, wir sagen M ist schmdchtiger als
N.

o |[M| < |N|:Esist |M| < |N|aber nicht |M| = |N|, wir sagen M ist echt schmdichtiger
als N.

e |M| > |N|: Esist |[M| > |N| aber nicht |M| = |N|, wir sagen M ist echt michtiger
als N.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass () eine Bijektion von () nach () ist.
Fakta 2.3.1 (Addition und Multiplikation). Fiir Kardinalzahlen s, A > 0 mit A > ¥, gilt:
K+ A=k -\=max{r, \}

Ist zusétzlich (k;);ex eine Familie von Kardinalzahlen, dann gilt

Zlii:)\-suplii

ieA €A
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Fakta 2.3.2 (Potenzierung I). Seien A und x; > 0 mit ¢ € I Kardinalzahlen, dann ist

[% = (H/@)A.

iel iel
Fakta 2.3.3 (Potenzierung II). Sind x und A unendliche Kardinalzahlen mit 2 < x < X so
ist K* = 2*. Ist sogar k < A, so gilt:

e Ju<k:pr>r=r=p

K, falls A < cf(k)

kCf(K)

e Vu<k:p <K= kK=
, sonst.

Lemma 2.3.1 (Hausdorff Formel). Seien , A unendliche Kardinalzahlen. Dann gilt

Beweis. Wir unterscheiden zwei Féalle:

kT < A Dann ist (k1)) = 20 kY = 22 und kT < A < 2% womit (kT)* = KM KT &
24 = 22,

x+t > X\ Da beide Faktoren sicher durch (x%)* nach oben beschrinkt sind, bleibt
zu zeigen, dass (kT)» < k* - k1. Da kT als Nachfolger Kardinalzahl reguliir ist, also
cf(kT) = Kkt > X, ist jedes f : X = kT durch ein ay € kT beschriinkt. Wir erhalten:

(k) = U o
aext
Da jedes dieser o < kT also o < & ist, erhalten wir

(W) < ZO‘AS ZHA:HA'H—&-

a<wkt a<kt



3 Einfiihrung in Forcing

Es ist bei Konsistenzbeweisen oft zielfithrend, spezielle mengentheoretische Modelle zu be-
trachten. Forcing bietet hierbei eine allgemeine Methode, solche Modelle zu konstruieren.
Dazu gibt es mehrere Herangehensweisen (vgl. [ ]), wir werden uns aber auf eine
einzige beschrinken. Diese Modelle werden Erweiterungen von bestehenden Modellen M
von ZFC sein. Dass diese Grundmodelle existieren, konnen wir aufgrund der Gddelschen
Unvollstindigkeitssitze nicht mit den ZFC Axiomen beweisen. Wir werden also stets die
Konsistenz Con(ZFC) bzw. die Existenz eines Modells M mit M | ZFC voraussetzen.

Um etwaige Komplikationen zu vermeiden, werden wir mit abzéhlbaren transitiven Men-
genmodellen von ZFC arbeiten. Die Abzédhlbarkeit ist notwendig, um im allgemeinen die
Existenz von jeden Objekten zu garantieren, um die wir unser Modell erweitern wollen:
generische Filter (vgl. Lemma 3.1.1).

Abbildung 3.1: Modell fiir -CH

In Abbildung 3.1 soll der Pfeil eine Injektion von wy in 2“0 darstellen, welche in der
Erweiterung M[G] konstruiert wurde. Wenn diese Erweiterung nicht selbst ZFC erfiillt,
hat die Verletzung von CH in ihr keine Konsequenzen. Wir werden daher zeigen miissen,
dass M[G] tatséchlich ein Modell von ZFC ist. Um festzustellen, welche Eigenschaften noch
erhalten bleiben, beziehungsweise unter welchen Umsténden, werden wir einige kombina-
torischen Eigenschaften untersuchen. Die Erweiterung wird zum Beispiel - wie in dieser
Abbildung angedeutet - gleich “hoch”wie das urspriingliche Modell sein, also nicht neue
Ordinalzahlen hinzufiigen.
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3.1 Grundlagen

Definition 3.1.1. Das Tupel (P, <) ist eine Halbordnung, wenn die Relation < reflexiv,
antisymmetrisch, transitiv und nicht-leer ist. Wir nennen P die Bedingungsmenge und ih-
re Elemente entsprechend Bedingungen. Wir nennen eine Bedingung p € P stdarker (echt
stirker) als eine Bedingung ¢ € P genau dann, wenn p < ¢q (p < q).

Im Folgenden beschreibt P immer eine Halbordnung. Um die verschiedenen topologi-
schen, beziehungsweise graphentheoretischen Eigenschaften von Halbordnungen und ihrer
Teilmengen besser darzustellen, werden wir diese reprisentative Skizze verwenden:

1p

L a ~ L u

Abbildung 3.2: Halbordnung mit maximalem Element 1p

Definition 3.1.2. Eine nicht-leere Menge G C P ist ein (Ordnungs-) Filter genau dann,
wenn G

1. nach unten gerichtet ist: Vp,q e G Ire G:r <pAr<gq

2. nach oben abgeschlossen ist: Vp e GVgeP:p<qg=q€QGq.

1]}» 1]P’

N
AN

Abbildung 3.3: Nach unten gerichtet, nach oben abgeschlossen

In Abbildung 3.3 kénnen wir Teilmengen mit den quadratisch markierten Punkten iden-
tifizieren. In der linken Halbordnung ist diese Teilmenge nach oben abgeschlossen, aber
nicht nach unten gerichtet, in der rechten Halbordnung ist die Teilmenge zwar nach unten
gerichtet, aber nicht nach oben abgeschlossen.

Definition 3.1.3. Sei ¢ € P. Eine Menge D C P heif3t dicht unter ¢ genau dann, wenn

Vp<q3dgeD:g<p.
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Ferner heifit D dicht in P, wenn D dicht unter allen p € P ist.
Fakta 3.1.1. Als direktes Korollar dieser Definition erhalten wir:
1. Sei D dicht unter p und ¢ < p, dann ist D dicht unter q.

2. Sei D beliebig mit D' := {q | D ist dicht unter ¢} dicht unter p, dann ist D dicht
unter p.

Beweis. 1. Seir < g beliebig, da r per Transitivitédt auch kleiner p ist, existiert aufgrund
der Dichtheit unter p ein s < r mit s € D, womit D dicht unter ¢ ist.

2. Sei D beliebig mit D’ := {q | D ist dicht unter ¢} dicht unter p. Sei ¢ < p belie-
big, dann existiert aufgrund der Dichtheit von D’ ein r < ¢ mit r € D’ womit per
Konstruktion von D’ auch ein s < r existiert mit s € D. In Summe erhalten wir
s <r < q<p.Da q beliebig war ist D dicht unter p.

O

Definition 3.1.4. Sei p,q € P. Wir nennen p und ¢ kompatibel und schreiben p|lq genau
dann, wenn
dJreP:r<pAr<gq.

Falls kein solches r existiert, nennen wir p und q inkompatibel und schreiben p 1 q. Weiters
bezeichne pt die Menge aller zu p inkompatiblen Bedingungen.

Abbildung 3.4: Kompatibel und Inkompatibel

Hat eine Halbordnung ein maximales Element, so ist dieses mit jedem Element a kom-
patibel, da alle Elemente b < a auch kleiner dem maximalen Element sind. In Abbildung
34istr L g, r L sundpls,dap>qg<s.

Definition 3.1.5. Sei D eine Familie dichter Teilmengen einer Halbordnung P. Ein Filter
G C P heifit D-generisch, wenn er mit jedem D aus D nicht leeren Schnitt hat.

Lemma 3.1.1. Sei P eine Halbordnung und D := (D;);cs eine héchstens abzihlbare Familie
dichter Mengen. Dann existiert fiir alle p € P ein D—generischer Filter G mit p € G.
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Beweis. Sei p € P beliebig und D 0.B.d.A. abzdhlbar mit Indexmenge I = w, vermoge der
Abzihlung von D. Wir definieren nun induktiv eine Familie (p;)ic mit pgp = p. Da D,
dicht ist, existiert ein ¢ € D,, mit g < p,. Wir definieren p, 1 := ¢. Sei G nun die Menge
aller Bedingungen, die zumindest {iber einem p; liegen:

G={reP|Jicw:p <r}.

G ist offensichtlich D—generisch, da zumindest p, € D, NG fiir alle n € w, also trifft G alle
D,,. Um zu zeigen, dass GG ein Filter ist, sei ¢, € G beliebig. Da sie in G sind, existieren
m,n mit p, < q und p, < r. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei m < n. Da p,
kleiner als das Infimum aller Vorgénger ist, muss auch p, < p,,, insbesondere p, < g per
Transitivitdt. Mit Reflexivitét gilt p, € G, womit G nach unten gerichtet ist. Sei nun ein
q € G fix und r € P beliebig mit ¢ < r. Dann existiert per Konstruktion ein n mit p, <gq.
Mit Transitivitéit folgt p, < r also r € G, womit GG nach oben abgeschlossen ist.

O

Definition 3.1.6. Eine Halbordnung P heif3t atomfrei, wenn es unter jedem p € P min-
destens 2 inkompatible Bedingungen gibt:

VpePIr<pdg<p:rlg

1]}» 1IP’

Abbildung 3.5: Atomfrei, nicht Atomfrei

In Abbildung 3.5 ist die linke Halbordnung atomfrei und die Rechte nicht, da zu jedem
Punkt alle kleineren Bedingungen kompatibel sind. Die Halbordnung in Abbildung 3.2 ist
auch nicht atomfrei.

Definition 3.1.7 (Cohen Forcing). Sei C:= w<* = {f : n — w | f ist eine Funktion,n €
w}. Fiir p, g € C schreiben wir p < ¢ genau dann, wenn p eine Fortsetzung von ¢ oder gleich
q ist. Das Paar (C, <) nennen wir Cohen Forcing.

Fakta 3.1.2. Es gilt:
*psqep24g

e (C, <) ist eine Halbordnung.

10
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Abbildung 3.6: Cohen forcing

In der Abbildung 3.6 entsprechen die durch Linien nach unten verbunden Punkte Fortset-
zungen von Funktionen. Der héchste Punkt (mit der leeren Menge beschriftet), repriasentiert
die leere Funktion {}. Diese ist Teilmenge jeder anderen Funktion, also maximales Element
im Cohen Forcing. Der neben der blauen Linie verlaufende Abschnitt soll die Funktion
f:3—w, f={0,0),(1,0),(2,1)} reprisentieren. Jede Fortsetzung von f, also eine
beziiglich < kleinere Bedingung, liegt entlang der rot gepunkteten Linie unter dem mit
2 — 1 beschrifteten Punkt.

Beweis von Fakta 3.1.2. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der ersten, da die Men-
geninklusion eine Halbordnung ist.
Sei also p eine Fortsetzung von ¢, so ist per definitionem schon p O ¢. Ist andererseits
p 2 g, so ist, da die Definitionsmengen von p, g irgendwelche n,, m; € w sind und fiir diese
dann n, < mg gelten muss, auch p < q.
O

Wir wollen nun mithilfe von generischen Filtern einen alternativen Beweis fiir ein klassi-
sches Resultat aus der Mengenlehre bringen. Die Konstruktionen aus diesem Beweis werden
uns spéter bei der Herleitung eines Zeugen fiir ~CH wiederbegegnen.

Satz 3.1.1 (Cantor). Es gilt
%o > Ng

Beweis. Es ist |w®| = 2%. Wenn w”\ X fiir beliebiges abzihlbares X nicht leer ist, sind
wir fertig. Natiirlich konnen wir uns hier bei den Mengen X auf Teilmengen von w“ be-
schrinken. Sei also X C w® abzéhlbar und beliebig. Da X abzdhlbar ist, konnen wir alle
ihre Elemente f mit natiirlichen Zahlen indizieren: Sei fiir n € w

D, = {p eC ’p # fn rdom(p)}v

11
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wobei C das Cohen Forcing ist, f, die entsprechend indizierten Elemente von X sind und
weiters
D, :={peC|n < dom(p)}.

Diese Mengen sind fiir alle n € w dicht in C: Sei p € C mit d := dom(p) beliebig und
0.B.d.A. nicht in D,, beziechungsweise D}. Fiir D,, erhalten wir dann ein f,, welches auf
der Definitionsmenge von p mit p iibereinstimmt, da p € D,, <= p = fi [qom(p)- Dieses
fn ist also sogar eine Fortsetzung von p. Wir schréinken nun f,, ein und &dndern einen
Funktionswert: f, := fn |4 U {(d+1, fn(d+ 1)+ 1)} womit fn < pund f, € D, infolge
von fn(d+1) # fn(d+1). Fiir D ist n £ d also d < n. Dann ist aber p := pU {(d+k, d+k) |
kE<n-—d+1}in D}, dan € n+1 = dom(p). Da p die Funktion p fortsetzt, ist auch p < p.
Betrachten wir die Familie
D := (D, U D} )new,

so existiert, da D als Vereinigung von abzéhlbar vielen abz&dhlbaren Mengen wieder abzidhlbar
ist, per Lemma 3.1.1 ein D-generischer Filter G. Da G alle D;; trifft, existiert fiir alle n € w

ein p, € G mit n < dom(p). Da G als Filter nach unten gerichtet ist, miissen sich diese py,,

wie alle p € G, fortsetzten, womit ihre Vereinigung wieder wohldefiniert ist:

Upn:UGEww

new

Allerdings existiert, da G alle Dy, trifft, fiir alle m € w ein p € G mit py, # Tm [dom(p)- Da
wie oben gezeigt, | J G wohldefiniert ist, muss p,, = p, bei m = n, womit auch |JG # z,.
Es gilt also

UGGw”\X,

womit w”\ X, nicht leer ist, was zu zeigen war.
O

Definition 3.1.8. Sei P eine Halbordnung. Ein Filter G C P heifit P-generisch, wenn er
mit jeder dichten Teilmenge von P nicht leeren Schnitt hat.

Die Existenz von P-generischen Filtern folgt fiir abzéhlbare Halbordnungen unmittelbar
aus Lemma 3.1.1. Wir werden oft nur generisch schreiben, da die gemeinte Familie bezie-
hungsweise Halbordnung aus dem Kontext klar sein wird. In der Regel bezeichnet G bei
uns immer einen generischen Filter.

Definition 3.1.9. Eine Menge A heifit Antikette genau dann, wenn alle Elemente aus A
paarweise inkompatibel sind. Existiert dariiber hinaus fiir jede Bedingung in einer Teilmen-
ge N C P eine kompatible Bedingung in A, so ist A eine mazimale Antikette in N.

Die Existenz von solchen Antiketten zu beweisen, ist im Allgemeinen nicht trivial. Sie
ist sogar dquivalent zum Auswahlaxiom.

Lemma 3.1.2. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M mit
N C P. Dann existiert eine maximale Antikette A in N.

12



3 Einfiihrung in Forcing

Beweis. Wir wollen das Lemma von Zorn bemiihen. Sei A die Menge aller Antiketten in
einer beliebigen Menge N C P. Diese Menge ist durch Inklusion halbgeordnet. Weiters hat
jede Kette in A in (A, C) mit |J.A ein maximales Element in A. Sei nun A eine beziiglich
Inklusion maximale Antikette. Wir wollen zeigen, dass diese Antikette tatsédchlich maximal
ist. Sei dazu p € N beliebig. Dann ist entweder p € A oder A U {p} keine Antikette, da
A beziiglich Inklusion maximal ist. Im ersten Fall sind wir fertig. Ist andererseits A U {p}
keine Antikette, folgt, da A eine Antikette ist, dass p kompatibel mit einem Element von
A sein muss, was zu zeigen war. O

Definition 3.1.10. Eine Menge D, C P heifit offen genau dann, wenn Vp € D,,q € P :
q<p=q€D,

Fakta 3.1.3. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M und G ein
Filter in P. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent;:

1. G ist P-generisch iiber M

2. GN D, # 0, fiir alle offenen, dichten Mengen D,, in P

3. GN A # ) fiir alle maximalen Antiketten A in PP.
Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz durch einen Ringschluss:

1 = 2 Eine Menge ist per definitionem genau dann P-generisch, wenn sie fiir alle dichte
Mengen in P generisch ist. Offene und dichte Mengen sind insbesondere dicht.

2 = 3 Wir zeigen die Kontraposition: =3 = —2. Sei also A eine von G disjunkte maximale
Antikette. Betrachte die Menge D, := {g € P | dp € A : q < p}. D, ist dicht, da fir
beliebiges p in P per Maximalitét ein kompatibles ¢ in A existiert, womit ein r < p
in IP existiert, welches per Konstruktion auch in D, ist. D, ist per Transitivitdt auch
offen. Wir nehmen nun p € GN D, an und wollen dies zu einem Widerspruch fithren.
Dann ist per Konstruktion p < ¢ fiir ein ¢ in A, da Filter nach oben abgeschlossen
sind, ist das ein Widerspruch zur Disjunktheit von G und A, womit D, disjunkt mit
G ist, was zu zeigen war.

3 =1 Wir zeigen die Kontraposition: =1 = —3. Sei also D eine von G disjunkte, dichte
Menge: D NG = (). Per Lemma 3.1.2 existiert eine in D maximale Antikette A C D.
Wir wollen zeigen, dass A auch in P maximal ist. Sei also g in IP beliebig. Dann existiert
per Dichtheit ein p in D mit p < ¢q. Fiir dieses p € D existiert ein kompatibles a € A,
bezeugt durch ein r € P: ¢ > r < p. Somit ist, per Transitivitéit, A auch eine maximale
Antikette in P: a > r <p<g.DaAC Dund DNG =0, ist auch ANG = 0.

O
Wir werden jetzt noch einige niitzliche Eigenschaften von generischen Filtern erkunden:

Fakta 3.1.4. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M, D dicht
unter p und G ein P-generischer Filter iiber M mit p € G. Dann haben G und D nicht
leeren Schnitt.

13



3 Einfiihrung in Forcing

Beweis. Sei D, := DU p. Diese Menge ist dicht, da fiir ¢ € P beliebig - und ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kompatibel mit p - ein r < p existiert, fiir welches, per
Dichte unter p, ein s € D, existiert mit s < r < g. Da G P-generisch ist, also alle dichten
Mengen trifft, existiert ein ¢ € GN D). Dieses ist insbesondere in G. Da G aber nach unten
gerichtet ist, ist ¢|p womit ¢ ¢ p* also ¢ € D, womit G auch D trifft. O

Lemma 3.1.3. Sei M ein transitives Modell von ZF, P € M eine atomfreie Halbordnung,
G generisch iiber M, dann ist G nicht in M.

Beweis. Wir nehmen G € M an und wollen dies zu einem Widerspruch fithren. Dann ist
per Absolutheit der Differenz zweier Mengen auch P\G =: D € M. Wir behaupten, dass
D dicht ist. Sei p € P beliebig. Dann existieren per Atomfreiheit ¢, € P mit ¢,r < p
und ¢ L r. Da G als Filter nach unten gerichtet ist, aber ¢ und r inkompatibel sind, kann
nicht ¢ € GAr € G. Sei 0.B.d.A. nur » € G. Damit ist per Konstruktion ¢ € D und
q < p. Allerdings haben G und D leeren Schnitt, woraus mit Fakta 3.1.3 folgt, dass G nicht
P-generisch ist, ein Widerspruch. O

3.2 Generische Erweiterungen

Die generische Erweiterung soll sich als die am Anfang von Abschnitt 3 angesprochene
Erweiterung eines zugrundeliegenden Modells M herausstellen.

Definition 3.2.1. Sei M ein abzéhlbares Modell von ZFC, P € M eine Halbordnung und
G P-generisch. Fiir Ordinalzahlen o« € On N M definieren wir durch transfinite Rekursion
die Mengen ME wobei wir ML = Usea Mg setzen

MY ={reM|rCM*undV(o,p) €T:(pEPAGE M)}

und
MP= ) ML
acOnnNM

Die Elemente von MT nennen wir P-Namen. Dariiber hinaus schreiben wir 7¢ fiir die
G-Interpretation von 7 € MT rekursiv definiert durch:

¢ ={0c%|IpeG:(0,p) e}

Definition 3.2.2. Sei M ein abzdhlbares Modell von ZFC und G € M eine generische
Menge. Dann nennen wir die Klasse aller G-Interpretationen

M[G] := {9 | 7 e M*}
eine generische FErweiterung von M.

Aufgrund dieser Konstruktion werden wir beliebige Elemente von M[G] mit der G-
Interpretation eines Namens in M beschreiben kénnen. Zum Beispiel: “Sei 7¢ € M|[G] beliebig”,
statt “Sei © € M[G] beliebig”. In diesem Fall wire 7 der korrespondierende P-Name.

14
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Ist M[G] tatséchlich eine Erweiterung von M, so ist es selbstverstéindlich, dass Mengen
in M auch Namen fiir sich selbst haben sollten. Mit einem ausgezeichneten Element p* € P
konnen wir auf natiirliche Weise Namen fiir X € M wéahlen, indem wir die Menge aller
Paare (z,p*) mit x € X betrachten. Es wird sich spéter (Lemma 3.3.1) als niitzlich erweisen,
ein moglichst schwaches p* zu wéhlen:

Definition 3.2.3. Sei M ein Modell von ZFC. Sei P eine Halbordnung mit maximalem
(schwichsten) Element 1p. Fiir X € M nennen wir

X :={(z,1p) | z € X}
den P-Namen von X. Weiters sei G := {(p,p) | p € P}.

Im Beweis des folgenden Lemmas zeigen wir, dass sogar ¢ = z und G¢ = G, falls G
ein P-generischer Filter iiber M ist.

Lemma 3.2.1. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P € M eine Halbordnung mit
maximalem Element, G C P ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt:

e M[G] ist transitiv,
e M C M[G],
o G e M[G].
Beweis. Wir zeigen die drei Punkte seperat:

e Seien x € X € M]|G] beliebig. Zu zeigen ist x € M[G]. Per Konstruktion ist
X die G-Interpretation 7¢ eines P-Namens 7. Dessen Elemente sind wiederum G-
Interpretationen ¢“. Also ist x auch eine G-Interpretation. Da M[G] die Klasse aller
G-Interpretationen ist, ist z € M[G].

e Tatséchlich ist fiir X € M sogar X = X. Das zeigen wir per Induktion iiber den
€-Rang von X:
— Induktionsanfang: 0¢ = {oC | Ip € G : (0,p) € B} = 0 wobei die letzte
Gleichheit gilt, da () = 0.
— Induktionsvoraussetzung: &

— Induktionsschritt: Per definitionem ist X¢ = {¢“ | 3p € G : (0,p) € X}. Da
fir X nur p = 1p und = € X infrage kommen, ist

G — g fiir alle & € X.

{0 |3peG:(o,p) € X} ={i% |z e X}
wobei der letzte Ausdruck per Induktionsvoraussetzung gleich X ist.

o Wir zeigen, dass G = G. Per definitionem ist GE={c%|3Ipeq:(0,p cCG}=
{p% | p € G}, da die Elemente von G genau die Paare (p,p) sind. Mit dem vorigen
Punkt ist ¢ = p womit {p“ | p € G} = G.

Da X% und G¢ als G-Interpretation in M [G] sind, sind wir fertig. O
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Mit dem dritten Punkt aus Lemma 3.2.1 und Lemma 3.1.3 erhalten wir unmittelbar, dass
generische Erweiterungen fiir atomfreie Halbordnungen tatséichlich Erweiterungen sind. Der
zweite Punkt von Lemma 3.2.1 kann also in diesem Fall zu M G M[G] verschérft werden.

Lemma 3.2.2. Seien M, N Modelle von ZFC, P eine Halbordnung in M und G iiber M
P-generisch. Dann ist M[G] das kleinste (bzgl. €) Modell von ZFC das G enthélt und M

umfasst:
GeNAMCN = M|G] CN.

Beweis. Sei x € M|G] beliebig. M[G] ist die Klasse aller G-Interpretationen. Daher ist
x = 7 fiir einen Namen 7 der per Voraussetzung auch in N ist. Die rekursive Definition
der G-Interpretation ist absolut. Mit G' € N ist also = 7% = (1¢)V € N. O

Lemma 3.2.3. Sei M ein Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M und G iiber M
P-generisch. Dann ist M[G] gleich hoch wie M:

M N Ord = M[G] N Ord.
Beweis. Wir zeigen die beidseitige Inklusion:
7 D7 Wir zeigen zuerst per Induktion, dass der €-Rang von 7 (also rank(7)) nicht kleiner
als der seiner G-Interpretation ist:

— Induktionsanfang: Die leere Relation ist als M(I)P auch in MT enthalten. Also
gilt in diesem Fall sogar Gleichheit.

— Induktionsvoraussetzung: Es gilt rank(c¥) < rank(o) fiir alle 0@ € 7€,

— Induktionsschritt: Per Konstruktion von 7€ ist rank(7%) < sup{rank(c%) 41 |
Jp € G : (0,p) € 7}. Mit der Induktionsvoraussetzung gilt nun auch rank(c®) <
rank(o) < rank(7), fiir 0% aus 7¢. Also insgesamt rank(7) < rank(r).

Sei nun @ € M[G]NOrd beliebig. Da a € M[G], existiert ein 7 € MF mit a = 7¢. Mit
unserer Induktion erhalten wir nun: a = rank() = rank(7%) < rank(7). Es existiert
ein vy € M N Ord mit 7 € M,[YP. Also ist rank(7) <y womit o € M N Ord.

” C” Da MI|G] per Lemma 3.2.1 Obermenge von M ist, sind wir fertig.
O

Lemma 3.2.4. Sei M ein Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M und G iiber M
P-generisch. Ist M eine Menge, so ist M[G] gleichméchtig zu M:

[M| = [M[G]]

Beweis. Per Lemma 3.2.1 ist M C M|[G] also insbesondere |M| < |M[G]|. Per definitionem
ist aber M[G] = {7% | 7 € MT}, womit |[M[G]| < |MF|. Da die P-Namen per Konstruktion
in M sind, ist auch |M[G]| < |M]|, also |M| = |M[G]| O

Wir haben jetzt schon einige Anforderungen, die wir am Anfang von Abschnitt 3 an
unsere Erweiterung gestellt haben, iiberpriift. Bleibt zu zeigen, dass M[G] tatséchlich ein
Modell von ZFC ist:
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Fakta 3.2.1. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P € M eine Halbordnung mit ma-
ximalem Element und G C P ein P-generischer Filter iiber M. Dann erfiillt die generische
Erweiterung M[G] folgende Axiome:

1.
2.
3.

o~

Leermengenaxiom
Unendlichkeitsaxiom
Extentionalitdtsaxiom

Fundierungsaxiom

5. Paarmengenaxiom

6.

Vereinigungsaxiom

Beweis. Seien M, P und G wie oben und beliebig.

1.+2.

Die leere Menge und w sind in M. Mit Lemma 3.2.1 ist M C M[G] womit sie auch
in M[G] sind.

. Dies folgt allein aus der Transitivitdt. Wir zeigen die Kontraposition: Vz,y € M[G] :

x#y=-(Vz:(z €x < z€y)). Sei also x # y. Durch das Extentionalitétsaxiom in
V finden wir ein 2z’ € V welches sich in einer der beiden Mengen befindet, aber nicht
in der anderen. Sei 0.B.d.A. 2’ € x\y. Per Transitivitit von M|[G] (Lemma 3.2.1)
ist aber x C MJ[G] und somit 2’ € M|[G] womit M[G] E 2/ € x A2 & y also
MI[G] = =(Vz: (2 € z < z € y)), was zu zeigen war.

. Sei also x € M[G] C V beliebig. Da V wohlfundiert ist, existiert ein y € V mit

y € z und y Nz = (. Da M[G] transitiv ist, gilt aber auch y € M[G], womit wir ein
y € M|G] gefunden haben mit y Nz = ), was zu zeigen war.

. Sei x,y € M|G] beliebig. Es existieren also 7 € ML und o € Mg mit 7¢ = z und

0@ = y. Wir definieren

pP= {(T7 11?’)’ (0’, I]P’)}
Sei 0.B.d.A. a < . Als binéire Relation mit Definitionsmenge ME 5 und Zielmenge
P ist p € MF. Per definitionem ist p@ = {7%, 0%} = {x,y}. Also ist das Paar {z,y}
als G-Interpretation in M|[G|. “A = {a,b}” ist absolut, womit M[G] das Paarmen-
genaxiom erfiillt.

. Sei X € M[G]. Es existiert also ein 7 € ML mit 7¢ = X. Wir definieren

p:=A{(o,p) | Indq,d >p:(0,9) e A(m,¢) e}

Als bindre Relation mit Definitionsmenge M E o, und Zielmenge P ist p € M P Die
Aussage “A = [JA” ist absolut, womit M[G] das Vereinigungsaxiom erfiillt.

O]

Um zu zeigen, dass die anderen Axiome von ZFC auch erfiillt sind, miissen wir etwas
ausholen und die Erzwingungsrelation einfiihren.
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3.3 Die Erzwingungsrelation

Definition 3.3.1. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung mit p € P,
¢ eine Formel und 7, ..., 7, in M. Wir schreiben

pIFE, o(T1, ooy Th)
und sagen p erzwingt p(71, ..., 7n) (p forces ¢(T1, ..., o)) genau dann, wenn M[G] = ¢(77, ..., 75)
fiir alle G C P die P-generische Filter iiber M sind mit p € G.

Diese Definition haben wir jetzt auflerhalb von M gefiihrt. Tatséchlich ldsst sich eine
dquivalente Relation auch in M konstruieren:

Definition 3.3.2. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung. Wir defi-
nieren die Relation IF* zwischen P und Formeln mit Parametern aus MF rekursiv iiber den
Formelaufbau. Dazu seien eine Bedingung p € P, Formeln ¢, ¥ mit n bzw. m Parametern,
1,y Tn bzw. 71, ..., 7 aus M¥ und Namen 01,09 € M¥ beliebig.

o1 = 09
plF* o1 = 09

genau dann, wenn fiir alle (71, s1) € o1 die Menge
Dy:={qg<p|lqg<si=I(ms2) €E0a:(q<saNqglF 1 =m2))}

dicht unter p ist und fiir alle (7o, s2) € o2 die Menge
Dy:={q<pl|lqg<sa=3(m,s1) €01:(q<s1ANqglF" mp=m1))}

dicht unter p ist.

g1 € 092
plE* o1 € 09

genau dann, wenn
I'={q<p|3ms)€or:(¢<sANqglF"m=01))}

dicht unter p ist.

3z p(z, 71y, Tho1)
pIF* 3z oz, 71,y Tro1)

genau dann, wenn
E = {p S q | (E'O’ € M[P iq “_* 90(0-7 71, "'77—7171)}

dicht unter p ist.
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(] oo TH) N O(T1y ooy Tn)
pIE (7], s ) A@(T1y ey Th)

genau dann, wenn p IF* o(71, ..., 7,) und p IF* (7, ..., 7)) gilt.

—O(T1y ooy Tn)
pIF* =o(T1, oy )

genau dann, wenn fiir kein ¢ < p: q IF* (11, ..., 7,) gilt.
Wir erkennen unmittelbar durch Uberpriifung der einzelnen Punkte, dass:
Fakta 3.3.1. Fiir jede Formel o(uq, ..., uy) ist
{(p, 71,y n) EP X (MO C M | pIF* (71, ..i )}
definierbar iiber M.

Definition 3.3.3. Wir sagen p entscheidet p(71, ..., T,) genau dann, wenn
pIF* (11, ...y ) oder plF* —p(Ty, ...y Ty).

Die folgende Aquivalenz spielt eine entscheidende Rolle im Beweis vom Fundamentalsatz
3.4.1 und motiviert die eher ungewohnliche Konvention “kleinere” Bedingungen “starker”
zu nennen: Entscheidet eine Bedingung p eine Formel, so entscheidet auch jede kleinere
Bedingung diese Formel, wobei die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt. Kleinere Bedin-
gungen entscheiden also potentiell “mehr” Formeln.

Lemma 3.3.1. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M, p € P,
¢ eine Formel und 71, ..., 7,, aus M*. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. plF* (T, ..., )
2. V¢ <p:qlt* p(r1,....,Tn)
3. {g<p|qlF* o(r1,....,m7)} ist dicht unter p.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz mittels Ringschluss und Induktion iiber den Formel-
aufbau mit der Notation aus Definition 3.3.2 wobei wir den Schritt von 2. = 3. nicht
behandeln, da die Menge aller ¢ < p trivialerweise dicht unter p ist.

e Wir behandeln die Félle 01 = 02, 01 € 02 und 3x : ¢Y(z, 11, ..., Tyy) simultan:

1. = 2. Sei g < p beliebig. Per Voraussetzung sind D1,Ds I und E dicht unter p. Da g < p
sind mit Fakta 3.1.1 Dy,Dy, I und E auch dicht unter ¢ womit ¢ IF* (o1 = 02)
beziehungsweise ¢ IF* (01 € 09) und ¢ IF* 3z : Y(x, 1, ..., T gilt.

3. = 1. Die Voraussetzung gibt uns die Dichtheit von D} := {q | D; ist dicht unter ¢}
und D) := {q | D2 ist dicht unter ¢} unter p womit per Fakta 3.1.1 die Mengen
D1 und Dy dicht unter p sind, also p IF* 01 = o9 gilt. Entsprechendes gilt fiir I be-
ziehungsweise E, womit p IF* 01 € oy beziehungsweise p IF* 3z : ¥ (z, 71, ..., T)
gilt.
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o UANAY:
1. = 2. Per Definition von IF* erhalten wir p IF* ¥(7,...,7) und p IF* (7, ..., 7},).
Nun gilt per Induktionsvoraussetzung 1 = 2 fiir 9(m1,...,77) und (71, ...,7,,)

womit, wieder per Definition von IF* (diesmal in die andere Richtung), ¢ IH*
K71y ey 1) ANU(T], .0y ) fiir alle ¢ < p gilt.
3. = 1. Die Voraussetzung mit der Definition von IF* gibt uns 3. fiir ¥(7,...,77) und

(7], ...,7},). Per Induktionsvoraussetzung erhalten wir also p IF* ¥(r1,...,77)
/

und p IF* ¢ (71, ..., 71,) also per definitionem auch p IF* 9(71, ..., 7)) A (79, ..., 7},).

oy Tm

1. = 2. Sei g < p beliebig. Per Definition von IF* gibt es kein r < g mit r IF* ¥(71, ..., Tn)
womit g IF* = (71, ..., T )-

—1. = —3. Es existiert also ein ¢ < p mit g IF* ¢(71, ..., T, ). Somit miisste fiir alle r < ¢ :
r IF* (71, ..., Tim). Also gibt es kein s < ¢ mit s IF* = (7, ..., T ), womit die
Menge aus 3. nicht dicht unter ¢ und damit nicht dicht unter p ist.

O]

3.4 Der Fundamentalsatz der Erzwingungsmethode

Wir haben jetzt die notigen Vorkenntnisse gesammelt, um die Zusammenhénge von Defi-
nition 3.3.1 und Definition 3.3.2 ndher zu erkunden.

Satz 3.4.1 (Fundamentalsatz der Erzwingungsmethode). Sei M ein transitives Modell von
ZFC, P € M eine Halbordnung, sodass fiir alle p € P ein P-generischer Filter G C P iiber
M existiert mit p € G. Sei ¢ eine Formel und sei 71, ..., 7, in M. Dann gilt:

(1) Wenn g € G und q IF* ¢(71, ..., 7,) gilt, dann gilt M[G] = (77, ..., 7).

n

(2) Wenn M[G] = p(7C, ..., 7¢) gilt, dann existiert ein ¢ € G, sodass q IF* ¢(71, ..., Tn)
gilt.

(3) Fir alle ¢ € P gilt g IF (71, ..., ) < qIF* o(T1, ..., T0).
(4) M[G] | ¢(7E,...,7%) gilt genau dann, wenn 3q € G : ¢ IF @(T1, ..., T) gilt.

Nachdem wir diesen Satz bewiesen haben, werden wir nur mehr - statt IF* schreiben,
oft ohne Verweis auf Punkt (3) von Satz 3.4.1.

3.4.1 Der Fundamentalsatz der Erzwingungsmethode (Beweis)

Wir werden zuerst die ersten zwei Punkte zeigen und dann mit Lemma 3.3.1 den Dritten,
um am Ende die Implikation (1) A (2) A (3) = (4) zu zeigen.

Beweis. Wir zeigen (1) und (2) simultan mit Induktion iiber den Formelaufbau von ¢:
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vy = vy Fiir i € {1,2} sei v; ein beliebiger Parameter 7, € M". Wir betrachten nun
das Paar (71, 72). Wir zeigen (1) und (2) getrennt mit Induktion tiber (rank(r),rank(m))
mit der lexikografischen Ordnung. Der Induktionsanfang ist in beiden Féllen trivial, da
MI[G] = 0 = 0 und fiir beliebiges g € G : g IF* ) = {.

(1)

Sei also p € G mit p IF* 7 = 7. Wir zeigen die beidseitige Inklusion der G-
Interpretationen. Sei also 7r1G S TlG beliebig. Dann existieren s; € G mit (7, s1) € 7.
Wir wollen zeigen, dass 7r1G € 79. Da G als Filter nach unten gerichtet ist, existiert
einr € G:r <pAr < sp. Mit Lemma 3.3.1 gilt dann r IF* 7 = 7. Also existiert per
definitionem ein ¢ € G mit ¢ < r, sodass

g <s1 = (I(m,s2) €Ema: (¢ < saAqlF m =m9).

Da < transitiv ist, gilt sogar ¢ < s1, womit wir so ein (w2, s2) € 7o mit (¢ < s9
und ¢ IF* 73 = m) wihlen konnen. Da G als Filter nach oben abgeschlossen ist, gilt
g € G und g < s, womit sy € G ist. Mit der Induktionsvoraussetzung gilt allerdings

7 = 7¢, wodurch 7§’ € 7{. Die andere Inklusion verliuft analog. Insgesamt gilt also

M[G] = ¢ =75,

Sei also angenommen, dass M[G] = 7& = 7§. Wir konstruieren nun eine Formel:

Y1(r) ©:3(m1,81) €1 ir < 51 AV(m, 82) € To, Vg € P:
((g<saNqlF"m =m)=qLlr)).

Wir nehmen 3r € G : 91(r) an und wollen dies zu einem Widerspruch fithren. Es
existiert also per Konstruktion ein Zeuge (71,s1) € 71 mit r < s1. Da G als Filter
nach oben abgeschlossen ist, ist s1 € G, womit 7' € 7 und 7¢ € 7. Es muss
also ein Paar (7o, s2) € 7o existieren mit Wf = 7T§ . Mit der Induktionsvoraussetzung
existiert ein ¢o € G mit qo IF* (m = m2). Da G als Filter nach unten gerichtet ist,
existiert ein ¢ € G mit ¢ < gg A ¢ < s9. Mit Lemma 3.3.1 gilt auch ¢ IF m; = m. Da
(¢ < sa AqIH* 1 = ma) folgt, per Konstruktion von 4 (r), dass ¢ L r. Da Filter nach
unten gerichtet sind, ist das absurd. Es gibt also kein r € G, fiir das ¥ (r) gilt. Sei
weiters 1o(r) < (e, 82) E o i1 < s9 AV(m1,81) €T,V EP: ((¢ < s1AglH m =
m2) = ¢ L 1)) eine Formel, dann zeigt ein analog verlaufender Beweis, dass es kein
r € G gibt, fiir das ¥o(r) gilt.

Wir betrachten die Menge
D .= {7“ ‘ 1/)1(7’) Vaba(r)Vr 7 = TQ}.

Wenn D dicht ist, existiert, da G generisch ist, ein p € GN D mit p IF* 7 = 79, was
wir zeigen wollten. Bleibt zu zeigen, dass D tatséchlich dicht in P ist:

Sei also r € P beliebig. Gilt r IF* 71 = 79 sind wir fertig. Sei also angenommen, dass
r IF* 71 = 19. Wir wollen nun ein p < r finden mit ¢ (p) oder ¥2(p).
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3 Einfiihrung in Forcing

Mit der Notation aus der Definition von IF* gibt es, da r If* 71 = 72, Namen (71, s1) €
71 und (72, s2) € 7o, sodass eine der Mengen

Di={q¢<r|q<si=3p,s)em:(g<sAql- 1 =p)}

oder
Dy={¢<r|qg<sy=3(p,s)em:(g<sNqglF m=p)}

nicht dicht unter r ist. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass Dy nicht dicht unter
r ist. Sei also (m1,s1) € 7 derart, dass Dp nicht dicht unter r ist. Somit existiert
existiert ein p < r, sodass alle ¢ < p nicht in D; sind, also:

Vg<p:(q<siAV(p,s)€m:=(g<sAqlF" p=my)).

Da p < p ist, gilt insbesondere p < s1. Wir nehmen an, dass wenn (p,s) € 7
mit ¢ < s und ¢q IF* p = m gilt, die Bedingungen p und ¢ kompatibel sind und
wollen dies zu einem Widerspruch fithren: Es existiert also per definitionem ein ¢’ mit
p > ¢ < q. Per Lemma 3.3.1 gilt nun ¢’ IF* p = m; und ¢’ < ¢ < s, andererseits ist
aber ¢ < p < sy und (¢’ < sA{¢ IH* p=m), also ein Widerspruch. Daher gilt unter
diesen Voraussetzungen schon ¢ L p. Es gilt also ¢ (p), womit p € D und D dicht ist.
Ist D9 nicht dicht unter r, so zeigt ein analoger Beweis, dass 12(p) gilt womit p € D

und D ebenfalls dicht ist.

Wir haben also den Fall v; = v9 bewiesen. In den anderen Fallen werden wir auf dhnliche
Ideen wie in diesem Beweis zuriickgreifen.

vy € vg Fiir i € {1,2} sei v; ein beliebiger Parameter 7; € MP. Wie im Fall v; = v
betrachten wir das Paar (71,72) und zeigen (1) und (2) getrennt mit Induktion iiber
(rank(7q), rank(72)) mit der lexikografischen Ordnung. Der Induktionsanfang ist in beiden
Féllen trivial, da die leere Menge keine Elemente hat.

(1)

Sei also p € G mit p IF* 7 € T gegeben. Mit der Notation aus der Definition von I-*
ist also
I={q¢<p|3ms)emqg<shqlFm=m)}

dicht unter p. Da G generisch ist, konnen wir ein ¢ < p aus I NG wihlen. Da ¢ €
existiert per Konstruktion von I ein Name (7,s) € 7 mit ¢ < s und ¢ IF* 7 = 7.
Aus letzterem folgt, da ¢ € G, per Abschnitt 3.4.1(1), dass M[G] = 7% = 77. Da G
als Filter nach oben abgeschlossen ist und ¢ < s, ist auch s € G. Mit (7, s) € 72 und
7% = 7 ist also tatséichlich 77 € 7§

Sei also M[G] = 7 € 7§, Per Konstruktion der G-Interpretation ist also ein Name
(m,8) € 79 mit s € G und 7% = 7F. Aus dieser Gleichheit folgt, diesmal mit dem
zweiten Punkt von Abschnitt 3.4.1, dass ein r € G existiert mit » F* 71 = 7. Da G
als Filter nach unten gerichtet ist, konnen wir ein p € G mit s > p < r wahlen. Fiir
dieses gilt dann per Lemma 3.3.1 und r IF* 71 = 7 die Aussage Vq < p(q IF* 7 = m).
Da p < s gilt aber auch

Vg<plg<sAqlt*m =m),

wobei uns nun die zweite Aquivalenz aus Lemma 3.3.1 die Dichte von dem I aus der
Definition von IF* gibt, womit tatsdchlich p IF* 71 € 9.
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3 Einfiihrung in Forcing

V1(T1y ooy Tn) A2(7], ...y 7))  Wir trennen wieder beide Behauptungen:

(1)

Per Voraussetzung existiert also ein p € G mit p IF* ¢y (71, ..., 70) A Ya(7], ooy T))-
Per Konstruktion von IF* gilt fiir dieses p auch p IF* (7, ..., 7,) beziehungsweise
p IF* 4ho(7], ..., 7),). Per Induktionsvoraussetzung gilt der erste Punkt fiir ¢); und 1)s.

Da mit diesem p € G die n6tigen Voraussetzungen gelten, folgt M[G ] (1Y, T9)
und M{G] | ¢ha(ri, .., 7)), womit M{G] |= hr (77, ooy i) Adha (i, ).

Per Voraussetzung gilt also M[G] & ¢1(77,...,75) A 1/12( e /%), insbesondere
MIG] | ¢1(7, ..., 7¢) beziehungsweise M[G] |= 1a(7(C, ..., 7/ ) Per Induktionsvor-
aussetzungen existieren nun p,q € G mit p IF* ¢ (1, ...,Tn) und q IF* (79, ..., 7},).

Da G als Filter nach unten gerichtet ist existiert ein r € G mit ¢ > r < p. Wir wenden
nun zweimal 3.3.1 an und erhalten somit 7 IF* ¢y (71, ..., 7,) und 7 IF* ta(79, ..., 7))

Per Konstruktion von IF* gilt nun r IF* ¢y (71, ..., ) A ¢2 (71, ..., 7},). Wir haben also
ein passendes r € G gefunden.

(71, ...y T)  Wir trennen wieder beide Behauptungen:

(1)

Per Voraussetzung ist nun p € G mit p IF* —(r1,...,7,). Wir nehmen MI[G| =
(&, ..., 7¢) an und wollen dies zu einem Widerspruch fiihren. Mit der Induktions-
voraussetzung existiert also ein ¢ € G mit ¢ IF* (74, ..., 7). Da G als Filter nach
unten gerichtet ist, existiert ein r € G mit ¢ > r < p. Wir wenden wieder zweimal
Lemma 3.3.1 an, und erhalten r I* ¢(7, ..., 7,) und r IF* =)(1q, ..., 7). Dar < r, ist

das per Konstruktion von IF* ein Widerspruch.

Per Voraussetzung gilt also M[G] | —(77, ..., 7$). Wir konstruieren die Menge

D:={q|qF (11,..c,mn) VqlF* =b(11, ..., )}

Wir zeigen, das D dicht ist: Sei p € P beliebig. Wir nehmen an, dass es kein ¢ < p
gibt welches in D ist und wollen dies zu einem Widerspruch fithren. Daraus folgt
insbesondere, dass ¢ Iff* (71, ..., 7,), fiir alle ¢ < p. Womit es per Konstruktion von
IF* mindestens ein r < ¢ geben muss, mit r IF* ¢(7, ..., 7). Somit ist ein r € D mit
r < q < p, ein Widerspruch. D ist also dicht.

Da G generisch ist, existiert ein ¢ € DN G. Da g € D gilt also ¢ IF* ¢(71, ..., 7,) oder
q IF* =(11, ey 7). Gilt g IF* =)(71, ..., 7,) sind wir fertig. Sei also g IF* (71, ..., 7).
Da ¢ € G gilt mit dem ersten Punkt aber M[G] = (7, ...,7¢). Ein Widerspruch
zur Annahme, dass M[G] &= (7, ..., 7%).

°) n

Jz:(x, 7, ...,7,) Wir trennen wieder beide Behauptungen:

(1)

Sei also p € G mit p IF* 3z : ¢ (z, 11, ..., 7). Mit der Notation aus der Definition von
IF* ist die Menge

E={¢<pl|Ioe MP g V(o,T1y ey Tn) }
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3 Einfiihrung in Forcing

also dicht unter p. Da G generisch ist, existiert ein r € GN E. Also existiert ein Name
o € M® mit r I ¢(o,71,..., 7). Mit der Induktionsvoraussetzung folgt M[G] =
Y(0%, ¢, ..., 7). Damit haben wir mit ¢ einen Zeugen gefunden, womit

M[G] = 3z : (z, 77, .., 75).

ey Iy

(2) Sei also M[G] |= 3z : ¥(x, 77, ..., 7). Es gibt also einen Zeugen o mit M|[G] =

ey Ty
Y(0%, ¢, ..., 7). Dazu existiert der korrespondierende Name o € MF. Per Indukti-

s Ty
onsvoraussetzung kénnen wir nun den zweiten Punkt auf ¢ (%, TlG ..., TS) anwenden

ey Ty
und erhalten ein p € G mit p IF* (0,71, ..., 7). Mit dem dritten Punkt aus Lem-
ma 3.3.1 ist £ (aus der Definition von I-*) dicht unter p, da mit o fiir alle ¢ < p ein

Zeuge gefunden wurde. Es gilt also
plIF* 3xp(z, 11y ey Th)-

Damit sind die ersten beiden Punkte gezeigt. Fiir (3) zeigen wir die beidseitige Implika-
tion:

< Sei also p € P beliebig mit p IF* ¢(71,...,7,). Sei G C P ein beliebiger P-generischer
Filter iiber M mit p € G. Mit (1) folgt dann

M[G] E o(rf’, s 7)),

womit, da G beliebig war, auch schon

plE (T, s Tn)
gilt.

= Sei also p € P beliebig mit p IF ¢(71, ..., 7). Mit Lemma 3.3.1 gilt p IF* o(71, ..., 7)
genau dann, wenn
D:={q¢<p|lqglF o(r,....m)}

dicht unter p ist. Wir nehmen an, dass D nicht dicht unter p ist und wollen dies
zu einem Widerspruch fiithren. Es gibt also ein ¢ < p, sodass fiir alle r < ¢ : r I*
o(71, ..., T ). Damit gilt per Konstruktion von [-*

q\F* —p(T1, oy T)

Mit “ <7 gilt dann aber ¢ IF —¢(71,...,7,) und ¢ € G, wobei G jener P-generischer
Filter der per Vorraussetzung existiert. Da Filter nach oben abgeschlossen sind und
q < pist auch p € G, aufgrund der Definition von IF gilt also M[G] = (77, ...,7F) A

ey Ty
—o(1Y,...,7%), ein Widerspruch.

Somit ist der dritte Punkt gezeigt.

Bei (4) entspricht die Riickrichtung der Definition von IF. Die Hinrichtung folgt
aus dem zweiten und dritten Punkt: Sei G ein P-generischer Filter und M[G] =
o(rC, ..., 7¢). Dann existiert per (2) ein p € G mit p IF* (71, ..., 7). Das ist laut (3)

aquivalent zu p IF (71, ..., 7,), was wir zeigen wollten.

O]
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3 Einfiihrung in Forcing

3.5 M[G] als Modell von ZFC

Satz 3.5.1. Sei M ein transitives Modell von ZFC, P eine Halbordnung in M mit ma-
ximalem Element, G C P ein P-generischer Filter iiber M. Dann erfiillt die generische

Erweiterung ZFC:
M[G] E ZFC

Beweis. Wir haben in Fakta 3.2.1 schon gezeigt, dass M |G| das Leermengen-, Unendlich-
keits-, Extensionalitéts-, Fundierungs-, Paarmengen- und Vereinigungsaxiom erfiillt. Wir
miissen also noch zeigen, dass M[G] das Aussonderungs-, Ersetzungs-, Potenzmengen- und
Auswahlaxiom erfiillt:

Aussonderungsaxiom Sei ¢(x, 71, ..., z,,) eine beliebige Formel und 7¢, 77, ..., 7& aus M[G]
beliebig. Wir wollen zeigen, dass

{t e 79| M[G] = o(t, 75, ...,75)} € M[G].

Wir definieren

p=A{(mp)[IgeP: (p<gn(mq) €T ApIFp(m,m1,...., 7))}

Die Relation IF* ist in M konstruiert und definierbar (vgl. Fakta 3.3.1), mit dem Fun-
damentalsatz 3.4.1(3) also auch IF womit p € MT. Wir zeigen, dass p die gesuchte Menge
ist:

Sei also 0@ € M][G] beliebig. Dann ist per Konstruktion der generischen Erweiterung
0% € p® o Ip e G : (0,p) € p. Per Konstruktion von p, ist das équivalent zu Ig € P :
(p < qgA(o,q) € Tund p Ik ¢(o,11,..., 7)), womit auch schon ¢ € G, da Filter nach oben
abgeschlossen sind. Ersteres impliziert per definitionem 0¢ € 7¢ und letzteres impliziert
per Fundamentalsatz M|[G] = ¢(c% 77, ..., 75). Insgesamt erhalten wir also - mit dem
beliebigen ¢ in der Rolle von t:

{t e 79| M[G] = o(t,7C, ..., 7} = p© € M[G].

Ersetzungsaxiom Wir zeigen eine Formulierung des Ersetzungsschema, welche 3! in un-
seren Vorraussetzungen zu 3 abschwicht:
Fiir jede Formel (v, w, w1, ..., wy,, M), in der N nicht frei vorkommt:

Ywy, .oy wy 2 YM 2 (Vo € M3y : o(x,y,wr, ..., wy, M)] =
AN :Vyly e N & Jx € M : p(x,y, w1, ..., wp, M)])

Diese Version ist offensichtlich nicht schwicher, aber ist sogar dquivalent.

Sei (v, w, wy, ..., w,, M) eine solche, beliebige Formel in der ¢“ nicht frei vorkommt,
79 18 18 aus M[G] beliebig und M[G] | Vo € 793y : o(z,y, 77, ..., 75, 7). Wir
wollen zeigen, dass ein 0@ € M[G] existiert mit:

M[G) Ve e 793y € 0% : p(x,y, 77, ..., 78 7¢)

n
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3 Einfiihrung in Forcing

0@ spielt hier die Rolle einer Obermenge von N und 7¢ die Rolle von M. Aus dieser
Obermenge konnen wir dann die ungewiinschten Elemente mithilfe des schon bewiesenen
Aussonderungsaxiom in M[G] entfernen.

Wir definieren den P-Namen

p=A(mp) | Am,p)eT:(P<pADPIF (T, T, T1y ey T, T)) A
vr'(p Ik (7,7, 71, ooy T, T) = rank(n’) > rank(n))}

Diese Menge soll, dhnlich wie im Beweis vom Aussonderungsaxiom, alle P-Namen bein-
halten, deren G-Interpretationen die Elemente von ¢ sind. Sei also & € 7¢ beliebig.
Dann existiert per Voraussetzung ein y& € M[G], mit y € Mﬁa fiir eine Ordinalzahl « in
M, sodass M[G] = ¢(x%,y% 78, ..., 7¢ 7). Mit dem Fundamentalsatz 3.4.1(4) existiert
ein p € Gmit plkp(z,y, 1, ... Tn, T).

Wir behaupten, dass dann schon ein (7, s) € p existiert, mit s IF ¢(x, 7,71, ..., Tp, 7). Dann
wiirde 7¢ € p& =: 0@ existieren fiir das -mit dem gleichen Punkt des Fundamentalsatzes-
MG E (2%, 7%, 7&, ..., 7%, 7¢), was zu zeigen ist.

Bleibt zu iiberpriifen, dass tatséchlich fiir dieses beliebige & ein (m,s) € p existiert, also:

e J(m,p)eT:(s<PASIFQ(T, T, T1, ey Ty T))
o V' (plk o(t, 7,71, ..., Tn, T) = rank(n’) > rank(n))

Wir setzen 7 := x, den Namen des vorhin beliebig gewiihlten & € 7¢. Sei ¢ € P beliebig
mit (z,q) € 7. Dann definieren wir p := ¢. Wir wollen nun zeigen, dass uns dieser Zeuge
(7, p) wirklich ein (7, s) liefert welches beide Punkte erfiillt:

Da G ein Filter ist, existiert ein r € G : v < g Ar < p. Mit Lemma 3.3.1 folgt, dass
t Ik o(z,y, 71, ..., T, 7) fiir alle kleineren t € G : t < p gilt, insbesondere fiir . Wir setzen
nun s := r. Der zweite Punkt fordert, dass = minimalen Rang hat. Hierbei kénnen wir uns
durch y ein m € ME_ € V,, wihlen. Insbesondere ist p also keine echte Klasse. Der erste
Punkt folgt unmittelbar, da p IF ¢(x,y, 71, ..., Tn, 7) also auch s Ik p(z, 7,71, ..., T0, 7).

An dieser Stelle verwenden wir prominent das Fundierungsaxiom in M fiir den Rang.
Bemerkenswert ist allerdings, dass (erstmals) das Potenzmengenaxiom in M verwendet
wird, um zu zeigen, dass V, eine Menge ist. Wir zeigen also nicht N |= ZF — Pot = N[G] =
ZF — Pot fiir entsprechende N, G. Die Methode die verwendet wurde um sicherzustellen,
dass es sich hier um eine Menge handelt, wird auch “Scott’s trick” genannt.

Potenzmengenaxiom Sei 7¢ € M|[G] beliebig. Gesucht ist ein P € M[G] mit
{re M[G]|zC 79} C P

Ist so eine Menge gefunden, kénnen wir -da wir es schon bewiesen haben- das Aussonde-
rungsaxiom in M [G] verwenden um die Potenzmenge zu konstruieren. Sei N := {r | Ip :
(m,p) € 7} und

p:={(0,1p) |c € MP Ao C N xP)} € M.

Wie schon beim Aussonderungs- und Ersetzungsaxiom, {iberpriifen wir jetzt diese Kon-
struktion:
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G e pY. Dazu bauen wir diese

Sei also 0 C 7¢ beliebig. Wir wollen zeigen, dass o
Teilemengen in MF:

o ={(mp) |re NAplkrea}

Mit dem Fundamentalsatz ist o/ € MF. Wir behaupten, dass 0% = (¢/)¢ € p© gilt. Um
Letzteres einzusehen, betrachten wir (¢/, 1p). Da ¢’ Definitionsbereich N hat, liegt (o’, 1p)
in p, womit /¢ € p gilt.

Fiir (0/)¢ = 0 zeigen wir die beidseitige Inklusion:

C: Sei 7 € (0/)¢ beliebig. Dann existiert per Konstruktion der G-Interpretation und
per Konstruktion von ¢’ ein p € G, fiir das (7,p) € ¢/’ mit pIF 7 € o gilt. Dap € G
ist, folgt mit dem Fundamentalsatz, dass M[G] = 7% € o gilt.

U

: Sei 7% € 0¥ beliebig. Dann ist (7,p) € o fiir ein p € G und p IF ™ € o. Per
Voraussetzung ist 0@ Teilmenge von 7¢ womit per Fundamentalsatz 3.4.1(4): (3q €
G:(mq) €0)= (g€ G:(mq) € T) gilt, also 7 € N. Dann ist per Konstruktion
(m,p) € 0’. Da p € G ist, gilt schon 7& € ¢'¢, was zu zeigen war.

Es ist also (0/)¢ = 0% € p¥, womit P = p® € M[G]. Jetzt konnen wir mit dem Ausson-

derungsaxiom die Menge P := {x € P | x C 7¢} konstruieren. Da, wie oben gezeigt, alle
Teilmengen von 7¢ die M[G] kennt in P sind, ist P = P(7¢)MIC],

Auswahlaxiom Sei 7¢ € M|G] beliebig. Sei f € M, a € OrdNM[G] mit f : a — 7, sodass
f bijektiv ist. Da in M per Auswahlaxiom jede Menge wohlgeordnet werden kann, existieren
solche f,a sogar fiir alle Elemente von M. Wir wollen nun eine Surjektion ¢ : @ — 7 in
M|G] konstruieren, dann haben wir fiir eine beliebige Menge eine Wohlordnung ,,gefunden*,
und damit das Auswahlaxiom in M[G] gezeigt. Dafiir konstruieren wir uns einen Operator

: 1.{ MP® x MP — MP,
Tl (mm) = {{(7, 1), (12, 1)}, 18), ({(71, 1B) 3 16) )

Dieser Operator ist ein G-Interpretationspaarhomomorphismus, da per Konstruktion

[7—1’ TQ—lG = {({(7—1’ 11?)’ (7—27 119’)}’ 11?’)’ ({(7—1’ 1P)}v 1P)}G = {{Tle TZG}a {TlG}} = (TIG’ T2G)7 fiir
beliebige 7,79 € M P Wir definieren nun einen P-Namen fiir unsere gesuchte Funktion:

p:={([¢0],1p) |E<aATpeP: f(£) = (o,p)}.

Da p C MEQ x P gilt, ist p € MPF. Die G-Interpretation von p ist eine Relation mit
Definitionsmenge a. Da per Konstruktion jedem ¢ € a genau der Funktionswert o von f
zugeordnet wird, und f wohldefiniert ist, ist p© eine Funktion.

Bleibt noch zu iiberpriifen, dass diese Funktion p& tatsichlich funktioniert, also 7¢ C
(p%)" . Sei also 0@ € 7 beliebig. Da 0@ eine G-Interpretation ist, existiert ein p € G mit
(o,p) € 7. Da f eine Bijektion auf 7 ist, existiert genau ein £ € a mit f(§) = (o,p). Per
Konstruktion von p ist dann ([€, 0], 1p) € p, und da ([€,0],1p)¢ = [£,0]¢ = (£,0%) auch
(€,0%) € p&. Also ist p¥(¢) = 0% und 0% € (p¥)"a, was wir zeigen wollten.

Insgesamt haben wir also alle ZFC Axiome iiberpriift, womit M[G] = ZFC. O
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In diesem Kapitel wollen wir zwei konkrete Konsistenzbeweise prisentieren. HEinerseits
Con(ZFC) = Con(ZFC+“V #L”), andererseits die stirkere Aussage Con(ZFC) = Con(ZFC+
-CH).

Satz 4.0.1. Sei M ein Modell von ZFC, P eine atomfreie Halbordnung in M und G ein
P-generischer Filter. Dann gilt fiir die generische Erweiterung M|[G] =V # L.

Beweis. Wir nehmen M |G| =V = L an und wollen dies zu einem Widerspruch fiithren. Es

existiert also eine Ordinalzahl o mit LA'“ = M [G]. Da per Lemma 3.2.3 M[G] gleich hoch

wie M ist, muss o = M[G] N Ord = M N Ord sein. Mit Lemma 3.2.1 ist G € M|G| und
mit Lemma 3.1.3 G ¢ M also G € M[G]\M. Per Absolutheit ist aber LYl = LM ¢ M
womit M[G] C M und damit M[G]\M = 0, ein Widerspruch. O

Definition 4.0.1. Sei « eine Ordinalzahl. Fiir jede Funktion p € C¢, sei supp(p) die Menge
aller v € @ mit p(y) # (). Wir nennen supp(p) den Triiger von p. Sei

C(a) := {p € C* | [supp(p)| < No}

die Menge aller Funktionen in C* mit endlichem Triger. Wir schreiben auch C(a) bezie-
hungsweise (C(a), <) fiir (C(a), <ext ¢(a)) Wobei < die Halbordnung des Cohenforcings ist,
welche auf C(a) kanonisch zu <.y ¢(o) fortgesetzt wird:

P Zext Cla) 4 <= V€€ a:p(§) < q(f).

Lemma 4.0.1 (Delta System Lemma). Sei x eine iiberabzéhlbare, reguldre Kardinalzahl
und A := (4;)i<, eine Familie von endlichen Mengen. Dann existiert eine k—grofie Teilfa-
milie B := (A;(;));()<x von A und eine Menge R sodass

Ajm) N Ajom) = 1
oder n = m fiir beliebige n, m € dom(j) = k.
In diesem Fall nennen wir B ein Delta System und R die Wurzel von A.

Beweis. Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Elemente
dieser endlichen Mengen Ordinalzahlen kleiner x sind, da

max |4;| - k < w - kK = max(w, k) = K.
i<k

Da k reguldr und iiberabzéhlbar ist, hat x per definitionem {iberabzihlbare Kofinalitét.
Per definitionem ist also die Kardinalitdt jeder kofinalen Teilfamilie {iberabzdhlbar. Wir
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erhalten also fiir eine endliche Ordinalzahl n eine Teilfamilie C := (Ay(;))r(i)<x, Sodass

| Ak

| = n fiir alle i < k. Sei D eine beliebige k—grofie Familie von n-elementigen Mengen.

Finden wir nun fiir jedes n € w eine k—grofie Teilfamilie B von D und eine Ordinalzahl
0 < Kk mit

5ﬂBi:5ﬂBj:BiﬂBj,Vi,jEI{,i#j,

haben wir sowohl das Delta System als auch die Wurzel gefunden.
Wir zeigen diese Aussage nun mit vollstindiger Induktion iiber n:

IA

v

IS

Sei D also eine Familie einelementiger Mengen, deren Elemente Ordinalzahlen sind.
Wihlen wir B := D und § := ) so sind wir fertig, da je zwei einelementige Mengen
nur triviale Schnitte haben kénnen.

Fiir beliebige x-grofle Familien von n-elementigen Mengen von hoéchstens k-grofien
Ordinalzahlen existiert eine Ordinalzahl § und eine k-grofle Teilfamilie B, sodass
Vi,jE:‘Q,Z.#j:(5ﬂBi:5ﬂBj:BiﬂBj.

Sei D also eine Familie (n 4 1)-elementiger Mengen, deren Elemente Ordinalzahlen
kleiner gleich x sind. Sei A < k eine Ordinalzahl. Betrachte die Teilfamilie M) :=
(D;)ier von D die genau jene Mengen D; beinhaltet, fiir die min D; = A. Sei D} :=
Di\{\} und analog M’ = (D));c;. Wir bemerken, dass |D}| = n. Ist [ = « so haben
wir per [IV] eine Teilfamilie B’ von M/, und eine Ordinalzahl ¢’ die ein n Delta System
bilden. (B; U A)i<, =: By und d U {\ + 1} =: J) bilden dann das gewiinschte Delta
System.

Falls es kein A mit |I| = & gibt, ist also |I| < & fiir alle A < k. Wir konstruieren nun
rekursiv eine k-groffe Familie f : k — D"k mit

(J#"a) € min f(a)

fiir alle @ < k wobei D"k das Bild der Familie D ist. Wir wihlen nun B := f mit
0 := () und haben somit ein entsprechendes Delta System gefunden.

Fiir diese Konstruktion definieren wir rekursiv eine Funktion g auf k die uns eine
Teilfamilie der M ’s liefert: Wir schicken die Ordinalzahl « auf die kleinste Ordinal-
zahl v, sodass M, nicht leer ist. Dabei wollen wir nicht Ordinalzahlen treffen, die
schon von g erreicht wurden. Wir definieren also:

g(o) :=min({y <k | M, # (Z)}\sup(U U{./\/lg | 0 < sup(g”a)}'k)).
Da k regulér ist und die M., alle kleiner « sind, ist sup(|JU{My | @ < p}"k) kleiner

k fir alle p < k und ¢ somit wohldefiniert. Wir kénnen nun punktweise f(«) als
irgendeine Menge aus M,y wéhlen, da dann

(U f"a) € min M; = min f(a).
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4 Anwendungen von Forcing

Um die Notwendigkeit der Voraussetzungen zu illustrieren, kénnen wir den abz&hlbaren
Fall betrachten: Hier findet sich im Allgemeinen kein Delta System, da mit A = (n)p<.w
durch » N'm = min(n, m) ein Gegenbeispiel gegeben ist.

Definition 4.0.2. Sei k eine Kardinalzahl und P eine Halbordnung. Dann hat P die k-c.c.
genau dann, wenn fiir jede Antikette A C P : |A| < k gilt. Wir sagen P hat die abzdhlbare
Ketten Bedingung, auch c.c.c. genannt, genau dann, wenn jede Antikette aus P hochstens
abzahlbar ist.

Lemma 4.0.2. Fiir eine beliebige Ordinalzahl o hat C(«) die abzdhlbare Ketten Bedin-
gung.

Beweis. Sei « eine beliebige Ordinalzahl. Wir nehmen an, dass C(«) nicht die abzéhlbare
Ketten Bedingung erfiillt und wollen dies auf einen Widerspruch fiihren. Es existiert also
eine iiberabzihlbare Antikette in C(«). Da diese Antikette iiberabzéhlbar ist, hat sie eine
w1 grofle Teilmenge, deren Elemente natiirlich immer noch inkompatibel zueinander sind.
Sei A also eine solche Antikette mit |A| = w;. Sei S := {supp(p) | p € A} die Menge der
Tréger von Elementen aus A. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit und fiir denotationelle
Vereinfachung kénnen wir diese Tréiger wie Definitionsmengen behandeln. Fiir eine (end-
liche) Definitionsmenge p kommen aber nur abzihlbar viele Funktionen infrage, ndmlich
genau w/?l viele. Wir kénnen also A nach oben abschiitzen:

A] < 18] - P! = max(|S],w) = |S].

Da offensichtlich auch |S| < |A|, gilt |S| = wy. Identifizieren wir S mit der Familie, die einer
Funktion ihre Definitionsmenge zuordnet, kénnen wir das Delta System Lemma 4.0.1 auf
S anwenden und erhalten ein Delta System Ss mit Wurzel §. Beschrinken wir uns auf jene
Elemente von A mit Definitionsmenge in dem Delta System, erhalten wir eine Teilmenge
As € A. Aj ist natiirlich wieder eine Antikette und iiberabzahlbar, da jeder Definitions-
menge in Ss zumindest eine Funktion entspricht und, vermdge dem Delta-System-Lemma,
S; iiberabzéhlbar ist. Allerdings ist die Menge aller Funktionen eingeschrankt auf die Wur-
zel, wie schon erwdhnt sogar zu beliebiger Definitionsmenge, nur abzéhlbar. Also muss es,
da Aj iiberabzéhlbar ist, Funktionen p # ¢ € A geben, die auf § iibereinstimmen. Da Aj
ein Delta System ist, haben die Definitionsmengen von p und ¢ Schnitt §. Also ist hiermit
implizit eine Fortsetzung r € C(«) von p und ¢ definiert:

r:=pu q1dom(q)\é6 = 4 U Prdom(p)\s-
Damit sind aber p und ¢ kompatibel, also ist As keine Antikette. Da A5 C A, ist A erst
recht keine Antikette, im Widerspruch zur Annahme.
O
4.1 Verletzung der Kontinuumshypothese

Lemma 4.1.1. Sei M ein transitives Modell von ZFC, k € M eine Kardinalzahl und
P € M eine Halbordnung mit

M = “P hat die k—c.c.”.
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4 Anwendungen von Forcing

Sei G C P ein P-generischer Filter iiber M und X C M ein Element der generischen
Erweiterung M[G]. Sei p die Kardinalitét von X in M[G], also

MIG] = p = [X].
Dann existiert eine Obermenge Y € M von X mit

<p, fallswk <p™
MEY|{ <k, falsk>p" A p<cf(k)
<k, fallsk >p A p>cf(k).

Insbesondere ist, wenn X eine reguldre Kardinalzahl gleich x oder echt grofler x ist, X auch
eine Kardinalzahl in M|[G].

Beweis. Sei also X € M|[G] beliebig mit X C M. Sei p die Kardinalitdt von X in M[G].
Dann ist p = | XM und es existiert per definitionem eine Bijektion f : u — X in M|[G].
Da f € M[G] existiert ein Name 7 € MF mit 7¢ = f. Sei /i der Name von g und p € G
mit

p Ik “7 ist eine Funktion mit Definitionsmenge .

Wir fixieren nun fiir jedes Element ¢ € u der Definitionsmenge von f in M[G] die Menge
aller moglichen Funktionswerte B¢ von 7 bei &:

Be:={neM|3g<pA(qlr(&) =m0}

Wir konstruieren nun Antiketten in M anhand der B um ihre Gréfle abzuschétzen. Per
definitionem existiert fiir jedes n € B¢ ein Zeuge qg mit qg I+ T(f) = 7). Wir behaupten,
dass dieses Verfahren eine Antikette induziert: Sei also n # n'. Zu zeigen ist, dass dann
schon qg 1 qg/. Wir nehmen an, dass ein r existiert mit qg >r < qgl und wollen dies zu
einem Widerspruch fithren. Da alle drei Bedingungen kleiner p sind, erzwingen diese, per
Lemma 3.3.1, dass 7 eine Funktion, insbesondere Rechtseindeutig ist. Dieses r erzwingt
aber, wieder per Lemma 3.3.1, dass 57 = 7(€) = 7/, insbesondere 77 = 7/ also n = 7/, ein
Widerspruch. Da & beliebig war, existiert, vermoge der Bijektion n qg, eine Antikette
A¢ mit |A¢| = |Be|. Da per Voraussetzung M die k—c.c. hat, gilt M |= |Be| < k.

Wir kénnen nun ein Y O X konstruieren, welches die zu zeigenden Ungleichungen erfiillt:

Y= | B
£<p

Da die B¢ in M sind, ist auch Y € M. Ein B¢ ist die Menge aller moglichen Funktionswerte
von 7 bei €. Da die echten Funktionswerte von 7 sicher unter den méglichen liegen, ist auch
das tatsdchliche Bild X C Y.

Wir iiberpriifen nun die Ungleichungen. Per Fakta 2.3.1 ist zumindest

V] <Y |Be| = Sup\Bs\ —m<aX( 1, | Bel)-
E<p
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4 Anwendungen von Forcing

e Sei also k£ < pt. Dann sind die |Be|’s, da sie echt kleiner  sind, auch echt kleiner
p", also auch kleiner gleich p.

e Sei also k > T und p < cf(k). Da wir nur u viele echt kleinere Mengen addieren,
und p kleiner der Kofinalitit ist, also kleiner der Mindestanzahl an echt kleineren
Menge ist die wir brauchten um & zu erreichen, ist |Y] < k.

e Sei also kK > p und g > cf(k). Nun kénnen wir  erreichen, da wir genau cf(k)
viele Mengen addieren konnen. Da wir aber nicht mehr Mengen als k-viele kleinere
Mengen als x addieren kénnen, kénnen wir aber nur héchstens  erreichen. Damit ist
in diesem Fall |Y| < k.

Damit wire der erste Punkt gezeigt. Sei nun p > k eine beliebige Kardinalzahl in M.
Mit der Notation aus dem ersten Teil, setzen wir p := |p| in M[G], X ;= pund ¥ DO X
eine Obermenge von X mit Y € M. Wir nehmen an, dass p in M[G] keine Kardinalzahl
ist, insbesondere also p = |pM[¢]| < p und wollen dies zu einem Widerspruch fithren. Mit
den Abschitzungen aus dem ersten Teil erhalten wir

falls K < p+
ME|Y|<pqfalls s > put A p<cf(k)
falls k < p.

Das ist absurd, da in M die Kardinalzahl p = X C Y ist. Wir befinden uns also im dritten
Fall K > p > cf(k) und p < k also p = k, womit p per Voraussetzung regulér ist. Dann ist
aber per definitionem cf(p) = p und mit kK > p > cf(k) auch p > pu > cf(p) also p > p > p.
Das ist ein Widerspruch zu u < p.

O]

Satz 4.1.1 (Cohen). Ist ZFC konsistent, so auch ZFC + ~CH, sogar ZFC + 280 = R.

Beweis. Da wir einen Konsistenzbeweis fiihren, kénnen wir voraussetzen, dass ein transi-
tives, abzihlbares Modell M von ZFC existiert. Wir zeigen zuerst die erste Aussage, also
Con(ZFC + —CH). Sei dazu a € M mit o > wi?. Wir betrachten nun C(a) € M. Per
Lemma 3.1.1 existiert ein C(«)-generischer Filter G C M. Durch

a— w?
F
é. = UpEG p(é)
ist eine Funktion definiert. Dies kénnen wir mit einem #hnlichen Argument wie in unserem
Beweis vom Satz von Cantor 3.1.1 einsehen: Fiir n € w, £ € a sei

D;, := {p € C(a) | n < dom(p(€))} € M.

Wir behaupten, dass diese DS dicht in C(a) liegen. Fixiere n € w und £ € a. Sei p € C(«)
mit d := dom(p(¢)) beliebig und 0.B.d.A. nicht in D§. Da p nicht in D5 liegt, gilt per
Konstruktion n > d. Wir konstruieren nun ein
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4 Anwendungen von Forcing

p=p\{(&p(&)} U{(& p() U{(d+k d+k)|k<n-—d+1})}.
—_—— ~~ ~

“frei” “alte” “heue”

Dann ist p bei £ offensichtlich eine Fortsetzung von p und n < dom(p(§)), womit tatséchlich
p>pE Df;. Da G generisch ist, gibt es also zumindest ein p € G N D%, womit F(§)
tatsdchlich in w*, F also linksvollstindig ist. F' ist auch rechtseindeutig, da zwei gleichen
¢ immer die gleiche Vereinigung zugeordnet wird. Diese ist tatséchlich ein Element vom
Funktionenraum und wohldefiniert, da sich die Funktionen in G fortsetzten, weil G als
Filter nach unten gerichtet ist.

F ist sogar auch injektiv: Sei dazu & # &’. Wir betrachten die Menge

D = {p € C(a) | 3n € dom(p(&)) N dom(p(&)) : p(€)(n) # p(¢")(m)}.

Wir zeigen zuniichst, dass diese Menge dicht ist. Sei also p € C(«) beliebig und 0.B.d.A.
nicht in Dgl. p(€) und p(¢’) stimmen also an allen n in ihrem gemeinsamen Definitionsbe-
reich iiberein. Sei d := dom(p(¢)), d’ := dom(p(¢')) und d := max(d, d'). Wir betrachten

p=p\{(&p(£)), (€', p(')} U

“frei”
(§) U{(d +k,0) | k < d —d})}U

9

{(¢,

:

“neue”

{(€ p)u{(d + k1) | k<d—d})}.
—~~

“alte” “heue”

)
=
&+
[}

Da p(&)(d) = 0 £ 1 = p(€')(d) ist p € Dgl. Da p die Funktion p bei £ beziehungsweise
¢ fortsetzt und sonst gleich lisst, gilt auch p < p, womit die Dgl’s tatsdchlich dicht in

C(a) liegen. Weil G generisch ist, existiert ein ¢ € G N Dgl. Per Konstruktion von F
ist F'(§) = Upeqp(§) beziechungsweise F(§') = U,cqp(§'). Es ist, da ¢ € G, also auch

q(&) C F(&) und ¢(¢') C F(¢). Da sich, per Konstruktion von D?, die Funktionswerte von
q bei £ und ¢’ aber an zumindest einer Stelle unterscheiden, ist F(§) # F(£').

F ist also tatséichlich eine injektive Abbildung, womit o < |w®| = |2¥|. Wir sind noch
nicht fertig, da F' mithilfe von G, also nicht in M konstruiert wurde. Die obere Abschitzung
gilt also nur in M[G], die untere durch wy aber in M. Wir wollen zeigen, dass letztere auch
in M|G] hilt. Dazu sei, mit der Notation aus Lemma 4.1.1 nun s := wy und p := . Da M
per Lemma 4.0.2 die Voraussetzungen erfiillt, gilt M|[G] | a > wy womit M[G] = Ny < 280,
insbesondere

MIG] |= ~CH.

Wir wollen nun die zweite Aussage zeigen, also 280 = R,. Dazu sei unser Modell ein L,

fiir irgendein abzihlbares v < w} aus der Sicht des Universums V. Sei nun o = w2L T aus
der Sicht von L.
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Fiir die untere Grenze betrachten wir, wie im ersten Teil, nun die Halbordnung C(«) und
wihlen, da L, abzdhlbar ist, einen generischen Filter G C C(«) iiber L.. Mit dem gleichen
F wie oben, erhalten wir dann wieder w“ > « also

L’Y[G] ': A > Ny,

womit wir die gewiinschte untere Grenze gefunden haben.
Fiir die obere Grenze miissen wir also noch zeigen, dass L,[G] = 2% < R,. Dazu sei
7% € w¥ N L,[G] beliebig. Fiir n < w betrachten wir die Mengen

E,={peCla)|Im<w:p II—EE{Q) 7(n) =m}.

Wir behaupten, dass diese E,, dicht sind. Sei p € C(«) beliebig und 0.B.d.A. nicht in E,,. Wir

nehmen an, dass fiir alle ¢ < p : g € E, gilt und wollen dies zu einem Widerspruch fiihren.
(o)
N

alle m, womit, wieder mit dem Fundamentalsatz, auch L,[G] &= Vm € w : 7%(n) # m, ein

Widerspruch zu 7C¢ . w — w. Per Lemma 3.1.2 existieren nun maximale Antiketten A,, C E,,
fiir alle n < w. Wir definieren mithilfe der Funktion [.,.] -jener aus der Herleitung vom
Auswahlaxiom in M[G] aus 3.5- den netten Namen o fiir 7¢

Per Konstruktion von I-* und dem Fundamentalsatz 3.4.1 gilt also p II—E —7(n) = m fir

o =0o(r) = {([i,m].p) | p € An ApIF[ ¥ 7(i) =0},

G:

Wir behaupten, dass o tatséichlich ein Name fiir 7 ist, also, dass ¢ 7¢. Wir zeigen die

beidseitige Inklusion:

C Sei also % € 0@ beliebig. Da fiir den G-Interpretationspaarhomomorphismus [.,.],
wie wir schon gezeigt haben, fiir = 2%,y = 5% : [2,9]% = (x,y) gilt, ist 6% = (n,m)
fiir n,m < w. Es existiert insbesondere ein p € G mit ([n,m],p) € o. Per Konstruk-
tion von ¢ gilt dann allerdings p Il—(gia) 7(n) = 1, womit per Fundamentalsatz schon

(n,m) € 7¢, also 0% € 7.

D Sei also #¢ € 7 beliebig. Da 7¢ : w — w, ist 8 ein Paar von der Form (n,m) mit
n,m € w. Mit dem Fundamentalsatz existiert dann ein p € G mit p H—(L:ia) (

also

n,m) €T

p g 7(i) = .

Da A, eine maximale Antikette ist, gilt per Fakta 3.1.3, dass G N A,, nicht leer ist.
Sei also ¢ € GN A,. Da A,, C E,, gilt per Konstruktion der E,,, dass

q II—%(O‘) T(n) =m'

~

fiir ein m’ < w. Da G als Filter nach unten gerichtet ist, existiert einr € G:p >r < q.
Fiir dieses gilt dann per Lemma 3.3.1 und dem Fundamentalsatz, dass

rIFE Y 7 (i) = i A7 (i) = .

Da 7% : w — w rechtseindeutig ist, folgt mit dem Fundamentalsatz m = m/. Es gilt
also ([7,m],q) € o, womit (n,m) € 0.
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4 Anwendungen von Forcing

Es gibt also fiir jedes € w* N L[G] einen netten Namen o € LS @ mit 2 = 0. Jedes
Element eines netten Namens ist von der Form ([n,m],p) fiir ein p € A,. Da C(«) die
c.c.c. hat, und A,, eine Antikette ist, gibt es aber fiir jedes n € w hiéchstens abzéhlbar viele
m,p mit ([#,m],p) € o. Dariiber hinaus gibt es durch die c.c.c. nicht mehr als a™° solche
Antiketten. Tatséchlich gibt es nicht mehr als o nette Namen fiir die Funktionen aus w®:

Mit der Hausdorff-Formel 2.3.1 ist fiir k£, A > Ny :

womit

(aNo)No — oNoRo — (Ro Ngo — (Nf)NO —

RN RF = (ReT)R0 LR = RN RE R = q
wobei wir in jedem Schritt wo die passende Form gegeben ist, die Hausdorff-Formel an-
gewendet haben und GCH fiir Ngo < R, welche in L., bekannterweise gilt. Es gibt also
hochstens a viele nette Namen fiir Elemente aus w®, womit L, [G] = 280 < Ry, vermoge der
Bijektion, die eine Funktion auf ihren netten Namen schickt, und der Injektion, die nette
Namen in « hinein abbildet.

Es gilt also zusammen mit dem ersten Teil:

L[G] 2% =%,

was zu zeigen war.
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