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Rechne 3—4 der folgenden Beispiele:

(1) Mehr zu Verbinden.

e Sei A, < eine partielle ordnung so daf je zwei Elemente a,b eine kleinste
obere Schranke o und eine grofite untere Schranke u haben. Zeige: Mit der
natiirlichen Definition (d.h., aAb := u etc) ist A ein Verband, und die durch
den Verband definierte partielle Ordnung ist genau <.

e Sind die Folgenden Mengen (geordnet durch Inklusion) Verbiénde: Die Men-
ge aller Teilgruppen einer (fixen) Gruppe G; die Menge aller normalen Teil-
gruppen von G; die Menge aller Ideale eines (fixen) Ringes R; die Menge
aller Teil-Vektorrdume eines (fixen) Vektorraums V.

(2) Boolesche Algebra. Eine Boolesche Algebra ist ein Verband mit zusétzlich
den Konstanten 0 und 1 und der einstelliogen Operation ' (Komplement), so dafl
gilt:

zAN0=0,zVvV1=1,

zA2 =0, zVa =1.

xA@yVz)=(@Ay)V(xAz)

xV(yAz)=(@Vy A(xVz)

Zeige:

P(X) (die Potenzmenge von X) mit den iiblichen Operationen Schnitt,

Vereinigung, leere Menge, X, und Komplement (relativ zu X) ist eine BA.

e Im einem spiteren Beispiel wird gezeigt: Jede BA B ist injektiv einbettbar
in die BA P(X) fiir ein X. Zeige: Nicht jede BA ist isomorph zu P(X) fiir
ein X. (Hinweis: Zeige: es gibt abzidhlbar unendliche BAs)

e Sei B eine BA, definiere AAB als (a Ab)V (bAd'). Zeige: (B, A, A) ist ein

Ring.

Eine Teilmenge I von B ist ein ideal, wenn sie ein Ideal im entsprechenden

Ring ist (oder #dquivalent: wenn fiir alle @ € I und b < a auch b € I und

wenn a Vb € I fir alle a,b € I). Sei I Ideal auf der BA B. Definiere die

Quotientenalgebra B/I und zeige dafi diese Quotientenalgebra wieder BA

ist.

e Kine Teilmenge A eine BA ist eine Antikette, wenn a Ab = 0 for all a,b € A.
Eine Antikette ist maximal, wenn es keine echte Obermenge A’ D A gibt
die Antikette ist. Zeige: Eine Antikette ist maximal genau dann wenn 1 das
einzige Element ist, das iiber allen Elementen der Antikette liegt (in der
durch die BA-Operationen bestimmten Ordnung).

e Eine BA heifit ccc, wenn jede Antikette endlich oder abzdhlbar unend-
lich ist. Ein Ideal I heifit ccc, wenn wenn B/I ccc ist. Eine BA B heif}t
o-vollstéindig (oder manchmal auch o Algebra), wenn jede abzihlbare Teil-
menge von B ein supremum und ein infimum hat. Eine BA B heifit vollsténdig,
wenn jede Teilmenge ein supremum (und ein infimum) hat. Zeige: Sei B eine
o-vollstéindige Algebra, und I ein ccc ideal. Dann ist B/I vollsténdig.

e Sei I die Menge der Lebesgue-Nullmengen. By: Alle Teilmengen von R, By:

die Lebesgue-mefibaren Mengen, Bs: die Borelmengen. Zeige: I ist ideal in
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By, B; und B;. Welche der folgenden Mengen (mit der Teilmengenbezie-
hung) bzw Quotienten ist (o)-vollstindig bzw ccc: By, Bo/I, B1, B1/I, Bo,
By/I.

e a € B heifit Atom, wenn a # 0 und fiir jedes b € B gilt: wenn 0 < b < a,
dann b = 0 oder b = a. Eine BA heifit atomfrei, wenn sie keine Atome hat.
Welche der obigen BAs ist atomfrei?

(3) Boolesche Algebra: Topologie. Eine Menge a eines toplogischen Raums
heifit clopen, wenn sie sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Zeige: die clopen
Mengen bilden eine BA (mit den iiblichen Mengenoperationen). Ist diese BA o-
vollstandig?

Eine Menge a eines toplogischen Raums heifit regulir offen (ro), wenn (a)° = a.
Zeige: Die ro Mengen bilden eine vollstéindige BA. (Beziiglich welcher Operationen?)

0.1. (3b) Einbettungen von p.o.s in B.A.s. Sei P eine partielle Ordnung. Dann
kann P mit der Ordnungs-Topologie versehen werden: Fiir p € P setze N, = {q¢ :
g < p}. Die Mengen N,, bilden eine Topologiebasis. Sei B die (vollstédbdige) B.A.
der der ro-Teilmengen von P. Definiere i : P — B durch p — ]\71,0. Wir definieren
p L g durch: Es gibt kein r € P so dafl » < p und r < ¢g. P heif}t seperativ, wenn
es fiir all p,q € P mit p £ q ein r gibt mit r < p und r L q.
Zeige:
e i(p) # 0 fiir alle p € P.
e Das Bild von ¢ ist dicht, d.h. fiir all @ # 0 in B gibt es ein p € P so dafl
i(p) < a.

e Wenn g < p, dann i(q) < i(p).

* ¢ Lpgdwi(g) Li(p).

e Wenn P seperativ ist, dann ist ¢ injektiv, und ¢ < p gdw i(q) < i(p).
Zusammenfassend: Jede seperative p.o. ist dichte Teilordnung einer vollstédndigen-
BA Ordnung.

(4) Boolesche Algebra: Stonescher Darstellungssatz. Sei B eine BA. Ein
Filter ist das Dual eines Ideals (z.B: F' C B ist Filter, wenn {a’ : a« € F} C B ein
Ideal ist). Triviale Beispiele fiir Filter sind die prinzipalen Filter {b > a} fiir ein
fixes a € B.

Ein Ultrafilter ist ein maximaler Filter (d.h. ein Filter, der maximal ist in der
Menge aller Filter (ohne dem trivialen Filter, der die ganze Algebra ist)). Ein prin-
zipaler Filter zum Element « ist Ultrafilter gdw a ein Atom ist.

Sei S(B) die Menge aller Ultrafilter auf B. Auf S(B) kann man eine Topologie
generieren duch die Topologiebasis die aus folgenden Mengen besteht

X.={U € S(B): ac U} (fir a € B).
Zeige:

e Die Menge der X, ist tatsiichlich eine Topologiebasis (in unserem Fall gilt
sogar: X,, N Xq, = X, fiir welches a3?)

o Jedes X, is clopen. (Was ist S(B) \ X,7)

e Einen Raum mit clopen Topologiebasis nennt man auch total unzusam-
menhéngend. S(B) ist also total unzusammenhéngend.

e Zeige: S(B) ist kompakt (inkl. T2). Hinweis: S(B) ist abgeschlossener Teil-
raum des kompakten Raumes 27 (mit der Produkttopologie), der selbst
kompakt ist.
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e Zeige: Die clopen Mengen eines Topologischen Raumes bilden eine Mengen-
Algebra (d.h. eine Boolesche Algebra mit den normalen Mengen-Operationen).

e Zeige a — X, ist ein injektiver BA-Homomorphismus (sogar: Isomorphis-
mus) von der BA B in die Mengen-Algebra der clopen Mengen von S(B).
(Hinweis fuer Isomorphismus: aus kompakt und total unzusammenhéngend
folgt: Jede clopen Menge ist endliche Vereinigung von Basismengen.)

(4b) Stone-Cech Kompaktifizierung fiir diskrete X. Sei X eine Menge. mit
der diskreten Topologie. Sei B die Boolescha Algebra aller Teilmengen von X.
Die Stone-Cech Kompaktifizierung von X ist S(B). Die Wir kénnen X in S(B)
einbetten indem wir x € X den prinzipalen Ultrafilter A C X : A 5 z zuordnen. Auf
diese Weise ist X eine Teilmenge von S(B). Zeige: X ist dicht in S(B), jeder Punkt
von X ist isoliert in S(B), und jede Abbildung f : X — K in einen kompakten
Raum K kann eindeutig zu einer stetigen Abbildung f' : S(B) — K erweitert
werden.

(5) Boolesche Algebra, Back and forth. Seien By, Bs beides atomfreie abzihlbare
Boolesche Algebren. Zeige: B; und Bs sind isomorph.

Hinweis: Sei By = {ag, a1, ...} und By = {bg, b1,...}. Konstruiere eine aufstei-
gende Kette partielleer isomorphismen f,, von By nach B, stelle in Schritt 2n sicher
daB a,, € dom(f,) und im Schritt 2n + 1 da8 b,, € im(f,).

(6) Rekursionstheorie: Primitive Rekursion.

e Ex 2.5.3: Zeigen Sie dass Plus und Mal primitiv rekursiv sind.
o Ex 2.5.4(12): Zeigen Sie dass die Funktion die n auf die n-te Primzahl
abbildet primitiv rekursic ist.

(7) Rekursionstheorie: Turingmaschinen.

e Ex 2.5.7(4): Geben sie “tidy” Progeramme fuer x(1(x),2(x)) an, wenn
Sie bereits ‘’tidy” Programme fuer y, ¥; und ¥y zur Verfiigung haben.

e Ex 2.5.13: Zeigen Sie dass die BusyBeaver Funktion bb(n) nicht berechenbar
ist. bb(n) sei der maximale output, den ein Turing programm mit héchstens
n Zusatédnden (=Programmzeilen) auf Input 0 liefern kann. (Dieses Beispiel
ist vielleicht an dieser Stelle etwas zu schwierig...)



