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Wiederholung: Aussagenlogik

@ Richard Paradoxon: Sei n die kleinste naturliche Zahl, die nicht mit
einem Satz mit weniger als 100 Zeichen definiert werden kann.

@ Das deutet an: Es kann keine universelle mathematische (und
zugleich metamathematische) Sprache geben.

@ Daher notwendige Trennung in Objektsprache und Metasprache.
@ Einfachstes Beispiel fiir Objektsprache: Aussagenlogik.
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Syntax der Aussagenlogik

Wir definieren nun die Menge der Satze der Aussagenlogik.
Ein Satz ist eine Zeichenkette (rein syntaktisch) mit den Zeichen
(1 )1 ) _>1 /\1 Vl A11 A21 L
Induktive Definition der aussagenlogischen Satze
@ A, ist ein Satz (Atomsatz) fur jedes i € N

@ Wenn ¢ und y Satze sind, dann auch =, (¢ — ¥), (@A) und (¢ V ).

(Man kann fur beliebige Indexmengen I die Atomséatze A; (i € )
verwenden.)

Beispiele fur Satze der Aussagenlogik
e A

o (-ALAAL)
@ ((-AL — -A2) — (AL — A2))
o ((Al — A2) - (—|A2 — —|A1))

v
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Semantik der Aussagenlogik
Jetzt definieren wir die “Bedeutung” (Semantik) von Satzen:

Belegungen
@ Eine Belegung b ist eine Abbildung {A; : i € N} — {w, f}.
@ Jede Belegung b kann kanonisch auf Funktion von den Satzen nach
{w, f} fortgesetzt werden:
b(=¢) = w gdw b(y) = f,
b(e Vv ¥) = w gdw b(p) = w oder b(y) = w,
b(e A ) = w gdw b(p) = w und b(y) = w,
b(e — ) = f gdw b(p) = w und b(y) = f.
@ Ein Satz ¢ ist erfiillbar, wenn b(yp) = w fir eine Belegung.
@ Ein Satz g ist glltig (Tautologie), wenn b(y) = w fiir alle Belegungen.

@ Ein Satz ¢ ist unerfillbar (Kontradiktion), wenn b(¢) = w flr keine
Belegung.

@ Eine Menge X von Séatzen ist erfullbar, wenn es eine Belegung b gibt
so dafd b(p) = w fir alle ¢ € X.
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Satz

Wenn b, b’ Belegungen und b(A;) = b’(A;) fur jedes in ¢ vorkommende A;,

dann ist b(p) = b’(¢).

Wabhrheitstabelle: b(y) in Abhéngigkeit von b(A)):

Beispiel: ¢ = (A1 — Az) = A3) — (A1 — (A, = A3)):

Setze lﬂl = (Al - A2) - A3 und lﬁz = Al - (Az - A3)

Al Ao A3 |AL- A Y1 Ao A3 Yol
w o ow w w w w w | w
w w f w w f flw
w f w f f w w | w
w f f f f w w | w
f w w w w w w | w
f w f w w f w | w
f fw w w w w | w
f f f w w w w | w

Daher: ¢ ist Tautologie (insbes. erfiillbar, keine Kontradiktion).
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Berechenbarkeit

Satz

Es ist effektiv entscheidbar ob ¢ eine Tautologie ist (bzw. eine
Kontradiktion bzw. erfillbar).

Klar: Wahrheitstabelle.
(Damit definiert: Formeln vorher als Zahl kodieren!)

Wabhrheitstabelle fir Formeln mit n Zeichen hat i.A. GréRRe ca. 2".
Das triviale Computerprogramm, das Erflllbarkeit entscheidet hat also
exponentielle Laufzeit.

Frage: Gibt es auch ein Programm mit polynomieller Laufzeit?

Das ist das P/NP Problem (bzw. eine der vielen aquivalenten Formen),
das wichtigste offene Problem der theoretischen Informatik.
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Der Kompaktheitssatz

Zur Erinnerung: X ist erfullbar wenn es eine Belegung b gibt so dal}
b(p) = w flr alle ¢ € %.

Satz
Y ist erfillbar gdw jede endliche Teilmenge von X erfilllbar ist. J

(Ohne Beweis.)
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Einfache Folgerung von Kompaktheit: Farbungen

Frage: LaRt sich jedes Land in Landkarte mit 3 Farben farben s.d.
benachbarte Lander verschiedene Farben haben?

> 2

Allgemeiner: Fur welche ungerichteten Graphen G kann man Knoten mit 3
Farben farben s.d. verbundene Knoten verschiedene Farben haben?

VA

Landkarten (=planare Graphen) kénnen unendlich sein.
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Einfache Folgerung des Kompaktheitssatzes

Farbbarkeit ist lokal

Man kann einen Graph mit 3 Farben farben genau dann wenn man jeden
endlichen Teilgraph mit 3 Farben farben kann.

(Ein analoger Satz gilt fur 4 Farben etc.)
Beweis: Sei G die Menge der Knoten. Die Farben seien r, g, b. Fir jeden
Knoten k und Farbe ¢ sei A¢ die Aussage “k hat Farbe c”.
T={A VA VAL ke GYU{-A V-Al  keG}U:--U

{Ap = -A[ . k,I € Gverbunden}u....

0 € G. 1 € G verbunden mit O.

AV AIV AL, —AL vV =AY, —ALV -AD, SAS v -Ab) 3,
{Ay = =AlL AY > AT AL — —AP} C X
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Einfache Folgerung des Kompaktheitssatzes (Forts.)

@ Eine Belegung b, die Z erflllt, entspricht einer Farbung:
Farbe fiir k € G ist das eindeutige ¢ € {r, g, b} s.d. b(Af) = w.

@ Daher: X ist erfullbar gdw es eine Farbung gibt.
@ Kompaktheitssatz: Wenn jedes endliche S c X erfullbar, dann X.

@ In jeder endlichen Teilmenge T von X kommen nur endlich viele
Atomformeln vor. Diese sind endlich vielen Knoten zugeordnet.

@ Wenn der endliche Teilgraph aus diesen Konoten farbbar ist, dann ist
T erfullbar.

@ Insgesamt also: Wenn jede endliche Teilgraph farbbar, dann auch G.

Das funktioniert natirrlich genauso mit 4 Farben etc.

Da der 4-Farbensatz fur endliche Karten gilt, gilt er somit auch fur
unendliche Karten.
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