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Legende:
(+) Die Aufgabe ist nicht trivial.
(++) Eine etwas schwierigere Aufgabe.
(+++) Bendstigt Theorie die in der Vorlesung noch nicht besprochen wurde.

Definition: Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

ag, - - - a, sind linear unabhéngig, wenn fir alle ay,...,a, aus K mit
a; # 0 fiir zumindest ein 7 < n gilt: 0 #£ ag - ag + -+ ay - ay

A C V ist linear unabhiingig, wenn (fiir alle n € N) alle ag,...a, € A
linear unabhéngig sind.

FEine Basis ist eine maximale linear unabhéngige Menge.

Beispiel 1: (+) Zeige (mit Zornschem Lemma): Jeder Vektorraum hat eine
Basis.

Definition: Eine Menge A C [0,1] ist abgeschlossen nirgends dicht, wenn
A abgeschlossen ist und leeres Inneres hat (d.h. A° = (§, in diesem Fall
dquivalent zu: A enthélt kein Intervall.)

A C [0,1] ist mager, wenn B C
dicht.

Beispiel 2: Zeige: Die Menge der mageren Mengen ist ein o-Ideal.

Definition: Eine Menge A C [0,1] ist Lebesgue-Null (A € LN), wenn es
fiir jedes € > 0 eine Folge (O, )ne. rationaler Intervalle gibt s.d. A C
Uncew On und 3 - lengthO, < e. Dabei bezeichnet lengthO,, die Linge
des Intervalls.

Wir wissen schon: LN ist o-Ideal.

Beispiel 3: (++) Zeige: Es gibt eine abgeschlossen nirgends dichte Menge,
die keine Lebesgue Nullmenge ist.

Hinweis: Die selbe Konstruktion wie Cantor-Nullmenge, nur wird in
Schritt n nicht das innere Drittel, sondern ein inneres €,-tel entfernt. Der
Schnitt ist (wie bei Cantormenge) abgeschlossen und hat leeres Inneres. Im
Unterschied zu Cantormenge haben wir aber positives Maf. Benutze: Wenn
A; absteigende Folge von Teilmengen von [0, 1], dann ist das Maf} von | A;
gleich dem Limes der Mafle der A;.

Beispiel 4: (++: Benétigt Satz von Baire) Zeige: Es gibt eine Lebesgue Null-
menge, die nicht mager ist.

Hinweis: Beniitze Satz von Baire: Der Schnitt von offenen, dichten Men-
gen ist nicht mager. Finde offene Uberdeckungen von Q N [0,1] mit Maf
1/n, schneide alle diese Uberdeckungen. Das ergibt eine Nullmenge, die laut
Satz von Baire nicht mager ist.

Weiter auf der nichsten Seite:

icw Ai, fiir A; abgeschlossen nirgends



Definition: Sei a,b € [0,1[. a+*b=a+b mod 1.

a 22 b heifit: Es gibt ein ¢ € QN [0,1] so dafl b=a +* q.

Sei AC[0,1[. A+q:={a+*q: ac A} C[0,1].

Ein “translationsinvariantes Maf auf ganz [0, 1[” ist ein Abbildung u von
der Potenzmenge von [0, 1] nach [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

e p([0,1)) >0

e Wenn B abzihlbare disjunkte Vereinigung von A;, dann ist u(B) =

> 1(Aq).

o w(A+q) = p(A) fir g € Q.

Beispiel 5: (++) Zeige: Es gibt keine translationsinvariantes Mafl auf ganz
[0,1[.

Hinweis: 2 ist Aquivalenzrelation, es partitioniert also [0,1[. Mit Aus-
wahlaxiom wiihle ein A C [0, 1[ das genau ein Element aus jeder Aquivalenzklasse
enthélt. Dann gibt es fiir jedes « € [0,1[ genau ein a € A und ¢ € QN [0, 1]
so dal x = a +* ¢. Dann ist [0, 1] die disjunkte Vereinigung von A + ¢ fiir
q € QN 0, 1[. Warum ist das ein Widerspruch?



