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Definition: A heifit transitiv, wenn (x € A&y € x) — y € A.

(A, <4) ist eine partielle Ordnung (oder: Halbordnung), wenn <4 refle-
xiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Eine partielle Ordnung (A, <4) ist total (oder: linear), wenn a < b oder
b < a fiir alle a,b € A.

Eine lineare Ordnung (A, <4) heiit Wohlordnung, wenn fiir jede nicht-
leere Teilmenge B von A die induzierte Ordnung (B, <ANB X B) ein kleins-
tes Element hat.

«a ist Ordinalzahl wenn transitiv und («, €) Wohlordnung.

Beispiel 1: : Zeige: « ist Ordinalzahl genau dann wenn « transitiv ist und
(a, €) eine totale Ordnung.

Definition: Wenn (4, <4) und (B, <p) (partielle) Ordnungen sind, dann ist
(A,<4)+ (B, <p) das folgendermafien definierte Paar (C, <¢):
C={(0,a): ac A}U{(1,b): be B},

(0,a) <¢ (1,b) fir alle a € A, b € B, (0,a) <¢ (0,a’) genau dann wenn
a <4 d,und (1,b) <¢ (1,b') genau dann wenn b <p b'.

Beispiel 2: Zeige:

o (A, <,4)+ (B,<p) ist eine partielle Ordnung.

e Wenn (A, <4) und (B, <p) total (d.h. linear) sind,

dann ist (A, <4) + (B, <p) total.

e Wenn (A, <4) und (B, <p) Wohlordnungen sind,

dann ist (A, <4) + (B, <p) Wohlordnung.

Beispiel 3: Zeige: Im allgemeinen ist (A, <4) + (B, <p) ungleich (B,<p) +
(4, <a).

Definition: Wenn (A, <,) eine Wohlordnung ist, dann gibt es eine ein-
deutige Ordinalzahl « s.d. es eine bijektive ordnungserhaltende Funkti-
on f:(A,<4)— (o, €) gibt. Dieses o nennt man auch Ordnungstyp von
(A, <4) und schreibt es otp(4, <4).

Wenn «, ([ Ordinalzahlen sind, dann definieren wir o + [ als
otp((a, €) + (B, €)).

Beispiel 4: e Was ist 1 + w? Was ist 2 + w?

e Was ist w+ 17 Was ist w + 27

e Was ist w+ 1+ w?

Definition: Fiir Ordinalzahlen «, 8 heifit a« < 8 dafl @ € § (oder dquivalent;:
« ist ein Anfangsabschnitt von 3). In der Vorlesung wurde gezeigt: o < 8
oder a = (3 oder < a.

Beispiel 5: Fiir die folgenden Beispiele verwende transfinite Induktion.

e Zeige: Wenn a < 3, dann v+ a < v+ 3.

e Zeige: Wenn o < 3, dann o +v < S+ . Gilt auch a+~v < 8 +~7?

Beispiel 6: Zeige: Wenn o < 3, dann gibt es genau eine Ordinalzahl v so
dal o + v = (. Gibt es auch eine Ordinalzahl so daf} v+ o = 57



