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1 Einleitung

Sei X eine Relationsvariable und ¢[X] eine Formel der klassischen Pradikatenlogik erster
Stufe mit Gleichheit, die X enthalten kann. Wir nennen Formeln der Form 3X ¢[X] For-
melgleichungen und stellen uns die Frage, ob wir einen Zeugen fiir diesen Existenzquantor
finden konnen, also eine Formel W[z] mit = p[W]?

Ein verwandtes Problem ist die Elimination von Quantoren zweiter Stufe, bei dem eine
Formel 1 in der Pridikatenlogik erster Stufe mit = IX¢[X]| > ¢ gesucht wird. Der
DLS-Algorithmus in | ] 16st das Problem der Quantorenelimination zweiter Stufe
fiir eine gewisse Klasse von Formeln. Eine Implementierung des DLS-Algorithmus wird in
[ ] beschrieben. Wir werden eine stérkere Variante des Problems der Elimination von
Quantoren zweiter Stufe betrachten: Gesucht ist eine Formel W[z] in der Pradikatenlogik
erster Stufe mit = 3X p[X] <> o[W]. In | | wird gezeigt, dass der DLS-Algorithmus
verwendet werden kann, um dieses Problem fiir quantorenfreie ¢[X] zu l6sen. Die dabei
eingesetzte Methode zur Kombination von Zeugen wird in | | auf nicht-quantorenfreie
Formeln verallgemeinert.

Wir prisentieren eine Variante des DLS-Algorithmus, die die Methode in | | mit-
hilfe von [ | auf eine groBere Klasse von Formeln ausweitet. Eine Implementierung des
Algorithmus ist in GAPT (General Architecture for Proof Theory) ! zu finden.

Im néchsten Kapitel fithren wir die verwendete Notation ein und geben theoretische
Grundlagen zu Formelgleichungen. In Kapitel 3 beschreiben wir den Algorithmus und gehen
auf Unterschiede zum urspriinglichen DLS-Algorithmus ein. Das letzte Kapitel beschéftigt
sich mit Beschriankungen des Algorithmus und gibt eine Klasse von Formelgleichungen an,
fiir die der vorgelegte Algorithmus einen Zeugen fiir die Quantorenelimination findet.
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2 Formelgleichungen

Wir fithren in diesem Kapitel die verwendete Notation ein, definieren den Begriff Formel-
gleichung, setzen das Losen von Formelgleichungen in Bezug zur Elimination von Quantoren
zweiter Stufe und schliefflen mit zwei wichtigen Resultaten, die als theoretische Grundlagen
fiir den Algorithmus im néchsten Kapitel dienen.

2.1 Notation

Wir arbeiten im Kontext der klassischen Préadikatenlogik zweiter Ordnung mit Gleichheit.
Genauer fixieren wir eine Sprache £, die fiir alle n € N abzéhlbar viele Funktionssymbo-
le a,b,c,... und Relationssymbole R,Q,S,... der Stelligkeit n enthélt. Dariiber hinaus
enthalte £ ein ausgezeichnetes bindres Relationssymbol fiir Gleichheit, dargestellt durch
~. Terme werden wie iiblich iiber Individuenvariablen (dargestellt durch x,z1,z2,...,
Ys Y1, Y2y« -+ 25 21, 22, - . . ) und Funktionssymbole definiert. Atomformeln werden iiber Ter-
me, Relationssymbole und Relationsvariablen (durch X, X1, Xo,..., Y,Y7,Ys,... darge-
stellt) definiert. Formeln werden iiber Atomformeln, die Verkniipfungen A, V und —, sowie
Quantoren erster Ordnung Jz, Vo und Quantoren zweiter Ordnung 3X definiert. Wir wer-
den auch Formeln in Priadikatenlogik erster Ordnung mit Gleichheit betrachten. Die Menge
dieser Formeln bezeichnen wir mit P und nennen deren Elemente P-Formeln.

Wir verwenden die Schreibweise 7 fiir ein Tupel von verschiedenen Individuenvariablen,
dessen Grofle aus dem Kontext hervorgeht. Um verschiedene Tupel zu unterscheiden, schrei-
ben wir 7', 72, . ... Eine analoge Schreibweise verwenden wir fiir Tupel von Termen indem
wir ¢ schreiben. Die einzelnen Elemente adressieren wir dann durch einen Index Ty, o, .. ..
Wir verwenden diese Notation auch in Zusammenhang mit Relations- und Funktionssymbo-
len und schreiben R(Z) fir R(Z1,...,Ty) bzw. f(Z) fir f(Z1,...,Ty,). Fir Quantoren schrei-
ben wir auch QT fir Q71 . .. QT fiir Q € {V,3}. Mit T ~ t driicken wir 1 = {1 A+ ATy, = T,
aus.

Fiir die Substitution von Formeln verwenden wir folgende Notation: Sei Z ein Tupel von
n Individuenvariablen. Wenn wir eine Formel durch ¢[Z] einfithren und ein n-Tupel ¢ von
Termen gegeben ist, dann bezeichnet p[t] die gleichzeitige Substitution aller Z; durch ;.
Falls eine Formel durch ¢[X] mit einer n-stelligen Relationsvariable X eingefiihrt wird
und eine andere Formel durch ¢[Z] mit einem n-Tupel Z von Individuenvariablen, dann
bezeichnet @[] die gleichzeitige Substitution jeder Atomformel X (Z) in ¢[X] mit Termen
t durch ¢[t]. Darauf aufbauend, falls eine Formel durch ¢[X7, ..., X,] eingefiihrt wird, und
Formeln 91 [Z!], ..., 1, [T"] gegeben sind, bezeichnen wir mit @[t ..., 1] die gleichzeitige
Substitution aller Atomformeln X;(#) in p[X1, ..., X,] durch ¥;[t'].

Eine Formel ¢ nennen wir giltig, wenn sie in der klassischen Pridikatenlogik zweiter
Stufe mit Gleichheit giiltig ist. Symbolisch schreiben wir dafiir = .
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2.2 Formelgleichungen und Quantorenelimination zweiter Stufe

Definition 1 (Formelgleichung, Zeuge). Seien n € N und Xj, ..., X,, Relationsvariablen
mit den Stelligkeiten aq,...,ay. Sei weiters ¢[X1,...,X,] € P. Eine Formel der Form
X, ...3X, ¢[X1,...,X,] heiBt Formelgleichung in den Unbekannten Xi,...,X,. Wir
nennen @[X1,..., X, den P-Teil der Formelgleichung. Fiir i € {1,...,n} sei Z* ein Tupel
von a; verschiedenen Variablen. Ein Tupel W := (W1 [Z!], ..., W,[2"]) von P-Formeln heif}t

Lésung der Formelgleichung in den Unbekannten Xi,...,X,, falls = ¢[W]. Wir nennen
das Tupel W in diesem Fall Zeuge der Formelgleichung.

Das Losen von Formelgleichungen in mehreren Unbekannten kann auf das Losen von For-
melgleichungen in einer Unbekannten reduziert werden. Denn sei 3X; ...3X,¢[X1,. .., X,]
eine Formelgleichung in den Unbekannten X7, ..., X,, und W,[X1,..., X,,_1] ein Zeuge der
Formelgleichung 3X,,0[X7, ..., X,], dann ist

E|X1 e E|Xn_1g0[X1, ey Xn_1, Wn[Xl, e ;Xn—l]]

eine Formelgleichung in den Unbekannten Xi,..., X,_1. Induktiv kénnen somit Zeugen
Wi, Wa[Wh], ..., Wy[Wi,...,Wy,_1] gefunden werden. Daher beschéftigen wir uns im Rest
dieser Arbeit nur mit Formelgleichungen in einer Unbekannten und sprechen einfach von
Formelgleichungen bzw. Zeugen.

Ein dem Loésen von Formelgleichungen verwandtes Problem ist das Problem der Elimi-
nation von Quantoren zweiter Stufe: Sei X eine Relationsvariable und ¢[X] € P. Gesucht
ist ein ¢ € P mit

= (3Xe[X]) v,

Eine stirkere Variante dieses Problems lautet: Gesucht ist ein Wz| € P, sodass
= (3Xp[X]) & o[W]. (2)

Definition 3 (Zeuge der Quantorenelimination, QE-Zeuge). Wir nennen ein W [z] € P, das
(2) erfiillt, einen Zeugen der Quantorenelimination oder QE-Zeugen der Formelgleichung
IX [ X].

Das Problem der Quantorenelimination ldsst sich auf diese Variante zuriickfithren, da mit
einem QE-Zeugen W[z] € P bereits ¢[W] die gesuchte P-Formel ist. Da die Elimination
von Quantoren zweiter Stufe nicht entscheidbar ist, ist auch diese Variante des Problems
nicht entscheidbar. Auch das Losen von Formelgleichungen ldsst sich auf dieses Problem
zuriickfithren, wenn nach dem Finden von W (z] die Giiltigkeit der P-Formel @[] ermittelt
werden kann.

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir das Losen aller dieser Probleme ist das Lemma von
Ackermann. Um es zu formulieren, benotigen wir

Definition 4 (Literale, positive/negative Formeln). Wir nennen Atomformeln und deren
Negation Literale. Sei R ein Relationssymbol oder eine Relationsvariable. Wir nennen Li-
terale, die R enthalten auch R-Literale. Eine Formel ¢ € P heifit positiv in Bezug auf R,
falls in der Negationsnormalform von ¢ kein R-Literal in ¢ innerhalb einer Negation liegt.
FEine Formel ¢ € P heifit negativ in Bezug auf R, falls in der Negationsnormalform von ¢
jedes R-Literal in ¢ innerhalb einer Negation liegt.
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Satz 5 (Lemma von Ackermann). Sei X eine Relationsvariable mit Stelligkeit n, T ein
Tupel von n verschiedenen Variablen. Seien weiters ot [X],a” [X] € P, wobei o[ X] positiv
und o~ [X] negativ in Bezug auf X ist. Auferdem sei W x| eine P-Formel, die X nicht
beinhaltet. Dann gelten

E3X (Vvz(W[z] = X(Z)) A [X]) « o [W] (6)
und

= 3X (VZ (X(z) = W[z]) Ao [X]) ¢ ot [W]. (7)
Beweis. Siehe | . O

Das Lemma von Ackermann erlaubt damit nicht nur die Reduktion einer Formel in der
Pradikatenlogik zweiter Stufe auf eine Formel in der Pridikatenlogik erster Stufe, sondern
liefert sogar einen QE-Zeugen fiir die entsprechende Formelgleichung.

Dariiber hinaus kénnen wir = 3X (¢ V ¢) < (3X¢) V (3X¢) ausnutzen. In | ]
wird eine Methode zur Kombination von QE-Zeugen von Disjunkten fiir quantorenfreie
¢, beschrieben, die in [ | auf allgemeine Formeln in der Pradikatenlogik erster Stufe
ausgeweitet wird. Das entsprechende Resultat ist

Satz 8 (EHW-Kombination). Seien X eine a-stellige Relationsvariable, n € N und P-
Formeln ¢1[X],...,on[X] gegeben. Dariiberhinaus sei T ein Tupel von a verschiedenen
Variablen und fir i € {1,...,n} sei W;[Z] ein QE-Zeuge der Formelgleichung 3X p;[X].
Dann ist

3

Wiz = A\ ~osWil) A il = Wilz)

)

ein QE-Zeuge der Formelgleichung

Beweis. Siehe | ]. O
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In diesem Kapitel prasentieren wir einen Algorithmus basierend auf dem DLS-Algorithmus
in | |, der fiir das Losen von Formelgleichungen adaptiert ist. Der urspriingliche DLS-
Algorithmus ist ein Algorithmus zur Elimination von Quantoren zweiter Stufe und basiert
auf dem Lemma von Ackermann. Da das Lemma von Ackermann auch einen QE-Zeugen
fiir die entsprechende Formelgleichung liefert, liegt es nahe zu untersuchen, ob eine Variante
des DLS-Algorithmus sogar Formelgleichungen 16sen kann. Der erste Abschnitt beschéftigt
sich mit der Beschreibung des Algorithmus und der zweite Abschnitt illustriert den Algo-
rithmus anhand einiger Beispiele. Der letzte Abschnitt geht auf die Unterschiede zwischen
dem DLS-Algorithmus und dem présentierten Algorithmus ein. Eine Implementierung des
Algorithmus lisst sich in GAPT (General Architecture for Proof Theory) ! finden.

3.1 Beschreibung des Algorithmus

Wir betrachten eine Formelgleichung 3X ¢[X]. Um einen QE-Zeugen der Formelgleichung
zu finden, wollen wir ¢[X] in eine Form bringen, die es erlaubt, das Lemma von Ackermann
(5) in Kombination mit Satz 8 anzuwenden. Der Algorithmus lidsst sich in vier Phasen
aufteilen:

1. Trennen von positiven und negativen Literalen,
2. Extraktion von QE-Zeugen,

3. Kombination der QE-Zeugen,

4. Simplifikationen,

5. Uberpriifung der Giiltigkeit des Kandidaten.

Das Fehlschlagen des Algorithmus bedeutet nicht, dass die gegebene Formelgleichung
nicht losbar ist, sondern lediglich, dass dieser Algorithmus keine Losung findet. Da das
behandelte Problem unentscheidbar ist, miissen wir damit rechnen, dass gewisse Formel-
gleichungen mit dem présentierten Algorithmus nicht gelost werden koénnen.

3.1.1 Trennen von positiven und negativen Literalen

Ziel dieser Phase ist es, die Formelgleichung 3X ¢[X] in eine dquivalente Formel der Form

-

(3X (o [X] A o [X])) mit o [X] positiv und «; [X] negativ in Bezug auf X  (9)

=1
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zu bringen. Im Folgenden stehen ¢, w und p fiir Subformeln von ¢[X]. Die Schritte dieser
Phase sind

1. Negationsnormalform von ¢[X]| berechnen,

2. All- und Existenzquantoren mit den Aquivalenzen (10) - (13) so weit wie maglich
nach unten bewegen,

Vo (P Aw) < (Vz ¥) A (Vo w) (10)
Jz (Y Aw) > (Fz ¢) V (Fr w) (11)
fir @ € {V,3} und C € {A, V},

Qr (v Cw) & (Quy) Cw falls z in w nicht frei vorkommt. (12)
fir @ € {V¥,3} und C € {A,V},
Qr (v Cw) &y C(Qrw) falls = in v nicht frei vorkommt. (13)
3. redundante Quantoren mit (14) eliminieren,
Qz ¢ < 1 fir Q € {V,3}, falls x in ¢ nicht vorkommt. (14)

4. durch rekursive Anwendung von (15) Disjunkte aus Konjunktionen extrahieren, so-
lange kein Quantor angetroffen wird,

YA (V)< (AW V(P Ap). (15)
5. 3X mit (16) auf die einzelnen Disjunkte verteilen,

IX (¢ V w) & (3X) V (3Xw). (16)

Zusétzlich sind noch allgemeine Simplifikationsschritte sinnvoll, um gewisse Existenz-
quantoren zu eliminieren, wie zum Beispiel in der Formel

Jz (x =a A X(x)),

in der der Existenzquantor redundant ist, da z durch a ersetzt werden kann. Sollte die
Formelgleichung nach diesen Schritten nicht in der Form (9) sein, schligt der Algorithmus
fehl.

3.1.2 Extraktion von QE-Zeugen

Diese Phase wird auf die einzelnen Disjunkte 3X (o, [X]A«; [X]) angewandt, wobei o [X]
positiv und o; [X] negativ in Bezug auf X ist. Ziel dieser Phase ist es, mithilfe des Lemmas
von Ackermann einen QE-Zeugen fiir die einzelnen Formelgleichungen zu finden. Sei T
ein Tupel von Variablen der Léange a, wobei a die Stelligkeit von X bezeichnet. Keine der
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Variablen in Z soll in der Formelgleichung vorkommen. Wir definieren induktiv die Funktion
wit™ : P — P U{FAIL} durch

(L, falls X in ¢ nicht vorkommt,

T ~t, falls ¢ = X () fiir ein Tupel ¢ von Termen,
witt (1) vV witT (w), falls ¢ = Aw und wit™ (1), wit™ (w) # FAIL,
Jy witt(y), falls ¢ = Vy ¢ und wit*(y) # FAIL,

wit™ () [z] falls p =9 Vw oder ¢ =w V1,

wit T (v) A —w, X kommt in w nicht vor und
witt (1) # FAIL,

FAIL sonst.

Ahnlich definieren wir die Funktion wit~ : P — P U {FAIL} durch

T, falls X in ¢ nicht vorkommt,
T % t, falls ¢ = =X () fiir ein Tupel ¢ von Termen,
wit™ (¢) Awit™ (w), falls p =9 Aw,
Yy wit™ (v), falls p = Vy ),
Wit~ (¢) 1] := o B
alls o =¥ Vw oder p =w VY,
wit™ (¢) V w, X kommt in w nicht vor und
wit™ (1) # FAIL,
FAIL sonst.

Diese Funktionen kénnen QE-Zeugen fiir die Formelgleichung liefern, denn es gilt

Satz 17 (wit-Funktionen). Sei 3X (at[X] A a”[X]) eine Formelgleichung, wobei o™ [X]
positiv und o~ [X] negativ in Bezug auf X ist. Fiir witt(a™[X]) # FAIL ist wit*(a™[X])
ein QE-Zeuge der Formelgleichung 3X (o [X|Aa~[X]). Analog, falls wit™ (o~ [X]) # FAIL,
dann ist wit™ (a” [X]) ein QE-Zeuge der Formelgleichung.

Fiir den Beweis zeigen wir zunéchst

Lemma 18. Sei X eine Relationsvariable mit Stelligkeit a und o[X] € P positiv bzw.
negativ in Bezug auf X. Sei zudem T ein Tupel von a verschiedenen Variablen, die in o[ X]
nicht vorkommen. Falls wit™(a[X]) # FAIL bzw. wit™ (a[X]) # FAIL, dann ezistiert ein
B € P, das X nicht enthdlt, mit

= alX] < ((vz wit" (a[X]) = X (@) A B)

bzw.
= aX] & (V7 (X(@) — wit™ (a[X])) A B).
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Beweis. Wir betrachten die Aussage nur fiir den Fall, dass a[X] positiv in Bezug auf X
ist. Der Fall fiir a[X] negativ in Bezug auf X ergibt sich aus analogen Uberlegungen. Wir
fithren den Beweis durch Induktion iiber die Struktur von o[X].
Falls X in a[X] nicht vorkommt, folgt die Aussage mit § = «[X] aus
EalX] < TAa[X]
(L= X(@) A alX]
< (VT (witT(a[X]) = X(@))) A a][X].
Falls a[X] = X (¢) folgt die Behauptung mit 5 = T aus
EX(#) « (VrT=t— X(T)).

Falls a[X] = 9 A w existieren laut Induktionsvoraussetzung S, und f,, die X nicht
enthalten, mit

EalX] o vAw
o ((vZ (wit™ () = X(2))) A By) A (VT (witT (w) = X(T))) A Ba)
© VT ((wit" () = X(2)) A (wit" (w) = X (@))) A By A Ba
© VT ((wit" (y) v wit™ (w)) = X () A By A B
< VT (wit™ (a[X]) = X(T)) A By A Bu-
Mit 8 = By A B, folgt die Behauptung.
Falls a[X] = Vy 1 existiert laut Induktionsvoraussetzung ein 3, mit
= alX] <y ¢
< Yy (VT (witt () — X (Z)
= V(@ (Vy (- witT (2
& VT ((Yy ~witT(y)
~(Fy wit™ ()
(Fy wit™ () = X(
witT (a[X]) = X ()
Mit 3 = Vy By, folgt die Behauptung.

Falls a[X] = ¢ Vw (analog a[X] = w V ¢), sodass X in w nicht vorkommt, existiert laut
Induktionsvoraussetzung ein 3, mit

EaX] e ¢vVw

)
)
« VT )
~ Vx

o~~~ o~

~ VT

< (VT (wit™ () = X (T))) A By) V
& (VT (2 witT (¥) V X (T) Vw)) A (ﬁzp Vw)
< (VT (~witT (¢) V =w V X (Z))) A (By Vw)
& (VT (=(wit™ () A ~w) V X (@))) A (By V w)
“ (VT ((wit™ () A —w) = X(@))) A (By V w)
& (VZ (wit" (a[X]) = X())) A (By V w)
Mit 3 = By V w folgt die Behauptung. O
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Beweis von Satz 17. Hier beschrinken wir uns auf die Aussage iiber wit™. Die Aussage
iiber wit™ ergibt sich mit analogen Beweisschritten. Laut Lemma 18, angewandt auf a™[X],
existiert ein 8 € P, das X nicht enthélt, mit

= ot [X] ¢ ((VF witt(a[X]) = X(@)) A B).

Einsetzen dieser Aquivalenz in die Formelgleichung 3X (a*[X] A o~ [X]) und Anwendung
des Lemmas von Ackermann ergibt

EIX(aT[X]Aa [X]) < IX((VZ witT(aT[X]) = X (Z)) ABAa”[X])
< o [witT (T [X])] A B.

Aus Lemma 18 folgt zudem = ot [wit* (at[X])] <> 3, also ist wit™ (a™[X]) ein QE-Zeuge
der Formelgleichung 3X (o™ [X] A o™ [X]). O

Satz 17 erlaubt das Finden von QE-Zeugen fiir gewisse Formelgleichungen der Form
3X (o [X]Aa; [X]). Sollte genau eine der wit-Funktionen FAIL liefern, so kann das Ergeb-
nis der anderen verwendet werden. Wenn beide wit-Funktionen einen QE-Zeugen liefern,
kann man einen von beiden aussuchen. In diesem Fall ist es zweckmiiflig, jenen zu wéhlen,
der kleiner ist. Wenn fiir ein ¢ € {1,...,n} beide wit-Funktionen FAIL liefern, schligt der
Algorithmus fehl.

3.1.3 Kombination der QE-Zeugen

Konnten QE-Zeugen fiir alle Formelgleichungen 3X (o [X]Ac; [X]) gefunden werden, wer-
den sie unter Anwendung von Satz 8 zu einem QE-Zeugen der gesamten Formelgleichung
kombiniert. Damit die Gréfie des kombinierten QE-Zeugen moglichst klein bleibt, bietet es
sich an, nur jene QE-Zeugen in die Kombination einzubeziehen, in deren zugehotriger For-
melgleichung die gesuchte Variable X tatséichlich vorkommt. Da die EHW-Kombination
nicht nur die QE-Zeugen sondern auch den P-Teil der entsprechenden Formelgleichung ein-
bezieht, kann dies zu kleineren QE-Zeugen fithren, falls die P-Teile der Formelgleichungen
grof sind.

3.1.4 Simplifikationen

Um die Gréfe des resultierenden QE-Zeugen zu verkleinern, ist es sinnvoll, noch generelle
Simplifikationsschritte durchzufiihren. In manchen Féllen kann dies helfen, die Rechenzeit
zu verkiirzen, vor allem wenn eine Formelgleichung in mehreren Variablen zu losen ist, da
in diesem Fall auch mehrere Substitutionen der Zeugen notwendig sind.

3.1.5 Uberpriifung der Giiltigkeit des Kandidaten

Bis hierhin haben wir einen QE-Zeugen W der Formelgleichung gefunden. Fiir Zeugen der
Formelgleichung verlangen wir aber auch Giiltigkeit von ¢[W]. Dazu wird in diesem Schritt
die Giiltigkeit von @[W] iiberpriift. In GAPT ist dies beispielsweise mit dem Theorembewei-
ser Escargot moglich. Stellt sich heraus, dass ¢[W] nicht giiltig ist, schligt der Algorithmus
an dieser Stelle fehl.
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3.2 Beispiele

Wir illustrieren die Vorgehensweise des Algorithmus anhand einiger Beispiele. Dazu sei T
ein Tupel von Variablen, das die Argumente des gesuchten Zeugen darstellen soll.

Beispiel 19. 3X R(a). Da X nicht im P-Teil der Formelgleichung vorkommt, sind positive
und negative Literale bereits getrennt. Berechnen von wit™(R(a)) liefert L als QE-Zeuge.
1 ist aber kein Zeuge, da R(a) nicht giiltig ist.

Beispiel 20. 3X X (a). Positive und negative Literale von X sind getrennt. wit* (X (a))
liefert den QE-Zeugen 71 ~ a, wit™(T) liefert den QE-Zeugen T. Beide sind auch Zeugen
der Formelgleichung.

Beispiel 21. 3X (X(a) V —X(b)). Hier liegen zwei Disjunkte vor, deren X-Literale bereits
getrennt sind. Wir berechnen wit™ (X (a)) = 71 ~ a, wit (T) = T, wit™(T) = L und
wit™ (=X (b)) = Z1 # b. Die kleineren QE-Zeugen sind T und L. Deren EHW-Kombination
liefert (T — T) A (=T A—-L — 1), was sich zu T vereinfacht. T ist auch Zeuge der
Formelgleichung.

Beispiel 22. 3X ((X(a) V=X (b)) A (X(c) V-X(d))). Hier sind positive und negative Li-
terale noch nicht getrennt, deshalb extrahieren wir die Disjunkte aus der Konjunktion und
erhalten

X (X(a) AX(c) V (X(a) AN=X(d)) V (=X (D) A X(c)) V(=X (b) AN =X(d))).

Die kleinsten QE-Zeugen der einzelnen Disjunkte sind T, Z; ~ a, T1 = ¢ und L. EHW-
Kombination liefert

Nach Simplifikationen erhalten wir den QE-Zeugen T, der auch Zeuge ist.

Beispiel 23. 3X3y X(y). Hier kann mit wit™(T) der QE-Zeuge T gefunden werden, der
auch Zeuge ist.

Beispiel 24. 3X —(Jy (X (y,a)V =X (y,b))). Wir berechnen zuniichst die Negationsnormal-
form:
IXVy (=X (y,a) A X(y,b)).

Dann bewegen wir den Allquantor nach unten:
FX((Vy =X (y,a)) A (Vy X(y,b))).

Damit sind positive und negative Literale getrennt und wir konnen die QE-Zeugen
wit™(Vy X(y,b)) = Iy T~ (y,0)

und
wit™ (Vy ~X(y,a)) =Yy T % (y,a)

10
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berechnen. Einsetzen des wit™-QE-Zeugen liefert nach Simplifikationsschritten

YyVz(y,a) % (z,b).

Diese Formel ist nicht giiltig, da sie beispielsweise im Modell mit der einelementigen Menge
{0} nicht giiltig ist. Damit sind beide QE-Zeugen keine Zeugen der Formelgleichung.
Beispiel 25. 3X3y (y = a N X(y,b) A =X (y,c)). Simplifikation der Formelgleichung fiihrt
zu 3X (X (a,b) A—=X(a,c)). Mit den wit-Funktionen werden die QE-Zeugen T ~ (a,b) und
T % (a,c) gefunden. Einsetzen des ersten QE-Zeugen liefert nach Simplifikationsschritten
(a,c) # (a,b), was nicht giiltig ist, da fiir gleich belegte b und ¢ die Formel nicht giiltig ist.
Also sind die QE-Zeugen keine Zeugen.

Beispiel 26. 3X Jy; (X (a) A =X (b) A Vyo23ys R(y1,y2,y3)). Wir bewegen den Existenz-
quantor Jy; nach unten und erhalten

3X (X (a) A =X () AJy1VyaFys Ry, ya, y3))-

Jetzt sind positive und negative Literale getrennt und wir kénnen die QE-Zeugen
wit™(X(a)) =T~ a

und

wit™ (=X (b)) =T # b

berechnen. Einsetzen des ersten QE-Zeugen liefert

b3 a A JyiVya3ys R(y1,y2,v3),

was fiir gleich belegte a und b nicht giiltig ist. Also sind die gefundenen QE-Zeugen keine
Zeugen.
Beispiel 27. 3X;3X5 ((X2(a) A = X2(b)) V X1(c)). Wir behandeln zuerst die innere For-
melgleichung 3Xs ((X2(a) A =X2(b)) V Xi(c)). Fir das Disjunkt 3Xo(X2(a) A =X2(b))
bekommen wir einen QE-Zeugen T2 ~ a und fiir das Disjunkt 3X5 X;(c) bekommen wir
den QE-Zeugen T. Allerdings ist es nicht notwendig, eine EHW-Kombination der beiden
QE-Zeugen zu konstruieren, da Xs nur im ersten Disjunkt vorkommt. Substitution des
X2-QE-Zeugen in den P-Teil liefert die Formelgleichung 3X ((a % b) V X1(c)). Hier finden
wir fiir X; den QE-Zeugen T. Einsetzen der beiden QE-Zeugen ergibt, dass (T,7? ~ a) ein
Zeuge der Formelgleichung ist.
Beispiel 28. 3X((Vy (X (y) V R(y))) A =X (b)). Berechnung von wit™ (Vy (X (y) V R(y)))
liefert

Jy T~y A-R(y).

Vereinfachung des QE-Zeugen fiihrt auf R(Z). Einsetzen des QE-Zeugen ergibt
(VyR(y)) A —~R(b),

was fiir die Belegung R — ) nicht giiltig ist und damit ist der QE-Zeuge kein Zeuge.

11
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Beispiel 29. 3X 3y (X (y,a) AN—=X(y,b)). Fiir diese Formelgleichung findet der Algorithmus
keinen Zeugen, da positive und negative Literale nicht getrennt werden kénnen.

Beispiel 30. 3X((Jy X(y,a)) A (3y =X (y,b)). Hier sind positive und negative Literale ge-
trennt, aber der Algorithmus findet dennoch keinen Zeugen, da sowohl wit™(Jy X (y,a)) =
FAIL als auch wit™(Jy =X (y, b)) = FAIL.

Beispiel 31. 3X((Vy (X (y,a)VX(y,c))ANVy (=X (y,b)V—-X(y,d)))). In diesem Fall schldgt
der Algorithmus fehl, da sowohl im positiven als auch im negativen Teil Disjunktionen
auftreten, in denen beide Disjunkte X-Literale enthalten.

3.3 Unterschiede zum urspriinglichen DLS-Algorithmus

Ein wesentlicher Unterschied zum urspriinglichen DLS-Algorithmus ist das Fehlen von Sko-
lemisierung. In der urspriinglichen Version dient die Skolemisierung zur Elimination von
Existenzquantoren, die innerhalb eines Allquantors stehen. Nach der Anwendung des Lem-
mas von Ackermann muss dann eine Deskolemisierung stattfinden. Um Problemfille bei der
Deskolemisierung zu vermeiden, lassen wir die Skolemisierung weg. Das fiihrt dazu, dass
die Klasse der Formelgleichungen, fiir die der Algorithmus eine Losung findet, kleiner wird.
Einer genaueren Untersuchung dieser Problematik widmen wir uns im néchsten Kapitel.

Insbesondere folgt daraus, dass Formeln mit Existenzquantoren, die Variablen binden, die
als Argument in X auftreten, nicht verarbeitet werden konnen. Aus diesem Grund werden
Existenzquantoren in der ersten Phase des Algorithmus so weit wie moglich nach unten
bewegt, um fiir Formelgleichungen wie 3X3x(X (a) A R(z)) dennoch einen QE-Zeugen zu
finden.

Ein weiterer Unterschied zum originalen DLS-Algorithmus besteht darin, dass das Ver-
teilen der Konjunktionen iiber die Disjunktionen rekursiv erfolgt und nicht nur auf der
obersten Ebene. Dies kann zu exponentiellem Wachstum der Formeln fiithren, was vor al-
lem bei Formelgleichungen in mehreren Variablen zu tragen kommt. Allerdings erlaubt uns
dies das Losen aller Formelgleichungen mit quantorenfreiem P-Teil.
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In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Féllen, in denen der originale DLS-Algorithmus
ein Ergebnis liefert, aber der hier prasentierte Algorithmus fehlschligt und gehen dabei auf
Limitationen des Algorithmus ein. Zum Abschluss zeigen wir ein hinreichendes Kriterium
fiir das Finden von QE-Zeugen fiir Formelgleichungen mit dem vorgestellten Algorithmus.

4.1 Disjunktionen und Existenzquantoren

FEine Konsequenz des Weglassens von Skolemisierung ist, dass die Klasse von Formelglei-
chungen, fiir die der Algorithmus eine Losung findet, kleiner wird. Betrachte die Formel-
gleichung

IX((Vz (X(z,a) V X(x,0))) A (VxTy =X (z,y))))-

Der urspriingliche Algorithmus verwendet in dieser Situation die Aquivalenz
X(z,a)VX(x,0) < 3z ((z=aVzrb) AX(z2)),

um mit Disjunktionen umzugehen. Anschlieflende Skolemisierung des positiven Teils der
Formelgleichung ergibt

f3IX((Vx ((f(z) = aV f(z) = b) A X(z, f(2)))) A (VeIy ~X(2,9))).

Nach weiteren Umformungen und Anwendung des Lemmas von Ackermann und Simpli-
fikationsschritten ldsst sich der QE-Zeuge zo ~ f(x1) finden, wobei z; und zy fiir die
Argumente der gesuchten Relation stehen. Substitution in den Teil erster Ordnung der
Formelgleichung ergibt nach Vereinfachungen

f(Vz ((f(x) =aV f(z) = b) A By y # f(2))))-
Deskolemisierung ergibt
Vedz((z = aVzx~b)AJyy%=z),

was eine P-Formel ist, die dquivalent zur urspriinglichen Formelgleichung ist. Allerdings
ldsst sich die Deskolemisierung nicht in offensichtlicher Weise auf den gefundenen QE-
Zeugen x9 =~ f(x1) iibertragen, da die Skolemfunktion frei vorkommt, weshalb unser Algo-
rithmus in diesem Fall kein Ergebnis liefert. Aus diesem Grund lassen sich Disjunktionen
nur in Féllen verarbeiten, in denen X nur einem Disjunkt vorkommt. Existenzquantoren
innerhalb von Allquantoren lassen sich gar nicht verarbeiten.

Ein dhnliches Problem ergibt sich auch bei Existenzquantoren, die nicht innerhalb eines
Allquantors stehen. Betrachten wir die Formelgleichung 3X ((3z X (x)) A—=X(a)). In diesem
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Fall ist das Argument z gebunden und kann ein Zeuge gefunden werden, sollte er nicht
abhéingig von der Variable x sein. Da bei unserer Methode die Zeugenfindung aber auf dem
Gleichsetzen von Argumenttermen und -variablen beruht, kann sie in diesem Fall keinen
Zeugen liefern. Betrachten wir die d&quivalente Formel 323X (X (z)A—-X (a)), so lasst sich fiir
die enthaltene Formelgleichung ein QE-Zeuge finden, da x innerhalb der Formelgleichung
frei vorkommt. In diesem Sinne ist die Vertauschung von verschiedenartigen Quantoren
nicht dquivalent. Skolemisierung kann Abhilfe schaffen, fithrt aber zu dem gleichen Problem
wie vorher.

4.2 Eine Klasse von losbaren Formelgleichungen

Wir beschreiben eine Klasse Formelgleichungen, fiir die der vorgelegte Algorithmus einen
QE-Zeugen findet:

Satz 32. Sei 3X ¢[X] eine Formelgleichung und ¢[X] habe die Form

n

V(e [X] A a; [X]) (33)
=1

mit n € N und
o kein X -Literal kommt in ¢[X| innerhalb eines Existenzquantors erster Stufe vor,
e fiir jedes i € {1,...,n} ist o [X] positiv und o [X| negativ in Bezug auf X und

o fiir jedes i € {1,...,n} gilt
— o [X] enthilt kein X -Literal oder
— a; [X] enthdlt kein X-Literal oder

— in jeder Disjunktion in o [X] A o; [X] kommt hochstens ein X -Literal vor.
Dann findet der vorgelegte Algorithmus einen QE-Zeugen fir 3X o[ X].

Beweis. Der Algorithmus kann fehlschlagen, wenn sich ¢[X] nicht in positive und negative
X-Literale trennen lésst. Das ist ausgeschlossen, da ¢[X] die Form (33) hat.

Fiiri € {1,...,n} zeigen wir, dass unter den gegebenen Voraussetzungen wit ™ (a; [X]) #
FAIL oder wit™(a; [X]) # FAIL gilt. Angenommen, es gelte wit™ (a; [X]) = FAIL, dann
zeigen wir per Induktion iiber die Struktur von o [X], dass wit™ (o [X]) # FAIL gilt.

Falls a;f [X] eine Atomformel ist, die X nicht enthilt, gilt wit™ (o] [X]) = L.

Falls a; [X] eine Atomformel ist, die X enthilt, muss a; [X] ein positives X-Literal sein,
da o [X] selbst positiv ist. In dem Fall gilt auch wit* (e, [X]) # FAIL.

Die folgenden Fille setzen voraus, dass «; [X] zumindest ein X-Literal enthilt, da an-
sonsten ohnehin wit™(a; [X]) = L gilt.

Falls o [X] = ¢ A w, dann gilt laut Induktionsvoraussetzung wit* (), wit™ (w) # FAIL
und wit™ (a; [X]) ist laut Definition ungleich FAIL.

Falls o [X] = Vy 1, dann gilt laut Induktionsvoraussetzung wit™ (1)) # FAIL und damit
laut Definition auch wit™ (o [X]) # FAIL.
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4 Ergebnisse

Falls aj [X] = 9 Vw, dann enthilt laut Voraussetzung entweder 1) oder w ein X-Literal,
aber nicht beide, da zudem «; [X] ein X-Literal enthalten muss. Dann gilt laut Definition
und Induktionsvoraussetzung wit™*(«;f [X]) # FAIL.

Der Fall o [X] = Jy ¢ kann laut Voraussetzung nicht eintreten. O

Damit folgt insbesondere

Korollar 34. Sei 3X ¢[X] eine Formelgleichung und ¢[X] quantorenfrei. Dann findet der
vorgelegte Algorithmus einen QE-Zeugen fir 3X [ X].

Beweis. Durch das Extrahieren der Disjunktionen in Schritt 4 von Phase 1 des Algorithmus
wird eine disjunktive Normalform von ¢[X] berechnet, die die Voraussetzungen von Satz
32 erfiillt. O

Das angegebene Kriterium ist hinreichend aber nicht notwendig, wie Beispiel 25 zeigt,
da etwaige Simplifikationsschritte nicht beriicksichtigt werden.
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