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Definition

Sei X # (. Wir schreiben ¢(™ fiir die Menge aller n-stelligen
Funktionen auf X: 0™ = XX". Sei 0 = Ox=J,_,, O,
Ein Klon auf X ist eine Menge C C 0, die alle o
Projektionsfunktionen mp : X" — X enthalt und unter
Einsetzung (Substitution) abgeschlossen ist.

Aquivalent: Ein Klon ist die Menge aller Termfunktionen einer
universellen Algebra auf der Grundmenge X.

Bemerkung

Die Menge aller Klone auf X bildet einen vollstéandigen
Verband: CLONE(X).

Definition: Fur C C ¢ sei (C) der von C erzeugte Klon.
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Beispiele

@ Die Menge aller stetigen Operationen auf einem
topologischen Raum. (Operation=endlichstellige Funktion.
Produkttopologie) von oben

@ Die Menge aller monotonen Operationen auf einer
partiellen Ordnung. (Punktweise Ordnung) von oben

@ Die Menge aller Polynomfunktionen tber einem Ring. von
unten

@ Die Menge aller Projektionsfunktionen plus alle konstanten
Operationen. von unten

@ Us(X): Alle Operationen auf X, die entweder nur von einer
Variablen abhangen oder héchstens 5 Werte haben. von
oben

Klone kénnen von unten (durch Erzeuger) beschrieben werden,
oder von oben (durch Bedingungen, die alle Operationen
erfillen missen).
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Viele Klone

Sei X :={0,1,2}.

Dann gibt es eine Menge F = {f, : n =2,3,4,...} sodass gilt:
@ f, ist n-stellig.
o fn ¢ ({fk : k #n}).

Daher erzeugt jede Teilmenge von F einen anderen Klon.

Fir [X| > 3 ist [CLONE(X)| > 2%o,
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Satzchen

Sei X endlich. Seien Cy C C; Klone auf X.
Dann ist das Intervall [Cy, C;] im Klonverband

@ Entweder endlich,
@ oder abzahlbar,
@ oder gleichmachtig mit R.

BEWEIS: Die Menge aller Klone tragt eine natirliche polnische
Topologie. (Separabel, vollstandig metrisierbar.)

Das Intervall [Cp, C,] ist in dieser Topologie abgeschlossen.

Nach dem Satz von Cantor-Bendixson enthélt jede
Uberabzéhlbare abgeschlossene Menge eine perfekte Menge
(somit eine homodomorphe Kopie der Cantormenge).



Koatome

Outline

© Koatome



Koatome

Koatome

Sei X endlich. Dann gilt:

@ CLONE(X) hat endlich viele Koatome (“pravollstandige
Klone, maximale Klone”).




Koatome

Koatome

Sei X endlich. Dann gilt:

@ CLONE(X) hat endlich viele Koatome (“pravollstandige
Klone, maximale Klone”).

@ Alle diese Koatome sind explizit bekannt.




Koatome

Koatome

Sei X endlich. Dann gilt:

@ CLONE(X) hat endlich viele Koatome (“pravollstandige
Klone, maximale Klone”).

@ Alle diese Koatome sind explizit bekannt.
@ Jeder Klone # & ist in einem Koatom enthalten.




Koatome

Koatome

Sei X endlich. Dann gilt:

@ CLONE(X) hat endlich viele Koatome (“pravollstandige
Klone, maximale Klone”).

@ Alle diese Koatome sind explizit bekannt.
@ Jeder Klone # & ist in einem Koatom enthalten.




Koatome

Koatome

Sei X endlich. Dann gilt:

@ CLONE(X) hat endlich viele Koatome (“pravollstandige
Klone, maximale Klone”).

@ Alle diese Koatome sind explizit bekannt.
@ Jeder Klone # & ist in einem Koatom enthalten.

Daraus erhalt man einen Entscheidungsalgorithmus fur die
Frage

Ist (C) = 672



Koatome

Koatome

Sei X endlich. Dann gilt:

@ CLONE(X) hat endlich viele Koatome (“pravollstandige
Klone, maximale Klone”).

@ Alle diese Koatome sind explizit bekannt.
@ Jeder Klone # & ist in einem Koatom enthalten.

Daraus erhalt man einen Entscheidungsalgorithmus fur die
Frage

Ist (C) = 67
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Sei X =N. \
Dann enthalt CLONE(X) 22° Elemente, und ebenso viele
Koatome.

BEWEIS: Sei | C P3(X) maximales Ideal.
Dannist C; := {f : {x : f(x,...,x) #x} € |} ein maximaler
Klon, und diese C, sind alle verschieden.

Bemerkung

Cypy ist der Klon aller idempotenten Operationen. Das Intervall
[Ciay, O] ist (als Verband) antiisomorph zur Familie aller
abgeschlossenen Teilmengen von SN.
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Monoidale Intervalle

Fiir jeden Klon C ist C N ¢() (das unare Fragment von C) ein
Untermonoid des Transformationsmonoids (XX, o).

Fir jedes Monoid M C X* gibt es einen kleinsten Klon (C) und
einen gréRten Klon M mit unéarem Fragment M.

Das Intervall [(C), M] hei8t das zu M gehérige monoidale
Intervall von CLONE(X).

Programm
Um den gesamten Klonverband zu analysieren, miissen wir

,nur
© Alle Monoide M C XX beschreiben.
© Fir jedes M das monoidale Interval [(M), M] beschreiben.

Achtung! Monoidale Intervale kénnen sehr kompliziert sein.
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M = XX, X endlich

Sei |[X| = 5. Dann gibt es genau 6 Klone mit vollem unéren
Fragment. Nur einer davon ist ein Koatom.

(XX)=U1CBCU, CUsCUs CUs CUg =0

Uy ist der Klon aller Operationen, die entweder nur von einem
Argument abhangen oder hdochstens k Werte haben.
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Erstes Koatom: T

Grundmenge X = N.
Sei T, die Menge aller Operationen f mit

3i39 : N — NWxp, ..., Xk f(Xq,..., %) < g(x)

Solche Funktionen heil3en fast unar, weil ihr Wachstum nur von
einem Argument abhangt.
T, verstehen wir sehr gut:

@ In der natirlichen Topologie auf der Menge aller
Operationen ist T; eine Borelmenge.

@ Der Klon T, wird von seinen dreistelligen Operationen
erzeugt.

@ Uber den unaren Operationen wird T; von der
Medianfunktion med(x,y, z) erzeugt: T; = (¢ U {med}).

@ Das Intervall zwischen T, und seinem binaren Fragment ist
eine abzéahlbare Kette.
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Zweites Koatom: T»

Sei T, die Menge aller Operationen f mit:
Wann immer uq, U, ... Funktionen von N x N nach N
sind, die nur von einem Argument abhangen,
ist die Funktion (x,y) — f(ui(x,y), ..., ux(x,y))
auf der Menge {(x,y) : X <y} nicht injektiv.

Mit Hilfe des Satzes von Ramsey beweist man: T, ist Klon.
Muss diese Definition so kompliziert sein?

@ Ja. In der natirlichen (polnischen) Topologie auf der
Menge aller Operationen ist T, keine Borelmenge.

@ Uber den unaren Operationen wird T, von keiner endlichen
oder abzahlbaren Menge erzeugt.

@ Wird T, von seinen 7-stelligen Operationen erzeugt?
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