Axiome von ZFC

Extensionalititsaxiom: jede Menge ist durch ihre Extension bestimmt

VAVB[A # B — Jx(zeANzdB V xdA N xeB)]

Nullmengenaxiom: es gibt (mindestens) eine leere Menge
dN Vx : x¢N
Paarmengenaxiom: zu je zwei Mengen z,y gibt es eine Menge p = {z,y}

Vo Vydp : Vz[zep ~ z:x\/z:y]

Vereinigungsmengenaxiom: Zu jeder Menge o/ gibt es die Menge
{z:3Az€e ANAc o}

Vo/ 4B . Vz |:Z€B + dAeof ZEA}

Aussonderungsaxiom

(Dies ist nicht ein einzelnes Axiom, sondern ein ,, Axiomenschema“ = eine Liste
von Axiomen, die alle dieselbe Bauart aufweisen.) Fiir jede Formel ¢(z) in der
die Variable B nicht (oder jedenfalls nicht frei) vorkommt:

VAdB Vz [zeB — zeANp(2)

es wird also die ,Existenz® der Menge {z : z € A A ¢(z)} gefordert. ¢ darf
auch von anderen Variablen (,Parametern®) abhéngen, also sollte man genauer
schreiben:

Fiir jede Formel ¢(z,y1,...,yn), in der B nicht vorkommt:

Vpy - -Vp, VAIBVz|zeB < zeANp(z,p1,---,Pn)



Regularititsaxiom': jede Menge hat ein ,,e-minimales® Element
Voo #0? — IBedd Veed : c¢B|
(Dieses Axiom schlieit unter anderem Mengen x aus, die z € x, oder z € y € z

erfiillen.)

Potenzmengenaxiom: Zu jeder Menge A gibt es die ,,Potenzmenge*
B(A)
VAIPVB |[BeP < B C A

Unendlichkeitsaxiom. Es gibt eine kleinste induktive Menge
JAVz |zeA < VB(B induktiv® — QJEB)}

(Diese Formel sagt eigentlich, dass es den Durchschnitt aller induktiven Men-
gen gibt. Aquivalent dazu wire die Formel 3A Vx [ . } A A induktiv.)

Ersetzungsaxiom

(Wieder ein Axiomenschema)
Fiir jede Formel p(z,y):

VA[VzeA Iy p(z,y)] — IBVy[yeB <« JreA(p(z,y))]

D.h., wenn ¢ eine ,funktionale Zuordnung® x +— f(z) arstellt, dann gibt es zu
jeder ,,Definitionsmenge® A eine ,, Wertemenge“ B = {f(z) : z € A}.

Hier darf ¢ auch ,,Parameter enthalten, z.B. mit einem zusétzlichen Parameter
wére ¢ = ¢(z,y, z), dann lautet dieses Axiom eigentlich:

Vp VA ([VSCGA Ny p(z,y,p)] — IBVy[yeB EIxeA(go(a:,y,p))])

Auswahlaxiom. Zu jeder Familie disjunkter Mengen gibt es eine Aus-
wahlmenge.

Vet (0¢sf AVB,Cest i (B#C— BNC =0)) — 3ZVBees 3=(20B = {2})

Z N B = {z} konnte man ausfiihrlicher als Vz (x = z <> xeZ A zeB) schreiben.

!Das Regularitiitsaxiom haben wir in der Vorlesung nicht besprochen

2 & # (0“ ist hier natiirlich als Abkiirzung fiir die Formel ,,3B Be</“ zu lesen.

3Wir schreiben ,, A induktiv® als Abkiirzung fiir e A A Va [xeA — 2 U {x}eA]; ,PeA” ist hier
als Abkiirzung fiir die Formel 3N (NeA A Vyy¢N) zu lesen. Eine induktive Menge muss also
0 := () enthalten, weiters 1 :=0U {0} = {0}, 2:={0,1}, ..., 4:=3U {3} ={0,1, 2,3}, etc.
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