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Yorwort

Ich mochte mit zwei Zitaten beginnen, die treffender nicht sein kdnnten.

Aus: Kevin Houston, ‘How to think like a mathematician’

The power of mathematics

Mathematics is the most powerful tool we have. It controls our world. We can use it to put men on the
moon. We use it to calculate how much insulin a diabetic should take. It is hard to get right.

And yet. And yet ... And yet people who use or like mathematics are considered geeks or nerds (add
your own favourite term of abuse for the intelligent but unstylish). And yet mathematics is considered
useless by most people — throughout history children at school have whined “When am I ever going
to use this ?’

Why would anyone want to become a mathematician ? As mentioned earlier mathematics is a very
powerful tool. Jobs that use mathematics are often well-paid and people do tend to be impressed.
There are a number of responses from non-mathematicians when meeting a mathematician, the most
common being ‘I hated maths at school. I wasn’t any good at it’, but another common response is
“You must be really clever.’

Aus: Daniel J. Velleman, ‘How to prove it. A structured approach’

What is mathematics ? High school mathematics is concerned mostly with solving equations and com-
puting answers to numerical questions. College mathematics deals with a wider variety of questions,
involving not only numbers, but also sets, functions, and other mathematical objects. What ties them
together is the use of deductive reasoning to find answers to questions. When you solve an equation
for x you are using the information given by the equation to deduce what the value of x must be. Si-
milarly, when mathematicians solve other kinds of mathematical problems, they always justify their
conclusions with deductive reasoning.

Was ist eigentlich Mathematik ?

Mathematik hat viele Gesichter. Sie vermag eine virtuelle Welt zu sein, wo man intellektuelle Herausforderung
findet, oder ein Werkzeug um unsere reale Welt zu verstehen und zu verbessern, oder ein Riickzugsort hinter
dem Spiegel, oder ein niitzliches Mittel zum Zweck, etc. Nicht ohne Grund werden Mathematik und Philosophie,
genauso wie Mathematik und Naturwissenschaften, oder Mathematik und Technologie, oder Mathematik und
Wirtschaft, oft in einem Atemzug genannt. Es gibt es wohl keine Wissenschaft, wo gar keine mathematischen Me-
thoden Anwendung finden; und auch aus dem téglichen Leben ist mathematisches — logisches und konsequentes
— Denken, Argumentieren, und Deduzieren, nicht wegzudenken.

Wollen wir auf den im zweiten Zitat genannten Aspekt nidher eingehen. Im Gegensatz zu anderen Wissen-
schaften, wo empirische Experimente, Interpretationen, und das Aufstellen und Verwerfen von Thesen, an der
Tagesordnung sind, stellt Mathematik den Anspruch, eine exakte Wissenschaft zu sein. Thre Sétze und Theorien
sind unmissverstdandlich und unumstoBlich — fiir alle Ewigkeit nachvollziehbar und wahr.

Wie kann das sein ? Man einigt sich auf gewisse Grundtatsachen, die von allen akzeptiert werden (diese wer-
den Axiome genannt werden), und auf gewisse Regeln, nach denen man vorzugehen hat (diese werden logische

*Beide genannten Biicher sind hochst empfehlenswert! Ersteres ist auch ein allgemeiner einfiihrender Begleiter, zweiteres ist auf einem ein
bisschen hoheren Niveau angesiedelt.
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v VORWORT

Schlussweisen oder Beweisprinzipien genannt werden). Alles was dann aus diesen Grundtatsachen mit Hilfe der
Regeln abgeleitet wird, muss wahr sein, und muss auch von allen als wahr akzeptiert werden. Man konnte sagen,
es ist wie bei einem Spiel. Bei einem Schachspiel einigt man sich auf eine Grundaufstellung wo die Figuren in
ganz bestimmter Weise ihre Plitze einnehmen, und es gibt Regeln wie die Figuren wihrend des Spiels bewegt
werden konnen. Ein Zug kann dann geschickt sein, unbedacht, oder dumm, aber — solange man sich an die Regeln
hilt — niemals falsch. Genauso kann eine Strategie komplex oder geradlinig sein, kreativ oder bloss die Standar-
der6ffnung, sie kann zum Ziel fiihren oder in den Abgrund, aber — solange man sich an die Regeln hilt — kann sie
niemals falsch sein.

Ein anderer Aspekt der Mathematik ist das Streben, die Essenz einer Sache oder die Kausalititen in einem
Prozess glasklar herauszuarbeiten. Meist geht dies mit Verallgemeinerung einher; es ist zielfiihrend, vom Konkre-
ten und Anschaulichen wegzustreben, hin zum Abstrakten und Allgemeinen. Bereinigt man Objekte von all dem
Ballast, den eine konkrete Anschauung nun mal mit sich fiihrt, sieht man viel besser was der Kern der Sache ist.

Was braucht es, um Mathematik zu betreiben ?

Um Mathematik zu betreiben braucht man eine Sprache, in der man sich — dem selbst auferlegten Exaktheitsan-
spruch geniige leistend — ausdriicken kann. Das Vokabular der Sprache der Mathematik ist die Terminologie der
Mengenlehre und der Logik. Thre Grammatik sind die Regeln des logischen Schlielens.

Um Mathematik zu betreiben braucht man Dinge {iber die es sich lohnt zu sprechen. Der Ursprung vieler ma-
thematischer Theorien und Fragestellungen liegt im Verlangen, unsere Welt zu verstehen, und im Bemiihen, unsere
Fahigkeiten und Moglichkeiten zu verbessern und zu erweitern. Viele betrachtete Objekte haben ihre Wurzel in
konkreten Dingen des Lebens. Oft ist es aber auch so, dass man Dinge einfach um ihrer selbst willen studiert, aus
purem Interesse und Freude an ihrer Schonheit.

Um Mathematik zu betreiben braucht man Kreativitit, Intuition, und pedantische Genauigkeit. Das ist kein Wi-
derspruch ! So wie ein Architekt, der ein innovatives Konzept fiir Wohnraum erschaffen mochte, einerseits kreativ
sein muss und Vorstellungskraft benétigt, wie das Leben in dem in seinem Geiste entstehenden Gebédude ablaufen
wird, andererseits aber auch die Fihigkeit haben muss, seine Ideen nachvollziehbar und unmissverstiandlich in
einem Plan darzulegen, an den sich der Baumeister dann genauestens halten muss.

Dieses Skriptum soll ...

...Ihnen einerseits als Unterlage fiir die Vorlesung ,,Einfiihrung in das mathematische Arbeiten* dienen, und
andererseits auch ein Begleiter sein, den Sie in den ersten Semestern Ihres Studiums immer wieder konsultieren
konnen. Rein von den mathematischen Inhalten deckt es sich mit dem Stoff der Vorlesung, insgesamt enthilt es
jedoch viel mehr. Zum Beispiel detaillierte Analysen von Argumenten und Beweisprinzipien, oder auch Beschrei-
bungen von Methoden und Sprechweisen. Alle diese Dinge, die wir hier im Detail durchbesprechen, werden Thnen
im Laufe des gesamten Studiums begegnen, und sind Grundlage fiir jedes mathematisches Denken und Arbeiten.
In hoheren Semestern werden sie meistens nicht mehr explizit angesprochen werden, einfach weil erwartet wird,
dass Sie das alles dann schon beherrschen.

Tatsdchlich habe ich dieses Skriptum mit der Idee geschrieben, dass Sie es dreimal lesen: naturgemif} einmal
jetzt gleich, parallel mit der Vorlesung, dann vielleicht in den Weihnachts- oder Semesterferien mit der Erfahrung
die Sie bis dorthin gesammelt haben, und dann noch einmal in den ersten Sommerferien mit den Erfahrungen des
ganzen ersten Studienjahres. Jetzt, ganz am Anfang Ihres Studiums, ist natiirlich alles neu, unbekannt, und viel-
leicht ein bisschen unheimlich. Ich wiirde vermuten, dass Sie beim zweiten Mal lesen dann einige Aha-Erlebnisse
haben: stimmt, das machen wir die ganze Zeit. Beim dritten Mal lesen wird es Thnen dann vielleicht schon ein
bisschen langweilig erscheinen, diese ganzen Dinge, die ja mittlerweile ohnehin selbstverstdndlich sind, nochmal
durchzuarbeiten. Tun Sie es trotzdem !

Besinnen Sie sich immer und immer wieder auf die Grundlagen des mathematischen Denkens und
Schliefiens. So komplex, tiefliegend, oder abgehoben eine Theorie auch sein mag, letzlich passiert
nichts anderes als das was hier und jetzt — mit unseren ganz einfachen Inhalten — auch passiert!

Zum Abschluss mochte ich an ein Sprichwort erinnern: ,,Ein Lehrer kann Thnen die Tiire 6ffnen, aber eintreten
miissen Sie selbst.“ Man lernt, indem man sich selbst — und auch selbststindig — mit einer Materie beschiftigt.
Vorlesungen, Skripten, Biicher, etc., sind notwendige und gute Unterlagen, aber:

Denken miissen Sie selbst.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Logisches SchlieSen

1.1.1 Aussagen und Aussageformen

Auf der ersten mit mathematischen Inhalten befassten Seite des dtv-Atlas zur Mathematik findet sich der folgenden
Text:

Die Mathematik ist wie jede Wissenschaft darauf angewiesen, ihre Ergebnisse miindlich und schrift-
lich zu formulieren. Wegen der Vielfalt der Sprachen und der Gefahr von Mil3verstindnissen beim
Gebrauch der Umgangssprache ist man in der Mathematik mehr und mehr dazu iibergegangen, die
Aussagen in einer kiinstlichen, formalisierten Sprache wiederzugeben, die nur noch die logisch be-
deutsamen Elemente der Umgangssprache enthilt. Es beginnt damit, da3 man selbst den Begriff der
Aussage zu prizisieren hat. Im allgemeinen fordert man, dafl die Aussagen in die Klasse der wahren
und die Klasse der falschen Aussagen eingeteilt werden konnen (Prinzip der Zweiwertigkeit). Eine
Aussage ist dann jedes schrift-sprachliche Gebilde, dem entweder der Wahrheitswert des Wahren W
oder der des Falschen F zukommt. Dabei spielt es keine Rolle, auf welche Weise der Wahrheits-
wert festgestellt wird. Bei bis heute nicht bewiesenen Vermutungen in der Mathematik etwa steht der
Wahrheitswert gar nicht fest, doch darf bei der iiblichen Auffassung angenommen werden, daf3 sie
entweder wahr oder falsch sind.

Obwohl manche der hier genannten Punkte auch oft in Zweifel gezogen werden (z.B. Zweiwertigkeit, Beliebigkeit
der Beweismethode, 0.4.), scheint dieser Text ein recht brauchbares Bild zu vermitteln.

Ist A eine Aussage, so schreiben wir w(A) fiir den Wahrheitswert von A. Dieser kann den Wert W fiir ,, wahr *,
oder F fiir ,, falsch“ annehmen.

Beispiele fiir Aussagen (mathematischer oder auch nichtmathematischer Natur) wiren zum Beispiel

Ay:  Die Rose ist eine Pflanze. wA) =W
Aj:  Ein Affe ist ein Fisch. w(Ay) =F
Az: 2+4=6. w(Az) =W
A4:  Ist dem Bauer kalt im Schuh, steht er in der Tiefkiihltruh. w(A4) = F
As: 4 ist eine Primzahl. w(As) =F

Es gibt auch Aussagen die eigentlich ganz einfach aussehen, deren Wahrheitswert aber unbekannt ist. Zum Bei-
spiel: Man versteht unter einem Primzahlzwilling ein Paar (n, n +2) wo beide angeschriebenen Zahlen Primzahlen
sind; wie (3, 5), (5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), etc. Die Aussage ist nun: ,,Es gibt unendlich viele Primzahlzwil-
linge *“. Wahrheitswert ?...unbekannt.

Natiirlich gibt es auch schrift-sprachliche Gebilde die keine Aussage liefern, zum Beispiel ,,Die Zahl 5 ist
groBer, oder ,, Wenn nicht und rot dann oder griin, dann gelb*, oder dhnliches.

Man kann nun Aussagen in mannigfaltiger Weise miteinander verkniipfen. Manche dieser Operationen treten
so hiufig auf, dass sie einen eigenen Namen bekommen.
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2

3)

“4)

(&)

> Seien A und B Aussagen. Dann verstehen wir unter

—A die Aussage ,,nicht A*““(auch ,,Negation von A*), welche genau dann wahr ist, wenn A falsch ist.

-A

—A:

AV B die Aussage ,,A oder B*(oder ,,Disjunktion von A und B*), welche genau dann wahr ist, wenn A
wahr ist oder B wahr ist (oder beide).

A| B | AVB
Wlw W
AVB W |F| w
CFw | ow
F|F| F
A A B die Aussage ,,A und B*“(oder ,.,Konjunktion von A und B*), welche genau dann wabhr ist, wenn
sowohl A als auch B wahr sind.
A| B | AAB
Wlw W
AANB: W |F| F
Flw| F
F|F| F

A = B die Aussage ,,wenn A, dann B*. Diese Aussage ist genau dann wahr, wenn B immer dann wahr
ist wenn A wahr ist.

A|B|A=B
W | W w
A>B  W|F| F
P W | oW
F|F| oW

Man sagt auch ,, A impliziert B oder ,,aus A folgt B*“, und bezeichnet ,,A = B* als Implikation. Dabei
nennt man A die Prdmisse der Implikation und B die Konklusion der Implikation.

Beachte, dass der einzige Fall wo eine Implikation falsch ist, jener ist wenn ihre Prdmisse wahr ist, ihre
Konklusion jedoch falsch. Ist die Priamisse einer Implikation falsch, so ist die Implikation — unabhéngig
vom Wahrheitswert der Konklusion! — wahr. Beachte weiters, dass in der Alltagssprache mit der Aussage
»Wenn A, dann B meist eine Kausalitit verkniipft ist. Beim hier betrachteten Begriff der Implikation
geht es hingegen nur um Wahrheitswerte, und um keinen inneren Zusammenhang: ,,Wenn n = 3 ist,
dann ist 7 eine gerade Zahl“ ist eine wahre Aussage.

A & B, die Aussage ,,A genau dann, wenn B*. Diese Aussage ist genau dann wahr, wenn A und B
entweder gemeinsam wahr oder gemeinsam falsch sind.

A|B|AeB
W )
AeB  W|F| F
Flw| F
FF| W

Es gibt noch weitere Verkniipfungen wie etwa A < B (,,B folgt aus A*“) oder A nor B (A nor B, ,,weder A noch
B), die in der Praxis selten verwendet werden. Statt A < B verwendet man das dquivalente B = A, und statt
Anor B das dquivalente =(A Vv B) oder auch (=A) A (—B).
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Einen Ausdruck in dem Aussagen reprisentierende Variablen, sowie Symbole fiir logische Verkniipfungen vor-
kommen nennt man Aussageform. Eine sinnvolle Aussageform kann, je nach Belegung der Variablen mit wahren
oder falschen Aussagen den Wahrheitswert wahr oder falsch annehmen. Beispiele fiir sinvolle Aussageformen
wiren ,,(A V B) = A%, oder ,,(C A (A & B))nor D*“. Man beachte, dass Ausdriicke, die aus Variablen und
Symbolen zusammengesetzt sind, auch sinnlos sein konnen; zum Beispiel macht ,,Anor (B =) oder ,,— A A“
keinen Sinn. Mit diesem syntaktischen Aspekt, wie sinnvolle Aussageformen aufgebaut sind, wollen wir uns hier
aber nicht beschiftigen.

1.1.2 Allgemeingiiltige Aussagenformen — Schlussregeln

Eine wichtige Rolle spielen allgemeingiiltige Aussageformen, auch Tautologien genannt. Das sind solche Aussa-
geformen, welche, unabhingig von der Belegung der Variablen mit wahren oder falschen Aussagen, wahr sind.
Solche sind von besonderer Bedeutung fiir das Leben im allgemeinen und die Mathematik im besonderen, da sie
logische Schlussweisen reprisentieren die man in Argumentationen verwenden kann. Man spricht daher auch von
Schlussregeln.

> Wir wollen einige allgemeingiiltige Aussageformen, welche hdufig verwendet
werden, zusammenstellen.

Um Klammern zu vermeiden, verwenden wir im Folgenden immer wieder die Konvention, dass — am stérksten
bindet, und = bzw. & am schwichsten.

(1) AV -A

(2) =(A A =A)

3B —A o A

4) (AANB)= A

(5) A= (AVB)

6) AeoB) = (A= B)

(7) —|(A A B) (=4 (—|A) \Y (—|B)
~(AVB) & (=A) A (=B)

| @ A=B) o (-B=-4)
9) (AA(A=B)=B
(10) (FAA(AV B) = B
(11) (A= B)A-B) = -A
(12) (~(AAB) A B) = —A
(13) (A=>BAB=0)=A=>C()

(14) AAB & (BAA)
AVB & (BVA)

(15) AAN(BAC) & (AANB)AC
AV(BVC) & (AVB)VC

(=1
(16) AAN(BVC) & (AANB)V(AAC)
AV(BAC) & (AVB)A(AVC)

(Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
(Satz vom Widerspruch)

(Satz von der doppelten Verneinung)
(Konjunktionsbeseitigung)

(Disjunktionseinfiihrung)

(Sdtze von deMorgan)

(Kontrapositionssatz)
(Modus Ponendo Ponens)
(Modus Tollendo Ponens)
(Modus Tollendo Tollens)
(Modus Ponendo Tollens)
(Modus Barbara)

(Kommutativsditze)

(Assoziativsdtze)

(Distributivscitze)

Betrachtet man die eingangs eingefiihrten Verkniipfungen von Aussagen, so sieht man, dass diese nicht unabhéngig
voneinander sind. Damit meinen wir, dass man manche von ihnen durch Kombinationen der anderen ausdriicken
kann. Zum Beispiel sind die folgenden Aussageformen allgemeingiiltig:
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(17) (A= B) & —(A A —B)

Dies bedeutet also: Die Aussage A = B ist genau dann wahr, wenn es unmoglich (sprich, falsch) ist, dass ,,zwar
A aber nicht B* gilt.

(18) AoB) ©® (A= B A(A < B
Hier steht ,,A & B* fiir,,B = A“.

Dies bedeutet also: Eine Aquivalenz A & B ist genau dann wahr, wenn beide wechselseitigen A = Bund A < B
gelten.

Um zu iiberpriifen, dass eine Aussageform allgemeingiiltig ist, braucht man nur fiir die in ihr vorkommenden
Aussagenvariablen alle moglichen Wahrheitswerte (bei n Variablen sind das 2" Moglichkeiten) einsetzen und dann
den Wahrheitswert der Aussageform ausrechnen.

& Wir iberpriifen exemplarisch, dass der Modus Ponendo Ponens eine Tautologie ist:

A|B||A=>B| AAA=B) | AANA=B)=B
W W W W
ANA=>B)=B  w|F| F | F | v
Flwl| w | F | v
F|F| w | F | v

&

Man kann sich vorstellen, dass diese Methode recht schnell mithsam wird, wenn mehr Aussagenvariablen vorkom-
men. Oft kann man sich diese Arbeit ersparen und die Allgemeingiiltigkeit einer Aussageform durch anwenden
der bereits bekannten Regeln ableiten.

1.1.3 All- und Existenzquantor

Betrachtet man mathematische (oder auch irgendwelche anderen) Aussagen, so stoft man auch auf Redewen-
dungen wie ,, fiir alle Dinge gilt...“, oder ,,es gibt ein Ding fiir das...“. Um solche Aussagen ebenfalls formal zu
erfassen und mit ihnen, auch wenn sie in komplexerem Zusammenhang auftreten, logisch korrekt umgehen zu
konnen, fiithrt man Quantoren ein.

> Sei A(x) eine von einer Variablen x abhdngige Aussage. Dann bezeichnen wir mit

(1) V den Allquantor. Die Aussage ,,Vx: A(x)“, ist genau dann wahr, wenn fiir alle x die Aussage A(x) wahr
ist.

(2) dden Existenzquantor. Die Aussage ,,dx: A(x)“, ist genau dann wahr, wenn es (mindestens) ein x gibt
sodass die Aussage A(x) wahr ist.

Genauso wie bei den Verkniipfungen der Aussagenlogik, sind auch hier jene Formeln von besonderer Bedeutung,
die stets, also unabhiingig von der Belegung gewisser Variablen mit gewissen Wahrheitswerten, wahr sind. Der
Nachweis solcher Sétze der Priadikatenlogik ist jedoch nicht mehr so einfach wie bei jenen der Aussagenlogik, da
Quantoren ja im allgemeinen Aussagen iiber unendliche Mengen darstellen konnen. Solche kann man nicht mehr
durch Einsetzen aller moglichen Varianten auf Richtigkeit testen.

> Wir wollen einige allgemeingiiltige Formeln, welche hiufig verwendet werden,

zusammenstellen. Die Formel A darf hier von x bzw von x und y abhdngen, die Formel
B aber nicht.

3) ~(¥x: A(x)) © dx: (-A(x)) (Verneinungsscditze)

@] -dx: A(x)) & VYx: (RA(x))

4) (YxVy: A(x,y)) e (¥yVYx: A(xy)) (Vertauschbarkeitsscitze)
Ax3Ty: A(x,y)) © @Aydx: A(x,y))
AxVy: A(x,y)) = (Vy3IAx: A(x,y))
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(5) Vax: ((Vy: Ay) = A)
Vx: (A(x) = 3y: AD))

(6) (Yx: A(x)) AB & VYx: (A(x) A B) (Quantorenverschiebungsgesetze)
Ax: A)AB & Ax: (A(x) AB)

@ Man beachte, dass die Formel Yy dx: A(x,y) = Ix Vy: A(x,y) nicht allgemeingiiltig ist. Der wesentliche
Unterschied zwischen Vy 3 x: A(x,y) und AxVy: A(x,y) ist: Im ersten Fall existiert zwar zu jedem y ein x, dieses
darf jedoch von y abhidngen. Dagegen muf3 im zweiten Fall ein x existieren welches fiir alle y funktioniert, d.h. fiir
jedes y ein und das selbe x.

Weiters beachte man, dass (Y x: A(x)) = B im Allgemeinen nicht zu V x: (A(x) = B) dquivalent ist, sondern
zu dx: (A(x) = B).

> Weitere Schreibweisen, die haufig verwendet werden:

(7) Al x: A(x)
Das besagt ,,es existiert genau ein x sodass A(x) wahr ist*, oder auch ,.es gibt ein eindeutiges x*

[Hx: (A(x) ANy Ay) =y = x))]

(8) Ax: A(x)

Das ist eine Abkiirzung fiir ,, ~(3 x: A(x))“, besagt also ,,es existiert kein x sodass A(x) wahr ist*.

(9) Eine weitere Sprechweise ist zu sagen ,,es existiert hdchstens ein x sodass A(x) wahr ist*. Dieses heif3t,
dass entweder kein x existiert oder genau eines.
| (@x: A@) v @lx: AW) |

Anders ausgedriickt kann man sagen, dass je zwei Objekte die beide die Eigenschaft A(_) haben, gleich
sein miissen. (Man beachte die scheinbare Paradoxie: um ,hdchstens ein x* auszudriicken, spricht man iiber zwei
Variable x, y.)

[ Vay: (A AAG) = x =y |
Man schreibt dafiir manchmal auch 35" x: A(x).

Manchmal sieht man auch 322 x: A(x), und damit ist gemeint, dass - (HSI X: A(x)), sprich, dass es mehr
als ein x mit der Eigenschaft A(x) gibt.

(10) Die folgende Sichtweise auf Existenz und Eindeutigkeit wird oft verwendet: Es existiert genau ein x mit
A(x), genau dann wenn es ein Element x gibt sodass A(x) gilt, und wenn je zwei Elemente x, y fiir die A(x)
bzw. A(y) gilt iibereinstimmen. Die Formel auf der rechten Seite der Aquivalenz scheint zwar komplizierter
zu sein als die auf der linken Seite, aber sie ist oft praktischer, weil man die hier die ,,schwierige” Aufgabe
(ndmlich ,.es gibt genau ein) auf zwei einfachere Aufgaben aufgeteilt hat: ,,es gibt mindestens ein” und ,.es
gibt hochstens ein‘.

[(3! x: A(x) & (Ax: AX) A (Yx,y: A(X) AA®Y) = x = y)) ]

Weitere allgemeingiiltige Formeln, die also logische Schlussweisen reprisentieren, sind die sogenannten Syllogis-
men der Aristotelischen Logik. Wir fiihren exemplarisch drei an (es gibt 24 giiltige Syllogismen).

(11) [Vx: A(x) = B(x)] A [Vx: B(x) = C(x)] = [Vx: A(x) = C(x)] (Modus Barbara)
(12) [Vx: A(x) = B(x)] A[Ax: B(x) A C(x)] = [Ax: A(x) A C(x)] (Modus Camestres)
(13) [Ax: A(x) A B)] A [Ax: A(x) A C(x)] = [Tx: C(x) A =B(x)] (Modus Ferioque)

Weitere in der Praxis wichtige Aquivalenzen finden Sie am Ende der Seite https://dmg.tuwien.ac.at/
goldstern/linalg/sprachel.html].


https://dmg.tuwien.ac.at/goldstern/linalg/sprache1.html
https://dmg.tuwien.ac.at/goldstern/linalg/sprache1.html
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1.2 Die Sprache der Mengenlehre
1.2.1 Der Cantorsche Mengenbegriff

Die Formulierung mathematischer Aussagen basiert auf dem Begriff der Menge. Eigentlich kann man sagen, dass
jede mathematische Theorie — wenn man sie losgeldst von ihren Bedeutung fiir die reale Welt begreift — nichts
anderes ist als eine Ansammlung von Implikationen die Aussagen iiber gewisse Mengen von Objekten und deren
Elemente treffen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Sprache der Mengenlehre bekannt machen. Die folgende
. Definition* des Begriffes der Menge stammt von Georg Cantor. Sie geniigt eigentlich nicht den strengsten lo-
gischen Anspriichen, ist jedoch gut genug um im alltiglichen mathematischen Leben damit das Auslangen zu
finden. Ein tiefergehendes Studium dieser Grundlagen wiirde hier zu weit fiihren[]

> Der Cantorsche Mengenbegriff:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten x
unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Um auszudriicken, dass ein Objekt x Element einer Menge M ist, schreibt man ,, x € M“. Um auszudriicken, dass
x kein Element von M ist, schreibt man ,,x ¢ M.

Eine Menge ist durch ihre Elemente vollstindig bestimmt: Sind M, M, Mengen, so ist M gleich M, und
man schreibt ,, M| = M, wenn M; und M, die selben Elemente enthalten.

| Mi=M, & (Vx:xeM & xeM)]
1.2.2 Anschreiben von Mengen

> Tie gibt man Mengen an:
Um eine Menge festzulegen muss man auf irgendeine Weise unmissverstindlich klarmachen, welche Objekte
Elemente der Menge sind und welche nicht. Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten.

(1) Durch Aufzdhlung aller Elemente. Man schreibt alle Elemente der Menge zwischen einem Paar ge-
schweifter Klammern hin. Zum Beispiel ist

M = {a, 2,17, Strawberry fields forever, 117, 9}
die Menge bestehend aus den sechs Elementen ,,a*, ,,z%, ,,17%, ,, Strawberry fields forever*, ,, 117 und
. v} 113 .
Das geht natiirlich nur fiir Mengen mit sehr wenigen Elementen.
(2) Durch Angabe einer definierenden Eigenschaft. Die Menge wird beschrieben als die Menge aller Ob-

jekte die eine gewisse Eigenschaft haben. Diese Methode eine Menge anzugeben ist die universellste,
gebriuchlichste und priziseste.

Die Schreibweise sieht wie folgt aus: Sei A(x) die Eigenschaft die die Elemente der Menge charakteri-
sieren soll, dann ist
M ={x: A(x)} (1.2.1)

die Menge aller Objekte x fiir die A(x) wahr ist.
[Vx:ixeM e AW |

Sprich, wenn A(x) fiir ein Objekt x wahr ist, dann ist dieses x Element von M, und wenn A(x) fiir x nicht
wabhr ist, dann ist x ¢ M. Umgekehrt gelesen: wenn x in M liegt dann hat x die Eigenschaft A(x), wenn
x nicht in M liegt dann hat x die Eigenschaft A(x) nicht.

Es ist auch gebréiuchlic anstelle des Doppelpunktes in (T.2.I) einen Strich zu schreiben: M = {x |
Ax) }.

*Es sei jedem wirmstens empfohlen sich eine Vorlesung iiber Mengentheorie und/oder mathematische Logik anzuhoren. Allerdings erst in
einem hoheren Semester, wenn man schon mehr Erfahrung mit mathematischen Inhalten und Vorgangsweisen hat!
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Oft findet man auch Schreibweisen wie (hier bezeichnen wir mit N die Menge aller — aus unserer Anschauung
bekannten — nichtnegativen ganzen Zahlen)

M, ={xeN: x >4, 3istein Teiler von x} oder M, = {n*: neN.

Ersteres beschreibt die Menge aller Objekte die Element von N sind und die beiden angeschriebenen Eigenschaften
haben

| My =1{x: Ax)} wobei A(x)=(xeN)A((x24)A (3 istein Teiler vonn)) |

und zweiteres beschreibt die Menge aller Objekte die von der Gestalt n* sind, wobei 7 ein beliebiges Element von
Nist

[Mzz{x: dneN: x:nz}]

Zum Beispiel enthilt die Menge {% | x € Q A x > 0} alle positiven rationalen Zahlen (denn jede solche Zahl g

lasst sich mit x := % als %C schreiben). Man beachte aber, dass aus der Gleichheit

{§|er/\x>O}={2x|x€Q/\x>0}

keine Beziehung der Form )l( = 2x folgt; tatsdchlich gibt es iiberhaupt kein x € Q, welches diese Gleichung erfiillt.

Auch die folgende Methode, eine Menge anzugeben, ist recht gebrduchlich — weil oft praktisch. Allerdings ist sie
mit Vorsicht zu behandeln.

(3) Durch Aufzdhlung ,,mit u.s.w.“. Man schreibt exemplarisch einige Elemente der Menge an, und erwartet,
dass der Rest selbsterklarend verstanden wird. Zum Beispiel schreibt man die Menge aller geraden positiven
ganzen Zahlen manchmal an als

{2,4,6,...}.

3

Die, bei solcher Art Notation, stillschweigend getroffene Annahme, dass der Leser die drei Punkte ,,.. .
von sich aus richtig interpretiert, ist hochst problematisch. Sie ist Quelle vielféltiger Missverstindnisse
(schlieBlich kann sich jeder Leser etwas anderes unter den drei Punkte vorstellen). Was zum Beispiel konnte
die Menge Q = {1,2,3,...} sein?

Diese Art von Notation ist nur in Ausnahmefillen zu verwenden. Wenn es den geringsten Verdacht auf
mogliche Missinterpretationen gibt, ist sie zu vermeiden!

P.S.: Natiirlich ist jedem sofort vollig klar, dass das die obige Menge Q die Menge aller positiven ganzen Zahlen ist die nur durch 1
und sich selbst teilbar sind. Zugegeben, man hitte vielleicht besser Q = {1,2,3,5,...} schreiben sollen; dann wire es wohl wirklich
klar, dass Q tatséchlich unser Q ist.

PPS.: Oderist Q = {1,2,3,5,...} vielleicht doch offensichtlich die Menge aller Folgenglieder der Fibonacci-Folge (das ist — aus der
Anschauung bekannte — Folge 1, 1,2,3,5,8, ... wo jedes Folgenglied die Summe der beiden vorhergehenden ist) ?

Eine besondere Rolle spielt die leere Menge. Das ist jene Menge die kein Element besitzt.
[ Vx:x¢0 ]

Man schreibt die leere Menge an als @, oder auch als {}. (Man beachte, dass die leere Menge keine Elemente
enthilt, wihrend die Menge {{}} = {0} genau ein Element enthilt.)

@ Manchmal ergibt sich beim Anschreiben einer Menge, dass ein und das selbe Element der Menge mehrmals
aufgelistet wird. Das heilit nicht dass dieses Objekt ,,mehrmals“ Element der Menge ist! Soetwas wie ,, 0fters

Inhaltlich gibt es keinen Unterschied zwischen { x | A(x) } und { x : A(x) }, aber die richtige Wahl des Symbols kann die Lesbarkeit erhohen:
¢ Man kiirzt die Eigenschaft .f ist eine Funktion von A nach B (siehe Abschnitt 2:4) gerne mit f : A — B ab. Die Menge aller
Funktionen von A nach B schreibt man dann lieber als { f| f : A —» B}an,nicht{f: f: A — B}.

e Aus der Schule kennen Sie vielleicht die Betragsfunktion, zum Beispiel |5| = | — 5| = 5.
Die Menge aller Zahlen mit Betrag > 5 schreibt man eher als {x e R : |[x| > 5}, nicht {x e R | |x| > 5}.
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Element sein‘ gibt es nicht; man denke an die Passage ,,...bestimmten wohlunterschiedenen Objekten. .. in der
Cantorschen Definition des Mengenbegriffes. Ein Objekt kann nur entweder Element der Menge sein, oder eben
nicht.

Zum Beispiel wire die Menge {a, a, a, a, a} jene Menge die nur das eine Element ,,a*“enthilt, oder die Menge
{(x-4)?%: x e N} jene Menge die die Elemente 0, 1, 4,9, 16,25, 36,49, ... enthélt. Bemerke, dass die Elemente
0,1,4,9,16 in der beschreibenden Definition dieser Menge zweimal aufgelistet sind, alle weitern (das sind also
25,36,49, 64, ...) dagegen nur einmal.

1.2.3 Operationen mit Mengen

Man kann Mengen miteinander vergleichen.

> Seien M; und M, Mengen.

(1) Man sagt M ist eine Teilmenge von M, und schreibt M; C M,, wenn jedes Element von M| auch
Element von M, ist.

[MlgMz o (Vx:xeM1=>xeM2)]

(2) Man sagt M ist eine Obermenge von M, und schreibt M; 2 M,, wenn jedes Element von M, auch
Element von M ist. Sprich, wenn M, C M.

[Mi2M, & (Vx:xe M «xeM)]

Man spricht von C und 2 auch als Mengeninklusionen.

x € yund x € y sind im Allgemeinen nicht dquivalent. Zum Beispiel sind die beiden Aussagen 2 € {1,2} und
C {1, 2} wahr, aber die beiden Aussagen 2 C {1, 2} und {2} € {1, 2} sind falsch. ®

4
)

Beachte, dass zwei Mengen M| und M, genau dann gleich sind, wenn beide wechselseitigen Inklusionen M; € M,
und M; 2 M, gelten, also jedes Element der einen Menge in der anderen liegt, und umgekehrt.

| My =My & (My S MyA M 2 M) |
Dies beruht auf der Tautologie|(18)[aus §1.1.2.
In diesem Zusammenhang sind auch die folgenden Schreibweisen gebréduchlich:
(3) Man sagt M, ist eine echte Teilmenge von M, und schreibt M; C M,, wenn jedes Element von M, auch
Element von M, ist, es aber (mindestens) ein Element von M, gibt welches nicht Element von M ist.
[Mic M, & (MyCMy A M,y % M) |
(4) Man sagt M, ist eine echte Obermenge von M, und schreibt M; 2 M,, wenn jedes Element von M, auch

Element von M, ist, es aber (mindestens) ein Element von M, gibt welches nicht Element von M, ist.
Sprich, wenn M, C M.

[Mi2M;, & (My2My A M,y # M) |

(5) Die Schreibweise M| € M, steht fiir =(M; C M)
[Ml M, s (Elx: x e M, /\X¢M2>]
und die Schreibweise M| 2 M, fiir -(M; 2 M)
[Mi2My, & (Ax:xeMynxeM)|

@ Oft findet man auch die Schreibweise ,, M| C M, “. Leider nicht in einheitlicher Bedeutung! Meist steht sie
fiir ,, M, € M5, manchmal aber auch fiir ,, M; ¢ M, “. Es ist darum wohl besser, sie zu vermeiden.
Das Analoge gilt fiir ,, M} D M. ®

Man kann nun Mengen in mannigfaltiger Weise miteinander verkniipfen. Manche dieser Operationen treten so
hiufig auf, daf sie einen eigenen Namen bekommen.
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> Seien M; und M, Mengen.

(6) Die Vereinigung von M| und M, ist die Menge die all jene Elemente enthilt, die in einer der Mengen M,
und M, vorkommen (oder in beiden). Man schreibt M; U M, fiir diese Menge.

[M1UM2 ={x: xe M, VxeMz}]

(7) Der Durchschnitt von M| und M, ist die Menge die all jene Elemente enthilt, die in beiden Mengen M,
und M, vorkommen. Man schreibt M; N M, fiir diese Menge.
| MinMy={x: xe My Axe M|

(8) Das kartesische Produkt von M| und M, ist die Menge deren Elemente all jene geordneten Paare sind,

deren erster Eintrag Element von M ist und deren zweiter Eintrag Element von M, ist. Man schreibt
M, x M, fiir diese Menge.

| My x My = {(x,y): xe My Aye M|
Sei M eine Menge.
(9) Die Potenzmenge von M ist die Menge, die alle Teilmengen von M als Elemente hat. Man schreibt P(M)
fiir diese Menge.
| P(M) = (x: xc M} |

Die Potenzmenge der leeren Menge hat genau ein Element. (Welches?)
Die Potenzmenge der Menge {1, 2, 3} hat genau 8 Elemente. (Und zwar?)

Man kann Vereinigung und Durchschnitt auch fiir beliebige Mengen von Mengen definieren.
> Sei M eine Menge deren Elemente Mengen sind.

(10) Die Vereinigung von M ist die Menge die alle jene Elemente enthélt, die in mindestens einem der Ele-
mente von M vorkommen. Man schreibt [ J M, oder auch | Jscp( A, fiir diese Menge.

[UM={x: JA:Ae MAxeA}]
Sei zusatzlich angenommen, dass M nichtleer ist.

(11) Der Durchschnitt von M ist die Menge die alle jene Elemente enthilt, die in allen Elementen von M
vorkommen. Man schreibt (| M, oder auch (4cp( A, fiir diese Menge.

[ﬂMz{x: VA:AeM:xeA}]

Oft spielt das folgende Auswahlverfahren eine Rolle.
> Sei M eine Menge deren Elemente Mengen sind.

(12) Sei angenommen, dass jedes Element von M nichtleer ist, und dass je zwei verschiedene Elemente von
M leeren Durchschnitt haben. Dann existiert eine Menge N welche aus jedem Element von M genau
ein Element enthélt. Sprich, wir wihlen aus jedem Element von M ein Element aus, und fassen die so
erhaltenen Objekte zu einer Menge zusammen.

I [AN:VA:(AeM = AxixeAnxeN]

Diese — anschaulich eigentlich recht naheliegende — Eigenschaft hei3t das Auswahlaxiom oder axiom of choice.

An dieser Stelle wollen wir noch eine Sprechweise erwdhnen. Hat man zwei Mengen M| und M>, so sagt man
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diese sind disjunkt, wenn M, N M, = (. Hat man eine Menge M deren Elemente Mengen sind, so sagt man die
Elemente von M sind paarweise disjunkt, wenn je zwei verschiedene Elemente von M disjunkt sind.
Zwei weitere Operationen die auch 6fters auftreten sind die Folgenden.

> Seien M; und M, Mengen.

(13) Die Differenz ,,M; ohne M,“ von M| und M, ist die Menge die all jene Elemente enthilt, die in M,
liegen aber nicht in M,. Man schreibt M, \ M, fiir diese Menge.

[Ml\Mzz{x: )CEMI/\)CQMQ}]

(14) Die symmetrische Differenz von M und M, ist die Menge die all jene Elemente enthilt, die in M, oder
in M, liegen aber nicht in beiden. Man schreibt M;AM, fiir diese Menge.
[MIAMZ:{x: (x€ M,V x€ M)A —(xe M, /\xeMz)}]

Oft trifft man auch auf den Begriff des Komplementes einer Menge M. Dieser ist fiir sich alleine stehend sinnlos.
Was man dazu braucht ist eine ,, groe Grundmenge“ auf die sich das ,, Komplement* bezieht: Ist X eine Menge,
und M C X, so ist das Komplement von M in X, geschrieben als M¢ die Menge X \ M. Diese Notation findet
dann Verwendung, wenn man stillschweigend angenehmen kann, dass es aus dem Zusammenhang klar ist was die
Grundmenge X ist auf die sich das Komplement bezieht.

Man kann Beziehungen zwischen Mengenoperationen recht einfach durch Umformungen logischer Ver-
kniipfungssymbole erhalten. Wir listen einige Beispiele fiir solche Rechenregeln auf, die haufig verwendet werden.

(I5) AnB=BNA, AUB=BUA,
(16) AnB)NC=AnBNC), AUBUC=AUBUCQO),
(17) AmUBeMB: UBEM(AOB), AUﬂBeMBz mBeM(AUB)’

(18) AN(AUB)=A, AUMANB) =A, ANA=AUA=A,

(19) X\ UaemA = NMuemX N A), X\ NaemA = Uaem X \ A,
200 ACBANB=AAUB=B.
Zum Beispiel beruht[(T5)|auf den Kommutativsitzen

XeEANB © x€AAxeB
& xeBAxeA & xeBNA

und[(19)] auf den Verneinungssitzen

xeX\ ﬂA & xeXAx¢ ﬂA
AeM AeM

xeXAﬂ(VA:AeM:xEA)

o

S xeXANJA:-(AeM=xeA)
o xeXAJA: (AeMAx¢A)
o dA:xeXANAeMAxg¢A

o

JA:AeMAxeX\A o xe UX\A
AeM

Auch sind die angefiihrten Operationen nicht unabhéingig voneinander. Zum Beispiel gilt

MiAM, = (M1 \ M) U (M \ My).
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Dies beruht auf der Formel

xeMAM, & (xeM{VxeM)AN—-(xe M| ANxe M)
S (xeMiyVxeM)ANx¢M Vxé¢M)
S (xeMiAxegM)V(xeM AxEgM))V((xeMyANx¢g M)V (xeMyAnx¢ M)
S (xeMiAxgM)V(xeMyAx¢M)) o xe(M;\M)U(M,\ M)

Zum Schluss wollen wir noch ein paar Schreibweisen anfiihren, die man auch oft vorfindet.

Es steht Vx € M : A(x) fiir ,, fiir alle Elemente x von M ist A(x) wahr*.
[ va: (x eM :>A(x))]

Analog steht 3x € M: A(x) fiir ,,es gibt ein Element von M sodass A(x) wahr ist*,
[EES (x E M/\A(x))]

und ! x € M: A(x) fiir 3! x: (x eM /\A(x)),

sowie Ax € M: A(x) fiir Ax: (x eEMA A(x)).

Schreibweisen wie zum Beispiel ,,¥n € N,n > 2: A(x)* sind entsprechend zu verstehen. Um Fehler oder
Missverstandnisse zu vermeiden, empfiehlt sich eine Schreibweise, die explizit den Implikationspfeil
enthilt, also

Vn: ((n eNAn>2) =>A(x)). oder Vn € N: (n > 2 = A(x)).

@ Ein Beispiel fiir eine sehr gebriuchliche — aber noch (mathematisch) umgangssprachlichere — Notation, ist
soetwas wie ,,A(x), x € M“. Dieses steht oft fiir Vx € M: A(x). Zum Beispiel konnte ,, f(x) < 1, x > 0 gut fiir
Vx: x> 0= f(x) <1 stehen.

Diese Schreibweise kann auch in anderem Zusammenhang auftreten und dann etwas ganz anderes
bedeuten; also immer auf den Kontext achten!

Zum Beispiel ist die Beistrich-Phrase ,, f(x) < 1, x > 0% im Satz ,, Fiir x mit f(x) < 1, x > 0, gilt dann A(x)* wohl
eher als ,,und“ gemeint: Vx: (f(x) < 1 A x> 0) = A(x).

Bemiihen Sie sich, solche Abkiirzungen zu vermeiden. Wenn Sie den Beistric durch das richtige logische
Symbol ersetzen (meist A oder = oder <), driicken Sie damit klarer aus, was Sie meinen. s

é% Wenn nach einer quantifizierten Variable wie Yx oder Jy eine kompliziertere Aussage steht — insbesondere:
eine Implikation — dann empfiehlt es sich, dieser Aussage durch ein Klammerpaar zusammenzufassen: Statt Vx >
0:x<1= f(x) >0lieber Vx > 0: (x < 1 = f(x) > 0). Das schaut nach mehr Schreibarbeit[ﬂ aus, macht aber
die Struktur der Formel klarer. ¢

*oder das Komma
$Umgekehrt kommt es gelegentlich vor, dass man bei der Anwendung eine Funktion auf ein Argument die Klammern weglisst, also einfach
Fx statt F(x) schreibt, wenn aus dem Kontext hervorgeht, das F eine Funktion ist und x im Definitionsbereich von F liegt.
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Kapitel 2

Relationen und Funktionen

2.1 Relationen

2.1.1 Motivation

Unsere Welt ist voll von Beziehungen und Eigenschaften. Tatséchlich ist es schwierig, an ein Beispiel zu denken,
wo keine Beziehung oder Attribut eines Objektes oder Subjektes dahintersteckt. Zum Beispiel sind Menschen in
sozialen Netzwerken miteinander verbunden (in Beziehung stehend) oder eben nicht, oder es kann eine Blume rot
oder weil} oder verbliiht sein (ein Attribut besitzen oder eben nicht).

Wir mochten einen prizisen, d.h. keinen Raum fiir Missverstdndnisse oder Auslegungen lassenden Begriff,
mit dem sich Beziehungen zwischen Objekten bzw. Besitz von Attributen fassen lassen.

Eine Motivation dafiir wire es zum Beispiel, dass wir unser Wissen und Verstindnis iiber solche Beziehungen
erweitern wollen, dass wir neue Erkenntnisse generieren oder Schliisse aus unserem vorhandenen Wissen ziehen
wollen.

2.1.2 Formalisierung

2.1.1 Definition. Seien M und N Mengen. Eine Teilmenge von M X N heif3t eine Relation.
Spezifischer sagt man auch eine Relation zwischen M und N. Ist M = N so sagt man auch Relationin M. ¢

> Was ist eine Definition:

Eine Definition gibt einem Begriff (einem Wort, einer Phrase, oder einer Sprech- oder Schreibweise) mathe-
matische Bedeutung.

— Der neue Begriff wird aus schon bekannten Begriffen und zusitzlichen Eigenschaften solcher aufgebaut;
alles was zur Beschreibung des neuen Begriffes herangezogen wird muss bereits bekannt sein.

— Kein Begriff kann mehr als einmal definiert werden.

— Es muss unmissverstindlich klargestellt sein wovon wir sprechen.

& Analyse von Definition [2.1.1]:
Die neu eingefiihrten Begriffe sind Relation, sowie Relation zwischen M und N, und Relation in M.

@ Uberpriifung formal logischer Richtigkeit:

— Wir wissen was eine Menge ist, wir wissen was das kartesische Produkt zweier Mengen ist, und wir wissen was
eine Teilmenge einer Menge ist.

— Das Wort Relation, bzw. die Phrasen Relation zwischen M und N, und Relation in M, haben zum jetzigen
Zeitpunkt in unserer mathematischen Welt noch keine Bedeutung.

— Die Definition ist prizise; sie ldsst keinerlei Spielraum fiir Auslegungen oder Interpretationen.

13
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5

> Wozu wird eine Definition gemacht:

Motivation dafiir eine bestimmte Definition zu geben kann sein
— wichtige/interessante Konzepte explizit zu machen;
— zentrale Eigenschaften die ein Objekt haben kann herauszustreichen;

— Klassen von Objekten zu benennen die viele — spezielle oder ,, gute“ — Eigenschaften haben.

& Analyse von Definition (Fortsetzung):

@ Motivation ?
— Ist der Begriff der Relation ein wichtiges oder interessantes Konzept ?
Ja; wie sich im Laufe der Zeit erwiesen hat.
— Werden zentrale Eigenschaften aufgezeigt ?
Nein. Es werden ja gar keine Eigenschaften verlangt auer Teilmenge von M X N zu sein.
— Wird eine Klasse von Objekten mit vielen Eigenschaften benannt ?

Nein. Dazu ist der Begriff zu allgemein; es fallen so viele Objekte darunter, dass die Giiltigkeit vieler spezi-
eller Eigenschaften nicht zu erwarten ist.

Die Bedeutung des Begriffs der Relation liegt also in erster Linie darin einen konzeptuellen Rahmen abzustecken,
und nicht so sehr darin weitgehende Schliisse zu ziehen. Innerhalb dieses Rahmens kann — und wird — man spezi-
elle Relationen, also solche mit gewissen zusitzlichen Eigenschaften betrachten, iiber welche bzw. mit deren Hilfe
man dann mehr aussagen kann.

&

Sei R eine Relation zwischen M und N. Entsprechend unserer Motivation in §2.1.1 wollen wir R auch auffassen als
Beschreibung einer Beziehung zwischen Elementen m aus M und Elementen » aus N. Nidmlich jene, dass (m,n) €
R. Aus diesem Grund verwendet man oft die — manchmal intuitivere — Schreibweise m R n um auszudriicken, dass
(m,n) € R.

& In obigem Absatz wurde auch eine Definition gegeben, nidmlich die der Schreibweise mRn.

@ Die formalen Anforderungen sind erfiillt.

@ Man denke an aus der Anschauung bekannte Beziehungen zwischen (ebenso aus der Anschauung bekannt
geglaubten) Zahlen wie ,, x ist kleiner als y*“ oder ,, x teilt y*. Fiir solche Beziehungen schreibt man ja traditio-
neller Weise x < y bzw. x | y, und nicht (x,y) € < oder (x,y) € |.

Man sollte an dieser Stelle schon anmerken, dass der Begriftf der Relation als abstraktes Konzept entstanden ist,
welches solche von jeher verwendete Relationen allgemein fasst. &

2.2 Aquivalenzrelationen

2.2.1 Motivation

Erzidhlung eines Autofahrers:
Mein Freund Rainer und ich...wir haben das gleiche Auto; ndmlich einen Mazda 6. Also, eigentlich
sind sie gleich, haben sogar das gleiche Baujahr, nur seiner ist weill und meiner violett.

Und jetzt fiir die Pingeligen unter uns: natiirlich sind sie nicht gleich, weil wir ja nicht car-sharing
betreiben. Und iiberhaupt, sie konnen ja gar nicht gleich sein, weil ja seiner weil} ist und meiner
violett.
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Der Begriff der Gleichheit tritt hier offenbar in vier verschiedenen Bedeutungen auf, ist je nach Interpretation dann
zutreffend oder nicht, und verschiedene Interpretationen werden miteinander in Beziehung gesetzt. Zwei Autos
sind gleich, wenn sie:

die gleiche Marke und Typ haben;

das gleiche Baujahr haben;

zusitzlich noch die gleiche Farbe haben;

tatsdchlich ein und dasselbe Objekt sind.

Welche Eigenschaften sind es, die es ausmachen, dass man das Wort gleich in ,, verniinftiger“ Weise verwenden
kann ? Anders gefragt, was wiirde man sich von einem ,, verniinftigen *“ Gleichheitsbegriff erwarten ?

Sicherlich sollten die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sein (und jede der vier obigen Gleichheitsinterpre-
tationen fiir Autos erfiillt diese):

(1) Jedes Objekt unserer Grundmenge ist gleich zu sich selbst.
(i1) Sind x,y zwei Objekte unserer Grundmenge und ist x gleich zu y, dann ist auch y gleich zu x.

(iii) Sind x,y, z drei Objekte unserer Grundmenge und ist x gleich zu y sowie auch y gleich zu z, so muss auch x
gleich zu z sein.

2.2.2 Formalisierung
Zuerst wollen wir den oben erwéhnten Eigenschaften (i) — (iii) Namen geben.
2.2.1 Definition. Sei M eine Menge, und R eine Relation in M. Dann heilt R reflexiv, wenn

(Ref) jedes Element x € M erfiillt, dass xRx,
[VxeM: (x,x)eR]

symmetrisch, wenn

(Sym) fiir je zwei Elemente x,y € M mit xRy auch yRx gilt,
[Vx,yeM: (x,y)€ER = (y,x)eR]

und transitiv, wenn

(Tra) fiir x,y,z € M mit xRy und yRz auch xRz gilt.
[Vx,y,ze M:((x,y) ERA(,2)€R) = (x,2) ER]

> Was sind Axiome:

Als Axiom bezeichnet man eine, von moglicherweise mehreren, Eigenschaften die ein Objekt haben soll um
einen gewissen Namen tragen zu diirfen. Zum Beispiel sagt man, dass eine Relation reflexiv heiflit, wenn sie
dem Axiom (Ref) geniigt.

Manchmal denkt man bei Axiom eher an Grundwahrheiten als an scheinbar beliebige Eigenschaften. Damit
meint man Eigenschaften die ein Objekt haben soll, und die anschaulich(!) so auBerordentlich naheliegend sind,
dass sie sicher von allen akzeptiert werden. Zum Beispiel sagt man, dass die natiirlichen Zahlen dem Axiom
geniigen, dass jede Zahl einen Nachfolger hat.

& Analyse von Definition 2.2.1]:
Die neu eingefiihrten Begrifte sind reflexiv, symmetrisch, sowie transitiv.

® Uberpriifung formal logischer Richtigkeit:
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— Wir wissen was eine Menge ist und wir wissen was eine Relation in M ist. Die angefiihrten Eigenschaften sind
schliissig formuliert; wir haben in den Axiomen logische Formeln angegeben die sinnvolle Gestalt haben.

— Die verwendeten Worte reflexiv, symmetrisch, sowie transitiv, haben zum jetzigen Zeitpunkt in unserer mathe-
matischen Welt noch keine Bedeutung.

— Die Definitionen sind prizise und lassen keinen Spielraum fiir Auslegungen.

® Motivation ?

— Ist der Begriff reflexiver (symmetrischer, transitiver) Relationen ein wichtiges oder interessantes Konzept ?
Ja. Solche Relationen treten in verschiedensten Zusammenhéngen, auch in Kombination mit anderen Eigen-
schaften, auf.

— Werden zentrale Eigenschaften aufgezeigt ?
Ja.

— Wird eine Klasse von Objekten mit vielen Eigenschaften benannt ?
Ein bisschen. Jeder einzelne Begriff fiir sich selbst genommen ist aber immer noch recht allgemein.

5

2.2.2 Bemerkung. Wir sind daran gewohnt, Relationen als Prddikate zu betrachten, mit denen wir Aussagen bilden
konnen. Wenn wir zum Beispiel die Relation ,kleiner (<) auf den natiirlichen Zahlen betrachten, konnen wir mit
ihr die (falsche) Aussage 5 < 3 bilden.

Aber die Relation < ist auch ein Objekt unserer Uberlegungen, niimlich eine Menge von Paaren:
{(0,1),(0,2),...,(1,2),(1,3),...,...}. Wir konnen auch Aussagen iiber diese Relation machen, wie etwa ,die
Relation < ist transitiv aber nicht symmetrisch®.

2.2.3 Lemma. Sei M eine Menge und R eine Relation in M. Dann ist R genau dann symmetrisch, wenn

(Sym’) fiir je zwei Elemente x,y € M genau dann xRy gilt, wenn yRx gilt.
[VxyeM: (xy)eR & (r.x)€R]

> Was ist ein Lemma:

Ein Lemma ist eine mathematische Aussage deren Wahrheit behauptet wird. Die Wahrheit dieser Aussage muss
bewiesen werden !

— In der Aussage diirfen nur Begriffe und Symbole vorkommen die bereits definiert wurden.
— Es muss unmissverstdndlich klargestellt sein wovon wir sprechen. Also

@ was sind die Objekte mit denen wir arbeiten,
@ was sind die Voraussetzungen die verlangt werden,
® was ist die Behauptung die gemacht wird.

Die Bezeichnung Lemma steht (in der Mathematik) urspriinglich fiir ,, Hilfsaussage “, also eine Aussage deren
Wabhrheit fiir den Beweis anderer — komplexerer — Aussagen gebraucht wird. Allerdings hat es sich eingebiirgert
auch ,,kleinere/einfachere“ Aussagen als Lemma zu bezeichnen.

Die Mehrzahl von Lemma ist tibrigens Lemmata.

& Analyse von Lemma [2.2.3[:

— Wir wissen was eine Menge ist, was eine Relation in M ist, und wann eine Relation symmetrisch heifit. Wir
wissen was Elemente einer Menge sind, und was die Schreibweise xRy bedeutet. Die angeschriebene Formel
ist formal sinnvoll.

— Klar?

® Das Objekt mit dem wir arbeiten ist die Relation R in M.
@ Voraussetzungen werden keine verlangt.
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® Die Behauptung ist, dass die Symmetrie von R, sprich die Eigenschaft (Sym), dquivalent zu der angeschrie-
benen Eigenschaft (Sym’) ist.

&

Wir wollen uns jetzt mit dem Beweis beschiftigen.

> Was ist ein Beweis:

Ein Beweis ist eine Herleitung der Wahrheit einer Aussage mittels logischer Schliisse aus den zugrundegelegten
Axiomen, sowie bereits als wahr erkannten (sprich bewiesenen) Aussagen.

Typischerweise wird es fiir eine wahre Aussage viele verschiedene Beweise geben. Diese konnen grundle-
gend verschieden sein, zum Beispiel in dem Sinn, dass sie unterschiedliche Methoden oder Zugénge verwen-
den, oder sie konnen dhnlich sein, nur einer vielleicht kiirzer oder eleganter als der andere. Grundsétzlich ist
aber jeder Beweis — natiirlich sofern er richtig ist — gleichberechtigt. Er zeigt, dass die Aussage wahr ist; Punkt.

Jedenfalls ist es oft interessant fiir eine Aussage verschiedene Beweise zu kennen; es kann neue Einsichten
bringen, neue Ideen motivieren, und vertieft in jedem Fall das Verstindnis der Materie.

Zuerst der Beweis wie man ihn wahrscheinlich in der Literatur vorfinden wiirde; wir werden ihn danach filetieren
und um jedes Argument im Detail zu verstehen.

Beweis von Lemma[2.2.3] Fiir ,,(Sym)=(Sym’)“ seien x,y € M. Ist (x,y) € R, so folgt nach (Sym) auch (y, x) €
R. Vertauscht man die Rollen von x und y, so erhilt man die umgekehrte Implikation.
Die Umkehrung ist trivial. O

> Was heiRt hier trivial:

Es ist ein haufig verwendeter Sprachgebrauch eine mathematische Aussage #rivial zu nennen, wenn ihr Beweis
kurz ist, keine neuen Ideen oder Konstruktionen erfordert, und von Leser/Autor sofort ohne viel nachdenken
hingeschrieben werden konnte.

Eigentlich ist die Verwendung dieses Terminus ganz schlechter Stil (und alles andere als prizise), weil es
offensichtlich fiir jeden Leser/Autor es etwas ganz anderes bedeuten kann.

Warum verwendet man diesen Terminus dann trotzdem ? Nun, es gibt schon einen gewissen Konsens
dariiber, welche Argumente/Aussagen ,,leicht* und welche ,,schwer‘ sind, und bis zu welchem Grad man
es erwarten kann, dass durchschnittliche Leser Argumente selbststindig aus dem Armel schiitteln kénnen. Der
Autor mit Fingerspitzengefiihl schafft es die potentielle Zielgruppe so einzuschitzen, dass es fiir die meisten
Leser passen wird.

Ein zweiter Grund fiir die Verwendung solcher Phrasen ist, dass es dem Leser eine Information dariiber
gibt was der Autor als essentiell/komplex/innovativ und was als eh-klar/Beiwerk/Standardmethode sieht. Auch
das ist eine subjektive Einschidtzung, aber auch dariiber gibt es meist einen gewissen Konsens.

Das oben Gesagte trifft genauso auf Phrasen zu wie zum Beispiel eine einfache Rechnung zeigt, offen-
sichtlich, unmittelbar klar, oder (wahrscheinlich die am hiufigsten als Frechheit empfundene Phrase) wie man
leicht einsieht.

> Was bedeutet das Symbol O 7?:

Das Symbol O (oder dhnliches) wird verwendet um explizit herauszustreichen, dass der eben durchgefiihrte
Beweis vollstindig und abgeschlossen ist.

In der dlteren Literatur findet man auch oft g.e.d. Das ist eine Abkiirzung fiir quod erat demonstrandum
(d.h. ,,was zu beweisen war*). Die Verwendung von O als Markierung fiir das Ende eines Beweises geht
auf den Mathematiker Paul Halmos zuriick; man spricht auch — wohl ein bisschen scherzhaft — vom Halmos
tombstone.
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& Analyse des Beweises von Lemma [2.2.3[:

Dieser Beweis ist tatsdchlich recht einfach, enthilt aber doch ein paar hiufig verwendete Prinzipien.

Wir haben die Aquivalenz zweier Aussagen zu zeigen, nimlich
(Sym) < (Sym’). Nun ist die Wahrheit der Aquivalenz zweier Aussagen
dquivalent zur Wahrheit der beiden wechselseitigen Implikationen. Wir er-
innern uns an die Tautologie aus §1.1.2: fiir zwei beliebige Aussage
AL, Ar gllt

A ©A) o ((A1 = A) A (A <:A2)) (2.2.1)

Wir gehen darauf los die beiden Implikationen (Sym)= (Sym’) und
(Sym) < (Sym’) zu zeigen.

Im ersten Beweisteil gehen wir auf die Implikation (Sym) = (Sym’) los.
< Dazu sei, bis zum Ende dieses Beweisteiles, vorausgesetzt, dass (Sym)
wabhr ist. YD)
Wir miissen zeigen, dass (Sym’) wahr ist.

seien x,y € M.

Wir miissen eine Aussage zeigen, die mit einem Allquantor anfingt; sprich,
dass alle Elemente x,y € M eine gewisse Eigenschaft haben.

[Vx,yEM:(x,y)eR = (y,x)eR]

« Seien uns beliebige, bis zum Ende dieses Beweisteiles festgehaltene,
Elemente x,y € M vorgegeben. Y @)

Wir miissen die Aquivalenz von (x,y) € Rund (y,x) € R zeigen. Dazu
beniitzen wir wiederum (2:2.1), und versuchen die beiden Implikationen
(x,y) € R= (y,x) € Rund (x,y) € R & (y, x) € R zu zeigen.

Im ersten Schritt zeigen wir die in obiger Zeile erstgenannte Implikation.
< Sei dazu, bis zum Ende dieses ersten Schrittes, vorausgesetzt, dass
(x,y) ER. )®)
Wir miissen zeigen, dass (y, x) € R.

so folgt nach (Sym) auch :

(v,x) €R.

Wir wenden die Implikation in (Sym), die ja wegen @ fiir alle Elemente
von M wabhr ist, an auf die Elemente x und y. Da die Primisse wegen
® wahr ist, erhalten wir, dass auch die Konklusion wahr ist, sprich, dass
(y,x) €R.

Der erste Schritt ist abgeschlossen.
< Es ist nicht ldnger angenommen, dass (x,y) € R. (B¢

Im zweiten Schritt zeigen wir die zweitgenannte Implikation.
< Sei dazu, bis zum Ende dieses zweiten Schrittes, vorausgesetzt, dass
(y,x) ER. )®)

Wir wenden die Implikation in (Sym), die ja wegen @ fiir alle Elemente
von M wabhr ist, an auf die Elemente y und x. Da die Primisse wegen
® wabhr ist, erhalten wir, dass auch die Konklusion wahr ist, sprich, dass
(x,y) €R.

Der zweite Schritt ist abgeschlossen.
< Es ist nicht linger angenommen, dass (y, x) € R. (B¢
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Vertauscht man die Rollen Was wir in obigem zweiten Schritt getan haben, ist tatsidchlich genau das
von x und y, so erhdlt man . Gleiche wie das was wir im ersten Schritt getan haben. Einzig, dass an
die umgekehrte Implikation. - Stelle von x und y nun y und x verwendet wurden.

= Absatz . Der erste Beweisteil ist abgeschlossen.

< Die Buchstaben x und y sind nicht mehr gebunden (gleich den uns am
Anfang des Schrittes vorgegebenen Elementen von M) und wieder frei

verfiigbar. (®(
< Es ist nicht linger angenommen, dass (Sym) wabhr ist. (D¢
Die Umkehrung . Im zweiten Beweisteil gehen wir auf die Implikation (Sym) < (Sym’) los.

Das ist die zu der im ersten Beweisteil behandelten Umgekehrte.

< Dazu sei, bis zum Ende dieses Beweisteiles, vorausgesetzt, dass (Sym’)
wabhr ist. YD)
Wir miissen zeigen, dass (Sym) wahr ist.

ist trivial. © Warum ist diese Implikation trivial ?
Vor dem weiterlesen zuerst selbst nachdenken!

Wir beniitzen (2.2.1)), aber nicht in voller Stirke sondern nur zur Hilfte
(damit meinen wir hier in Kombination mit einer Konjuktionsbeseitigung):
fiir zwei beliebige Aussage A, A, gilt

A& A) = (A > A)

Wenn also fiir zwei vorgegebene Elemente x,y € M die Aquivalenz in
(Sym’) gilt, so gilt fiir diese Elemente insbesondere auch die Implikation
in (Sym).

Der zweite Beweisteil ist abgeschlossen.

< Es ist nicht linger angenommen, dass (Sym’) wahr ist. (D¢

O - Der Beweis des Lemmas ist abgeschlossen.

& Analyse der Argumentation im Beweis von Lemma [2.2.3:

In diesem Beweis verwenden wir wiederholt ein Argument, welches man wahrscheinlich als die grundlegendste
und natiirlichste logische Argumentation bezeichnen kann. Namlich das Prinzip des direkten Beweises. Wir sagen
zum Beispiel:

Wir wenden die Implikation in (Sym), die ja wegen @ fiir alle Elemente von M wabhr ist, an auf die
Elemente x und y. Da die Primisse wegen ® wahr ist, erhalten wir, dass auch die Konklusion wahr
ist, sprich, dass (v, x) € R.

Was heilit es eine Implikation ,,anzuwenden* ? Hier verwenden wir eigentlich den modus ponendo ponens. Wir
wissen dass eine Implikation, sagen wir A = B, wahr ist, und wir wissen dass ihre Pramisse A wahr ist. Daher
konnen wir schlieen, dass die Aussage B wahr ist. &

> Ein direkter Beweis funktioniert so:

Wir gehen davon aus, dass die zu beweisende Aussage (zum Beispiel das gerade betrachtete Lemma) bereits
in dem Sinne analysiert wurde, dass es klar ist was die zur Verfiigung stehenden Voraussetzungen sind, und
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was die zu zeigende Behauptung ist. Wollen wir diese Voraussetzungen als A und diese Behauptung als B
bezeichnen.

@ Man zeigt eine, oder eine Abfolge von, Implikationen die mit A anfingt und zu B fiihrt. Sprich, man findet
Zwischenaussagen, sagen wir Cy, C», ..., C,, und zeigt die Wahrheit der Implikationen

A=>Ci,Ci=>C,...,C,,1=>C,, C,=> B.

Was nun folgt, ist die formallogische Argumentation, dass damit der Beweis tatsdchlich abgeschlossen ist.
® Man wendet wiederholt den modus barbara an, wodurch man A = B erhilt.

©® Man wendet den modus ponendo ponens an, nachdem man aus der Wahrheit von A und der Wahrheit der
Implikation A = B auf die Wahrheit von B schlielen kann.

Diese Erkldrung scheint vielleicht unndtig kompliziert, wohl deswegen weil der modus ponendo ponens ja
wirklich ganz unmittelbar aus der Wahrheitstafel der Verkniipfung ,,= * ersichtlich ist. Sie soll uns aber, ab-
gesehen davon, dass sie die grundlegende Beweismethode des direkten Beweises ganz im Detail aufschliisselt,
auch als Modell dienen, ndmlich fiir Erkldrungen anderer — logisch komplizierterer — Beweismethoden die wir
spéter kennenlernen werden.

Jetzt definieren wir, was wir unter einem ,, verniinftigen Gleichheitsbegriff*“ verstehen wollen.

2.2.4 Definition. Sei M eine Menge und R eine Relation in M. Dann heif}t R eine Aquivalenzrelation (spezifischer
sagt man auch Aquivalenzrelation auf M), wenn R reflexiv, symmetrisch, und transitiv ist. o

© Analyse von Definition [2.2.4]:
Der neu eingefiihrte Begriff ist Aquivalenzrelation.

@ Uberpriifung formal logischer Richtigkeit:

— Wir wissen was eine Menge ist, was eine Relation in M ist, und wann eine Relation reflexiv, symmetrisch, bzw.
transitiv heift.

— Das verwendete Wort Aquivalenzrelation hat zum jetzigen Zeitpunkt in unserer mathematischen Welt noch
keine Bedeutung.

— Die Definition ist prézise und 146t keinen Spielraum fiir Auslegungen.

® Motivation ?

— Ist der Begriff der Aquivalenzrelation ein wichtiges oder interessantes Konzept ?
Ja. Es wird damit unsere Anschauung von ,, vergroberter Gleichheit“ modelliert. Die Idee eine Grundmenge
einmal mit VergroBerungsglas und einmal ohne Brille (verschwommen/vergrobert) anzuschauen, spielt in
unzihligen Zusammenhingen eine wesentliche Rolle.

— Werden zentrale Eigenschaften aufgezeigt ?
Ja.

— Wird eine Klasse von Objekten mit vielen Eigenschaften benannt ?
Ja. Die drei Eigenschaften reflexiv, symmetrisch, und transitiv gemeinsam sind recht stark, und man kann
etliche interessante Schliisse ziehen.

@

> Wie versteht man eine Definition:

Bisher haben wir uns damit beschiftigt ob
— eine Definition formal richtig ist, und ob

— eine Idee, Anschauung, oder Konzept hinter ihr steckt, bzw. ob sie eine reichhaltige Struktur beschreibt.
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Es ist wichtig, beide diese Schritte zu tun!

Ersterer ist, entsprechend des Exaktheitsanspruches der Mathematik an sich, unabdingbar. Zweiterer ist not-
wendig, wenn man nicht in einem, zwar logisch soliden aber leeren Gebdude verbleiben mochte, sondern dieses
Gebidude mit Inhalt und Leben erfiillen will.

Um einen Begriff zu verstehen, kann man sich den folgenden Fragen widmen.

Gibt es solche Objekte, wie sie in der Definition beschrieben werden, iiberhaupt ? Normalerweise wird die
Antwort ,,ja‘ lauten. Beachte jedoch, dass auch die Antwort ,,nein“ sehr interessant sein kann.

Was sind Standardbeispiele fiir solche Objekte, was sind Trivialbeispiele, was sind Extremfille ?

Gibt es viele solche Objekte, oder vielleicht genau eines, oder sind alle die es gibt vielleicht in irgendeinem
Sinne dhnlich ?

— Kann man vielleicht in ganz simpler Weise aus gegebenen Objekten andere konstruieren, die auch die in der
Definition verlangten Eigenschaften haben ?

Wie arbeitet der definierte Begriff, was kann man mit ihm machen ?

Meist ist es so, dass man erstmal eine Zeitlang kritiklos mit einem Begriff hantieren muss, bis sich Antwor-
ten auf solche oder dhnliche Fragen ergeben, die dann zu tieferem Verstindnis beitragen. Antworten auf die
genannten Fragen sind oft alles andere als offensichtlich oder schnell und einfach zu finden !

Als Beispiele fiir Aquivalenzrelationen wollen wir zwei Extremfille angeben (die auch ein bisschen trivial sind).
Dazu noch eine Bezeichnung: Fiir eine Menge M bezeichnen wir mit Ay, jene Teilmenge von M X M die

gegeben ist als
Ay ={(x,y) e MxXM: x=y}. (2.2.2)

Diese Menge heif3t die Diagonale von M.

& Wieder einmal eine Definition.

@ Die formalen Anforderungen sind erfiillt.

@ Diese Relation modelliert fatsdchliche Gleichheit. Beziiglich der Namensgebung denke man an das aus der
Anschauung bekannte Bild der Diagonale eines Quadrates (in der Ebene) mit Mittelpunkt im Nullpunkt.

&

2.2.5 Beispiel. Sei M eine Menge. Dann sind Ay, und M x M Aquivalenzrelationen.
Dabei ist Ay, eine Aquivalenzrelation weil tatsdchliche Gleichheit offenbar reflexiv, symmetrisch, und transitiv
ist: Fiir alle Elemente x,y,z € M gilt

X=X, X=y = y=x, (x=yAy=2 = x=1z2

Die Relation M x M ist eine Aquivalenzrelation, weil die Bedingung (Ref), sowie die Konklusionen der Implika-
tionen in (Sym) und (Tra) (sogar unabhéngig von dem Wahrheitswert der Pramisse) wahr sind, da ja alle Paare zu
M x M gehoren. ¢

> Was ist ein Beispiel:

Ein Beispiel kann zweierlei Zweck haben.

Einerseits kann es eine konkrete Situation oder ein konkretes Objekt erlautern, welches in die definier-
te oder betrachtete Klasse von Objekten fillt. Dann dient es dazu die abstrakten Begriffe oder Aussagen zu
illustrieren, und vielleicht ein Gefiihl zu geben wie diese arbeiten oder zusammenspielen.

Andererseits kann ein Beispiel auch die Rolle eines Beweises iibernehmen, ndmlich als Gegenbeispiel.
Mochte man beweisen, dass eine gewisse Aussage vom Typ ,, Fiir alle _ mit den Eigenschaften . gilt . (wobei
an der Stelle von .. gewisse konkrete Eigenschaften stehen) nicht wahr ist, so macht man das oft durch Angabe
einer konkreten Situation (sprich eines Beispiels) welche in die betrachtete Klasse fillt, in der Voraussetzung
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genannte Eigenschaften hat, aber die behaupteten Eigenschaften eben nicht hat. Diese Vorgangsweise beruht
auf dem Verneinungssatz[(3)|aus §1.1.3, sprich, die Formel

~ (¥x: P() & Fx: = P(x)

Ein gutes Gegenbeispiel ist oft goldeswert; es kann aufzeigen, woran es scheitert, dass die betrachtete Aussage
falsch ist und damit einen Hinweis geben, wie sie zu modifizieren wire, um eine wahre Aussage zu erhalten.
Modifizieren bedeutet hier typischerweise

— einschrinken (oder abéndern) der betrachteten Klasse von Objekten,
— hinzufiigen einer (oder verstéirken eines Teils der) Voraussetzung,
— weglassen (oder abschwichen) eines Teils der Behauptung.

Beispiele werden typischerweise gewisse Definitionen enthalten und auch gewisse Aussagen (die dann
natiirlich eines Beweises bediirfen).

& Analyse von Beispiel 2.2.5:

— Wir wissen was eine Menge ist, wofiir A, steht, was M X M ist und was eine Aquivalenzrelation ist.
— Weitere Definitionen werden nicht gemacht.

— Die konkreten Objekte mit denen wir arbeiten sind Ay, und M X M.

— Voraussetzungen werden keine verlangt.

— Die Behauptung ist, dass beide Aquivalenzrelationen sind.

— Das angefiihrte Argument ist (...hoffentlich) klar und einsichtig.

5

SchlieBlich wollen wir noch eine einfache Konstruktion angeben wie man aus zwei gegebenen Aquivalenzrelatio-
nen eine neue bauen kann.

2.2.6 Lemma. Sei M eine Menge und seien R, und R, Aquivalenzrelationen auf M. Dann ist auch Ry N R, eine
Aquivalenzrelation.

& Analyse von Lemma [2.2.6]:

— Wir wissen was eine Menge ist und was eine Aquivalenzrelation ist.
- Klar?

@ Die Objekte mit denen wir arbeiten sind Ry, R;, und R; N R;.
@ Die Voraussetzung ist, dass R; und R, beide Aquivalenzrelationen sind.
® Die Behauptung ist, dass R; N R, eine Aquivalenzrelation ist.

Beweis von Lemma[R.2.6] Fiir x € M gilt (x, x) € R; und (x, x) € Ry, also auch (x,x) € R| N R,.

Sei (x,y) € R; N Ry. Dann ist (x,y) € Ry und auch (x,y) € R,. Also folgt (y, x) € R; und auch (y, x) € R», und
wir erhalten (y, x) € R| N R».

Die Transitiviét folgt genauso. O

Dieser Beweis ist wirklich straightforward.
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> Was heiRt hier straightforward:

Ein Beweis (oder ein Argument) wird oft — eigentlich in sprechender Bezeichnungsweise — als straightforward
bezeichnet, wenn er bloss Standardmethoden beniitzt, und/oder keinerlei neue Ideen oder Konstruktionen er-
fordert, und/oder schon nahezu rezeptartig algorithmisch verlduft. Sprich, wenn er zwar nicht ganz trivial ist
aber keinerlei wirklichen intellektuellen Herausforderungen beinhaltet.

Die Verwendung dieses Terminus ist wieder einmal alles andere als prizise weil es offensichtlich fiir jeden
Leser/Autor etwas ganz anderes bedeuten kann. Meist ist er so zu verstehen:

Wenn man erstmal mit der Materie vertraut ist und schon einige Erfahrung hat, dann ist es wirklich
straightforward.

Durch Verwendung dieses Terminus erhélt der Leser wieder eine Information dariiber was der Autor als essen-
tiell’komplex/innovativ und was als eh-klar/Beiwerk/Standardmethode sieht. Und wieder gibt es meist einen
gewissen Konsens dariiber, auf welche Argumente dies zutriftt.

Warum beschiftigen wir uns tiberhaupt mit als straightforward erkannten Argumenten ? Gerade deswegen
um mit einer Materie vertraut zu werden, und um Erfahrung zu sammeln. Wenn man Routine mit simplen
Argumentationen hat, kann man besser die Spreu vom Weizen trennen und in einem komplexen Beweis die
Essenz vom Beiwerk unterscheiden.

Es ist wichtig diese Erfahrung und Fingerfertigkeit zu bekommen!

& Analyse des Beweises von Lemma [2.2.6]:
Wir wollen nun den Beweis filetieren um zu lernen, dass er wirklich straightforward ist.

Wir miissen zeigen, dass R; N R, reflexiv, symmetrisch, und transitiv ist.
Die Voraussetzung des Lemmas ist, dass beide, R; und R;, diese drei Ei-
genschaften haben.

Firxe M - Im ersten Schritt gehen wir darauf los die Reflexivitit zu zeigen.
Das ist eine Eigenschaft die mit einem Allquantor anfangt:

[VxeM:(x,x)eRlﬂRz]

< Sei uns ein beliebiges, bis zum Ende dieses Schrittes festgehaltenes,

Element x € M vorgegeben. YD)
gilt (x, x) € Ry und Nach der Voraussetzung des Lemmas sind die Relationen R; und R, beide
(x,x) € Ry, . reflexiv.
also auch (x, x) € R N R,. Ein Objekt ist Element des Durchschnitts zweier Mengen, genau dann

wenn es Element beider Mengen ist: fiir beliebige Mengen M, M, gilt

aeMiNM, & (ae M, A ae M) (2.2.3)

= Absatz - Der Beweis der Reflexivitit ist abgeschlossen.
& Der Buchstabe x ist nicht mehr gebunden (gleich dem uns am Anfang
des Schrittes vorgegebenen Element von M) und wieder frei verfiigbar.
(@
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Im zweiten Schritt gehen wir darauf los die Symmetrie zu zeigen.
Wieder eine Eigenschaft die mit einem Allquantor anfangt:

[VxyeM: (xy)eRINR,= (nx) €RINR, |

< Seien uns beliebige, bis zum Ende dieses Beweisschrittes festgehaltene,
Elemente x,y € M vorgegeben. YD)

Sei (x,y) € R| N R,. - Wir miissen zeigen, dass fiir die uns vorgegebenen Elemente x, y eine ge-
wisse Implikation wahr ist.
< Sei dazu, bis zum Ende dieses Schrittes, vorausgesetzt, dass (x,y) €

Ry NR,. )@)
Ziel ist zu zeigen, dass die Konklusion der gewiinschten Implikation wahr
ist.
Dann ist (x,y) € Ry und - Dasist 2.2.3).
auch (x,y) € R,. :
Also folgt (y, x) € R; und . Nach der Voraussetzung des Lemmas sind die Relationen R; und R, beide
auch (y, x) € Ry, symmetrisch.
und wir erhalten " Wieder 223).
(y,x) € Ri NRy. :
= Absatz . Der Beweis der Symmetrie ist abgeschlossen.
.« Esist nicht linger angenommen, dass (x,y) € R; N R,. (@
< Die Buchstaben x,y sind nicht mehr gebunden (gleich den uns am
Anfang des Schrittes vorgegebenen Elementen von M) und wieder frei
verfiigbar. (@
Die Transitiviidt folgt genau- .  Im dritten Schritt gehen wir darauf los die Transitivitit zu zeigen.
SO. - Wieder eine Eigenschaft die mit einem Allquantor anfingt:
L[ Vayze M () ERINRA (D) ERNR) = (1,2 ERINR, |
Wir formulieren die - ) o ) ) . .
,, genauso ablaufende < Seien uns beliebige, bis zum Ende dieses Beweisschrittes festgehaltene,
Argumentation in dieser - Elemente x,y,z € M vorgegeben. YD)
Spalte aus:

Seien (x,y),(v,z) € Ry N R,. ©  Wir miissen zeigen, dass fiir die gegebenen Elemente x,y, z eine gewisse
-+ Implikation wahr ist.
< Sei dazu, bis zum Ende dieses Schrittes, vorausgesetzt, dass

(x,3), (,2) € Ri N R,. )@)
Ziel ist zu zeigen, dass die Konklusion der gewiinschten Implikation wahr
ist.

Dann sind (x,y), (y,z) € R Das ist (2.2.3).
und auch (x,y), (¥, 2) € R».

Also folgt (x,z) € R; und . Nach der Voraussetzung des Lemmas sind die Relationen R; und R, beide
auch (x,z) € Ry, © transitiv.
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und wir erhalten © Wieder 223).
(X,Z)ER[ ﬂRz. .

Der Beweis der Transitivitit ist abgeschlossen.

< Es ist nicht linger angenommen, dass (x,y), (v,z) € R| N R,. (@
< Die Buchstaben x,y, z sind nicht mehr gebunden (gleich den uns am
Anfang des Schrittes vorgegebenen Elementen von M) und wieder frei
verfiigbar. (D¢

O - Der Beweis des Lemmas ist abgeschlossen.

2.2.7 Bemerkung. Betrachtet man die obige Beweisanalyse, so sieht man, dass wir eigentlich mehr gezeigt haben
als Lemma[2.2.6|behauptet. Ni@mlich haben wir die Giiltigkeit jeder einzelner der Implikationen

(R; reflexiv A R, reflexiv) = R; N R, reflexiv (2.2.4)
(R symmetrisch A R, symmetrisch) = R; N R, symmetrisch (2.2.5)
(R, transitiv A R, transitiv) = R; N R, transitiv (2.2.6)

gezeigt. Es wire also sicherlich formallogisch stirker, vielleicht didaktisch besser, und jedenfalls ohne zusitzli-
chen Aufwand méglich, Lemma[2.2.6]in zwei Aussagen aufzuteilen:

1. Ein Lemma: ,, Die drei oben genannten Implikationen sind wahr. “

2. Ein Korollar: ,, Das was jetzt in Lemma [2.2.6] steht.

> Was ist ein Korollar:

Ein Korollar ist eine mathematische Aussage deren Wahrheit behauptet wird. Die Wahrheit dieser Aussage
muss bewiesen werden !

— In der Aussage diirfen nur Begriffe und Symbole vorkommen die bereits definiert wurden.
— Es muss unmissverstandlich klargestellt sein wovon wir sprechen. Also

@ was sind die Objekte mit denen wir arbeiten,
@ was sind die Voraussetzungen die verlangt werden,
® was ist die Behauptung die gemacht wird.

Das ist eigentlich genau das gleiche wie ein Lemma; warum dann eine andere Bezeichnung ?

Als Korollar, synonym auch Folgerung, bezeichnet man eine Aussage die unmittelbar durch Kombinieren
von bereits bewiesenen Aussagen gezeigt werden kann. Meist werden die kombinierten Aussagen dabei solche
sein, die man gerade vorher gezeigt hat.

& Warum ist nun die Aussage von Lemmal2.2.6|ein Korollar der Implikationen (2.2.4)—~(2.2.6) ? Dazu betrachten
wir wieder die Beweisanalyse von Lemma[2.2.6] Wir haben hier wiederholt Konjunktionsbeseitigung verwendet:
unsere Voraussetzung ist, dass R; und R, alle drei Eigenschaften reflexiv, symmetrisch, transitiv, haben. Dann
schlieen wir, dass insbesondere R| und R, beide reflexiv (bzw., im zweiten Schritt symmetrisch, und im dritten
Schritt transitiv) sind. Jetzt kommt die Implikation (2.2:4) (bzw., im zweiten Schritt (2.2.5)), und im dritten Schritt
(2.2.6)) ins Spiel, und wir schlieBen, dass R; N R, reflexiv (bzw., im zweiten Schritt symmetrisch, und im dritten
Schritt transitiv) ist.
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Also erhalten wir die Aussage von Lemma [2.2.6] tatséchlich ganz unmittelbar durch Kombinieren der Impli-
kationen (2.2.4)-(2.2.6). Formallogisch ausgedriickt verwenden wir die Tautologie

((41= B) A (A= B)) A (A3 = B3)) = ((A1 AAy A A3) = (B) A By ABs))

Diese kann man (miihsam) durch Erstellen einer Wahrheitstafel nachweisen. Man kann sie aber auch aus den im
ersten Kapitel genannten Basisregeln herleiten. &

2.3 Partitionen

2.3.1 Motivation
Erzdhlung eines Bauern:

Auf meinem Hof habe ich etliche Tiere, namlich Schweine, Hiihner, und Kiihe. Diesen Sommer habe
ich einen neuen Gehilfen bekommen, dem musste ich zu Beginn einmal den Arbeitsablauf erklaren:
als erstes die Schweine fiittern, dann die Kiihe melken, und erst dann die Hiihner fiittern und die Eier
aus dem Gelege herausholen.

Die Gesamtheit aller vorhandenen Tiere am Hof wird hier offenbar in verschiedene Teilmengen zerlegt deren
Individuen nicht unterschieden werden:

— die Schweine;
— die Kiihe;
— die Hiihner.

Es ist oft sinnvoll eine Grundmenge in Teile zu zerlegen. Einerseits weil die Individuen der einzelne Teile viel-
leicht gemeinsame Eigenschaften haben (zwei Kiihe sind wohl verschiedene Personlichkeiten, aber alle miissen
gemolken werden). Andererseits weil die einzelnen — kleineren — Teile vielleicht einfacher zu behandeln oder zu
verstehen sind.

Welche Eigenschaften sind es, die es ausmachen, dass man in ,, verniinftiger “ Weise von einer Zerlegung einer
Grundgesamtheit sprechen kann ?

Sicherlich sollten die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt sein (und diese sind im obigen Beispiel auch
erfiillt):

(1) Jedes Objekt unserer Grundmenge ist in einer der Teilmengen enthalten.

(i1) Je zwei verschiedene der Teilmengen der Zerlegung sind disjunkt, d.h. haben keine gemeinsamen Elemente.
Ein weiterer Aspekt den wir hier hervorheben wollen ist, dass die Elemente einer Menge der Zerlegung in mancher
Hinsicht als gleich betrachtet werden kdnnen.

2.3.2 Formalisierung

2.3.1 Definition. Sei M eine Menge. Eine Teilmenge Q der Potenzmenge von M heif3t eine Partition von M, wenn
folgende Axiome gelten.

(Parl) Jedes Element von M ist in einem Element von Q enthalten.
|[VxeMAAeQ:xeA]

(Par2) Zwei Elemente von Q sind entweder gleich oder disjunkt.
|vA,BeQ:A=BvV ANB=0]

(Par3) Jedes Element von Q ist nichtleer.
[vAe@:A#0]

Das Axiom (Parl) kann auch angeschrieben werden als
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(Parl’) M = UA
Ae@

Das Axiom (Par2) kann auch angeschrieben werden als
(Par2’) YA, BEQ: A+#B=>ANB=10

Die Aquivalenz von (Par2) und (Par2’) geht auf die Tautologie (P V Q) & (=P = Q) zuriick.

& Analyse von Definition [2.3.1]:

@ Wir wissen was eine Menge, ihre Potenzmenge und Teilmengen sind. Wir wollen uns iiberlegen, dass die
angeschriebenen Eigenschaften Sinn machen.

— Fiir (Parl): ein Element A von Q ist ein Element der Potenzmenge von M, also eine Teilmenge von M, und
daher kann fiir ein Element x von M die Elementbeziehung x € A gelten (oder eben nicht).

— Fiir (Par2): Elemente A, B von Q sind Mengen (ndmlich Teilmengen von M), und daher wissen wir was deren
Gleichheit bedeutet, sowie was deren Durchschnitt ist.

@ Dieser Begriff modelliert eine Gesamtheit in kleinere Teile aufzuteilen. Wir werden spéter (in Satz und
Satz [2.5.14) sehen, dass Partitionen im Wesentlichen das selbe sind wie Aquivalenzrelationen; tatsachlich haben
wir hier zwei Sichtweisen auf ein und das selbe Ding. Alles was wir fiir diese gesagt haben, trifft also auch hier
Zu.

&

Ist Q eine Partition einer Menge M, N € @, und x € N, so sagt man x ist ein Reprdsentant der Klasse N der
Partition Q.

2.3.3 Aquivalenzklassen und Partitionen

2.3.2 Definition. Sei M eine Menge und R eine Aquivalenzrelation von M. Fiir x € M bezeichne

[xlg ={y€ M: (x,y) €R). (2.3.1)

Diese Menge heiBt die Aquivalenzklasse von x bzgl. R. Die Menge {[x]z : x € M} aller Aquivalenzklassen bzgl. R
heiB3t die Faktormenge von M nach R, und man schreibt fiir sie auch M/R. Die Funktion von M nach M/R, welche
einem Element x € M seine Aquivalenzklasse zuordnet, heift die kanonische Projektion. o

2.3.3 Satz. Sei M eine Menge.

(1) Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so ist die Menge

Q={[xlg: x€ M) (2.3.2)

aller Aquivalenzklassen von R eine Partition von M.

(2) Ist Q eine Partition von M, so ist die Relation

R={(x,y): JAcQ:xcAAycA) (2.3.3)

eine Aquivalenzrelation auf M.

> Was ist ein Satz:

Ein Satz ist eine mathematische Aussage deren Wahrheit behauptet wird. Die Wahrheit dieser Aussage muss
bewiesen werden !

— In der Aussage diirfen nur Begriffe und Symbole vorkommen die bereits definiert wurden.

— Es muss unmissverstindlich klargestellt sein wovon wir sprechen. Also
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@ was sind die Objekte mit denen wir arbeiten,
@ was sind die Voraussetzungen die verlangt werden,
® was ist die Behauptung die gemacht wird.

Das ist eigentlich genau das gleiche wie ein Lemma oder Korollar; warum dann eine andere Bezeichnung ?

Eine Aussage als Satz, synonym bzw. in der englischsprachigen Literatur (was eigentlich der Standard
ist!) auch Theorem, zu bezeichnen kann mehrere Griinde haben. Einerseits kann die Aussage fiir das Folgende
sehr wichtig sein, und/oder ein michtiges Werkzeug sein, und/oder sehr schon sein. Andererseits verwendet
man diese Bezeichnung auch oft wenn der Beweis essentielle neue Ideen und/oder Konstruktionen erfordert,
und/oder einen komplexen Weg geht (sprich, alles andere als Standard oder trivial ist). Meistens werden beide
angefiihrten Griinde zusammenspielen.

Aus dem Satz schlieflen wir: Aquivalenzrelationen und Partitionen sind verschiedene Methoden, um dasselbe
dahinter stehende Konzept zu beschreiben, nimlich dass gewisse Elemente einer Menge einander niher stehen als
andere.

Manchmal ist es praktischer, mit Aquivalenzrelationen zu arbeiten: zum Beispiel ist der Durchschnitt zweier
Aquivalenzrelationen wiederum eine Aquivalenzrelatio — zwei Autos sind sich in einem Sinn (R;) dhnlich, wenn
sie die gleiche Marke haben, in einem anderen (R,), wenn sie die gleiche Farbe haben, und in einem dritten Sinn
(R N R,), wenn sie sowohl die gleiche Marke als auch die gleiche Marke haben).

Manchmal ist es aber praktischer, die Aquivalenzrelation zu verwenden; zum Beispiel lisst sich eine Partition
auf einer kleinen endlichen Menge leichter und iibersichtlicher darstellen als die zugehorige Aquivalenzrelation.

Der folgende Beweis von Satz[2.3.3]enthilt wohl alle wesentlichen Argumente, ist aber (absichtlich!) ein bisschen
kurz gehalten. Dies soll einerseits dazu dienen, das selbststindige Denken anzuregen, andererseits alles hinterfra-
gen zu miissen, und nicht durch suggestive Ausfithrungen dazu verleitet zu werden, etwas zu glauben, was man
argumentieren muss.

Beweis von Satz[2.3.3] Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Wegen x € [x]g gilt M = U,y [x]z = UseqA. Seien
nun x,y € M mit [x]g N [y]lg # 0. Wiahle z € [x]g N [y]g, dann gilt also (x,z) € R und (y,z) € R. Es folgt, dass
(x,y) € R. Fiir beliebiges z € [y]g, d.-h. z mit (y, z) € R, folgt nun auch (x, z) € R also z € [x]g. Genauso erhélt man

[x]z € [Y]r.

Sei Q eine Partition von M. Zuerst gilt wegen (Parl) stets (x, x) € R. Offensichtlich ist R symmetrisch. Seien
(x,y) € Rund (y,z) € R. Wihle A,B € Qmit x,y € Aund y,z € B. Dann ist y € A N B, und damit A = B, woraus
wir (x, z) € R erhalten. O

& Analyse des Beweises von Satz [2.3.3:
Wollen wir den Beweis filetieren.



2.3. PARTITIONEN

29

Sei R eine Aquivalenzrelati-

on auf M.

Wir gehen darauf los Teil (1) des Satzes zu beweisen.

< Sei uns eine beliebige, bis zum Ende dieses Beweisteiles festgehaltene,
Aquivalenzrelation R vorgegeben. YD)
Wir miissen zeigen, dass die in (2.3.2)) definiert Menge Q eine Partition ist.
Offenbar ist Q € P(M), also miissen wir noch zeigen, dass Q die Eigen-
schaften (Parl), (Par2), und (Par3) besitzt.

Wir gehen darauf los (Parl) zu zeigen.
[VxeMIAcQ: xeA|

Dazu erinnern wir uns, dass (Parl)<(Parl’), und gehen darauf los (Parl’)
Zu zeigen.

[m=Ua]

< Sei uns ein beliebiges, bis zum Ende des Beweises von (Parl’) festge-
haltenes, Element x € M vorgegeben. Y @)

Da R reflexiv ist gilt (x,x) € R. Nach Definition (Z.3.1) der Aquivalenz-
klassen bzgl. R, haben wir x € [x]g.

gilt
M = Urem[xlr = Useq A

Die erste Gleichheit folgt mit dem in der letzten Zeile Gezeigtem, denn

M:U{x}gU[x]RgUMzM.

xeM xeM xeM

Die zweite Gleichheit gilt, da die Partition Q nach ihrer Definition (2.3.2)
genau aus den Mengen [x]g mit x € M besteht.
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Der Beweis von (Parl’) ist abgeschlossen.
& Der Buchstabe x ist nicht mehr gebunden (gleich dem uns am Anfang
vorgegebenen Element von M) und wieder frei verfligbar. (@
Der Beweis von (Parl) ist abgeschlossen.

Wir gehen darauf los (Par2) zu zeigen.
|vA.BeQ:A=Bv ANB=0]

Wir miissen also zeigen, dass zwei Elemente von Q disjunkt oder gleich
sind. Die Elemente von Q sind genau die Aquivalenzklassen von R, also
die Mengen der Gestalt [x]z wobei x die Menge M durchliuft. Wir miissen
also zeigen, dass zwei Mengen dieser Gestalt disjunkt oder gleich sind.

< Seien uns beliebige, bis zum Ende dieses Beweisschrittes festgehaltene,
Elemente x,y € M vorgegeben. Y@)

Wir miissen zeigen, dass

[xIkN[yIr =0 V [x]g = [Y]r- (2.3.4)
Dazu machen wir eine Fallunterscheidung.

% Fall ],' [)C]R N [y]R =0.
% Fall 2; [x]g N [ylr # 0.

Offensichtlich decken diese beiden Fille alle Moglichkeiten ab (Fall 2 ist
genau die Negation von Fall 1).

Wir betrachten Fall 1.

< Sei dazu, bis zum Ende der Betrachtung dieses Falles, vorausgesetzt,
dass [x]z N [ylz = 0. )®)
Die Disjunktion (2.3.4)) ist wahr, da die erste in ihr vorkommende Aussage
wegen @ wabhr ist.

Die Betrachtung von Fall 1 ist abgeschlossen.

<« Es ist nicht linger angenommen, dass [x]z N [y]g = 0. (@
Wir betrachten Fall 2.

< Sei dazu, bis zum Ende der Betrachtung dieses Falles, vorausgesetzt,
dass [x]zr N [ylg # 0. )®)

Da der Durchschnitt [x]z N[y]g nicht leer ist, existieren Elemente in diesem
Durchschnitt.

< Wir wihlen ein Element z aus dem Durchschnitt, und halten es bis zum
Ende dieses Schrittes fest. YD)

dann gilt also (x,z) € R und
(»,2) €R. :

Das ist die Definition (Z.3.1)) der Aquivalenzklassen bzgl. R.
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Es folgt, dass (x,y) € R.

Da R symmetrisch ist erhalten wir, dass (z,y) € R, und da R transitiv ist
folgt nun (x,y) € R.

Der Beweis des ersten Schrittes ist abgeschlossen.

< Der Buchstabe z ist nicht mehr gebunden (gleich dem von uns gewihl-
ten Element des Durchschnittes [x]g N[y]g) und wieder frei verfiigbar. ( @ (

Unsere einzige Chance (2.3.4) zu bekommen, ist [x]g = [y]g zu zeigen; wir
sind ja im Fall [x]g N [y]g # 0, also ist die erste Aussage der Disjunktion
(2:3:4) nicht wahr.

Nun ist die Gleichheit zweier Mengen dquivalent zur Giiltigkeit beider
wechselseitiger Inklusionen (hier steckt wieder die Formel (Z.2.T) dahin-
ter): fiir zwei beliebige Menge M, M, gilt

(A1 =A) & ((AISA)A (A 24))

Fiir beliebiges z € [y]g,

Wir gehen im zweiten Schritt darauf los die Inklusion [y]g C [x]r zu zeigen
| Vz:zelyle = z € [xle |

< Sei uns ein beliebiges, bis zum Ende dieses Schrittes festgehaltenes,
Element z € [y]g vorgegeben. YD)

folgt nun auch (x,z) € R

Im ersten Schritt hatten wir gezeigt, dass (x,y) € R; diese Aussage diirfen
wir also schon verwenden. Beachte hier, dass die im Beweis des ersten
Schrittes giiltigen Bezeichnungen und Voraussetzungen (das sind @, @,
®) immer noch giiltig sind.

Da R transitiv ist, erhalten wir (x, z) € R.

Wieder Definition (2.31)) der Aquivalenzklassen von R.

Der Beweis des zweiten Schrittes ist abgeschlossen.

& Der Buchstabe z ist nicht mehr gebunden (gleich dem uns vorgegebe-
nen Element der Klasse [y]g) und wieder frei verfiigbar. (@]

Genauso erhilt man

[x]r € [V]&-
Wir formulieren die
., genauso “ ablaufende

Argumentation in dieser

Spalte aus:

Fiir beliebiges z € [x]g,

Im dritten Schritt gehen wir darauf los die Inklusion [x]g C [y]g zu zeigen.
[Vz:ze xle = z€ Yl |

< Sei uns ein beliebiges, bis zum Ende dieses Schrittes festgehaltenes,
Element z € [x]z vorgegeben. YD)
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folgt nun auch (y,z) € R Im ersten Schritt hatten wir gezeigt, dass (x,y) € R. Da R symmetrisch ist,
. giltauch (y, x) € R. Da R transitiv ist, erhalten wir (y, z) € R.

also z € [y]g. © Wieder die Definition (2.3.1)) der Aquivalenzklassen von R.
. Der Beweis des dritten Schrittes ist abgeschlossen.
& Der Buchstabe z ist nicht mehr gebunden (gleich dem uns vorgegebe-
nen Element der Klasse [x]z) und wieder frei verfiigbar. (@

Wir haben beide Inklusionen [y]g C [x]g und [x]g C [y]g, und damit die
Gleichheit dieser Mengen gezeigt, also gilt (2.3.4) auch im Fall 2.

Die Betrachtung von Fall 2 ist abgeschlossen.

< Esist nicht linger angenommen, dass [x]z N [y]z # 0. (®¢
Der Beweis von (Par2) ist abgeschlossen.

< Die Buchstaben x, y sind nicht mehr gebunden (gleich den uns vorge-
gebenen Elementen von M) und wieder frei verfiigbar. (@

Wir gehen darauf los (Par3) zu zeigen.
[vaeq:a+0]

Die Elemente von Q sind genau die Aquivalenzklassen von R, also die
Mengen der Gestalt [x]g wobei x die Menge M durchlduft. Wir miissen
also zeigen, dass jede Menge dieser Gestalt nichtleer ist.

< Sei uns ein beliebiges, bis zum Ende dieses Schrittes festgehaltenes,
Element x € M vorgegeben. Y®)
Nun haben wir im Beweis von (Parl) gezeigt, dass x € [x]g. Insbesondere
ist also [x]g # 0.

& Der Buchstabe x ist nicht mehr gebunden (gleich dem uns am Anfang

vorgegebenen Element von M) und wieder frei verfiigbar. (@]

= Absatz Der Beweis von Teil (1) des Satzes ist abgeschlossen.
< Der Buchstabe R ist nicht mehr gebunden (gleich der uns am Anfang
vorgegebenen Aquivalenzrelation) und wieder frei verfiigbar. (@

Sei Q eine Partition von M. Wir gehen darauf los Teil (2) des Satzes zu beweisen.
.= Sei uns eine beliebige, bis zum Ende dieses Beweisteiles festgehaltene,
Partition Q vorgegeben. YD)

Wir miissen zeigen, dass die in (2.3.3) definierte Menge R eine Aquiva-
lenzrelation ist. Offenbar ist R € M X M, also miissen wir noch zeigen,
dass R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Im ersten Schritt gehen wir darauf los Reflexivitit zu zeigen.
[VxeM: (x,x)eR]

< Sei uns ein beliebiges, bis zum Ende dieses Schrittes festgehaltenes,
Element x € M vorgegeben. Y@)
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Zuerst gilt wegen (Parl)
stets (x, x) € R.

Offensichtlich ist R symme- -

trisch.

Seien (x,y) € R und
(»2) €R.

Wihle A, B € Q mit x,y € A

und y, z € B.

woraus wir (x,z) € R
erhalten.

Da Q das Axiom (Parl) erfiillt, existiert ein Element A € Q mit x € A.
Damit ist die Konjunktion x € A A x € A wahr, und wir erhalten nach der
Definition (2.3.3) von R das (x, x) € R.

Der Beweis der Reflexivitit ist abgeschlossen.
< Der Buchstabe x ist nicht mehr gebunden (gleich dem uns am Anfang
des Schrittes vorgegebenen Element) und wieder frei verfiigbar. (@<

Warum ist es ,, offensichtlich* dass R symmetrisch ist ?
Vor dem weiterlesen zuerst selbst nachdenken!
Fiir zwei beliebige Aussage A;, A, gilt
(A1 ANAy) & (A3 AAY).
Also haben wir
(HAGQ: xeA/\yeA) =S (HAEQ:yeA/\xeA)

Nach der Definition (2.3.3)) von R ist die linke Seite dquivalent zu (x,y) € R
und die rechte Seite dquivalent zu (y, x) € R.
Der Beweis der Symmetrie ist abgeschlossen.

Im dritten Schritt gehen wir darauf los Transitivitéit zu zeigen.
[Vx,y,z eEM: ((x,y) ERA(,2)ER) = (x,2) ER]

< Seien uns beliebige, bis zum Ende dieses Beweisschrittes festgehaltene,
Elemente x,y,z € M vorgegeben. Y@)

Wir miissen eine Implikation zeigen, setzen also ihre Primisse als wahr
voraus und versuchen ihre Konklusion herzuleiten.
< Sei dazu, bis zum Ende dieses Schrittes, vorausgesetzt, dass

x,y),»,2) €R. )®)

Nach der Definition (2.3.3) von R existiert A € Qmit x € AAy € A (wegen
(x,¥) € R),und B€ Qmity € B Az € B (wegen (y,z) € R).

< Wir wihlen Elemente A bzw. B aus Q mit der entsprechenden genann-
ten Eigenschaft und halten sie bis zum Ende dieses Schrittes fest. YD)

Es ist y € A wegen ersterer Konjunktion (x e A Ay € A), und y € B wegen
zweiterer (y € BA z € B).

Der Durchschnitt A N B enthélt das Element y, ist also nicht leer. Nach
(Par2) muss daher A = B sein.

Es gilt x € A wegen der Konjunktion x € A Ay € A, und z € A wegen der
Konjunktion y € B A z € B und der eben gezeigten Tatsache A = B. Nach
Definition (2.3.3) von R haben wir (x,z) € R.
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Der Beweis der Transitivitit ist abgeschlossen.

< Die Buchstaben A, B sind nicht mehr gebunden (gleich den von uns
gewihlten Elementen von Q) und wieder frei verfiigbar. (@
< Es ist nicht linger angenommen, dass (x, y), (v,z) € R. (@
< Die Buchstaben x,y, z sind nicht mehr gebunden (gleich den uns am
Anfang des Schrittes vorgegebenen Elementen von M) und wieder frei
verfiigbar. (@

Der Beweis von Teil (2) des Satzes ist abgeschlossen.
< Der Buchstabe Q ist nicht mehr gebunden (gleich der uns am Anfang
vorgegebenen Partition) und wieder frei verfiigbar. (@

O . Der Beweis des Satzes ist abgeschlossen.

& Analyse einer Vorgangsweise im Beweis von Satz [2.3.3:

In diesem Beweis, konkret in dem Schritt wo (Par2) gezeigt wird, verwenden wir ein Argument das wir als
Fallunterscheidung bezeichnet haben. Wir haben zu zeigen, dass fiir alle x, y die gewiinschte Aussage gilt, und
sagen:

Dazu machen wir eine Fallunterscheidung: Fall 1 ist [x]g N [y]g = 0, und Fall 2 ist [x]g N [y]g # 0.

Danach zeigen wir, dass die gewiinschte Aussage in beiden Fillen wahr ist, und behaupten, dass damit der Be-
weis (dieser Aussage) abgeschlossen ist. Nun, die beiden genannten Fille sind Negation voneinander. Wegen
dem Prinzip des ausgeschlossenen Dritten decken sie gemeinsam daher alle Moglichkeiten ab, und damit gilt die
gewlinschte Aussage tatséchlich fiir alle x, y. Man kann ja sagen:

Sind x, y beliebig, dann muss einer der beiden Fille eintreten, und damit, wie wir gezeigt haben, die
gewlinschte Aussage fiir x, y gelten.

Bemerke, dass die in diesem Beweis auftretenden beiden Fille sich wegen dem Satz vom Widerspruch sogar
gegenseitig ausschlieBen. Das ist aber fiir die Beweismethode irrelevant.

Natiirlich kann man auch in mehr als zwei Fille unterscheiden. Einzig wesentlich ist, dass die Fille gemeinsam
alle potentiellen Moglichkeiten abdecken.

Beweise mit Fallunterscheidungen verwendet man einerseits oft wenn man zuerst einmal Trivialfille loswer-
den mochte, um sich dann auf die essentielle/generische Situation zu konzentrieren. Genau das ist im hier dis-
kutierten Beweis passiert. Fall 1, dass [x]g N [y]lg = 0, ist trivial. Dann gilt (Par2) ja ganz unmittelbar durch
Disjunktionseinfiihrung. Fall 2 dagegen war ziemlich anstrengend.

Andererseits kommt es auch oft vor, dass man Argumente oder Rechnungen macht die meistens — aber eben
nicht immer — zum Ziel fithren. Dann ist es auch sinnvoll, eine Fallunterscheidung zu machen: Fall 1 ist, dass alles
brav ist und die Rechnung funktioniert; der ist erledigt. Fall 2 ist der Rest, sprich die Sonderfille, und das ist eben
noch gesondert zu betrachten.

Zum Beispiel konnte man im Laufe eines Beweises eine Rechnung durchfiihren, wo man an einer Stelle durch
x —y dividiert; das geht aber nur dann, wenn x # y gilt. Hier empfiehlt sich eine Fallunterscheidung: Fall 1: x # y,
dann kann der Beweis wie geplant durchgefiihrt werden; Fall 2: x = y, dann muss man einen anderen Beweis
finden (der oft ohnehin leichter ist, weil man sich nun nur mehr mit einer Variable herumschlagen muss). &

> Ein Beweis mit Fallunterscheidungen funktioniert so:

Wir gehen davon aus, dass die zu beweisende Aussage (in obigem Beweis ist das (Par2)) bereits in dem Sinne
analysiert wurde, dass es klar ist, was die zur Verfiigung stehenden Voraussetzungen sind, und was die zu
zeigende Behauptung ist. Wollen wir diese Voraussetzungen als A und diese Behauptung als B bezeichnen.
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@ Man findet eine Familie von Eigenschaften, sagen wir Cy,C,...,C,,sodass A = AA(C;VCy V...V Cy)
gilt. Das sind die Fille in die unterschieden wird, und die Implikation besagt, dass sie gemeinsam alle potentiell
auftretenden Moglichkeiten abdecken.

@ Nun zeigt man die Wahrheit der Implikationen
(ANC)=>B,(ANCy)=B,...,(ANC,) = B,
sprich, dass die gewiinschte Behauptung in jedem der Fille gilt.
Was nun folgt, ist die formallogische Argumentation, dass damit der Beweis tatsédchlich abgeschlossen ist.

© Man verwendet die Tautologie: fiir Aussagen Dy, ..., D, und E ist

(D= E)A...A(D, > E)] & [(D;V...VD,) = E] (2.3.5)

Diese erhilt man durch eine wiederholte Anwendung der folgenden, leicht zu iiberpriifenden Tautologie: fiir
Aussagen D, E gilt
(D=>E)YA(DVE) & E

O Schlieflich leitet man, unter Verwendung des in @ und @ bewiesenen, des Distributivititssatzes, und oben
benannter Tautologie (2.3.5)), ab dass

A= AANCVCV...VC) & (ANC)V...V(AANC,) = B

® Man wendet den modus ponendo ponens an, nachdem man aus der Wahrheit von A und der Wahrheit der
Implikation A = B auf die Wahrheit von B schlielen kann.

2.4 Der Funktionsbegriff
ktionsbegriff

2.4.1 Motivation

Beziehungen sind insbesondere dann interessant, wenn jedem Objekt ein und nur ein Attribut zugeordnet werden
kann.

Jedes Verkehrszeichen hat eine — und nur eine — Bedeutung.

2.4.2 Formalisierung

2.4.1 Definition. Seien M und N Mengen. Eine Funktion von M nach N, synonym Abbildung, ist eine Relation f
zwischen M und N mit den folgenden beiden Eigenschaften.

(Funl) Fiir jedes Element x € M existiert ein Element y € N mit (x,y) € f.
|[vxeMAyeN: (xyef]
(Fun2) Istxe M,y;,y, € N,und gilt (x,y;) € f und (x,y,) € f, so folgt y; = y,.
[VxeM¥yLye N ((yDefAy)Ef) = yi=mn]|
Die Menge M heif3it die Definitionsmenge (synonym auch Definitionsbereich) von f, und N heil3t Zielmenge (syn-

onym auch Wertevorrat) von f. Ist M = N, so spricht man auch von einer Funktion von M in sich. o

@ Manchmal werden Definitionsmenge und Zielmenge auch in die Notation mit hineinverpackt und man schreibt
eine Funktion als ein Tripel (f, M, N), wobei dann f C M X N mit (Funl), (Fun2) ist. ®

Die beiden Axiome (Funl) und (Fun2) kann man zusammenfassen zu:
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(Fun) Fiir jedes x € M existiert genau ein y € N mit (x,y) € f.
[vxeMAyeN: (xy)ef|

& Um die Aquivalenz ((Funl) A (Fun2)) & (Fun) einzusehen, erinnere man sich was es heif3t, dass genau ein
Element existiert. &

2.4.2 Bemerkung. Sei f eine Funktion von M nach N. Dann kann man f auffassen als eine Zuordnung die jedem
Element x von M ein Element y aus N zuweist, ndmlich jenes mit (x,y) € f. Dementsprechend vewendet man
meistens die — vielleicht intuitivere — Schreibweise f(x) = y um auszudriicken, dass (x,y) € f, und schreibt
f: M — N um auszudriicken, dass f eine Funktion von M nach N ist.

Diese Sichtweise spiegelt sich bei der iiblichen Schreibweise wieder, die man verwendet um konkrete Funk-
tionen anzugeben. Zum Beispiel sieht man oft soetwas wie

M — N
f { X = o
wobei an der Stelle von ,, .* ein gewisser, von x abhingiger konkreter Ausdruck steht. Diese Schreibweise sagt

dann, dass f jene Funktion von M nach N ist, die dem Element x das durch den konkreten Ausdruck gegebene
Element zuweist. Also: f ist die Menge aller Paare (x, ) wo x die Menge M durchlduft und wo wieder ,,.* durch
den konkreten Ausdruck zu ersetzen ist.

Manchmal ist es auch so, dass man von einer Funktion f als Zuordnung denkt, und f aufgefasst als Relation
dann als den Graphen von f bezeichnet. o

@ Wieder ein paar Definitionen (von diversen Schreibweisen). $

> Was ist eine Bemerkung:

Eine Bemerkung ist eine Tatsache/Argument/Idee o.4., die aus dem umliegenden Text hervorgehoben werden
soll. Dies kann dazu dienen etwas das im Folgenden eine wesentliche Rolle spielen wird herauszustreichen,
oder zusétzliche Informationen, die das Rundherum ein bisschen erschlielen, zu geben. Eine Bemerkung kann
kleinere Definitionen enthalten, zum Beispiel von Schreibweisen o0.4., oder auch kleinere oder unmittelbar klare
Aussagen (die dann natiirlich eines Beweises bediirfen).

> Definition einer Funktion durch Fallunterscheidung:

Oft sieht man auch das eine Funktion nicht durch einen, sondern durch mehrere verschiedene konkrete Aus-
driicke angegeben wird. Zum Beispiel sicht man sowetwas wie: f : M — N sei die Funktion definiert als

ol s kEMl
Jf&x) =42, keM
=3 k€M3

wobei an der Stelle von ,,.;“, ,,.», und ,,_3*, gewisse, von x abhingige, konkrete Ausdriicke stehen, und
wobei M, M;, und M3, gewisse Teilmengen von M bezeichnen. Damit meint man nun jene Funktion die
Werten x aus M; gerade den entsprechenden konkreten Ausdruck .; zuordnet. Um sicherzustellen, dass eine
solche Vorschrift tatséichlich eine Funktion definiert, muss man iiberpriifen, dass

- M = Ui Miv
— Fiir x € M; N M; stimmen die entsprechen ausgewerteten konkreten Ausriicke _; und .; iiberein.

Wenn man das Gliick hat (oder die Mengen M; so schlau gewéhlt hat), dass die Mengen M; paarweise disjunkt
sind (gemeint ist hier: fiir alle i # j gilt M; N M; = 0), dann ist die zweite Bedingung automatisch erfiillt, weil
es ja keine x € M; N M gibt, die uns Schwierigkeiten machen konnten.
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2.4.3 Bemerkung. Das in §1.2.3 unter dem Punkt beschriebene Auswahlverfahren 146t sich auch mit Hilfe
des Funktionsbegriffs formulieren.

(AC) Sei C eine Menge, deren Elemente nichtleere Mengen sind. Dann existiert eine Funktion
f: C = Upec M mit der Eigenschaft

VM eC: f(M)e M. (2.4.1)

Eine dquivalente Formulierung, die oft praktischer anzuwenden ist, lautet wie folgt:

(AC’) Sei I eine Menge, und sei fiir jedes i € I eine nichtleere Menge A; gegeben. Dann existiert eine Funktion

f 1 > U A; mit der Eigenschaft
Viel: f(i) € A (2.4.2)
Man bezeichnet Funktionen mit der Eigenschaft (2.4.1) bzw. (2.4.2)) auch als Auswahlfunktionen. o

2.4.3 Komposition, Urbild, und Einschrinkung

Wir wollen nun ein paar Konstruktionen studieren, wie man in natiirlicher Weise aus gegebenen Funktionen wei-
tere Funktionen bauen kann.

2.4.4 Definition. Seien M, N,L Mengen, und seien f : M — N und g : N — L Funktionen. Dann ist die
Hintereinanderausfiihrung von f und g die Funktion

Of.{M - L
910 x b g(f)

Synonym bezeichnet man g o f auch als die Funktion g nach f, oder die Verkniipfung von f und g, oder die
Komposition von f und g.

ACHTUNG: Bei der Komposition g o f wird ,,zuerst“ f ausgefiihrt, erst ,,danach* g; genauer: um den Wert
von g o f an der Stelle x zu berechnen, wird zuerst f(x) bestimmt, und dann auf diesen Wert die Funktion g
angewendet.

Sei M eine Menge. Dann ist die Identitit auf M die Funktion

'd'M_>M
1M'x»—>x

0

@ Der erste Teil dieser Definition bedarf einer Rechtfertigung, ndmlich dass durch den in dieser Definition ver-
wendeten Ausdruck x — g(f(x)) tatsdchlich eine Funktion auf ganz M wohldefiniert ist.

Das ist der Fall, denn: Fiir jedes x € M konnen wir das eindeutige Element f(x) € N betrachtet. Fiir dieses
nehmen wir dann, das ebenfalls eindeutige, Element g(f(x)) € L. Also haben wir tatsichlich jedem Element der
Definitionsbereiches M in eindeutiger Weise ein Element der Zielmenge L zugeordnet.

> Was heilRt wohldefiniert:

Man verwendet den Terminus wohldefiniert oft im Zusammenhang mit einer Funktionsdefinition die einer
Rechtfertigung in obigem oder dhnlichen Sinne bedarf. Dabei bezieht sich wohldefiniert oft darauf, dass jedem
Element x dem man etwas zuordnen kann, ein eindeutiges Element zugeordnet wird (sprich, das (Fun2) gilt).
Manchmal meint wohldefiniert aber auch das wirklich jedem Element ein eindeutiges Element zugeordnet wird
(sprich, dass (Funl) und (Fun2) beide gelten).

Dafiir, dass man tatsichlich jedem Element des Definitionsbereiches etwas zuordnen kann (sprich, dass
(Funl) gilt), sagt man manchmal auch, dass die Funktion iiberall definiert ist. Diese Redewendung ist streng
genommen sinnlos, denn eine Funktion hat einen — und nur einen — Definitionsbereich, und diesen Elementen
ordnet sie etwas zu; Punkt. Der Ursprung der Phrase ist wohl historisch. Man stelle sich die folgende Situa-
tion vor: Man hat eine grole Menge X, eine Teilmenge M von X, und man hat ein Prozedere mit dem man
Elementen aus M irgendetwas (sagen wir Elemente einer Menge N) zuordnen kann. Dann hat man also eine
Funktion von M nach N. Da man nun aber X als Grundmenge betrachtet, sagt man diese Funktion ist nicht
tiberall definiert, sondern ,,nur“ auf M. Sollte nun M = X sein, sagt man sie ist iiberall definiert.
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& Wir wollen drei Situationen herausstellen, wo man Wohldefiniertheit {iberpriifen muss, die hidufig vorkommen.

— Als erstes die oben schon betrachtete Definition einer Funktion durch Fallunterscheidung. Gelten die beiden
dort genannten Punkte, so sagt man eine Funktion ist durch die Fallunterscheidung wohldefiniert. Offenbar
entspricht dabei der erste der Punkte dem Axiom (Funl) (iiberall definiert), und der zweite dem Axiom
(Fun2) (wohldefiniert).

— Seien M, N Mengen, f eine Funktion von M nach N, und R eine Aquivalenzrelation auf M. Man sagt, dass
durch die Vorschrift g([x]g) := f(x) eine Funktion g von der Faktormenge M/R nach N wohldefiniert ist,
wenn Vx,y € M : (xRy = f(x) = f(y)) gilt.

Beachten Sie, dass Sie beim Beweis dieser Implikation nicht die Notation g( ) verwenden diirfen, weil Sie
ja noch nicht wissen, ob diese Definition tatsidchlich eine Funktion g liefert.

Oft sagt man in dieser Situation auch, dass die Definition von g von der Wahl des Reprdsentanten un-
abhdingig ist, oder dass f eine representantenweise definierte Funktion g von M/R nach N induziert.

Tatséchlich, wenn oben genannte Eigenschaft erfiillt ist, gibt es genau eine Funktion g von M/R nach N mit
der Eigenschaft, dass f = g o w wobei 7 : M — M/R die kanonische Projektion bezeichnet.

M———— N

7
_
4 ~
T ag

M/R~

— Eine etwas allgemeinere, aber analoge, Situation zu der im vorigen Punkt besprochen ist die Folgende: Seien
M, N, L Mengen, f Funktion von M nach N, und H Funktion von M nach L. Wenn gilt, dass H surjektiv ist
und Vx,y € M: H(x) = H(y) = f(x) = f(y), dann existiert eine eindeutige Funktion g von L nach N mit

f=goH.
M— N
/’/
Hl -7
- Alg
L/

Man sagt in dieser Situation, dass eine Funktion g von L nach N durch die Vorschrift f = go H wohldefiniert
ist.

&

2.4.5 Bemerkung. Wie sieht die Definition der Komposition g o f ohne Verwendung der Schreibweise ,, f(.)*
aus ? Wir behaupten, dass

gof={xeMxL: AyeN:(x,y) € fA(»,2) €g).

Um die Inklusion ,,C* zu sehen, erinneren wir uns daran, dass f(x) jenes eindeutige Element y € N bezeichnet,
das (x,y) € f erfiillt. Weiters ist g(f(x)) (was ja gleich g(y) ist) jenes eindeutige Element z € L, das (y,z) € g
erfiillt. Wir haben also ein ,, verbindendes mittleres*“ Element y € N gefunden. Fiir die umgekehrte Inklusion,
sei angenommen, dass (x,y) € f und (y,z) € g. Das bedeutet, unter Verwendung der Schreibweise ,, f(.), dass
y = f(x)und z = g(y) = g(f(x)) = (g ° fHX).

Auch betreffend der Identitit idy, wollen wir eine Anmerkung machen. Diese Funktion ist uns ndmlich schon
einmal begegnet: es ist idy; = Ajy. Warum fiihrt man zwei Namen fiir das selbe Ding ein ? Die urspriingliche
Bezeichnung Ay, geht auf die tatsdchliche Definition der Funktion als Teilmenge von M X M zuriick, dagegen
bezieht sich die Bezeichnung idy, auf die Vorstellung einer Funktion als Zuordnung. ¢
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2.4.6 Proposition. Es gelten die folgenden beiden Aussagen.
(1) Seien M,N,L,K Mengen, und f : M — N, g: N — L, h: L — K Funktionen. Dann ist

(hog)o f=ho(gof). (2.4.3)

[Vf:M—)N,g:N—>L,h:L—>K: (hog)szhO(gOf)]
(2) Seien M,N,L Mengen, und f : M — N, g : N — L Funktionen. Dann ist

idyof=f, goidy=g. (2.4.4)

[Vf:M—>N,g:N—>L: idNOf:f/\gOidN:g]

Die Gleichheit (2.4.3) heiBt das Assoziativgesetz fiir die Operation o. Fiir die Tatsache, dass die Aussage in (1)
wabhr ist, sagt man auch, dass die Operation o assoziativ ist.

> Tas ist eine Proposition:

Eine Proposition ist eine mathematische Aussage, deren Wahrheit behauptet wird. Die Wahrheit dieser Aussage
muss bewiesen werden !

— In der Aussage diirfen nur Begriffe und Symbole vorkommen die bereits definiert wurden.
— Es muss unmissverstindlich klargestellt sein wovon wir sprechen. Also

@ was sind die Objekte mit denen wir arbeiten,
@ was sind die Voraussetzungen die verlangt werden,
® was ist die Behauptung die gemacht wird.

Das ist eigentlich genau das gleiche wie ein Lemma, ein Korollar, oder ein Satz; warum dann eine andere
Bezeichnung ?

Eine Proposition ist etwas zwischen Lemma und Satz. Es ist wohl wichtig und/oder nicht-trivial und/oder
von eigenstindiger Bedeutung, aber nun auch wieder nicht von so zentraler Bedeutung, dass es verdienen
wiirde Satz zu heilen.

Die Einschitzung, welche Aussagen man wie bezeichnet, ist natiirlich hochst subjektiv. Trotzdem gibt es
meist einen gewissen Konsens dariiber, welche Aussagen man wie benennt. Und nachdem diese Bezeichnungs-
weisen ja keine formal logischen Konsequenzen haben, sondern nur gewisse Zusatzinformationen tragen (was
glaubt man ist wichtig, was glaubt man ist einfach, etc.), ist es letzlich nicht wirklich wichtig (wohl aber fiir
den Leser moglicherweise hilfreich) was wie heifit.

Beweis von Proposition @] Fiir den Beweis der Assoziativitit, seien uns Funktionen f, g, 1 wie in (1) vorgege-
ben. Weiters sei uns ein Element x € M vorgegeben. Dann gilt, durch Einsetzen in die Definition der entsprechen-
den Kompositionen,

[(hog)o fl(x) = (heog)(f(x) = h(g(f(x)) = h((g © /)(x)) = [k o (g NHI(X).

Teil (2) der Proposition ist offensichtlich, da die Identitit jedes Element ihrer Definitionsmenge auf sich selbst
abbildet:

(idy of)(x) = 1dn(f(x)) = f(x), (g oidy)(x) = g(idy(x)) = g(x).

& Analyse des Beweises von Proposition [2.4.6[:

In diesem Beweis verwenden wir die folgende Tatsache, die die Definition einer Funktion wiederspiegelt: Zwei
Funktionen von M nach N sind genau dann gleich, wenn sie und wenn sie jedem Element ihres (gemeinsamen)
Definitionsbereiches M das selbe Element ihrer (gemeinsamen) Zielmenge N zuordnen.
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Die Gleichheit von Definitions- bzw. Zielmengen ist in der hier betrachteten Situation (und das ist meistens —
aber nicht immer — so) offensichtlich. Was es zu beweisen gilt, ist also, dass jedem Element des Definitionsberei-
ches der gleiche Wert zugewiesen wird; und das tun die angeschriebenen Rechnungen. &

2.4.7 Definition. Sei f : M — N eine Funktion.

(1) Fiir eine Teilmenge A C M setzen wir
fA) ={yeN: dxecA:y=f(x)
Man spricht von dem Bild von A unter f. Speziell nennt man die Menge f(M) das Bild von f.

Dadurch ist eine Funktion
- PM) — PN)
' A - f(A)

gegeben.
(2) Fiir eine Teilmenge B C N setzen wir
fiB)={xeM: f(x)eB).

Man spricht von dem vollstindigen Urbild von B unter f.

Dadurch ist eine Funktion

J=p { P(N) — PM)
' B — f(B)

gegeben.
o

@ Teil (1) dieser Definition besteht den formalen Check nicht: Das Symbol f hat schon eine Bedeutung, nimlich
jene der gegebenen Funktion.

Trotzdem hat sich diese Notation eingebiirgert, da sie intuitiv ist: f(A) ist jene Menge, die man erhilt wenn
man die gegebene Funktion f elementweise auf A anwendet, sprich, sie auf jedes Element von A einzeln anwendet
und die so entstehenden Elemente zu einer Menge zusammenfasst.

Man muss also immer aufpassen und die Schreibweise f(.) dem Zusammenhang entsprechend richtig inter-
pretieren. Als kleiner Hinweis: oft — aber nicht immer — gilt die Konvention, dass man Elemente des Definitions-
bereiches M mit Kleinbuchstaben, und Teilmengen mit GroBbuchstaben bezeichnet.

Manchmal findet man auch die Schreibweise f[A] fiir das Bild von A unter f. Das ist eine unmissverstindliche
Notation.

Eine alternative Definition ersetzt f(x) durch f‘x oder f’x (heute praktisch nicht mehr verwendet), und f[A]
durch f*“A oder f"A.

> Warum macht man etwas, das eigentlich unserem selbst auferlegten
Exaktheitsanspruch widerspricht:

Mehrfachbelegungen von Schreibweisen sind manchmal praktisch (und iiblich), wenn es
— aus dem Zusammenhang leicht ersichtlich ist, welche Bedeutung dem Symbol nun wirklich zukommt;
— man sich dadurch zusitzliche Notationen ersparen kann.

Oft ist es so, dass Verwendung absolut priziser Notation die Lesbarkeit derart erschwert, dass die Materie
nahezu unlesbar wird und komplizierter wirkt als sie ist.

Abweichungen vom absolut prizisen Weg sind immer eine Gratwanderung!

Generell empfiehlt es sich solche Abweichungen, wenn irgendwie sinnvoll méglich, zu vermeiden. Wie auch
immer man vorgeht, man muss zu jedem Zeitpunkt und an jeder Stelle fdhig sein, die richtige Bedeutung des
Hingeschriebenen zu benennen.
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2.4.8 Lemma. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) Seien f: M — N und g : N — L Funktionen, dann ist
YA € P(M): (g o f)A) = g(f(A)).
Weiters gilt YA € P(M): idy(A) = A.
(2) Seien f: M — N und g : N — L Funktionen, dann ist
VC e P(L): (g0 /)(O) = f(s7'(O)).
Weiters gilt VA € P(M): id}; (A) = A.

Beweis. Fiir den Beweis von (1) seien uns Funktionen f, g vorgegeben. Weiters sei ein Element A € P(M) vor-
gegeben. Setzt man die Definition des Bildes einer Menge unter einer Funktion bzw. der Komposition zweier
Funktionen ein, so erhélt man

(gof)A)={zeL: dxe€A:z=(go )} ={zeL: dxeA:z=g(f()},
g(f(A) ={zeL: Aye f(A):z=2gW)}

Um die Inklusion (g o f)(A) € g(f(A)) zu zeigen, sei z € L und sei angenommen, dass wir x € A haben mit
7 = g(f(x)). Setze y = f(x), dann ist y € f(A) und z = g(y). Also ist z € g(f(A)). Fiir die umgekehrte Inklusion,
d.h. (g o f)(A) 2 g(f(A)), sei z € L und sei angenommen, dass wir y € f(A) haben mit z = g(y). Wihle x € M mit
y = f(x), dann ist z = g(y) = g(f(x)) und wir sehen, dass z € (g o f)(A). Die Aussage, dass idy(A) = A ist klar.

Wir kommen zum Beweis von (2). Setzt man die Definition des vollstindigen Urbilds einer Funktion ein,
erhilt man

xef(g0) & feg(C) & g(f(x)eC & (go ) eC & xe(gof)(O)
Die Aussage, dass id,@l (A) = A ist Kklar. O
Eine weitere Konstruktion, mit der man aus einer Funktion f eine andere bauen kann, ist die Einschriankung.

2.4.9 Proposition. Sei f : M — N eine Funktion, und seien M € M und N C N Teilmengen mit der Eigenschaft,
dass f(M) C N. Dann ist f = f 0 (M x N) eine Funktion.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass f die Eigenschaft (Funl) hat. Dazu sei uns ein Element x € M vorgegeben.
Da f eine Funktion ist, existiert ein Element y € N mit (x,y) € f. Wegen unserer Voraussetzung, dass f(M) C N,
gilt y € N. Daher ist (x,y) € f.

Als nichstes zeigen wir, dass f die Eigenschaft (Fun2) hat. Dazu seien uns x € M und y;, y, € N vorgegeben,
und es sei vorausgesetzt, dass (x,y;) € fund (x,y,) € f. Da f C f, gilt auch (x,y;) € f und (x,y,) € f. Da f eine
Funktion ist, folgt y; = y». O

Wir nennen f die Einschrinkungsfunktion von f bzgl. M und N. Im Fall N = N, spricht man iiblicherweise von
der Einschrinkung von f auf M, und schreibt f|; (manchmal auch f | oder fM).

2.5 Bijektivitit

2.5.1 Motivation

Die Identifizierung von Dingen funktioniert iiblicherweise via Namen, die den entsprechenden Dingen gegeben
werden.
Erziahlung eines Gartenbesitzers:

In meiner Wiese stehen Apfelb'&iume und Zwetschkenbdume. Einen Marillenbaum hatte ich auch, aber
der hat den letzten Winter leider nicht iiberlebt. Jetzt habe ich ihn umgeschnitten. Das war ganz schon
viel Arbeit...man glaubt ja gar nicht wie tief die Wurzeln von einem Marillenbaum runtergehen.



42 CHAPTER 2. RELATIONEN UND FUNKTIONEN

Woran liegt es, dass der Zuhorer versteht wovon der Erzéhler spricht ? Einerseits daran, dass jede Baumart durch
ihren Namen eindeutig identifiziert wird, andererseits daran, dass die auftretenden Namen tatsidchlich auch be-
kannte Baumarten beschreiben (wenn der Erzidhler in hochsten Ténen von seinem Grrfskbaum schwérmt, wird
der Zuhorer wohl erstmal verwirrt sein).

Diese beiden Eigenschaften der Beziehung zwischen Baumarten und Namen, eigentlich der Zuordnung eines
Namens zu jeder Baumart, kann man wie folgt ausdriicken:

(i) Zwei verschiedene Baumarten haben verschiedene Namen.
(i) Jeder verwendete Name gehort zu einer Baumart.

Die Mengen der Baumarten einerseits und die Menge ihrer Namen andererseits sind also in dem Sinne gleich, als
dass ihre Elemente vollig austauschbar — identifizierbar — sind:

Baumart <> Name

Eine solche Identifizierung kann man natiirlich in zwei Richtung lesen. In der Rolle des Zuhéorers: wenn man einen
Namen hort, weil man wie der Baum aussieht. In der Person des Erzdhlers: Wenn man einen Baum sieht, weif3
man welchen Namen dieser trigt.

Name < Baumart
Wesentliche Eigenschaften einer solchen Identifizierung sind:

(iii) Steht man vor einem Baum, so weill man welchen Namen diese Art hat. Schlieft man nun die Augen und
denkt an einen Baum der Art mit diesemm Namen, so sieht man vor dem geistigen Auge genau einen solchen
Baum wie er tatsdchlich vor einem steht.

(iv) Umgekehrt funktionert das natiirlich genauso. Liest man einen Namen, so denkt man an einen Baum gewis-
ser Art. Geht man nun in den Wald und sieht einen Baum dieser Art, so denkt man an genau jenen Namen
den man vorher gelesen hatte.

2.5.2 Formalisierung
Wir geben den beiden einzelnen oben genannten Eigenschaften (i) und (ii) Namen.
2.5.1 Definition. Seien M, N Mengen und f : M — N eine Funktion. Dann heif3t f injektiv, wenn

(Inj) verschiedenen Elementen aus M verschiedene Werte zugeordnet werden,

[Vxl,xz EM: x1 #x = f(x1) if(xz)]
und surjektiv, wenn

(Sur) es zu jedem Element y aus N ein Element aus M gibt welchem y zugeordnet wird.
[VyeNIxeM:y=f]
Weiters nennen wir f bijektiv, wenn

(Bij) f injektiv und surjektiv ist.

&» Man beachte, dass man die Injektivitit der Zuordnung f unmittelbar ansieht, wogegen sich die Surjektivitiit
immer auch auf die Zielmenge bezieht. Daher findet man auch oft die Sprechweise f ist surjektiv auf N. &

Wenn eine Funktion f: M — N surjektiv ist, sagt man statt ,,f von M nach N auch gerne ,,f von M auf N, und schreibt
f: M - N.Im Englischen kann man das Wort ,,onto” sogar als Adjektiv verwenden, wenn einem ,,surjective” zu kompliziert
erscheint.

Statt ,.injective™ hort man im Englischen auch ,,one-to-one*; fiir injektive Funktionen schreibt man auch f: M > N.
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2.5.2 Lemma. Sei f : M — N eine Funktion. Dann ist f genau dann injektiv, wenn gilt:
(Inj’)  Sind die Funktionswerte zweier Elemente gleich, so miissen die beiden Elemente gleich sein.
[Vx1,x2 EM: (f(x) = f(x) = x = xz)]
Beweis. Die Implikation in (Inj’) ist die Kontraposition von jener in (Inj). |
In diesem Beweis verwenden wir eine sehr einfache, aber extrem héaufig verwendete, Schlussweise. Namlich das
Prinzip des Beweises durch Kontraposition.
> Ein Beweis durch Kontraposition funktioniert so:

Wir gehen davon aus, dass die zu beweisende Aussage (zum Beispiel das gerade betrachtete Lemma) bereits
in dem Sinne analysiert wurde, dass es klar ist was die zur Verfiigung stehenden Voraussetzungen sind, und
was die zu zeigende Behauptung ist. Wollen wir diese Voraussetzungen als A und diese Behauptung als B
bezeichnen.

@® Man zeigt die Wahrheit der Implikation =B = —A.
Was nun folgt, ist die formallogische Argumentation, dass damit der Beweis tatsdchlich abgeschlossen ist.
@ Man verwendet den Kontrapositionssatz aus §1.1.2. Dies gibt die Wahrheit von A = B.

© Man wendet den modus ponendo ponens an, nachdem man aus der Wahrheit von A und der Wahrheit der
Implikation A = B auf die Wahrheit von B schlielen kann.

2.5.3 Bemerkung. 1. Wenn Sie die Richtung des Pfeils in der Aussage (Inj’) umkehren, erhalten Sie eine
Aussage, die fiir jede Funktion gilt:

[Vxl,xz €M: (x; =x = f(x1) =f(x2))]

2. Wenn man die Injektivitdt einer Funktion nachpriifen muss, ist die Formulierung (Inj) oft praktischer als
die (dquivalente) Formulierung (Inj’), weil wir mehr Ubung im Umgang mit Gleichungen als mit Un-
gleichungen haben.

0

Schreibt man die Bedingung (Inj’) fiir Injektivitét in der urspriinglichen Bedeutung einer Funktion als spezielle
Relation, d.h., ohne Verwendung der Schreibweise ,, f(-)*, so schreibt sie sich als

(Inj”) VYyeNVx;,x, € M: (((xl,y) EfA@LYES) = x =x2)

Hier sieht man gleich auch noch eine weitere Perspektive auf Injektivitit. Ndmlich ist f genau dann injektiv,
wenn

(Inj”’) es zu jedem Element y aus N hiochstens ein Element aus M gibt, welchem y zugeordnet wird.

Die Bedingungen fiir Surjektivitit bzw. Bijektivitit kann man auch umformulieren: Eine Funktion ist genau dann
surjektiv, wenn

(Sur’)  f(M)=N,
und sie ist genau dann bijektiv, wenn

(Bij’) eszujedem Element y von N genau ein Element aus M gibt welchem y zugeordnet wird.
[VyENH!xEM:yzf(x)]

@ Wir haben die Aussagen gemacht, dass fiir jede Funktion die Aquivalenzen (Inj)o(Inj”)=nj”),
(Sur)<(Sur’) und (Bij)<(Bij’) gelten. Dies bedarf natiirlich einer Rechtfertigung.

Der erste Teil der ersten genannten Aquivalenz ist nur Verwendung einer anderen Schreibweise, ihr zweiter
Teil ist die Definition des Terminus ,, hochstens ein““. Um die zweite Aquivalenz einzusehen, braucht man sich nur
der Definition des Bildes einer Funktion zu erinnern. Fiir die dritte, erinnere man sich daran was 3! bedeutet. ®
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2.5.4 Bemerkung. Das Zusammenspiel von Injektivitét, Surjektivitit, und Bijektivitit wird von folgender Perspek-
tive besonders deutlich: man vergleiche (Sur), (Inj”’), (Bij’), und erinnere sich an|(10){aus §1.1.3. ¢

Wir haben eine Methode kennengelernt wie man aus zwei Funktionen eine neue konstruieren kann, namlich die
Komposition. Es stellt sich die Frage, wie sich die oben definierten Eigenschaften bei dieser Konstruktion verhal-
ten. Die Antwort ist: Brav.

2.5.5 Proposition. Seien f: M — N und g : N — L Funktionen. Dann gilt
(1) Sind f und g beide injektiv, so ist auch g o f injektiv.
(2) Sind f und g beide surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
(3) Sind f und g beide bijektiv, so ist auch g o f bijektiv.

Beweis. Fiir den Beweis von (1) sei ) @) vorausgesetzt, dass f, g injektiv sind. Um (Inj) fiir die Funktion g o f
zu zeigen, )@ ) seien uns x;,x; € M vorgegeben und sei )@ ) vorausgesetzt, dass x; # x,. Da f injektiv ist,
folgt, dass f(x;) # f(x). Da g injektiv ist, folgt, dass g(f(x1)) # g(f(x2)). Also haben wir (go f)(x1) # (go f)(x2).
(@ (@( (D¢

Fiir den Beweis von (2) sei )®) vorausgesetzt, dass f, g surjektiv sind. Um (Sur) fiir die Funktion g o f
zu zeigen, )@) sei uns z € L vorgegeben. Da g surjektiv ist, konnen wir )@ ) ein Element y € N wihlen mit
g(y) = z. Da f surjektiv ist, konnen wir )@ ) ein Element x € M wihlen mit f(x) = y. Dann gilt (g o f)(x) =
g =g =z (@ (@ (@ (D

Fiir den Beweis von (3) sei ) @) vorausgesetzt, dass f, g bijektiv sind. Dann sind f, g beide injektiv, und nach
dem bereits bewiesenen Teil (1) folgt, dass go f injektiv ist. Weiters sind f, g beide surjektiv, und nach dem bereits
bewiesenen Teil (2) folgt, dass g o f surjektiv ist. Daher ist g o f bijektiv. (@D O

Eine weitere Konstruktion, die wir kennengelernt haben, ist die Einschrinkung einer Funktion.

2.5.6 Proposition. Seien f : M — N eine Funktion, seien M C M und N C N Teilmengen mit f(M) C N, und sei
f = f 0 (M x N) die Einschrinkungsfunktion von f.

(1) Ist f injektiv, so ist auch f injektiv.
(2) f is surjektiv, genau dann wenn f(M) = N.

Beweis. Um (1) zu zeigen, sei ) @) vorausgesetzt, dass f injektiv ist. )@ ) Seien uns xy,x; € M vorgegeben,
undsei Y®) vorausgesetzt, Qass x1 # xp. Dann st f(x1) # f(x). Nun gilt fiir jedes x € M sicherlich f(x) = f(x),
und wir sehen, dass f(x;) # f(x2). (@( (@( (D

Um (2) einzusehen, geniigt es (Sur’) zu betrachten, und zu bemerken, dass f(M) = f(M). ]
2.5.3 Links- und Rechtsinverse

Wir wollen uns im Folgenden mit den in §2.5.1 genannten Eigenschaften (iii) und (iv) beschiftigen. Dazu miissen
wir ein bisschen ausholen.

2.5.7 Definition. Seien M, N Mengen, und f : M — N eine Funktion. Eine Funktion g : N — M heif3it
(1) Linksinverse von f, wenn g o f = idy;;
(2) Rechtsinverse von f, wenn f o g = idy;
(3) Inverse von f, wenn sie sowohl Links- als auch Rechtsinverse ist.
O

2.5.8 Lemma. Seien M, N Mengen, und f : M — N eine Funktion. Sei g, : N — M eine Linkinverse von f und
g : N = M eine Rechtsinverse. Dann gilt g; = g, und diese Funktion ist eine Inverse von f.

& Analyse von Lemma [2.5.8]:
— Wir wissen, was eine Menge ist, und was eine Aquivalenzrelation ist.

— Klar?
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@ Die Objekte, mit denen wir arbeiten, sind die drei Funktionen f, g;, g,
@ Voraussetzungen sind, dass g; Linksinverse von f, und g, Rechtsinverse von f ist.
@ Die Behauptung ist, dass g; und g, ibereinstimmen und dass diese (eine) Funktion sogar Inverse von f ist.

&
Beweis von Lemma Es gilt
gr=gioidy =g o(fog)=(giof)og =idyog =g
Damit ist offensichtlich g; eine Inverse von f. O

& Analyse des Beweises von Lemma [2.5.8]:
Die angeschriebenen Gleichheiten kommen wie folgt zustande.

gio(fog)=(gof)ogr . Wir verwenden die Assoziativitit (2:43) um die dreifach-
. Hintereinanderausfiihrung g; o f o g, auf zwei verschiedene Arten
auszurechnen.
gioidy =gjo(fog,)und Die Voraussetzung, dass g, Rechtsinverse bzw. g; Linksinverse ist.

(glof)ogrzidMogr

g = gioidy und - Die Eigenschaften (2.4.4) der Identitit.
idy og, = g, :

Wir haben in dieser Rechnung alle Voraussetzungen des Lemmas verwendet, und auch die volle Stirke von Pro-

position 2.4.6| benutzt.
Warum ist es nun ,, offensichtlich*, dass g; eine Inverse von f ist ?

Vor dem Weiterlesen zuerst selbst nachdenken!

Wir miissen zeigen, dass g; o f = idy und f o g; = idy. Ersteres gilt da g; nach Voraussetzung des Lemmas
Linksinverse von f ist. Wegen g; = g, und da g, nach Voraussetzung des Lemmas eine Rechtsinverse von f ist,

gilt fog = fog = idy.
2.5.9 Korollar. Seien M, N Mengen und f : M — N eine Funktion. Dann hat f hochstens eine Inverse.
Beweis. Seien g; und g, beide Inverse von f. Dann ist g; insbesondere eine Linksinverse von f, und g, insbeson-
dere eine Rechtsinverse von f. Nach Lemma[2.5.8folgt g; = g». i
2.5.10 Satz. Seien M und N nichtleere Mengen. Fiir jede Funktion f : M — N gelten die folgenden drei Aussa-
gen.
(1) f istinjektiv, genau dann wenn f eine Linksinverse besitzt.
(2) f ist surjektiv, genau dann wenn f eine Rechtsinverse besitzt.
(3) f ist bijektiv, genau dann wenn f eine Inverse besitzt.

Der Beweis von Satz [2.5.10(1) beruht auf folgender Konstruktion: Fiir eine Relation R € M x N, bezeichne mit
R™! die Relation
R'={(,x) e NxM: (x,y) € R}.

Man spricht von R~! auch als der inversen Relation von R.

@ Wieder einmal eine Definition die den formalen Check nur teilweise besteht!
Die Notation ™! hat schon eine Bedeutung. Nimlich, ist R sogar eine Funktion, so bezeichnet R~! die vollstindige
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Urbildfunktion von P(N) nach P(M). Man mache sich also bei jedem Auftreten dieser Notation klar, welche
Bedeutung gemeint ist.

Vergleicht man die Eigenschaft (Fun2) und die alternative Schreibweise (Inj”) fiir Injektivitit, so sicht man,
dass eine Relation R genau dann das Axiom (Fun2) erfiillt, wenn R~ der Bedingung (Inj”) geniigt.

@ Wieder einmal eine Aussage!
Zum Beweis dieser Aussage braucht man blof die Definition von R~! einzusetzen:

R erfiillt (Fun2) © Vxe M Vy;,y2, € N: ((x,y1)) ERA(x,y2) ER) = y =y
S VxeMVYy,y2 € N: ()1, X)) R A, ) €R') = yy =y
& R erfiillt (Inj”)

4

Beweis von Satz[2.5.10] Die wesentlichen Bewesisteile sind der Beweis der Implikationen ,,= “ in (1) und (2). Der
Rest ist dann einfach.

Schritt 1; ,,= “ in (1): Sei vorausgesetzt, dass f injektiv ist. Betrachte die Relation f~' € N x M. Diese erfiillt
nach oben Gesagtem (Fun2).

Wir erweitern sie um eine Funktion zu erhalten: Die Menge M ist nichtleer. Wihle ein Element xy € M, und setze

g = fTT U\ FM) X (x0}). 2.5.1)

— Als erstes zeigen wir, dass g nun (Funl) erfiillt:
Sei y € N vorgegeben. Wir machen eine Fallunterscheidung.

% Fall 1; y € f(M). Wihle x € M mit f(x) = y, dann gilt (y,x) € f~' C g.
% Fall 2; y € N\ f(M). Nach der Definition von g gilt, dass (y, xo) € g.

Offensichtlich decken diese beiden Fille alle Moglichkeiten ab (Fall 2 ist genau die Negation von Fall 1).

— Als zweites zeigen wir, dass die Relation g immer noch (Fun2) erfiillt:
Seiy € N und x, x, € M vorgegeben, mit (y, x;), (¥, x2) € g. Wir machen eine Fallunterscheidung.

% Fuall 1; y € f(M). Es kann weder (y, x;) noch (y, x3) in (N \ f(M)) X {xo} liegen. Daher muss (y, x1), (y, x2) €
f7! gelten, und da f~' (Fun2) erfiillt folgt x; = x,.

® Fall 2; y € N\ f(M). Es existiert kein Element x € M mit (x,y) € f, also kann weder (y, x;) noch (y, x3) in
f -1 liegen. Daher muss (y, x1), (¥, x2) € (N \ f(M)) X {xp} gelten, und wir sehen, dass x; = x,, ndmlich beide
gleich xo, ist.

Offensichtlich decken diese beiden Fille alle Moglichkeiten ab (Fall 2 ist genau die Negation von Fall 1).

13

Schritt 2; ,,= “ in (2): Fir ,,=“ in (2) sei vorausgesetzt, dass f surjektiv ist. Dann ist fiir jedes y € N das
vollstindige Urbild f~!({y}) nicht leer. Nach (AC’) existiert eine Auswahlfunktion g : N — M sodass fiir alle
y € N die Beziehung g(y) € f~'({y}) gilt. Es gilt also fiir alle y € N dass f(g(y)) = y, und wir haben eine
Rechtsinverse von f gefunden.

Schritt 3; ,,< *“ in (1): Sei vorausgesetzt, dass f eine Linksinverse hat. Wihle eine solche, sprich, wihle g : N —
M mit g o f = idy;. Wir gehen darauf los (Inj’) zu zeigen, was ja dquivalent zu Injektivitét ist. Seien x;,x, € M
vorgegeben und sei vorausgesetzt, dass f(x) = f(x;) (das ist die Pramisse der Implikation in (Inj’)). Dann gilt

x1 = g(f(x1)) = g(f(x2)) = x2,
also ist die Konklusion der Implikation in (Inj’) wahr.

Schritt 4; ,, < “ in (2): Sei vorausgesetzt, dass f eine Rechtsinverse hat. Wihle eine solche, sprich, wihle g : N —
M mit f o g = idy. Sei y € N vorgegeben. Es gilt f(g(y)) = y, also haben wir ein Element von M gefunden,
welches unter f auf y abgebildet wird, namlich g(y).
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Schritt 5; (3): Die Aussage (3) ist nun ein Korollar.

Fiir ,,=* sei vorausgesetzt, dass f bijektiv ist. Dann ist f injektiv und surjektiv. Nach den schon bewiesenen
Teilen (1) und (2) besitzt f sowohl eine Linksinverse also auch eine Rechtsinverse. Nach Lemma [2.5.8| stimmen
diese iiberein und sind eine Inverse von f.

Umgekehrt: sei vorausgesetzt, dass f eine Inverse hat. Eine Inverse ist insbesondere sowohl eine Links- also auch
eine Rechtsinverse. Nach den schon bewiesenen Teilen (1) und (2) ist f injektiv und surjektiv, also bijektiv.

& Satz[2.5.10|gibt uns eine alternative Moglichkeit Injektivitit (bzw. Surjektivitit oder Bijektivitit) zu definieren.
Er zeigt, dass man anstelle der Axiome (Inj) etc., genausogut mit Existenz von (einseitigen) Inversen hitte starten
konnen. &

> Was ist eine alternative Definition

Oft ist man in der Situation mit einer Eigenschaft zu arbeiten die viele verschiedene dquivalente Erschei-
nungsformen hat. Hat man zum Beispiel zwei Eigenschaften, sagen wir (A1) und (A2), und weifl man, dass
(A1)&(A2), so hat man freie Wahl ob man lieber sagt:

Definition: Ein Objekt mit der Eigenschaft (A1) heif3t ein Biffel.
Satz: Ein Objekt ist genau dann ein Biffel, wenn es (A2) erfiillt.

oder, anders herum,

Definition: Ein Objekt mit der Eigenschaft (A2) heif3t ein Biffel.
Satz: Ein Objekt ist genau dann ein Biffel, wenn es (A1) erfiillt.

Die Essenz ist in jedem Fall die Tatsache, dass (A1)<(A2) gilt. Manchmal spricht man nun von so einer
Aquivalenz dann als eine alternative Definition des Begriffs eines Biffels.

Diese Sprechweise verwendet man eher nur dann wenn die beiden Eigenschaften (A1) und (A2) ziemlich
verschieden aussehen; wie zum Beispiel (Inj) einerseits, und die Eigenschaft eine Linksinverse zu haben ande-
rerseits. Von (Inj’) im Vergleich zu (Inj) wiirde man man wohl nicht von einer alternativen Definition sprechen,
sondern, wenn iiberhaupt, von einer alternativen Schreibweise der Originaldefinition.

2.5.11 Bemerkung. Wenn Sie zwei dquivalente Definitionen einer Eigenschaft D haben, dann passiert es oft, dass
die eine Definition D1 scheinbar mehr als die andere D2 aussagt. Ein Beispiel haben wir schon am Beispiel der
Eigenschaften Sym und Sym’ gesehen.

Wenn Sie in so einer Situation beweisen miissen, dass die Eigenschaft D gilt, dass empfiehlt es sich, die
scheinbar schwichere Formulierung D2 zu iiberpriifen, weil das leichter ist. Wenn Sie aber schon wissen, dass D
gilt, diirfen Sie D1 verwenden; eine Folgerung aus der scheinbar stirkeren Eigenschaft D1 ist vielleicht leichter
zu gewinnen als aus D2. o

2.5.12 Bemerkung. Sei f : M — N bijektiv. Wie wir in Schritt 1 des Beweises von Satz[2.5.10] gesehen haben, ist
dann die durch (2.5.1) gegebene Funktion eine Linksinverse von f, und, nach dem Argument in Schritt 5 damit
sogar Inverse von f. Nun ist, da f ja surjektiv ist, die Menge N \ f(M) leer. Damit haben wir g = f~!, sprich, die
inverse Funktion von f ist gleich der inversen Relation f~' von f:

Ffl={,x)e NxM: (x,y) € f}.
0

Alternativer Beweis von ,,= “ in Satz[2.5.10(3). Da insbesondere f injektiv ist, ist die Relation eine Funk-
tion und, wie im Beweis von Satz[2.5.10(1) gezeigt, ist g eine Linksinverse von f.

Wir zeigen nun, dass g auch Rechtsinverse von f ist. Sei dazu y € N gegeben. Wihle x € M mit f(x) =y
Dann ist (v, x) € f~' C g, und damit f(g(y)) = f(x) = y. o
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& Ist der alternative Beweis von Satz 3) besser ? Eigentlich nicht wirklich, wir erhalten keine weiteren
oder stirkeren Erkenntnisse aus ihm. Man konnte hochstens sagen, dass er dsthetischer ist, in dem Sinn, dass er
keine unnétig verwinkelten Wege geht.

Was meinen wir damit ? Betrachten wir den erstgefiihrten Beweis. Dort haben wir (3) unter Verwendung von
(1), (2), und Lemma hergeleitet. Beim Beweis von (2) haben wir eine reine Existenzaussage verwendet
(namlich die Eigenschaft (AC)). Der Beweis von Lemma war einfach. Nun ist es naturgeméil so, dass bei
Verwendung von reinen Existenzaussagen wohl die Existenz von Objekten als wahr erkannt wird, man aber keine
Ahnung hat wie diese — existierenden — Objekte nun wirklich aussehen. Bemerkenswerterweise erhalten wir in
obigem Beweis dann aus der Anwendung des ganz simplen Lemma[2.5.8]doch eine explizite Information dariiber
wie die inverse Funktion von f aussieht (ndmlich, wie schon angemerkt, ist sie die inverse Relation f )

Diese Tatsache legt es nahe, dass die Verwendung einer reinen Existenzaussage irgendwie unnétig kompliziert
war. Und genau das zeigt uns der alternative Beweis: er nimmt ganz konkret die zu f inverse Relation her und
rechnet nach, dass diese eine Funktion ist, und daher wirklich Inverse von f ist. &

2.5.13 Bemerkung. Wir haben in Satz vorausgesetzt, dass M und N beide nichtleer sind. Ist diese Voraus-
setzung notwendig gewesen ?
Um dies zu beantworten bemerke dass, falls M oder N leer ist, auch M x N leer ist. In diesem Fall gibt
es also genau eine Relation zwischen M und N, nidmlich @. In der folgenden Tabelle listen wir die im jetzigen
Zusammenhang interessanten Eigenschaften auf:

M N 3! (Funl) (Fun2) (IHJ) (Sur) | Links- | Rechts-
Relation inverse | inverse

=0 =0 0 v v v

0 | =0 0 X

=0 | #0 0 v X X

Wir sehen, dass Satz[2.5.10]
— im Fall ,, M = N = 0 “ gilt, denn die einzige Funktion die es gibt ist bijektiv und hat sich selbst als Inverse;
— imFall ,,M # 0, N = 0* gilt, denn es gibt keine Funktion von M nach N.

— imFall ,,M = 0,N # 0 Teil (1) nichr gilt, denn die Funktion 0 ist injektiv hat aber keine Linksinverse (weil es
ja gar keine Funktion von N nach M gibt), wogegen die Teile (2) und (3) gelten, denn es gibt keine surjektive
(insbesondere auch keine bijektive) Funktion von M nach N.

0

Mit Hilfe von Satz[2.5.10]kann man auch einen alternativen Beweis von Proposition [2.5.5| geben. Wir wollen dies
am Punkt (1) von Proposition [2.5.5]demonstrieren.

Alternativer Beweis von Proposition[2.5.5(1). Fiir den Beweis von (1) sei vorausgesetzt, dass f, g injektiv sind.
Nach Satz [2.5.10] konnen wir eine Linksinverse f’ : N — M von f und eine Linksinverse g’ : L — N von g
wihlen. Dann gilt

(ffog)e(gof)=fo(gog)of=fcidyof =f of=idy.
Wir haben eine Linksinverse von g o f gefunden, und Satz[2.5.10|zeigt, dass g o f injektiv ist. o

Um den Begriff der bijektiven Funktion und ihrer Inversen an einem komplexeren Beispiel zu illustrieren, erinnern
wir uns an den Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen.

2.5.14 Satz (Verfeinerung von Satz[2.3.3). Sei M eine Menge. Bezeichne mit A die Menge aller Aquivalenzrela-
tionen auf M, und mit P die Menge aller Partitionen von M. Weiters bezeichne f die Funktion

JA — P
f: R v |{[x]gp:x€e M}

Dann ist f bijektiv, und die Inverse von f ist gegeben als

P - A
g'{Q B {(xy): JAeQ:xeAANy€EA) (2.5.2)
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Beweis. Die Tatsache, dass f eine Funktion von A nach P ist, haben wir in Satz [2.3.3(1) gezeigt. Dass die in
(2.5.2) angegeben Zuordnung eine Funktion von P nach A ist haben wir in Satz[2.3.3(2) gezeigt. Wir haben zu
zeigen, dass g o f = ida und f o g = idp gilt.

Schritt 1; wir gehen darauf los g o f = ida zu zeigen:

Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Definitions- und Zielmengen haben, und jedem
Element ihrer Definitionsmenge das selbe Element der Zielmenge zuordnen. Die beiden Funktionen g o f und id
sind beides Funktionen von A nach A. Wir miissen zeigen, dass sie stets die gleichen Werte ergeben.

»®) Seiuns R € A vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass (g o f)(R) = R. Dazu zeigen wir, dass beide wechsel-
seitigen Inklusionen gelten.

— Wir beginnen mit ,,(g o f)(R) € R*:
Y@) Sei uns (x,y) € g(f(R)) vorgegeben; man erinnere sich an Lemma 1). Dann existiert, nach der
Definition (2.5.2)), ein Element A der Partition f(R) welches beide, x und y, enthélt. )@ ) Wiihle ein solches
Element A € f(R). Die Elemente von f(R) sind genau die Mengen der Gestalt [z]g mit z € M. )@ ) Wihle
7z € M sodass A = [z]g. Dann ist x,y € [z]g, also (x,2),(y,z) € R, und es folgt, dass auch (x,y) € R. (@
(@ Wir sehen, dass tatsidchlich g(f(R)) C R. (@[

— Nun kommen wir zu ,,(g o f)(R) 2 R*:
)@) Seiuns (x,y) € R vorgegeben. Dann ist x, y € [x]g, und wir haben eine Menge der Partition f(R) gefunden
(ndmlich [x]g), welche beide Elemente x und y enthilt. Also ist, nach der Definition @), (x,y) Element der
Relation g(f(R)). Wir sehen, dass tatsichlich g(f(R)) 2 R. (@

Zusammen haben wir (g o f)(R) = R gezeigt. (D

Schritt 2; wir gehen darauf los f o g = idp zu zeigen:
Die beiden Funktionen f o g und idp haben die gleichen Definitions- und Zielmengen, nimlich P. Wir miissen
zeigen, dass sie stets die gleichen Werte ergeben.

Y@ ) Sei uns Q € P vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass (f o g)(Q) = Q. Dazu zeigen wir, dass beide wechsel-
seitigen Inklusionen gelten.

— Wir beginnen mit ,, (f o g)(Q) € Q*:
)@) Seiuns A € f(g(Q)) vorgegeben; man erinnere sich an Lemma 2.4.8(1). Y®) Wihle z € M mit A =
[z]le@- )@®) Wihle B € @ mit z € B. Da sicher z € [z]yq) ist, haben wir z € A N B. Damitist AN B # @ und es
folgt A = B. Alsoist A€ Q. (®( (®( (@

— Nun kommen wir zu ,,(f o g)(Q) 2 Q*:
Y»@) Sei uns A € Q vorgegeben. Die Menge A ist nichtleer. )@ ) Wihle z € A. Wir gehen darauf los zu
zeigen, dass A = [z]yq). Dazu zeigen wir, dass beide wechselseitigen Inklusionen gelten. Wir beginnen mit
»A Clzlg@ . Y@) Seiunsx € A vorgegeben. Da zin A liegt, haben wir x € AAz € A, und daher (x, z) € g(Q).
Alsoist x € [z]4q). Wir sehen, dass tatsichlich A C [z]gq). (@®( Nunkommen wir zur Inklusion ,,A 2 [z]gq) .
) @) Seiuns x € [z]yq) vorgegeben. Dannist (x, z) € g(Q), also existiert B € Qmitx,z€ B. )®) Wihle B e Q
mit dieser Eigenschaft. Dann ist z € BNA; man erinnere sich, dass z gemif @ gewihlt wurde. Also ist BNA # 0
und daher B = A. Damit haben wir x € A. (®( Wir sehen, dass tatsichlich A 2 [z]yq). (®( Gemeinsam
erhalten wir A = [z]gq). (@ ( Damit ist A ein Element von f(g(Q)). (@<

Zusammen haben wir (f o g)(Q) = Q gezeigt. (D
O

Betrachten wir riickblickend nochmal diesen Beweis. Kurz ist er nicht, es gibt doch einiges zu arbeiten. Aber
eigentlich ist alles straightforward.
Zum Abschluss wollen wir noch ein Beispiel diskutieren.

2.5.15 Beispiel. Sei M eine Menge. Eine bijektive Funktion von M in sich heiflt auch Permutation von M. Wir
bezeichnen die Menge aller Permutationen von M mit Sym(M).

Diese Menge ist stets nichtleer, sie enthilt immer zumindest die Funktion idy,. Ist M = (, oder hat M nur ein
Element, ist dies auch die einzige Permutation (sogar die einzige Funktion von M nach M die es iiberhaupt gibt).
Hat M zwei Elemente, so hat Sym(M) zwei Elemente; um dies zu sehen, wollen wir alle moglichen Funktionen
von einer Menge {a, b} in sich, das sind vier Stiick, aufschreiben:
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Die Funktionen f; und f; sind weder injektiv noch surjektiv, die Funktionen f, und f; sind bijektiv. Dabei ist
Jf> = idy;. Wir haben also Sym(M) = {idy, f3}.
Die Komposition zweier bijektiver Funktionen ist wiederum bijektiv, also kénnen wir eine Funktion definieren
Sym(M) x Sym(M) — Sym(M)

als
o:
{ (f,g) — fog
Weiters ist die Inverse einer bijektiven Funktion wiederum bijektiv.
Die Menge Sym(M) gemeinsam mit der Operation o hat die folgenden Eigenschaften:

— Fiir alle f,g,h € Sym(M) gilt (hog)o f=ho(go f).

— Fiir jedes f € Sym(M) istidy of = foidy = f.

— Fiir jedes f € Sym(M) existiert g € Sym(M) mit fog=go f =1idy.

(Assoziativgesetz)
(Existenz eines neutralen Elementes)

(Existenz von Inversen)

Man nennt Sym(M) auch die Symmetrische Gruppe auf M. Fiir jede natiirliche Zahl n schreibt man auch §, fiir
die symmetrische Gruppe auf der n-elementigen Menge {1,...,n} ={ke N |0 < k < n}.
Wollen wir uns im Beispiel M = {a, b} iiberlegen wie die Operation o agiert und was Inverse sind.

f g || fog oot

idy | idy || idw idy || idy
v | BB N
AT LT |

B 5 idy

0

2.5.16 Definition. Sei M eine Menge, und seien i, j € M zwei verschiedene Elemente. Dann definieren wir eine
Abbildung T% durch Fallunterscheidung so:

i x=7j

M . .
T () =47 X =1
X sonst

Diese Funktion vertauscht also i und j, aber bildet alle anderen Werte auch sich selbst ab.

Ein Element r € Sym(M) heilit Transposition, wenn es zwei Elemente i, j € M gibt miti # j, sodass t = 7
ist.

Wenn M sich aus dem Kontext ergibt, schreibt man auch oft nur 7; ; statt Tf”] Uberdies verkiirzt man 7; ; auch
gerne 2 7;;. O

Wenn man endlich viele Transpositionen hintereinander ausfiihrt, so erhélt man jedenfalls eine Permutation;
man kann auch umgekehrt beweisen (vielleicht in einer Ubungsaufgabe), dass sich jede Permutation einer end-
lichen Menge (mit mindestens 2 Elementen) als Produkt einer endlichen Anzahl von Transpositionen schreiben
lasst. Zum Beispiel ist die durch f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1 definierte Abbildung gleich 71, o 7,3. (Achtung:
nicht T23 © le!)

M

ij

2.5.17 Bemerkung. Allgemein nennt man ein Tripel (G, -, e) eine Gruppe, wenn G eine Menge ist, - eine Funktion
von G X G nach G, und e ein Element von G, sodass die folgenden Axiome gelten:

(Grul) Die Operation - ist assoziativ.
[Vx,y,zeG: (x'y)-z=x-(y-z)]

(Gru2) Das Element e ist neutrales Element fiir - .
[VxEG: x'eze-xzx]

*Hier werden i und j nicht multipliziert sondern stehen nur nebeneinander, so wie Langen- und Breitengrad eines Punktes auf der Erde.
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(Gru3) Jedes Element von G besitzt ein Inverses bzgl. - .

[VxEGHyEG:)wy:y'x:e]

¢

& Gruppen sind eine der wichtigsten algebraischen Strukturen in der Mathematik. Einerseits treten sie in
unzihligen Zusammenhéngen und in allen moglichen Gebieten auf. Andererseits ist es nahezu unglaublich, wie-
viel man aus diesen drei einfachen Axiomen (G1)—(G3) bauen und folgern kann.
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Kapitel 3

Die natiirlichen Zahlen

3.1 Der Zahlbegriff

3.1.1 Motivation

Der Begriff der natiirlichen Zahl kommt von der unmittelbar einsichtigen Tétigkeit des Zihlens. Das Zihlen be-
ginnt mit dem eine Einheit bezeichnenden Zahlwort

Eins.

Danach geht man Schritt fiir Schritt jeweils von einer natiirlichen Zahl n zur nichstgrofleren 7 iiber. Wir verwenden
die Zahlworte Zwei, Drei, Vier fiir die sukzessive gebildeten Nachfolger der Einheit Eins. Weiters wollen wir
das Zahlwort Null dafiir verwenden, auszudriicken das nichts da ist was man zidhlen konnte, und die Einheit Eins
als den Nachfolger von Nichts (der Null) verstehen.

Es ergibt sich eine nie endende Folge:

A

Null » Eins —» Zwei — Drei > Vier » ... > n B> 0 b

Die unendliche Gesamtheit aller so erhaltenen Zahlen ist dann die Menge der natiirlichen Zahlen.

Das Zihlen einer Herde von Schafen funktioniert hervorragend, wenn die Tiere alle schon in einer Reihe ste-
hen. Die einfachste Weise eine natiirliche Zahl aufzuschreiben, ist es also die entsprechende Anzahl von Strichen
(oder Punkten, oder Schafen, etc.) nebeneinanderzusetzen:

Eins: | Zwei: || Drei: |l Vier: Il ...... aroml
Die in diesem Prozess entstehenden Zahlen haben die folgenden unmittelbar einsichtigen Eigenschaften:
(i) Jede Zahl hat genau einen Nachfolger, und verschiedene Zahlen haben auch verschiedene Nachfolger.
(i) Die Null ist nicht Nachfolger irgendeiner Zahl.
(iii) Mit Ausnahme der Null ist jede Zahl der Nachfolger einer Zahl.

(iv) Die Gesamtheit aller Zahlen wird durch den schrittweisen Akt des Zihlens vollstindig ausgeschopft.

Ebenso einsichtig, wenn auch von seiner Natur her komplexer, ist das Dominoprinzip (in mathematischer Aus-
drucksweise, das Induktionsprinzip).

(v) Man stelle sich die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen vor als eine Reihe von Dominosteinen die, von der
Null beginnend, einer nach dem anderen hintereinander aufgestellt werden. Sie seien so knapp beisammen,
dass fiir jeden Dominostein gilt: wenn er umfallt, wirft er auch den néichsten um.

Wenn nun jemand den allerersten Dominostein (die Null) anschubst, fallen alle Steine in der ganzen un-
endlich langen Reihe um.

53
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3.1.2 Peano Axiome

Wir wollen die in §3.1.1 genannten Eigenschaften (i), (ii), und (v), in Formeln gief3en und als charakterisierende
Eigenschaften des Zihlens — eigentlich, der Zahlen — hernehmen.

3.1.1 Definition. Ein Tripel (X, xo, f) hei3t natiirliche Zahlen, wenn X eine Menge ist, x( ein Element von X, und
f eine Funktion von X nach X, sodaf} die folgenden Axiome gelten.

(Natl) f ist injektiv.
(Nat2) x ¢ f(X).

(Nat3) Ist M eine Teilmenge von X mit xo € M und f(M) C M,soist M = X.
[VMgX: (xo € M A(¥x: x€ M = f(x) € M)) = M:X]

¢

Das Axiomensystem (Natl) — (Nat3) nennt man die Peano Axiome fiir natiirliche Zahlen, und das Axiom (Nat3)
heiflt das Induktionsaxiom.

& Analyse von Definition [3.1.1]:

Diese Definition ist wieder einmal ein ganz typisches Beispiel fiir eine axiomatische Vorgangsweise. Wir sagen
gar nicht was natiirliche Zahlen nun wirklich sind, sondern legen nur fest welche Eigenschaften etwas haben muss,
damit es den Namen ,, natiirliche Zahlen*“ verdient. Natiirlich waren alle unsere Definitionen im vorangegangenen
Kapitel ebenfalls genau von diesem Typ. Nur diesmal verwenden wir einen axiomatischen Zugang um etwas zu
beschreiben von dem jeder glaubt es sowieso gut zu kennen. Aber wer kann alle natiirlichen Zahlen aufschreiben ?

Man sieht hier auch sehr schon die Bedeutung von Axiomen als Grundwahrheiten. Die Eigenschaften (Natl)
— (Nat3) sind ja nur die — in logische Formeln gegossenen — Eigenschaften (i), (ii), (v), deren Wahrheit im an-
schaulichen Akt des Zihlens wohl niemand bezweifeln wird. Man erkennt ebenso die Macht des axiomatischen
Zugangs zu einer Materie. Jeder der diese drei Axiome als wahr akzeptiert (und, wie gesagt, das werden wohl
nahezu alle sein), und der unsere Prinzipien des logischen SchlieBens akzeptiert (und das werden wohl auch fast
alle sein), der muss alles als wahr akzeptieren was wir aus den Axiomen herleiten; selbst dann, wenn es seiner
Anschauung, Meinung, Ideologie, oder Hoffnung, widerspricht.

Man muss sich nun den folgenden Fragen stellen.

— Ecxistiert so ein Objekt tiberhaupt ?

— Wie viele solche Objekte gibt es? Wenn es mehr als eines gibt, sind alle in irgendeinem Sinn gleich oder
dhnlich ?

— Modelliert diese Definition tatsichlich was wir modellieren wollen (ndmlich die Zahlen des Zihlens) ?

Die erste Frage werden wir hier nicht behandeln, das wiirde zu weit fithren. Wir wollen uns damit begniigen,
wegen der Tatsache dass der Akt des Zihlens in unserem Leben stindig auftritt, an die Existenz von natiirlichen
Zahlen zu glauben. Beziiglich der zweiten Frage werden wir zeigen (in Satz [3.1.3), dass natiirliche Zahlen im
wesentlichen eindeutig bestimmt ist.

Die dritte Frage wollen gleich diskutieren. Kurz gesagt, die Anwort ist Ja. Das ausgezeichnete Element wird
die Rolle der Null spielen, und die Funktion f entspricht gerade der Nachfolgerabbildung n +— 7. Das Axiom
(Natl) besagt das zwei Zahlen gleich sein miissen wenn sie den gleichen Nachfolger haben, und (Nat2) besagt
dass die Zahl Null nicht der Nachfolger irgendeiner Zahl ist. SchlieBlich werden wir sehen (in Satz [3.1.6) dass
(Nat3) genau dem Prinzip der vollstindigen Induktion entspricht. &

é% Oft ist es auch iiblich das ausgezeichnete Element von X als Zahl Eins zu interpretieren. An dieser Stelle
macht das noch keinen Unterschied. Spiter, wenn man Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen betrachtet,
dann schon (wenn auch keinen wesentlichen).

Vom Standpunkt der Motivation aus der realen Welt ist die Interpretation als Eins wahrscheinlich die passen-
dere: Ist es natiirlich zu zéhlen, wenn gar nichts da ist ? Tatsidchlich konnte man sagen, dass das Anerkennen von
Nichts als existentes Objekt ein signifikanter philosophischer Schritt ist.

Warum wollen wir dann unser ausgezeichnetes Element als Null interpretieren ? Einerseits weil es oft prak-
tischer ist. Andererseits weil es irgendwie besser mit der iiblichen Konstruktion einer Menge natiirlicher Zahlen
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zusammenpasst — diese Motivation bleibt uns hier allerdings verschlossen, weil wir den Existenzbeweis gar nicht
fiihren (kGnnen).

& Es mag verwundern, dass wir die in §3.1.1 auch genannten Eigenschaften (iii) und (iv) nicht in unser Axio-
mensystem fiir natiirliche Zahlen mit aufgenommen haben. Nun ist es so, dass diese Eigenschaft bereits aus den
drei Peano Axiomen folgt (wir werden dies in Proposition [3.1.5]beweisen).

Wir hitten also, ohne den Begriff ansich zu verandern, die Eigenschaften (iii), (iv) auch als ,, viertes und fiinftes
Axiom*“ fordern konnen: Fiir jedes Tripel ist es dquivalent ob es die Peano Axiome erfiillt, oder diese und noch
dazu (iii), (iv).

Nun ist es aber sinnvoller und (zugegebenermaflen Geschmackssache) dsthetischer ein Axiomensystem so zu
wihlen, dass kein Axiom schon aus den anderen hergeleitet werden kann. Sprich, dass kein Axiom unnoétig ist
oder, anders ausgedriickt, dass jedes Axiom von den anderen unabhéngig ist. Wenn man keine unnotigen Axiome
mitschleppt, kommt wohl am klarsten heraus was der Kern der Sache ist (und man kann die Allgemeinheit leichter
davon iiberzeugen die Axiome zu akzeptieren). &

Der erste Satz iiber natiirliche Zahlen den wir beweisen wollen, ist der Rekursionssatz. Er macht eine ganz grund-
legende (und ziemlich nicht-triviale) Existenzaussage.

3.1.2 Satz. Seien (X, xo, f) natiirliche Zahlen. Weiters sei Y eine Menge, yo € Y, und g : Y — Y. Dann existiert
genau eine Funktion ¢ : X — Y mit ¢(xo) = yound po f =go ¢.

X————¢———>Y

fl g

X——————=- =Y
4

Der Beweis wird in vier Schritten verlaufen.
1. Konstruktion von ¢.
2. Nachweis dass ¢ eine Funktion ist.
3. Nachweis der verlangten Eigenschaften von ¢.

4. Beweis der Eindeutigkeit.

Die Konstruktion in Schritt 1 féllt erstmal vom Himmel; warum man ¢ so baut wie man man es tut, werden wir in
der nach dem Beweis folgenden Beweisanalyse diskutieren. Die Beweise in den Schritten 2 — 4 werden stets eine
Anwendung des Induktionsaxioms (Nat3) sein.

> Was heilt hier -- umgangssprachlich -- vom Himmel fallen:

Damit meint man meist eine Konstruktion oder Definition die nicht offensichtlich ist und, scheinbar motivati-
onslos, aus dem Nichts auftaucht.

Liegt eine Konstruktion, ein Beweis, oder auch eine ganze Theorie, erstmal in einer etablierten schriftli-
chen Form vor, so ist sie meist glattgebiigelt und aufpoliert, hoffentlich fehlerbereinigt, und — wenn man ein
bisschen zynisch sein mochte — oft eben auch motivationsbefreit. Man sieht nicht mehr alle jene Sackgassen
und Irrwege die beschritten wurden, alle Fehler die gemacht wurden, und manchmal eben auch nicht mehr
welche Anschauung und Fragen aus der realen oder abstrakt mathematischen Welt zur Entwicklung der Theo-
rie Anlass gegeben haben. Ein intuitives, menschliches, aber eben auch fehleranfilliges, Konstrukt hat sich im
Laufe der Zeit gewandelt zu einem abstrakten, formallogischen, und nachweisbar unumsté8lichen Gebéude.

Eigentlich ist es auch Aufgabe des Autors mathematischer Literatur dem Leser mitzugeben woher alle die
studierten Begriffe kommen, und welche Bedeutung und Konsequenzen sie in der realen Welt, oder in anderen
mathematischen Theorien, oder in anderen Wissenschaften, etc., haben. Oft fillt das aber unter den Tisch.

Tipp: Wenn man damit scheitert aus seiner Anschauung und Erfahrung heraus Motivation fiir eine Theorie
zu erkennen, und die Intuition des Autors beim besten Willen nicht nachvollziehen kann, erstmal kritiklos
akzeptieren, eine Zeitlang mit den Begriffen arbeiten, und sich in die Welt dieser Theorie hineinleben. Wenn
man sich einmal in einer Theorie zu Hause fiihlt, kann man sicherlich ihre Asthetik, wahrscheinlich ihre —
unter Umsténden weit zuriickliegenden — Wurzeln, sehen, und hoffentlich ihre Bedeutung und Konsequenzen
fiir Anderes verstehen.
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Beweis von Satz[3.1.2] Wir machen die oben genannten vier Schritte.

Schritt 1; Konstruktion von ¢: Betrachte die Menge M aller jener Teilmengen A von X XY die die beiden folgenden
Eigenschaften haben:

(x0,¥0) € A. (3.1.1)

Ist (x,y) € A, so ist auch (f(x), g(y)) € A. (3.1.2)

Die Menge M ist nichtleer, denn X X Y hat offensichtlich die Eigenschaften (3.1.1)) und (3:1.2). Wir konnen daher
den Durchschnitt von M betrachten; bezeichne ¢ = (Nsep A.

Wollen wir uns iiberlegen, dass die Menge ¢ selbst ebenfalls die beiden Eigenschaften (3.1.1) und (3.1.2) besitzt.

— Wir zeigen (B-1.1):
Das Paar (x, yo) ist Element jedes Elementes von M und damit auch Element des Durchschnitts.

— Wir zeigen (3.1.2):
Sei (x,y) € ¢. Ist uns A € M beliebig vorgegeben, so haben wir wegen ¢ C A dass (x,y) € A und da A (3.1.2)
erfiillt daher auch (f(x), g(y)) € A. Da A € M beliebig war folgt (f(x), g(y)) € ¢.

Schritt 2; Nachweis dass ¢ eine Funktion ist: Dazu wollen wir nachweisen dass ¢ die Eigenschaft (Fun) erfiillt.
Sprich, wir gehen darauf los zu zeigen, dass es fiir jedes x € X genau ein Element y € Y gibt mit (x,y) € ¢. Man
erinnere sich an dieser Stelle daran was ,,es gibt genau ein* bedeutet. Betrachte die Menge

S M={xeX: AyeY: (x,y) €}

Unser Ziel ist es also zu zeigen, dass M = X. Um dies zu tun werden wir uns des Axioms (Nat3) bedienen.

Um die Implikation (Nat3) anwenden zu konnen, miissen wir zeigen dass ihre Primisse wahr ist. Sprich, wir
miissen zeigen, dass xo € M und Vx € X: x € M = f(x) € M gelten.

— Primisse von (Nat3) Teil 1; xo € M:
Zunichst gilt (xg, o) € ¢ wegen (B.1.1). Sei (xo, z) € ¢; wir miissen zeigen dass z = yy.
Betrachte die Menge B = ¢\ {(x9, 2)}. Als erstes bemerken wir, dass B C ¢ da (xp, z) € ¢. Als zweites zeigen wir,
dass B die Eigenschaft (3.1.2) erfiillt. Dazu sei (x,y) € B. Dann ist auch (x,y) € ¢, und daher (f(x), g(y)) € ¢.
Nun ist wegen (Nat2) sicher f(x) # xo, insbesondere also (f(x), g(y)) # (xo, z), und wir erhalten (f(x), g(y)) € B.
Fiir jede Menge A € M gilt ¢ C A, also ist B ¢ M. Da wir schon wissen dass B die Eigenschaft (3.1.2)
erfiillt, kann B die Eigenschaft (3.1.1) nicht erfiillen. Also gilt (xo,y9) € ¢ \ B = {(x0,2)}. Wir sehen dass
(x0,0) = (x0,z), und daher yy = z.

— Prdmisse von (Nat3) Teil 2; Vx e X: xe M = f(x) € M:
Sei uns x € X vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass x € M, sprich, dass

AlyeY: (x,y) €o. (3.1.3)

Wir miissen zeigen, dass f(x) € M. Als erstes wihle y € ¥ mit (x,y) € ¢; wegen (3.1.3) ist das moglich. Da ¢
ja (B.1.2) erfiillt, folgt dass (f(x), g(»)) € ¢, und wir haben eine zweite Komponente fiir f(x) gefunden sodass
das daraus gebildete Paar in ¢ liegt.
Wir miissen zeigen, dass z = g(y) fiir alle (f(x),z) € ¢. Das machen wir mittels Beweis durch Kontraposition.
Sei vorausgesetzt, dass z # g(y). Das folgende Argument ist recht dhnlich dem in Teil 1 verwendeten.
Betrachte die Menge B = ¢ \ {(f(x), 2)}. Als erstes bemerken wir, dass B (3.1.1) erfiillt, denn (x¢, yo) € ¢ aber
Xo # f(x), insbesondere (xg,yo) # (f(x),z). Als zweites zeigen wir, dass B die Eigenschaft (3.1.2) erfiillt. Dazu
sei (x’,y") € B. Dann ist auch (x,y") € ¢, und daher (f(x"), g(y')) € ¢. Wir machen eine Fallunterscheidung.
® Fall 1; X # x. In diesem Fall ist wegen (Natl) auch f(x’) # f(x), und insbesondere (f(x'),g(y')) #
(f(x), z). Damit erhalten wir (f(x"), g(y")) € B.
% Fall 2; ¥’ = x. In diesem Fall ist y’ = y wegen (3.1.3). Damit haben wir (f(x'),g(")) = (f(x), g)).
Nun ist, nach unserer Voraussetzung, g(y) # z, insbesondere (f(x), g(y)) # (f(x),z). Wieder erhalten wir
(f(x),80") € B.
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Wir sehen dass tatsidchlich B die Eigenschaften (3.1.1) und (3:1.2) hat. Es ist also B € M, und damit B 2 ¢.
Nun gilt per definitionem B C ¢, und wir schlieen, dass B = ¢. Wieder per definitionem gilt (f(x), z) ¢ B, also

ist (f(x),2) ¢ ¢.

Der Beweis der Priamisse von (Nat3) ist abgeschlossen. Wir konnen also (Nat3) anwenden, schlieen dass M = X,
und damit dass (Fun) fiir ¢ gilt.

Schritt 3; Nachweis der verlangten Eigenschaften von ¢: Da ¢ die Eigenschaft (3.1.1)) hat, ist (xo, yo) € ¢. Beniitzt
man die Schreibweise einer Funktion als Zuordnung, heilit das gerade ¢(xp) = yo.

Um die Gleichheit ¢ o f = g o ¢ zu zeigen, erinnern wir uns wieder daran das zwei Funktionen mit dem gleichen
Definitions- bzw. Zielmengen genau dann gleich sind, wenn sie jedem Element ihres gemeinsamen Definitionsbe-
reiches das selbe Element ihrer gemeinsamen Zielmenge zuordnen. Der Definitionsbereich von ¢ o f sowie auch
von g o ¢ ist X und die Zielmenge ist Y. Wir gehen nun darauf los zu zeigen, dass fiir jedes x € X die Gleichheit
(¢ o f)(x) = (g o p)(x) gilt. Dazu werden wir wieder (Nat3) verwenden.

Betrachte die Menge

S M={xeX: (¢of)x)=(god)x)}.

— Primisse von (Nat3) Teil 1; xo € M:

Da ¢ die Eigenschaft (3.1.2) hat, und (xo, o) € ¢ ist wegen (3.1.1)), folgt dass auch (f(x9), g(yo)) € @, sprich,
¢(f(x0)) = g(vo). Unter Verwendung der bereits bekannten Eigenschaft ¢(xy) = yo, erhalten wir

(@ o f)(xo0) = ¢(f(x0)) = g(yo) = g(#(x0)) = (g © P)(x0).

Also ist xp € M.
— Primisse von (Nat3) Teil 2; Vx e X: xe M = f(x) € M:
Sei uns x € X vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass x € M, sprich, dass

(@0 Hx) = (g °P)(x). (3.1.4)
Diese Gleichheit besagt gerade dass (f(x), (g © ¢)(x)) € ¢. Da ¢ die Eigenschaft (3.1.2) hat, folgt
(f(f(2)), g((g ° $)(1))) € ¢,
was nichts anderes besagt als dass ¢(f(f(x))) = g((go¢)(x)). Wir erhalten, unter Verwendung der Voraussetzung
(B:14), dass
(@ o Nf(x) = (f(f () = g((g © p)(x)) €3 8((¢ o (X)) = (g 0 P)(f(x)).
Also ist f(x) € M.

Der Beweis der Pramisse von (Nat3) ist abgeschlossen. Wir konnen also (Nat3) anwenden, schlieBen dass M = X,
und damit dass ¢ o f = g o ¢.

Schritt 4; Beweis der Eindeutigkeit: Sei uns eine Funktion ¢’ : X — Y gegeben, welche die Eigenschaften
@' (x9) = yound ¢’ o f = g o ¢’ hat. Unser Ziel ist zu zeigen dass ¢ = ¢’. Offenbar haben ¢ und ¢’ die gleichen
Definition- und Zielmengen, es lauft also (wie meistens) darauf hinaus zu zeigen dass ¢(x) = ¢’(x) fiir alle x € X.
Dazu werden wir wieder (Nat3) verwenden.

Betrachte die Menge
S M={xeX: ¢x)=¢(x)}.

— Primisse von (Nat3) Teil 1; xo € M:
Es ist xo € M da ja ¢(xp) = yo = ¢’ (xp).
— Primisse von (Nat3) Teil 2, Vx e X: xe M = f(x) € M:
Sei uns x € X vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass x € M, sprich, dass

$(x) = ¢'(x). (3.1.5)

Dann erhalten wir, unter Verwendung von (3.1.3), dass

d(f(x) = (¢ o f)(x) = (g 0 P)(x) = g(¢p(x)) €13 8@ (x) = (g o ¢ )(x) = (¢ o fHx) = ¢ (f(x)),
also f(x) e M.
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Der Beweis der Pramisse von (Nat3) ist abgeschlossen. Wir konnen also (Nat3) anwenden, schlieBen dass M = X,
und damit dass ¢ = ¢’.

]

Dieser Beweis ist recht lang, vollgepackt mit verschiedensten Typen logischer Schlussweisen, und verlangt oben-
drein Kreativitiit (bzw. Intuition). Wir wollen daher einige Details diskutieren.

& Analyse des Beweises von Satz [3.1.2], Schritt 1:

Was in Schritt 1 passiert ist zwar nicht anspruchsvoll, aber dafiir umso essentieller: wir werfen die Definition
jenes Objektes hin, welches sich als das zu konstruierende herausstellen wird (ndmlich von ¢). Dann rechnen
wir noch nach, dass sich die beiden Eigenschaften (3.1.1) und (3.1.2)) auf Durchschnitte vererben, aber das ist
straightforward. Die interessante Frage ist:

Wie kommt man darauf ¢ so zu definieren wie man es tut ?
Dazu betrachten wir einmal die beiden Eigenschaften (3.1.1)) und (3.1.2).
— Das man (xg, yo) € ¢, sprich (3.1.1), braucht ist klar. Denn ¢ soll ja die Eigenschaft ¢(x() = yo haben.

— Weiters wollen wir erzwingen, dass (¢ o f)(x) = (g o #)(x) gilt. Es muss also fiir jedes x gelten, dass ¢( f(x)) =
8(¢(x)), umgeschrieben (f(x), g(#(x))) € ¢.

Bezeichnet man nun y = ¢(x), so hat man dass (f(x),g(y)) € ¢ wann immery = ¢(x), umgeschrieben
(f(x), g(»)) € ¢ wann immer (x,y) € ¢, und das ist gerade die Eigenschaft (3.1.2).

Wir sehen also, dass das zu konstruierende ¢ — wenn es denn iiberhaupt existiert — sicherlich (3.1.1)) und (3-1.2)
erfiillen muss.

Relationen mit (3.1.1) und (3:1.2) gibt es sicher, zum Beispiel X X Y. Nun muss man aber versuchen eine
Relation mit (3.1.1) und (3.1.2)) zu bauen, die sogar eine Funktion ist (also sicher nicht X X ¥ nehmen). Die beiden
Eigenschaften die Funktionen unter allen Relationen auszeichnen sind (Funl) und (Fun2). Diese beiden sind in
gewissem Sinne gegenlaufig.

— (Funl) sagt, dass es hinreichend viele Paare in der Relation gibt: Fiir alle x € X gibt es eine zweite Komponente
y € Y, sodass das Paar (x,y) in der Relation liegt.

— (Fun2) sagt, dass es nicht zu viele Paare in der Relation geben darf: Es diirfen keine zwei verschiedenen Paare
mit der gleichen ersten Komponente in der Relation liegen.

Dabei ist (Fun2) die essentielle Eigenschaft. Hat man (Fun2), so kann man immer erweitern und (Funl), unter
Beibehaltung von (Fun2), erzwingen; man erinnere sich an den Beweis von Satz[2.5.10(1).

In der hier vorliegenden Situation brauchen wir uns — anschaulich gesprochen(!) — um (Funl) gar nicht
kiimmern. Weil, es sollte durch (3.1.T)) und (3:1.2) gewéhrleistet sein. Wenn man an die in §3.3.1 als (iv) genannte
Eigenschaft denkt, und wenn tatsdchlich alles so sein sollte wie es unsere Intuition verspricht, dann bekommt man
aus (xo, yo) schrittweise die Paare (f(xo), g(v0)), (f (f(x0)), g(g(0))), usw., und schopft damit alle moglichen ersten
Komponenten aus.

@ Der letzte Absatz ist so richtige Kaffeesudleserei! Wir wissen ja nicht ob es iiberhaupt eine tatsichlich gelten-
de Entsprechung fiir (iv) gibt! Aber wir wollen ja ,,nur* motivieren warum wir die Definition von ¢ gerade so
machen wie wir es machen.

Also ... glauben wir einmal an das Gute (und hoffen wir dass es auch wirklich durchgeht). ¢

Wir konzentrieren uns daher auf die Eigenschaft (Fun2). Diese sagt ja, dass es nicht zu viele Paare geben darf —
je weniger, desto leichter wird es dass (Fun2) erfiillt sein kdnnte. Also:

Nehmen wir fiir ¢ die kleinstmogliche Relation die (B31.1) und (3.1.2) erfiillt.

Gibt es sowas iiberhaupt ? Ja! Niimlich den Durchschnitt iiber alle Relationen die (3.I.1) und (3.1.2) erfiillen. €

& Analyse des Beweises von Satz [3.1.2], Schritt 2:
Dieser Beweisteil ist die Crux (und — naturgeméif} — der mit den anspruchsvollsten Argumentationen).
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Wir miissen zeigen, dass ¢ (Funl) und (Fun2) erfiillt. Es ist praktischer gleich auf (Fun) loszugehen. Dazu
verwenden wir das Induktionsaxiom mit der in offensichtlicher Weise definierten Menge M (ndmlich die Menge
aller jener Elemente x wo das gilt was wir haben wollen). Nun miissen wir die Pramisse von (Nat3), welche aus
zwel Teilen besteht, nachweisen.

O Teil 1: Die Existenz einer zweiten Komponente fiir xo ist klar; wegen (3.1.1) ist ja (xo,yo) € ¢. Interessant ist
die Eindeutigkeit der zweiten Komponente. Man bemerke: dies korrespondiert dazu, dass (Fun2) die Essenz der
Funktionseigenschaft ist.

Was heiflt Eindeutigkeit zu zeigen: Wir miissen zeigen dass
Vz: (x0,2) €9 = 2=
Starten wir also mit der
— Voraussetzung: (xo,2) € ¢
und zeigen wir die
— Konklusio: 7 = yy

Dazu betrachten wir die Menge B = ¢ \ {(xo, yo)}. Wegen (xo, z) € ¢, ist B offensichtlich eine echte Teilmenge von
¢. Nun ist ¢ die kleinste Relation mit (3.1.1), (3:1.2), sprich es gilt (fiir beliebiges A)

Aerfillt LI AAerfillt 3I2) = A2¢

Die Kontraposition davon ist

A erfiillt 3.I.1) nicht v A erfiillt G T2) nicht < A2¢
Wegen A 2 ¢ & A C ¢ haben wir insbesondere (Modus Barabara)

A erfiillt (3.I.T) nicht v A erfiillt 3.1.2) nicht < AC¢

Wir sehen also, dass (Modus Ponendo Ponens) ,, B erfiillt (3.1.1)) nicht v B erfiillt (3.1.2) nicht*“.

Was wir dann zeigen, ist ,, B erfiillt (3.1.2) “. Damit folgt (Modus Tolendo Ponens), dass ,, B erfiillt (3.1.1) nicht*
gilt. Da von B auf ¢ ja nur ein Element fehlt, namlich (xg, z), und (xo, yp) in ¢ ist aber nicht in B, erhdlt man nun
unmittelbar (xo, z) = (X0, yo). Also ist z = yy.

@ Teil 2: Die Existenz einer zweiten Komponente fiir f(x) ist klar; wegen (3.1.2)) ist ja (f(x), g(»)) € ¢ wobei y so
gwihlt wurde dass (x,y) € ¢. Interessant ist — wiederum — die Eindeutigkeit der zweiten Komponente.

Was heif3it Eindeutigkeit zu zeigen: Wir miissen zeigen dass

Yz: (f(x),20) €d = z=gO)

Die Idee ist die Gleiche wie oben (ndmlich die Menge B = ¢ \ {(f(x), z)} zu betrachten), und das tatséichliche
Argument ist auch ein ganz dhnlicher Schmiah. Aber der logische Ablauf des Argumentes ist ein anderer, namlich
machen wir Beweis durch Kontraposition.

Wir starten mit der

— Voraussetzung: z # g(y)
und zeigen die

— Konklusio: (f(x),z) & ¢

Dazu betrachten wir die Menge B = ¢ \ {(f(x), z)}. Offensichtlich erfiillt B (3.1.1). Was wir dann zeigen, ist dass
B auch (3.1.2) erfiillt. Wir erhalten B 2 ¢, und damit B = ¢. Da B das Element (f(x), z) nicht enthilt, liegt es also
(auch) nicht in ¢.
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&

& Analyse des Beweises von Satz [3.1.2], Schritt 3:

Dieser Schritt ist eigentlich nur Routine. Wir miissen nachrechnen, dass die Funktion ¢ die verlangten Eigenschaf-
ten hat. Diese sind aber ohnehin schon — salopp gesagt — in die Definition hineingepackt.

Um sie tatsdchlich zu beweisen verwenden wir das Induktionsaxiom mit in offensichtlicher Weise definierten
Mengen M, ndmlich genau den Mengen wo das gilt was wir haben wollen. Auch das Nachpriifen der Pramisse
von (Nat3) ist straightforward. Was dabei passiert ist nur das hin-und-her Umschreiben von der Notation einer
Funktion als Relation bzw. Zuordnung, einsetzten der Definitionen, und einmaliges verwenden der Pramisse der
Implikation in der Pramisse von (Nat3). &

& Analyse des Beweises von Satz [3.1.2], Schritt 4:
Um den Eindeutigkeitsbeweis zu fiihren, erinnern wir uns an die Bedeutung der Schreibweise 3!, ndmlich

[ 3 (A A (Fy: AQ) = y = ) |

Wir haben ja schon eine Funktion ¢ gefunden die die verlangten Eigenschaften hat. Es bleibt also zu zeigen, dass
jede Funktion ¢’ mit den verlangten Eigenschaften schon gleich ¢ ist. Danach ist auch dieser Schritt Routine. Wir
verwenden das Induktionsaxiom in offensichtlicher Weise, wobei das Nachpriifen der Pramisse von (Nat3) wieder
straightforward ist.

In der durchgefiihrten Argumentation ist nirgends eingegangen, dass die Funktion ¢ tatsédchlich genau die in
Schritt 1 konstruierte ist, sondern nur dass sie die verlangten Eigenschaften hat. Wir konnten uns also auch auf die
dquivalente Beschreibung von 3! als

| @x: A A (72,3 A AAG) = x =) |

berufen. Der Eindeutigkeitsbeweis verliefe dann also nach dem Plan: Seien ¢, ¢’ zwei Funktionen mit den ver-
langten Eigenschaften gegeben, dann miissen wir ¢ = ¢’ zeigen (und die durchgefiihrte Induktion tut genau
dieses).

In der Situation von Satz [3.1.2] sagt man auch die Funktion ¢ ist durch die Gleichung ¢ o f = g o ¢ rekursiv
definiert.

Mit Hilfe des Rekursionssatzes erhalten wir nun leicht den folgenden Eindeutigkeitssatz.

3.1.3 Satz. Seien (X, xo, f) und (Y, yo, g) natiirliche Zahlen. Dann existiert eine eindeutige Funktion ¢ : X — Y
mit ¢(xp) = yo und ¢ o f = g o ¢. Diese Funktion ist bijektiv.

Beweis. Die erste Aussage, dass eine Funktion ¢ mit den beiden genannten Eigenschaften existiert und eindeutig
ist, erhdlt man gerade indem man den Rekursionssatz anwendet auf die natiirlichen Zahlen (X, x, f), und die
Menge Y mit ihrem Element yy und der Funktion g.

X——————-- =Y

fl 8

X—-—-—-—-—-—-- =Y
4

Wir miissen noch zeigen dass ¢ bijektiv ist. Dazu gehen wir darauf los eine Inverse zu ¢ zu konstruieren. Wendet
man den Rekursionssatz an auf die natiirlichen Zahlen (Y, yo, g), und die Menge X mit ihrem Element xy und der
Funktion f, so erhilt man eine Funktion ¢ : ¥ — X mit y/(yp) = xound o g = f o yr.

Y————w———>X

gl lf

y- - - —-———- > X
v

Die Funktionen idy : X — X und ¢ o ¢ : X — X haben die Eigenschaften idx(xg) = xo und idy of = f o idx bzw.
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Wod)(xo) =xound (Y od)o f=fo@og).

) ¢ . §
. Z
N
f f
6 7
X == Sx
Nach der Eindeutigkeitsaussage im Rekursionssatz, angewendet mit den natiirlichen Zahlen (X, xo, f), und der

Menge X mit ihrem Element xy und der Funktion f, folgt idy = i o ¢. Das analoge Argument, angewendet mit
idy und ¢ o ¥ zeigt idy = ¢ o . Wir haben also tatsichlich eine Inverse von ¢ gefunden, nimlich . O

& Analyse von Satz [3.1.3:

Der Eindeutigkeitssatz besagt dass je zwei Tripel die natiirliche Zahlen sind, sich nur durch eine Umbenennung
(die bijektive Funktion ¢) unterscheiden. Diese Umbenennung ist mit den ausgezeichneten Elementen vertriglich
(¢(x0) = yo)- Sprich, die Null ist hier wie da das Gleiche. Und die Umbenennung ist auch mit den Nachfolgerab-
bildungen vertriglich; es ist egal ob man in X den Nachfolger bildet und dann umbenennt, oder zuerst umbenennt
und dann in Y den Nachfolger bildet (¢ o f = g o ¢). Sprich, auch von einer Zahl zur néchsten iibergehen ist hier
wie da das Gleiche.

Wir kénnen also mit Fug und Recht sagen, dass natiirliche Zahlen im wesentlichen eindeutig sind. Daher
spricht man von den natiirlichen Zahlen, und fiihrt auch eine eigene Notation ein: N fiir die Menge, und 0 fiir
das ausgezeichnete Element. Die Nachfolgerabbildung wollen wir im Folgenden mit S bezeichnen. Weiters be-
zeichnen wir den Nachfolger S (0) des ausgezeichneten Elementes mit 1, den Nachfolger von 1 mit 2, und den
Nachfolger von 2 mit 3; entsprechend den Zahlworten Eins, Zwei, und Drei.

Bemerke dass, wegen (Natl) und (Nat2), die Elemente O, 1, 2, und 3, paarweise verschieden sind. Es gilt
0+#1,2,3dal,2,3 € S(N)aber 0 ¢ S(N). Da § injektiv ist, erhédlt man der Reihe nach auch 1 # 2, 1 # 3, und
2 # 3.

Im Folgenden werden wir immer diese Notation verwenden. &
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> Was heift hier im wesentlichen eindeutig

Man sagt oft ein Objekt mit vorgeschriebenen Eigenschaften ist im wesentlichen eindeutig, wenn es durch diese
Eigenschaften zwar nicht im strengen Sinne des Wortes eindeutig bestimmt ist, aber jedes andere Objekt mit
diesen Eigenschaften sich nicht wirklich davon unterscheiden kann. Meist heiflt das, genau so wie in obigem
Fall, dass je zwei Objekte durch eine Umbenennung die noch dazu alle wesentlichen Eigenschaften respektiert
ineinander transformiert werden konnen.

Je nach dem Kontext kann die Phrase im wesentlichen eindeutig auch etwas ein bisschen anderes bedeuten,
aber jedenfalls ist das obige Beispiel ein gutes Modell.

Als eine ganz typische Anwendung des Rekursionssatzes wollen wir erklidren was Iterierte einer Funktion sind.

3.1.4 Beispiel. Sei M eine Menge und f eine Funktion von M in sich. Dann kdnnen wir die folgenden Funktionen
konstruieren

i fof, fofof, fofofof, usw

Diese entstehen also durch fortgesetztes (man sagt auch iteriertes) Verkniipfen mit f.

Was heif3t hier ,,u.s.w.“ ? Es mag ja offensichtlich scheinen wie diese Phrase zu interpretieren ist, aber genauso
wie beim Anschreiben einer Menge mit ,,. .., ist es notwendig ,, u.s.w.” zu prizisieren. Und das ist genau was der
Rekursionssatz leistet.

Bezeichne mit F(M) die Menge aller Funktionen von M in sich. Wir wenden den Rekursionssatz an mit den
natiirlichen Zahlen (N, 0, S ), und der Menge F(M) mit ihrem Element id;; und der Funktion

{F(M) - F(M)
IT:
g — fog



62 CHAPTER 3. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

Das gibt uns eine eindeutige Funktion ¢ : N — F(M) mit den Eigenschaften ¢(0) = idy; und ¢ oS =T o ¢. Die
zweite Eigenschaft besagt gerade dass ¢(S (n)) = f o ¢(n) fiir alle n € N, und wir sehen dass

¢(1) = ¢(S0)) = fog0) = foidy =1, ¢Q2)=¢S)=fod(l)=/fof, usw

Also prdzisiert die Funktion ¢ tatsidchlich was wir uns unter den Iterierten von f vorstellen.
Man sagt ¢(n) ist die n-te Iterierte von f,und schreibt ™ fiir diese Funktion. o

Die folgende Aussage erklirt sehr gut die Natur des Induktionsaxioms (Nat3). Sie besagt, dass die natiirlichen
Zahlen durch fortgesetztes bilden des Nachfolgers vollstindig ausgeschopft werden (man erinnere sich an die
Eigenschaften (iii), (iv) in §3.1.1).

3.1.5 Proposition. Es gilt
(1) N={0}uS®).
(2) Fiir jedes n € N gilt n = S™(0). Insbesondere ist N = {S™(0) : n € N}.
Beweis. Wir erhalten beide Behauptungen wieder durch Anwendung von (Nat3).
Zum Beweis von (1): Betrachte die Menge
<+ M={0}USX).

— Primisse von (Nat3) Teil 1; 0 € M:
Nach Definition von M ist 0 € M.

— Primisse von (Nat3) Teil 2; Vne N:ne M = S(n) e M:
Sei uns n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass n € M, sprich, dass

n e {0} USN). (3.1.6)

Nun gilt stets S (n) € S(N) € N. Also ist die gewiinschte Konklusion S (n) € M wahr (wobei wir die Pramisse
(3:1.6) nicht einmal verwendet haben).

Der Beweis der Priamisse von (Nat3) ist abgeschlossen. Wir konnen also (Nat3) anwenden, schlieBen dass M = N,
und damit dass die Behauptung (1) gilt.

Zum Beweis von (2): Betrachte die Menge
S M={neN: n=S5"0)).

— Primisse von (Nat3) Teil 1; 0 € M:
Es ist S @(0) = idy(0) = 0 nach der Definition der O-ten Iterierten, also haben wir 0 € M.

— Primisse von (Nat3) Teil 2; Vne N:ne M = S(n) e M:
Sei uns n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass n € M, sprich, dass

n=5S"0). (3.1.7)
Dann erhalten wir, unter Verwendung von (3.1.7)), dass
S0 B 5(500) = (5 0 S)0) = 550),
also S(n) € M.

Der Beweis der Priamisse von (Nat3) ist abgeschlossen. Wir konnen also (Nat3) anwenden, schlieen dass M = X,
und damit dass die Behauptung (2) gilt.
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3.1.3 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Wir wollen nun das Prinzip der vollstindigen Induktion (kurz vollstindige Induktion, und synonym auch Indukti-
onsprinzip) diskutieren. Es ist eigentlich nichts anderes als eine Umformulierung von (Nat3).

3.1.6 Satz. Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Sei vorausgesetzt dass
(1) A(0) wahr ist,

und dass
(2) fiir jedes n € N die Implikation A(n) = A(S (n)) wahr ist.

Dann ist A(n) fiir alle n € N wahr.
[ (A(O) AVneN: A(n) = A(S (n))) = VYneN: An) ]

Die Voraussetzung (1) nennt man den Induktionsanfang, und (2) hei3t der Induktionsschritt. Die Pramisse der
Implikation in (2) nennt man die Induktionsvoraussetzung.

Beweis von Satz[3.1.6] Betrachte die Menge M = {n € N : A(n) ist wahr}. Dann gilt M C N nach Definition,
0 € M wegen (1) und S(M) C M wegen (2). Nach (Nat3) folgt M = X. Und das heiflit gerade dass A(n) fiir alle
n € N wahr ist. m]

& Analyse von Satz [3.1.6]:

Um sich von dem Induktionsprinzip nicht verwirren zu lassen, muss man es schon genau lesen. Auf einen ersten
— unachtsamen — Blick sieht diese Beweismethode ja etwas wundersam aus: Wir wollen zeigen dass A(n) wahr
ist, und nehmen A(n) dann als Voraussetzung an um irgendetwas abzuleiten. Wie kann da etwas Verniinftiges
herauskommen (wenn man als Voraussetzung nimmt was man eigentlich zeigen mochte)?

Dieses scheinbare Ritsel 148t sich rasch auflosen; man muss — wie immer — nur lesen was wirklich dort steht.

— Die Aussage die letzlich gefolgert wird ist dass A(n) fiir alle n € N gilt.

— Die Aussage die wir im Induktionsschritt als Voraussetzung nehmen ist das A(n) fiir das eine — beliebige, aber
uns fest vorgegebene — n wahr ist.

— Wir zeigen im Induktionsschritt nur eine Implikation! Wenn das eine A(n) wabhr ist, dann ist auch A(S (n)) wahr.
Wir zeigen, oder behaupten, beim Nachpriifen von Satz[3.1.6(2) nichr dass A(n) wirklich wahr ist.

Das ist gerade die Stirke des Induktionsprinzips, dass aus der Wahrheit einer Familie von Implikationen die
tatsdchliche Wahrheit aller Aussagen folgt, wenn nur der Induktionsanfang auch wahr ist (sprich, wenn nur jemand
den ersten Dominostein umwirft). &

3.1.7 Bemerkung. Warum konnen wir sagen, dass das Induktionsprinzip nichts anderes ist als eine Umformulie-
rung von (Nat3)? In Satz[3.1.6] haben wir gesehen dass das Induktionsprinzip folgt wenn man ein Objekt hat das
den Peano Axiomen geniigt. Nun gilt auch umgekehrt: Hat man ein Objekt mit (Natl), (Nat2), und sodass die
Aussage von Satz gilt, dann gilt fiir dieses Objekt auch (Nat3). Um das zu sehen, verwende einfach die
Aussage A(n) die besagt ,,n € M*. o
Man erkennt hier die herausragende Bedeutung des Induktionsprinzips: Es ist das einzige Beweismittel welches
wir von Anfang an zur Verfiigung haben um zu schliefen dass eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen gilt! Und
wenn man an die Beweise im letzten Abschnitt denkt, dort haben wir ja (Nat3) auch stindig verwendet.
Als Beispiel wollen wir ein paar Eigenschaften der Iterierten einer Funktion herleiten.

3.1.8 Lemma. Sei M eine Menge, und f : M — M eine Funktion.
(1) Fiir alle k € N gilt idy® = idy,.
(2) Fiir alle I,k € N gilt fO o f® = f(s"®),

(3) Ist f injektiv, so ist fiir jedes k € N auch f® injektiv. Analog: ist f surjektiv, so ist fiir jedes k € N auch f®
surjektiv.

In den néichsten beiden Punkten sei g : M — M eine Funktion mit f o g = g o f.
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(4) Fiir alle I,k € N gilt fO 0 g® = g® o fO,
(5) Fiiralle k € N gilt (f o )P = f® o g®,
Wendet man (4) an mit ,, f = g “, so erhdlt man insbesondere
(6) Fiiralle I,k € N gilt f0 o f®& = 0 o 0,
Weitere Eigenschaften sind
(7) Fiir alle 1,k € N gilt [ O] = [£®©]?.
(8) Fiir alle I,k € N gilt [f0]® = fis"170),
Beweis.
Zum Beweis von (1) : Wir machen Induktion nach k. Fiir k € N sei A(k) die Aussage
S A ide® = idy

— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Die 0-te Iterierte ist fiir jede Funktion gleich der Identitiit, also haben wir auch idy® = idy.

— Induktionsschritt; Yk € N: A(k) = A(S (k)):
Sei k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

idy® = idy (3.1.8)

Die gewiinschte Konklusion ist idS® = jdy.
Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.1.8)) und der Definition der Iterierten,

idyS® = idy oidy® = idyy® EL¥ iqy
Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6]zeigt dass die Aussage A(k) fiir alle k € N gilt.
Zum Beweis von (2) : Wir machen Induktion nach /. Fiir [ € N sei A(/) die Aussage

S A : VkeN: f0 o ph = fs0®)

— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Fiir = 0 ist /O = §® = idy. Fiir beliebiges k € N gilt also

O o 0 = idyof® = pH = f(idN<k>) _ f(S“”(k)).

— Induktionsschritt; Yl € N: A(l) = A(S ()):
Sei [ € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

Vk e N: f0 o p = f(s"®) (3.1.9)

Die gewiinschte Konklusion ist Yk € N: fS® o f® = f(s SOw)
Sei k € N vorgegeben. Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.1.9) und der Defini-
tion der Iterierten von f bzw. S,

FSD 6 (0 —[fo fD]o f® = fo[fDo () CAK) fo f(s<’><k>) - f(S(s<’><k)>) - f(s<5<’>>(k)).
Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6]zeigt dass die Aussage A(/) fiir alle [ € N gilt.
Zum Beweis von (3) : Wir machen Induktion nach k. Fiir k € N sei A(k) die Aussage

& A(k): f© ist injektiv
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— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Fiir k = 0 ist f® = idy, und daher injektiv.
— Induktionsschritt; Yk € N: A(k) = A(S (k)):
Sei k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

£ ist injektiv (3.1.10)

Die gewiinschte Konklusion ist f®) ist injektiv.
Es gilt, nach der Definition der Iterierten, f$®) = fo f®_Also ist tatsichlich f©® als Komposition injektiver
Funktionen auch injektiv.

Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6]zeigt dass die Aussage A(k) fiir alle k € N gilt.

Das fiir eine surjektive Funktion f alle Iterierten ebenfalls surjektiv sind sieht man genauso.
Zum Beweis von (4) : Wir zeigen zuerst die beiden Fille / = Qund / = 1.
% Fall 1; | = 0. Dieser Fall ist trivial, denn fiir jedes k € N gilt
FO 6 g0 — jdy 0g® = g® = ¢® o jgy = g® o FO.
% Fall 2; | = 1. Dieser Fall ist der essentielle Teil. Wir machen Induktion nach k. Fiir k € N sei A(k) die Aussage
¢ AK): fogh=gWof

— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Wegen dem schon gezeigten Fall 1, angewendet mit den Rollen von f und g vertauscht und ,,k = 1%, gilt

fog®=g0of
— Induktionsschritt; Yk € N: A(k) = A(S (k)):
Sei k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

Fogh=g®or (3.1.11)

Die gewiinschte Konklusion ist f o g8®) = gS®) ¢ £,
Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.1.11)) und der Definition der Iterierten,

fogl®=fo(gog")=(fog)og® =(g0f)ogh
=go(fog) BED go (W o) =(gog¥)of =g W0y,
Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6zeigt dass die Aussage A(k) fiir alle k € N gilt.

Der allgemeine Fall folgt nun unmittelbar. Seien [,k € N vorgegeben. Nach dem bereits gezeigten Fall 2 gilt
[g®] o f = f o [g®]. Wir konnen daher den bereits gezeigten Fall 2 anwenden mit den Daten ,, g, f, [ anstelle
von ., f, g, k. Dies zeigt [g®¥] o fO = fD o [g®].

Zum Beweis von (5) : Wir machen Induktion nach k. Fiir k € N sei A(k) die Aussage
S AR : (fog) =[P og®

— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Fiir k = 0 ist f® = g® = (f 0 g)® = idy.
— Induktionsschritt; Yk € N: A(k) = A(S (k)):
Sei k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

(fog)=f0og" (3.1.12)

Die gewiinschte Konklusion ist (f 0 g)$®) = f8®) o oSk,
Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.1.12)), der Definition der Iterierten, und der
schon bewiesenen Aussage (4),

(fog)5® =(fog)o(fog® ELD (fog)o(f®ogh)
—fo(gof®og® fo(fPog)ogh =(forfP)o(gogh)=fS® ogs®,
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Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6]zeigt dass die Aussage A(k) fiir alle k € N gilt.

Zum Beweis von (6) : Es gilt trivialerweise f o f = f o f. Also kdnnen wir tatsichlich den schon bewiesenen Teil
(4) anwenden.

Zum Beweis von (7) : Wir machen Induktion nach k. Fiir k € N sei A(k) die Aussage

f(k)
— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Es ist [f®]” = idy und, nach dem bereits bewiesenen Punkt (1) auch [ f©]? = idy® = idy.

— Induktionsschritt; Yk € N: A(k) = A(S (k)):
Sei k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

vieN: [fO1° =0 (3.1.13)

Die gewiinschte Konklusion ist VI € N: [f0]¢® = [ps®7]?,
Sei / € N vorgegeben. Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.1.13), der Definition
der Iterierten, und der schon bewiesenen Aussage (5),

® ®
=[]

$ A : YleN: [

e R Y e R A A R Vil

Das Induktionsprinzip Satz zeigt dass die Aussage A(k) fiir alle k € N gilt.

Zum Beweis von (8) : Wir machen Induktion nach k. Fiir k € N sei A(k) die Aussage

& Atk V1eN: [f01® = fis01"o)
— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Esist [f?]” = idy und auch £(5"17©) = £O — g

— Induktionsschritt; Vk € N: A(k) = A(S (k)):
Sei k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

vie N: [f01% = 5017 0) (3.1.14)

(Sk))
Die gewiinschte Konklusion ist ¥/ € N: [f0]S® = f(is"1°" @),
Sei [ € N vorgegeben. Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.1.14)), der Definition
der Iterierten, und der schon bewiesenen Aussage (2),

Fis770) 2 (50615 1)0) = (501517 @)) @ 40 5T 0) BB 1y o (1 p0]®) = [p016®)

Das Induktionsprinzip Satz zeigt dass die Aussage A(k) fiir alle k£ € N gilt.

Wir werden im wiederholt auch die folgenden Eigenschaften der Nachfolgerabbildung verwenden.

3.1.9 Lemma. Seien n,k € N.

(1) Istn = S®m), so folgtk = 0.
(2) Ist SPn) = 0, so folgt k = n = 0.

Im Beweis dieses Lemmas werden wir ein Beweisprinzip kennenlernen das bisher noch nicht aufgetreten ist,
nidmlich das des indirekten Beweis (auch Widerspruchsbeweis oder Reductio ad absurdum). Diese Schlussweise
ist komplexer als die bisher kennengelernten Beweismethoden des direkten Beweises, Beweises durch Fallunter-
scheidung, und Beweises mittels Kontraposition. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich im Anschluss.

@ Wieder einmal ist die Terminologie nicht uniform. In mancher Literatur wird das was wir ,,Beweis durch
Kontraposition*“ genannt haben, als ,, indirekter Beweis *“ bezeichnet. Und fiir das was wir hier ,, indirekter Beweis *
nennen werden, sagt man ausschlielich ,, Widerspruchsbeweis ““.
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Also, immer aufpassen was gemeint ist! Sorry, aber so ist es nun einmal: man muss einfach immer verstehen
was wirklich passiert, dann kdnnen einem solche Notationsverwirrungen nicht beeindrucken.

Wabhrscheinlich wére es besser gleich immer die — deskriptive und uniforme — englische Bezeichnung zu
verwenden, wo man eigentlich immer von ,, proof by contraposition‘ bzw. ,, proof by contradiction spricht. ®

Beweis.

Zum Beweis von (1): Seien uns n, k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt, dass n = § ®(n). Wir berechnen, mit
Hilfe von Lemma[3.1.8(6),

$W0) =n=85%m) =D ) =[SV 050 = [ 0 $U)(0) = (S V() = S (K.
Nach Lemma 3) ist die Funktion S injektiv. Also folgt k = 0.

Zum Beweis von (2): Sei vorausgesetzt, dass S ®(n) = 0. Wir zeigen zuerst k = 0. Dazu sei indirekt angenommen,
dass k # 0. Sei K’ € N mit k = S(k), dann gilt

0=50(m) = sE) () = §(s® ().

Insbesondere ist 0 € S(N). Dies ist eine Widerspruch, da wir wissen dass 0 ¢ S (N). Also muss k = 0 sein.

Nun zeigen wir, dass auch n = 0. Dazu bemerke dass
SWm) =[S 0 5™](0) = [ 0 S©](0) = S (k).

Also bekommen wir aus dem schon gezeigten Beweisteil (angewendet mit n und k anstelle von k und n), dass
n=0.

& Analyse einer Vorgangsweise im Beweis von Lemma 2):
Wir haben zu zeigen dass die Implikation ,,S ®(n) = 0 = k = 0 gilt. Dazu argumentieren wir wie folgt:

@ Sei vorausgesetzt, dass § ®(n) = 0.
@ Sei indirekt angenommen, dass k # 0, und wihle k' € N mit k = S (k').
® Dann gilt, mit Hilfe von Lemma [3.1.8]2),
02 50 2 s6®) ) 2 5(s®(0)).
Insbesondere ist 0 € S (N).
Danach sagen wir:

@ Dies ist eine Widerspruch, da wir wissen dass 0 ¢ S ().

und behaupten dass damit der Beweis von ,,k = 0* abgeschlossen ist.
Wieso konnen wir das schlieen ? Nun, wir haben eine Implikation gezeigt:

SO =0rk20 = 0eS®)

Die Konlusion dieser Implikation ist, wegen (Nat2), falsch. Also muss auch die Pramisse der Implikation falsch
sein. SchlieBlich ist ,,~(S®(n) = 0 A k # 0)* dquivalent zu ,,S® () = 0 = k = 0*; man erinnere sich an die

Tautologie ((17)) aus §1.1.2. &

Die formale Grundlage des indirekten Beweises (Widerspruchsbeweises) ist wie folgt.

> Ein indirekter Beweis (Widerspruchsbeweis) funktioniert so:

Wir gehen davon aus, dass die zu beweisende Aussage (zum Beispiel im obigen Schritt 2) bereits in dem
Sinne analysiert wurde, dass es klar ist was die zur Verfiigung stehenden Voraussetzungen sind, und was die
zu zeigende Behauptung ist. Wollen wir diese Voraussetzungen als A und diese Behauptung als B bezeichnen.
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@ Man zeigt, dass eine Implikation A A =B = F wabhr ist, wo F einfach irgendetwas ist von dem wir wissen
dass es falsch ist.

Was nun folgt, ist die formallogische Argumentation dass damit der Beweis tatsdchlich abgeschlossen ist.
® Man wendet den Kontrapositionssatz an, wodurch man =F = —(A A —B) erhiilt.

® Man wendet den Modus Ponendo Ponens an, nachdem man aus der Wahrheit von —F und der Wahrheit
obiger Implikation auf die Wahrheit von =(A A —=B) schlieen kann.

©® Nun erinnert man sich dass —(A A —B) dquivalent zu A = B ist, cf.|(17)} Also hat man A = B erhalten.

® Man wendet den Modus Ponendo Ponens an, nachdem man aus der Wahrheit von A und der Wahrheit der
Implikation A = B auf die Wahrheit von B schlielen kann.

Die Stirke eines indirekter Beweises liegt darin, dass

— man die Aussage A A =B als Voraussetzung zur Verfiigung hat. Und nicht nur A wie bei einem direkten
Beweis, bzw. nur =B wie bei einem Beweis mittels Kontraposition.

— man vollige Freiheit in der Wahl der falschen Aussage F hat. Sie muss — und wird meistens auch — gar nichts
mit den gerade betrachteten Dingen zu tun haben. Ein Klassiker wire ,,0 = 1%, oder,,a e M Aa ¢ M*
(wobei es ganz egal ist was a und M sind).

Meistens, wie auch in obigem konkreten Beweis, wird F irgendetwas von der Gestalt C A =C sein; was
janach dem Satz vom Widerspruch ganz sicher falsch ist, ganz unabhiéngig davon was C ist und welchen
Wahrheitswert C hat (sprich, man muss nicht einmal etwas iiber C wissen).

Die Schwiiche eines indirekter Beweises liegt darin, dass
— man oft keine Idee bekommt warum das nun eigentlich wirklich funktioniert.

Fiihrt man einen Existenzbeweis indirekt, so erhilt man eine reine Existenzaussage die meist keinen Anhalts-
punkt gibt wie ein gewiinschtes Objekt wirklich aussieht; im Gegensatz zu einem direkten Beweis einer Exi-
stenzaussage, wo man ein gewiinschtes Objekt tatsdchlich konstruieren muss. Das ist in gewissen Sinn natiirlich
eine Schwiche des indirekten Beweisprinzipes, andererseits aber auch eine Stirke. Ndmlich hat man ein In-
strument mit dem man Existenz pathologischer Objekte zeigen kann.

Geht man darauf los einen indirekten Beweis zu fiihren, so sollte man das immer klar und deutlich ankiindi-
gen. Zum Beispiel sagt man: ,, Sei indirekt angenommen dass B falsch ist.“ (im Englischen sieht man oft die,
noch deskriptivere, Formulierung: ,, Assume, towards a contradiction, that B is false. ). Sagt man nur ,, sei an-
genommen dass B falsch ist*, so ist es potentiell unklar ob nun auch vorausgesetzt wird dass A gilt oder nicht,
sowie ob man konkret —=A beweisen muss oder nur irgendetwas wahllos falsches ableiten mochte (sprich, ob
man auf einen Beweis durch Kontraposition oder einen indirekten Beweis losgeht).

> Was heilt hier -- umgangssprachlich -- pathologisch:

Unter einem pathologischen Objekt versteht man iiblicherweise ein Objekt mit so richtig schlechten Eigen-
schaften, dass sich typischerweise auch noch jeglicher Vorstellungskraft entzieht, aber gemeinerweise trotzdem
existiert.

Zum Beispiel: Man wiirde sich wiinschen dass eine schone, ins Bild passende und obendrein praktische,
Aussage gilt. In allen Beispielen an die man nur denken kann tut sie das auch. Aber leider: es existiert ein
komisches, vollig unanschauliches, und ziemlich sicher in allen angedachten Anwendungen nicht auftretendes
Objekt, fiir das die Aussage eben nicht gilt.
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3.2 Die Anordnung der natiirlichen Zahlen

3.2.1 Motivation

Hat man zwei Schafherden und mochte wissen welche groBer ist, so kann man das folgende Verfahren
durchfiihren:

Man nehme je ein Schaf von jeder der beiden Herden, und fiihre sie auf einen anderen Platz wo
sie dann — wieder getrennt — stehen bleiben. Dies wiederhole man solange bis von einer der beiden
Herden keine Schaf mehr iibrig ist.

Jene Herde die komplett iibersiedelt wurde ist dann die kleinere, und jene von der noch etwas librig ist die grofere.
Natiirlich kann es auch sein, dass beide Herden komplett iibersiedelt wurden, dann sind sie gleich groB3.

Nun stellen wir den Originalzustand wieder her, sprich, wir fiihren die grolere Herde wieder zusammen. Was
passiert dabei: Wir starten mit dem Teil der Herde der gleich grof3 zu der kleineren Herde ist, und fiihren ein Schaf
des tibriggebliebenen Teiles nach dem anderen dazu, solange bis auch diese Herde komplett iibersiedelt ist.

Wir sehen, dass eine Herde grofer ist als eine andere, wenn sie durch wiederholtes dazugeben von Schafen zu
einem Teil von ihr ensteht, welcher gleich grof3 zu der anderen Herde ist.

3.2.2 Formalisierung und Eigenschaften

3.2.1 Definition. Sei < die wie folgt gegebene Relation auf N:
<={(mn)eNxN: JleN:n=SPm)).
Wir schreiben < fiir die Relation < \ Ay o

Wir werden im Folgenden nahezu ausschlieBlich die Schreibweise ,,m < n* verwenden. Die Notationen > und >
sind definiert als
n>m & m<n, n>m & m<n.

& Analyse von Definition [3.2.1]:
Es gilt m < n per definitionem genau dann, wenn 3/ € N: n = S®(@m). Sprich, wir erhalten die (dann die

groflere heilende) Zahl n durch wiederholtes libergehen zu dem Nachfolger ausgehend von der (dann die kleinere
heillenden) Zahl m.

Da wir auch ! = 0 erlauben, ist es hier auch erlaubt dass n und m gleich groB3 sind. Wollen wir Gleichheit
ausschlieBlen, so verwenden wir das eigenstindige Symbol <; es gilt ja, per definitionem, m < n genau dann,

wenn m < nund m # n. &

3.2.2 Satz. Die Relation < hat die folgenden Eigenschaften.

(1) FiiralleaeNgilta<a. (Reflexivitit)
(2) Sinda,b € Nund gilta <bundb < a, so folgta=0>b. (Antisymmetrie)
(3) Sind a,b,c e N und gilta < bundb < c, so folgta < c. (Transitivitit)

Sei M C N. Ein Element x, von M heif3t kleinstes Element von M, wenn fiir jedes Element x von M die Beziehung
xo < x gilt.

[xoeM/\VxeM: x()Sx]

Analog heift ein Element xy von M grofites Element von M wenn fiir jedes Element x von M die Beziehung x < xg
gilt.

[xoeM/\VxeM: xSxo]

(4) Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein beziiglich < kleinstes Element. (Wohlordnung)

(5) Ista € N\ {0} so existiert genau eine Zahl b € N sodass a das kleinste Element (3! Vorgiinger)
der Menge {n e N : b < n} ist.

Fiir dieses Element b gilt a = S (b), und b ist das grofite Element der Menge
{(neN: n<al.
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Beweis.

Zum Beweis der Reflexivitdt: Es gilt S© = idy, und damit n = S ©(n) fiir jede Zahl n € N. Also haben wir stets
n<n.

Zum Beweis der Antisymmetrie: Seien m,n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass m < nund n < m. Wir

miissen zeigen, dass n = m.
Wihle [ € N mit n = S ?(m), und wihle k € N mit m = S ®(n). Dann gilt, mit Lemma|3.1.8(2),

n=80m) = SO Ony) = s ©) ),
Nach Lemma 1) folgt S ®(k) = 0, und nach Lemma 2) folgt I = k = 0. Damit ist n = m.

Zum Beweis der Transivitdt: Seien m,n,k € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt dass m < n and n < k. Wihle
I € Nmitn =S?P(m)und j € N mit k = §Y(n). Dann gilt, nach Lemma 2),

k=SPn) = S(j)(s(/)(m)) = S(Sm(l))(m),
und wir sehen dass m < k.

Zum Beweis der Wohlordnungseigenschaft: Eine Teilmenge M von N ist nichtleer, genau dann wenn es eine Zahl
n € N gibt mit n € M. Die Wohlordnungseigenschaft

[VMQN,Mi(Z)EIxOEMVxEM: xOSx]

ist daher dquivalent zu der folgenden Eigenschaft:

(4) Fiir jede Zahl n € N und jede Teilmenge M von N die diese Zahl n enthilt, hat die Menge M ein kleinstes
Element.
[VneNVMCN:ne M= (Ixge MVxe M: x < x) |

Man kann sich hier eine Fallunterscheidung in die folgenden, sich iiberlappenden aber gemeinsam alle potentiellen
Moglichkeiten abdeckenden, Fille vorstellen:

R Fall1;0e M.
R Fall2; 1 e M.
R Fall 3;2 € M.

Der Vorteil der dquivalenten Formulierung (4') ist, dass wir nun eine Aussage zeigen miissen die mit einem
Allquantor ,,Vn € N* anfiingt, und wir daher das Werkzeug der vollstandigen Induktion einsetzen kdnnen.

Wir machen Induktion nach n. Fiir n € N sei A(n) die Aussage
¢ An): YMCN:neM= (Ix)€ MYxeM: x) < x)

— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Wir zeigen, dass 0 kleinstes Element von N ist. Sei m € N vorgegeben. Nach Proposition 3.1.5(2) gilt m =
S (0), also 0 < m.

Insbesondere folgt nun: Ist M € N mit 0 € N, so ist 0 kleinstes Element von M.
— Induktionsschritt; Yn € N: A(n) = A(S (n)):
Sei uns n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

VMCN:neM= (Ixoe MYxeM: x < x) (3.2.1)

Die gewiinschte Konklusion ist VM CN: S(n) e M = (EI Xo € MV¥xe M: xy < x).
Sei uns M € N mit S (n) € M vorgegeben. Wir machen eine Fallunterscheidung.

% Fall 1; 0 € M. Ist 0 € M, dann ist, wie wir im Beweis des Induktionsanfanges schon gesehen haben, 0
kleinstes Element von M.



3.2. DIE ANORDNUNG DER NATURLICHEN ZAHLEN 71

% Fall 2; 0 ¢ M. Wir betrachten die Menge S ~'(M). Es gilt wegen Proposition 1) dass M C S(N), und
damit
M =SS~ (M)). (3.2.2)

Wegen S (n) € M haben wir n € S~'(M). Nach der Induktionsvoraussetzung (3:2.1), angewendet auf die
Menge S ~' (M), hat S~ (M) ein kleinstes Element; nennen wir es xo.

Wir zeigen nun, dass S (xg) kleinstes Element von M ist. Zuerst gilt wegen (3.2.2)) dass S (xg) € M. Sei x € M
vorgegeben. Wieder wegen (3.2.2) konnen wir ein Element y € S~!(M) wihlen, sodass x = S(y). Nun gilt
xo <, sprich, es existiert / € N mit y = § ?(x). Damit ist, unter Verwendung von Lemma 6),

x=50)=S8E"x0) =[S 0SP](x0) = [S? 0 S](x0) = SP(S (x0)),
also haben wir S (xp) < x.

Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6] zeigt dass die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr ist, und damit dass die Wohl-
ordnungseigenschaft gilt.

Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit eines Vorgdngers: Sei a € N \ {0} vorgegeben. Dann ist a € S(N), und
daher existiert eine Zahl b € N mit S(b) = a. Da § injektiv ist, ist b eindeutig durch diese Eigenschaft bestimmt
(Achtung: das ist nicht die Eindeutigkeitsaussage in der Behauptung des Satzes!).

Wir zeigen, dass a das kleinste Element der Menge M;; ={neN: b<n}ist. Zuerstista = S(b), also b < a.
Nach Lemma 1) ista # b und wir sehen dass b < a. Sei nun n € M; vorgegeben. Sei / € N mitn = SO(b).
Dan # b, haben wir [ # 0. Daher finden wir I’ € N mit [ = S (I’). Es folgt

n=50b) =S b) =[S 0 SO)B) =SS B) = 5V (@),

alsoa < n.

Betrachte nun die Menge M, = {n € N : n < a}. Wie wir schon wissen, gilt b < a. Also ist b € M. Sei nun
n € M; vorgegeben, und sei [ € N mita = S¥(n). Dan # a, haben wir [ # 0. Sei I/ € N mit [ = S('). Dann ist
Sh)y=a=S5%n) =SS xn) =56 (n).Das injektiv ist, folgt b = S (n), und damit n < b.

Es ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei " € N eine Zahl, sodass a das kleinste Element der Menge M, =
{n e N: b < n}ist. Klarerweise ist &’ < S (b'). Nach Lemma[3.1.9(1) ist ' # S (b’), und wir erhalten S (b)) € M.
Daher folgt a < S(b’). Andererseits ist a = S(b") mit einem [ € N \ {0}. Mit ' € N sodass [ = S(I’) gilt also
a=S8Dwp) =SESO@)) =85S (b)), und damit S (»') < a. Wir schlieBen, dass a = S (b’'). Daauch a = S (b),
folgt damit dass b’ = b.

& Analyse von Satz 5):
In Satz 5) haben wir drei Eigenschaften einer Zahl b € N.

(A) bistso, dass a das kleinste Element der Menge M, = {n € N : b < n} ist.
(B) a=S().
(C) bistdas groBte Element der Menge M, = {n € N: n < a}.
Die Behauptung von Satz[3.2.7]5) ist:
(1) Es gibt eine Zahl mit der Eigenschaft (A).
(i1) Je zwei Zahlen mit der Eigenschaft (A) sind gleich.
(iii) Die Zahl mit der Eigenschaft (A) hat auch die Eigenschaft (B).
(iv) Die Zahl mit der Eigenschaft (A) hat auch die Eigenschaft (C).
Was wir dann zeigen ist:
— Es gibt eine Zahl mit der Eigenschaft (B).

— Je zwei Zahlen mit der Eigenschaft (B) sind gleich.
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— Die Zahl mit der Eigenschaft (B) hat auch die Eigenschaft (A).

— Die Zahl mit der Eigenschaft (B) hat auch die Eigenschaft (C).

Bemerke: Da eine Menge hochstens ein grofites Element haben kann, sind auch je zwei Zahlen mit der
Eigenschaft (C) gleich.

Damit haben wir bewiesen, dass es eine Zahl gibt die alle drei Eigenschaften (A), (B), (C) hat, und dass je zwei
Zahlen mit (B) bzw. auch je zwei Zahlen mit (C) gleich sind. Diese Eindeutigkeitsaussagen sind gut zu wissen,
aber nicht das was in (ii) behauptet wurde.

Was wir dann zeigen ist:

— Jede Zahl mit der Eigenschaft (A) hat auch die Eigenschaft (B).

Damit haben also je zwei Zahlen mit der Eigenschaft (A) beide auch die Eigenschaft (B), und sind daher gleich.
Wir haben die Eindeutigkeitsaussage des Satzes, sprich fiir (A), also liber den Umweg der Eindeutigkeitsaussage
fiir (B) gezeigt. &

3.2.3 Bemerkung. Allgemein nennt man eine Relation < auf einer Menge M eine Ordnungsrelation, wenn sie
reflexiv, antisymmetrisch, und transitiv ist.

Eine Ordnungsrelation < auf einer Menge M heifit eine Totalordnung, wenn
(TOrd) Firallea,b e M gilta <b oderb < a,
und sie heilit eine Wohlordnung, wenn
(WOrd) Jede nichtleere Teilmenge von M hat ein beziiglich < kleinstes Element.

¢

@ Manchmal spricht man von einer Ordnungsrelation auch als einer partiellen Ordnung, und von einer Total-
ordnung als einer Ordnung. Das kann Anlass grober Verwirrung sein! Also, immer aufpassen was der Autor nun
wirklich meint.

Der Ursprung dieser Gepflogenheit liegt wohl in der Geschichte begriindet. Die Ordnungsrelationen auf den
bekannten Zahlen sind Totalordnungen, und man hat von jeher von Ordnungen gesprochen. Irgendwann ist man
dann Relationen begegnet die auch irgendwie eine Ordnung ausdriicken, aber keine Totalordnung sind. Daher hat
man dann von partiellen Ordnungen gesprochen. ¢

& Ordnungrelationen sind, neben Aquivalenzrelationen, ein sehr wichtiger Typ spezieller Relationen die oft auf-
treten, sehr viele Eigenschaften haben, und zu etlichen interessanten weiteren Begriffsbildungen und Erkenntnis-
sen fiihren. Der Begriff der Wohlordnung spielt zum Beispiel in der Mengentheorie eine herausragende Rolle. &>

3.2.4 Bemerkung. Eine Form der Wohlordnungseigenschaft die hiufig verwendet wird ist die sogenannte descen-
ding chain condition, kurz, (DCC). Sie besagt:

Sei f : N — N eine Funktion mit der Eigenschaft dass
YneN: f(S(n) < f(n)

Dann existiert ng € N mit f(n) = f(ny) fiir allen € N, n > ny.

Dies sieht man mit einem induktiven Argument ein. Die Essenz des Argumentes ist das Folgende: Betrachte die
Menge M = {f(n) : n € N}. Diese Menge ist nichtleer, hat also ein kleinstes Element; nennen wir es xy. Da
Xo € M, finden wir ny € N mit xy = f(ng). Nun gilt, da xo < f(n) fiir alle n € N, dass

xo < f(S(no)) < f(no) = xo,

und damit f(S (n)) = xo = f(no). ¢
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3.2.3 Das starke Induktionsprinzip

Wir wollen nun eine Variante des Prinzips der vollstdndigen Induktion angeben, die manchmal auch starkes In-
duktionsprinzip genannt wird.

3.2.5 Satz. Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Wenn
(1) fiir jedes n € N die Implikation (Ym € N,m < n: A(m)) = A(n) wahr ist,

dann ist A(n) fiir alle n € N wahr.
[ (vn e N: (Vm € N.m < n: A(m)) = A(n)) = VneN: A@n) |

Beweis. Wir verwenden Beweis durch Kontraposition.

Bezeichne mit M die Menge M = {n € N : A(n) ist falsch}, und sei vorausgesetzt dass M # 0; das ist
gerade die Negation von Yn € N: A(n). Da N wohlgeordnet ist, hat M ein kleinstes Element, nennen wir es ng.
Dann ist also A(ng) falsch, aber fiir alle m < ng die Aussage A(m) nicht falsch, sprich, wahr. Wir haben eine Zahl
gefunden, namlich ng, sodass die Pramisse der Implikation in (1) wahr ist, ihre Konklusion jedoch falsch. Also ist
die Implikation in (1) fiir dieses ng falsch. Also ist (1) falsch. O

& Analyse von Satz [3.2.5:

Als erstes wollen wir anmerken, dass der Induktionsanfang Satz [3.1.6[1) in dieser Formulierung nur scheinbar
verschwunden ist. Namlich muss ja die Implikation in Satz [3.2.5(1) auch fiir das kleinste Element von N, sprich
fiir 0, gelten. Fiir n = 0 ist die Prdmisse der Implikation stets wahr (da es ja gar keine m mit m < n gibt). Man
konnte die Voraussetzung Satz[3.2.5|1) also ersetzen durch das dazu équivalente Paar von Bedingungen

(1) A(0) ist wahr;
(2) fiir jedes n € N\ {0} ist die Implikation (Ym € N,m < n: A(m)) = A(n) wahr.

Die Formulierung Satz [3.2.5] des Induktionsprinzips ist aus zwei Griinden von Interesse. Einerseits gilt diese
Formulierung, wie man durch betrachten des Beweises sieht, sogar fiir jede wohlgeordnete Menge anstelle von N.
Von dieser Verallgemeinerung auf beliebige wohlgeordnete Mengen spricht man auch als transfinite Induktion.

Andererseits ist es ,,leichter den Induktionsschritt zu beweisen; deswegen spricht man auch vom starken
Induktionsprinzip. Das Werkzeug Satz ist also méchtiger als Satz

Woran liegt das ? Wir haben in Satz[3.2.5]als Induktionsvoraussetzung, sprich als Priamisse der Implikation in
Satz[3.2.3(1), dass die Aussage A(m) fiir alle m < n gilt. Den Induktionsschritt Satz [3.1.6(2) konnte man auch so
formulieren:

(2") Fiir n € N\ {0} bezeichne mit 7' (n) den Vorgidnger von n. Dann ist fiir jedes n € N \ {0} die Implikation
A(T (n)) = A(n) wahr.

Wir haben als Pramisse also nur dass A(m) fiir die eine unmittelbar vor n liegende Zahl gilt. Und ist die Primisse
schwicher und die Konklusion gleich, so ist die Implikation stirker, also potentiell auch schwerer zu zeigen.

Man erinnere sich hier an den Modus Barbara: Die Priamisse in Satz @Kl), nennen wir sie A, impliziert
die Pramisse in Satz[3.1.6(2), nennen wir sie B. Wenn wir die Implikation Satz [3.1.6[2), das ist also B = A(n),
beweisen konnen, dann wissen wir nach dem Modus Barbara dass auch A = A(n) wahr ist. Sprich, wenn wir es
schaffen Satz anzuwenden, dann hitten wir es auch geschafft Satz anzuwenden (bedenke, wie oben
angemerkt, dass Satz[3.2.3(1) ja auch Satz[3.1.6(1) impliziert).

Man sollte hier schon anmerken das, letzlich, Satz und Satz dquivalent sind. Die Implikation
,»Satz [3.2.5]= Satz [3.1.6] ist dabei klar (wir haben sie im letzten Absatz ja erklirt). Fiir die umgekehrte Im-
plikation muss man etwas mehr investieren. &

> Was heilt hier starker:

Man sagt oft ein Satz ist stdrker als ein anderer, wenn er diesen anderen in recht einfacher Weise impliziert.

Hat man zwei dquivalente Sitze, sagen wir Satz 1 und Satz 2, dann sagt man manchmal Satz 1 ist der
stirkere der beiden, wenn die Implikation ,,Satz 1 = Satz 2* recht einfach zu beweisen geht, die umgekehrte
Implikation ,, Satz 1 < Satz 2* aber schwieriger ist.
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3.3 Algebraische Operationen

3.3.1 Motivation
Die Aufgabe; Teil 1:

Von unserer Schaftherde ist ein Teil im Laufe des Tages auf eine Nachbaralm gewandert. Wir wollen sie jetzt wieder
zusammenfiihren und dabei gleich nachpriifen ob noch alle da sind. Natiirlich kénnte man den ausgerissenen Teil
der Herde einfach heriibertreiben, dabei verliert man aber leicht den Uberblick wieviele es wirklich sind.

Wir gehen so vor: wir stellen den Teil der zuhause geblieben ist schon in einer Reihe auf, und fiihren dann von
der Nachbaralm eines nach dem anderen heriiber und stellen es dazu. Wenn wir damit fertig sind, ist die Reihe
hoffentlich so lang wie es der Gesamtgrofle der Herde entspricht.

(i) Wir beginnen mit einer gewissen Anzahl, und gehen, einer gewissen anderen Anzahl entsprechend oft,
schrittweise immer wieder zum Nachfolger iiber, solange bis wir unsere gesamt vorhanden Anzahl erreicht
haben.

Die Aufgabe; Teil 2:

Heute kommen Gewitter; unsere Herde muss auf die untere Alm. Nachdem wir sie heruntergetrieben haben, stellt
sich die gleich Frage wie vorher: Sind noch alle da ? Die untere Alm ist wohl geschiitzter, aber leider auch kleiner.
Darum geht es sich nicht aus, in bewéhrter Weise alle in eine Reihe zu stellen.

Wir gehen so vor: Wir stellen einmal ein paar in eine Reihe, so dass es sich gemiitlich ausgeht. Dann machen
wir parallel dazu eine zweite Reihe, wo wir genauso viele hinstellen. Dann eine dritte, und so weiter bis alle einen
Platz haben. Zufilligerweise geht es sich gerade aus, dass auch die letzte Reihe voll ist, und wir haben ein volles
Rechteck. Nun wissen wir wieviele in jeder Reihe stehen, und es ist leicht zu zdhlen wieviele Reihen es gibt.

(i) Die Herde ist in eine gewisse Anzahl von gleich groflen Teilen aufgeteilt. Wir wissen wie grof} die Teile
sind, und wieviele Teile es sind. Wie bekommen wir daraus die Gesamtanzahl ?

3.3.2 Die Addition

Es ist einfach, dass im obigen §3.3.1 genannte Prozedere (i) zu formalisieren.

3.3.1 Definition. Wir definieren eine Funktion + : N X N — N als

NxN —» N
(m,n) S(”)(m)

Wir bezeichnen + als die Addition auf N und schreiben m + n fiir + (m, n). ¢

& Die Nachfolgerabbildung S schreibt sich mit Hilfe der Operation + nun per definitionem als S(n) = n + 1.
Also modelliert die Addition tatsichlich das n-fache schrittweise Ubergehen zu Nachfolgern von m.

Die Funktion + hat etliche Eigenschaften die regeln wie man mit ihr umgehen kann. Man spricht von Rechenregeln
fiir die Addition oder auch Rechengesetzen.

3.3.2 Satz. Die Operation + hat die folgenden Eigenschaften.

- Fiirallea,b,c e Ngilt (a+b)+c=a+ (b+c). (Assoziativgesetz)

— Fiirallea,b e Ngilta+b=b+a. (Kommutativgesetz)

— Sind a,b,c e Nund gilta+c =b+c, sofolgta=">b. (Kiirzungsregel)

— Fiir jedesaeNista+0=0+a=a. (Existenz eines neutralen Elementes)

Beweis. Als erstes bemerken wir, dass nach Proposition [3.1.5(2) fiir je zwei Zahlen m,n € N

m+n=8"m)=85"S"0) =[S o5™]0). (3.3.1)

Damit lassen sich die genannten Rechenregeln nun leicht herleiten.
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Zum Beweis der Assoziativitit: Seien a, b, ¢ € N vorgegeben. Dann haben wir, mit (3:3.1) und Lemma [3.1.8(2),
(a+b)+c=[5905@P)0) =[O 05sEE D))
=[5 05® 0 5(“©))0) = [§© 0 5B 6 5@ 0 $O](0) = [ 0 5P 0 $@](0)
a+ (b + C) — [S(b+c) ° S(a)](o) — [S (S(L')(S(b)(()))) ° S(a)](o)
=[5© 0 5670) 6 §@]0) = [S© 0 5P 6 5O 6 §@](0) = [S© 0 5 0 §@)(0)

Zum Beweis der Kommutativitdit: Seien a,b € N vorgegeben. Dann folgt, mit (3:3.T) und Lemma 6),
a+b=[S?0o8590) =[S o5P](0)=b+a.

Zum Beweis der Kiirzungsregel: Sei vorausgesetzt dass a + ¢ = b + ¢. Dann ist, nach Definition der Operation +
also S ©(a) = S©(b). Wegen der Injektivitit, man erinnere sich an Lemma 3), folgt a = b.

Zum Beweis der Existenz eines neutralen Elementes: Wegen S© = idy gilt
a+0=S5%@0) =idu(a) = a.
Nun folgt, mit Hilfe der schon bewiesenen Kommutativitit, dass auchO+a =a + 0 = a.
O
3.3.3 Bemerkung. Eine algebraischen Operation (wie bei uns +) hat hochstens ein neutrales Element. Denn sind
e; und e, neutrale Elemente, so gilte; = e; +e; = e5. ¢
3.3.3 Die Multiplikation

Nun wollen wir das im obigen §3.3.1 genannte Prozedere (ii) formalisieren.

3.3.4 Definition. Wir definieren eine Funktion - : N X N — N als

f NXN — N
s (5™)70)
Wir bezeichnen - als die Multiplikation auf N und schreiben m - n fiir - (m, n), ¢

& Die m-te Interierte der Nachfolgerabbildung S entspricht dem Dazugeben von m Stiick. Ihre n-te Iterierte
modelliert also das n-fache Dazugeben der selben Anzahl m. &

Man spricht von Addition und Multiplikation auch als den algebraischen Operationen auf N.
Auch die Multiplikation erfiillt einige Rechenregeln.

3.3.5 Satz. Die Operation - hat die folgenden Eigenschaften.
— Fiirallea,b,c e Ngilt(a-b)-c=a-(b-c). (Assoziativgesetz)

Fiirallea,beNgilta-b=>b-a. (Kommutativgesetz)

Sinda,beN, ce N\ {O}und gilta-c=b-c, sofolgta=>b. (Kiirzungsregel)

— FiirjedesaeNista-1=1-a=a. (Existenz eines neutralen Elementes)
— FiirjedesaeNista-0=0-a=0. (Multiplikation mit 0)
Beweis.

Zum Beweis der Assoziativitdt: Dies folgt leicht mit Lemma 8). Seien a, b, ¢ € N vorgegeben. Dann haben
wir

(a-b)-c= [(S (a))(b)(o)] e = [S ((s<a>)<h>(0))](c)(0) ® [(S (a))(b)](c)(o)

a--0 =570 = (s 0 2[s9)”] 0
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Zum Beweis der Kommutativitdt: Dies ist gerade Lemma[3.1.8]7): Seien a, b € N vorgegeben, dann ist
=02 (s 0) = b-a

Zum Beweis der Kiirzungsregel: Sei vorausgesetzt dass a - ¢ = b - ¢. Nach der bereits bewiesenen Kommutativitét
ist dann auch ¢ - a = ¢ - b. Nach Definition der Operation -, ist also [S (C)](a)(O) =[S (C)](b)(O). Wir machen eine
Fallunterscheidung.

% Fall 1; a < b. Sei k € N mit b = S®(a). Wir berechnen, mit Lemma 2) und (6),

(@) (b) (S®(@)

0) =[]
(k)

(0) =[S
2 (159

[S] (0)

o [51)0) € (151 0 1s1)0) = [51“(151°(0)).

Da S injektiv ist, ist nach Lemma 3) auch S injektiv, und in Folge auch [S©] injektiv. Daher erhalten
wir 0 = [S©1%(0). Sei ¢’ € N mit ¢ = S(¢’), dann konnen wir berechnen

k) (k) k)

0=15910 = 155170 = 15 0 5170 = (s o 151”0 = 5¥(15 1" )

Nach Lemma[3.1.9(2) folgt k = 0. Also haben wir a = b.

% Fall 2; b < a. Wir wenden den bereits bewiesenen Fall 1 an mit ,,» und a* anstelle von ,,a und b*“. Dies zeigt,
dass wiederum b = a.

Da < eine Totalordnung ist, decken diese beiden Fille alle Moglichkeiten ab.

Zum Beweis der Existenz eines neutralen Elementes: Fiir jede Funktion f gilt f) = f, also haben wir
a-1=(“"0) =590 =a.

Nun folgt, mit Hilfe der schon bewiesenen Kommutativitit, dassauch 1 -a =a-1 = a.

Zum Beweis der Regel fiir Multiplikation mit 0: Fiir jede Funktion f gilt f© = id, also haben wir

©0)

a-0=(S9)"0)=idy(0) =0

Nun folgt, mit Hilfe der schon bewiesenen Kommutativitit, dass auch0-a=a-0 = 0.

3.3.4 Zusammenspiel der definierten Operationen

Die algebraischen Operatonen der Addition und Multiplikation, sowie die Ordnung der natiirlichen Zahlen, hingen
tiber einige weitere Rechenregeln zusammen.

3.3.6 Satz. Die Operationen + und -, und die Relation <, haben die folgenden Eigenschaften.
— Fiirallea,b,c e Ngilta-(b+c)=(a-b)+(a-c). (Distributivgesetz)

— Seien a,b € N und c € N. Dann gilt a < b, genau dann wenna +c <b+c. (Monotonieeigenschaft von +)

Insbesondere gilt, fiir a,b € N und ¢ € N, dass a < b genau dann
wenna+c<b+c.

— Sind a,b € N und ¢ € N\ {0}, dann gilt a < b genau dann wenn a - c < b-c. (Monotonieeigenschaft von -)

Insbesondere gilt, fiir a,b € N und c € N\ {0}, dass a < b genau dann
wenna-c<b-c.

Beweis.
Zum Beweis der Distributivitdt: Seien a, b, c € N vorgegeben. Wir berechnen, mit Lemma 2),(8),

a-(b+c)= (S(”))(bﬂ) _ (S(“))(S(r)(b))(()) (é) [(S(a))(C) o (S(“))(b)](O)

=) 0) &GO (s @) = 5“a-by=a-b+a-c.
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Zum Beweis der Monotonieeigenschaft der Addition: Seien a,b € N und ¢ € N vorgegeben. Zuerst sei vorausge-
setzt, dass a < b. Sei k € N mit b = § ®(a). Dann folgt, mit Lemma 6),

©)

b+c=8590b)=59SP@) =[S 085Pa) 2 [SP 0 5)(a) = S (a)) = SP(a + ).

Wir sehen, dass a + ¢ < b + ¢. Da a # b, folgt nach der Kiirzungsregel Satz[3.3.2 dass a + ¢ # b + ¢. Also haben
wira+c<b+c.

Fiir die umgekehrte Implikation verwenden wir Beweis durch Kontraposition. Sei vorausgesetzt, dass —(a < b).
Da < eine Totalordnung ist, folgt b < a. Mit der bereits bewiesenen Implikation erhalten wir b + ¢ < a + c. Da <
antisymmetrisch ist, folgt =(a + ¢ < b + ¢).

Zum Beweis der Monotonieeigenschaft der Multiplikation: Seien a,b € N und ¢ € N \ {0} vorgegeben. Zuerst sei
vorausgesetzt, dass a < b. Sei k € N mit b = S®(a). Es folgt, mit Lemma 2),(5),(8),
c © c c c
bee =)0 = (s6“@) ") 2 (5% 0 5@)(0) 2 [(59) o (5)“}(0)
=D UE0) = (%)@ ) 2 5N O) g o),

Wir sehen, dass a- ¢ < b-c.Dac # Oistund a # b, folgt nach der Kiirzungsregel Satz[3.3.5] dassa-c # b - c.
Also haben wira-c <b-c.

Fiir die umgekehrte Implikation verwenden wir Beweis durch Kontraposition. Sei vorausgesetzt, dass =(a < b).
Da < eine Totalordnung ist, folgt b < a. Mit der bereits bewiesenen Implikation erhalten wir b - ¢ < a-c. Da <
antisymmetrisch ist, folgt =(a-c < b - ¢).

3.3.5 Einige weitere Varianten des Induktionsprinzips

In den folgenden Korollaren wollen wir zwei weitere hdufig verwendete Varianten des Prinzips der vollstindigen
Induktion angeben. Fiir den Vergleich mit Satz[3.1.6] erinnere man sich, dass S (n) = n + 1.

3.3.7 Korollar. Sei k € N. Fiir jedes n € N, n > k, sei A(n) eine Aussage. Wenn
(1) A(k) ist wahr,
(2) fiir jedes n € N, n > k, ist die Implikation A(n) = A(n + 1) wahr,
dann ist A(n) fiir alle n € N, n > k, wahr.
Beweis. Fiir jedes n € N sei B(n) gleich der Aussage A(n + k).
<> B(n): A(n+k)
Dann sind die obigen Voraussetzungen (1) und (2) gerade
(1) B(0) ist wahr;
(2) fiir jedes n € N ist die Implikation B(n) = B(n + 1) wahr.

Daher konnen wir Satz anwenden, und schlieBen dass B(n) fiir alle n € N wabhr ist. Das bedeutet gerade, dass
A(n) fiir alle n > k wahr ist. O

3.3.8 Korollar. Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Weiters sei k € N. Wenn

(1) A(0),...,A(k) sind wahr,

(2) fiir jedes n € N ist die Implikation (A(n) A ... AN A(n + k)) = A(n + k + 1) wahr,
dann ist A(n) fiir alle n € N wahr.

Beweis. Wir gehen darauf los Satz [3.2.5] anzuwenden. Um Satz [3.2.5(1) zu zeigen, sei uns n € N vorgege-
ben. Sei vorausgesetzt dass A(m) wahr ist fiir alle m < n (die Induktionsvoraussetzung, sprich, die Pramisse
in Satz[3.2.3(1)). Um die Konklusion in Satz[3.2.5(1) zu zeigen, machen wir eine Fallunterscheidung.
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% Fall I; n < k. Die Aussage A(n) ist wahr wegen (1).

% Fall 2; n > k. Esistn > k + 1, und daher existiert ”” € Nmitn =n" +k+ 1. Nunistn’,...,n  + k < n, und
damit sind insbesondere alle Aussagen A(n’),...,A(n’ + k) wahr. Wegen (2) folgt dass A(n) wahr ist.

Also ist Satz 1) erfiillt, wir konnen Satz anwenden, und schlieBen dass A(n) fiir alle n € N wahrist. O
SchlieBlich geben wir noch eine Mischform der Typen Satz[3.2.5|und Korollar[3.3.7]des Induktionsprinzips.
3.3.9 Korollar. Sei k € N. Fiir jedes n € N, n > k, sei A(n) eine Aussage. Wenn
(1) A(k) ist wahr,
(2) fiir jedesn € N, n > k + 1, ist die Implikation Y¥m € N,k <m < n: A(m)) = A(n) wahr,
dann ist A(n) fiir alle n € N, n > k, wahr.
Beweis. Fiir jedes n € N sei B(n) gleich der Aussage A(n + k).
< B(n): A(n+k)
Dann sind die obigen Voraussetzungen (1) und (2) gerade
(1) B(0) ist wahr;
(2) fiir jedes n € N\ {0} ist die Implikation (Ym € N,m < n: B(m)) = B(n) wahr.

Daher konnen wir Satz@] anwenden, und schliefen dass B(n) fiir alle n € N wabhr ist. Das bedeutet gerade, dass
A(n) fiir alle n > k wahr ist. m]

3.4 Das Schubfachprinzip

3.4.1 Motivation

Die folgende intuitive, und fast ldcherlich trivial anmutende, Feststellung ist in Wirklichkeit ein méchtiges und oft
verwendetes Beweisprinzip. Es wird Schubfachprinzip (oder, synonym, pigeon hole principle) genannt.

Hat man einen Kasten mit einer gewissen Anzahl n von Laden, und mdchte mehr als n Paare Socken
einrdumen, so muss es mindestens eine Lade geben wo mehr als ein Paar Socken landet.

Die Funktion die jedem Paar Socken seine Lade zuordnet ist also nicht injektiv.

3.4.2 Formulierung und Beweis

3.4.1 Satz. Seien n,m € N mit m > n. Dann gibt es keine injektive Funktion f von {k € N : k < m} nach
{keN: k<n).

Beweis. Der Beweis verlduft in vier Schritten.
1. Eine vorbereitende Bemerkung iiber die Mengen M,, = {k e N : k < n}.
2. Eine vorbereitende Konstruktion bijektiver Funktionen von M, in sich.
3. Beweis des Schubfachprinzips im Fall m = n + 1.

4. Ableitung des allgemeinen Falles.

Schritt 1: Sei k,n € N. Dann gilt k < n + 1 genau dann wenn entweder k < n oder k = n. Die Menge M,,.; enthilt
also genau ein Element mehr als M,,;; wir kdnnen schreiben M,,,; = M, U {n} wobei wir wissen dass n ¢ M,,.

Weiters wollen wir anmerken, dass My = 0, M, = {0}, und M, = {0, 1} ist.
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Schritt 2: Sein € N, n > 2, und seien a, b € M,,, a # b. Betrachte die Funktion o, : M, — M, die agiert als

X, x€M,\{a,b}
O-(I,b(x) = b, X = as (3.4.1)

a, x=b.

Das ist also die Funktion die die beiden Elemente a und b vertauscht und alle anderen festldaft. Diese Funktion ist
bijektiv, denn o4 © 0y p = idy,.

Schritt 3: Wir betrachten nun den Fall dass m = n + 1.

% Fall 1; n = 0. Zuerst erledigen wir den Sonderfall dass n = 0. Dann ist M; = {0} # @ und M, = (. Also gibt
es keine Funktion von M, nach Mj. Insbesondere gibt es keine injektive Funktion von M, nach M.

% Fall 2; n > 1. Wir machen Induktion nach n. Fiir n > 1 sei A(n) die Aussage
S A(n): Af: M, — M,: finjektiv

— Induktionsanfang; A(1) ist wahr:
Sei f : M, — M, eine Funktion. Da M| nur ein Element hat, ndmlich 0, gilt £(0) = 0 und auch f(1) = 0.
Nun ist 0 # 1 (da 1 im Bild der Nachfolgerabbildung liegt, O jedoch nicht), also ist f nicht injektiv.

— Induktionsschritt; Yn e Nyn > 1: A(n) = A(n+ 1):
Sein € N, n > 1, vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

Af: M, — M,: finjektiv (3.4.2)

Die gewiinschte Konklusion ist 7 f : Mi1y+1 = My o f injektiv.

Wir verwenden Beweis durch Kontraposition. Sei vorausgesetzt dass es eine injektive Funktion von M, 1)+
nach M, gibt. Wihle eine solche, sagen wir f. Die Funktion g = 07, y»+1) © f ist injektiv, da beide, o, n+1)
und f, injektiv sind; man erinnere sich an Proposition [2.5.5(1). Nun gilt g(n + 1) = 07 sue1)(f(n + 1)) = n,
und wegen der Injektivitit von g daher g(x) € M, \ {n} fiir alle x € M(,1y+1 \ {n + 1}. Das besagt gerade,
dass g(M,,+1) € M, gilt. Daher induziert g eine Einschrankungsfunktion g : M,,; — M, man erinnere sich

an Proposition [2.4.9] und nach Proposition[2.5.6(1) ist g injektiv.

Das Induktionsprinzip, angewendet in der Form von Korollar|3.3.7] zeigt dass die Aussage A(n) fiir alle n > 1
gilt, sprich, dass es fiir kein n > 1 eine injektive Funktion von M, nach M, geben kann.

Schritt 4: Sei nun m > n beliebig, und sei f : M,, - M, eine Funktion. Da m > n ist, gilt m > n + 1, und daher
ist M,+1 © M,,. Die Einschriankung f| ., ist dann eine Funktion von M, nach M,, und, nach dem in Schritt 3

n+l1

gezeigten, nicht injektiv. Wegen Proposition[2.5.6(1) (de facto der Kontraposition davon) ist auch f nicht injektiv.
O

3.4.2 Beispiel. Wir (und damit ist gemeint der Erzéhler und seine Frau) sind in ein neues Haus gezogen. Es hat
drei Stockwerke. Dann ist zu jeder Zeit in mindestens einem Stock niemand.
In diesem Beispiel spielen die Personen die Rolle der Laden, und die Stockwerke die Rolle der Socken! o

3.4.3 Endliche Mengen

3.4.3 Definition. Sei M eine Menge. Dann heillt M endlich, wenn es eine Zahl n € N und eine Funktion
f: M — M, gibt (wobei wieder M,, = {k € N : k < n}), sodass f bijektiv ist.

|AneNIf: M - M,: £ bijektiv |
Eine Menge die nicht endlich ist hei3t unendlich. o

& Diese Definition modelliert die Anschauung, dass man mit den natiirlichen Zahlen alles endliche auch wirklich
zidhlen kann. Die endlichen Mengen sind damit auch genau jene die man (wenn man genug Papier und Bleistift
hat) in aufzéhlender Schreibweise angeben kann; ist M endlich, so konnen wir M anschreiben als (7' (k) bezeichne
den Vorgénger von k)

M ={my,my,...,m,} mit my = f(T(k)),
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wo f wie in Deﬁnition@]ist. Umgekehrt ist jede Menge dieser Gestalt endlich, denn die Funktion f : k +— mg
ist eine Bijektion von M,, auf M. &

Nach dem Schubfachprinzip kann es fiir n # m keine bijektive Funktion von M, nach M,, geben. Fiir eine endliche
Menge M ist daher jene Zahl n, fiir die es eine bijektive Funktion von M nach M, gibt, eindeutig bestimmt. Man
nennt sie die Anzahl der Elemente von M, oder auch ihre Kardinalitit, und schreibt #M oder |M|.

3.4.4 Beispiel. Die Menge N aller natiirlichen Zahlen ist unendlich.

Um dies zu sehen, betrachten wir eine beliebige Zahl n € N und eine beliebige Funktion f : N — M,,. Die
Einschriankung fly,,, ist eine Funktion von M,,; nach M,, und kann nach dem Schubfachprinzip daher nicht
injektiv sein. Nach Proposition[2.5.6(1) ist auch f nicht injektiv. In Formeln angeschrieben:

VYneNVf: N — M,: =(f injektiv) & ﬁ(HnGNHf: N->M,: finjektiv)
= ~(IneNIf: N> M,: f bijektiv)

Als ein komplexeres Beispiel wollen wir die Permutationsgruppe Sym(M) einer endlichen Menge betrachten.

In Beispiel @]haben wir Sym(M) fiir die Mengen My = 0, M, = {0}, und M, = {0, 1}, explizit bestimmt.
Dabei haben wir festgestellt, dass eine Funktion f : M, — M, (wobei n € {0, 1,2}) genau dann injektiv ist,
wenn sie surjektiv ist. Fiir beliebige Mengen muss das nicht gelten; man denke an die Nachfolgerabbildung auf
N. Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, dass die genannte Aquivalenz fiir alle endlichen Mengen gilt (tatsichlich
charakterisiert sie Endlichkeit, der Beweis dieser Tatsache wiirde hier aber zu weit fiihren).

3.4.5 Satz. Sei M eine endliche Menge und f : M — M. Dann ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.
Beweis. Der Beweis verlduft in drei Schritten.

1. Eine Reduktion: 0.B.d.A. kann man sich auf Mengen ganz spezieller Gestalt beschrinken, nimlich auf die
Mengen M,, = {k e N : k < n} wobein € N.

2. Beweis der Implikation ,, f injektiv = f surjektiv* fiir f : M, — M,,.
3. Beweis der Implikation ,, f injektiv & f surjektiv® fiir f : M,, —» M,,.

Schritt 1; Reduktion: Wir zeigen dass es 0.B.d.A. geniigt den Fall zu betrachten dass M = M,, fiirein n € N.

Sei vorausgesetzt, dass der folgende Spezialfall des Satzes gilt: die Aussage des Satzes ist fiir alle Mengen M,
mit n € N richtig. Sei uns eine beliebige endliche Menge M vorgegeben. Wir gehen darauf los zu zeigen, dass die
Aussage des Satzes auch fiir M gilt.

Da M endlich ist, existiert n € N und eine bijektive Funktion ¢ : M — M,,. Sei g eine Funktion von M nach M,
dann ist g = ¢! o g o ¢ eine Funktion von M,, nach M,,. Da ¢ und auch ¢! bijektiv sind, ist die Funktion g genau
dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn ¢~! o g o ¢ injektiv (bzw. surjektiv) ist.

Betrachten wir nun unsere gegebene Funktion f : M — M. Ist f injektiv, so ist, nach dem oben Angemerkten,
f=¢"'ofog¢: M, — M, auch injektiv. Nach dem vorausgesetzten Spezialfall des Satzes ist f surjektiv. Damit
ist f, nach dem oben Angemerkten, ebenfalls surjektiv.

Die Implikation ,, f injektiv < f surjektiv* sieht man genauso.
Schritt 2; ,, f injektiv = f surjektiv “ fiir f : M,, - M,: Wir machen eine Fallunterscheidung.

% Fall 1; n = 0. Ist n = 0 so wissen wir dass die Implikation gilt; es gibt ja nur die eine Funktion idyy,, und
diese ist bijektiv.

% Fall 2; n > 1. Sei im Folgenden angenommen dass n > 1. Sei m der Vorginger von n, dann ist also M, = M,,U
{m} und m ¢ M,,. Wir verwenden Beweis durch Kontraposition. Sei vorausgesetzt dass die uns vorgegebene
Funktion f : M, — M, nicht surjektiv ist. Dann ist also f(M,) ¢ M,. Wihle xo € M, \ f(M,). Sei o, m
die Permutation von M, die die beiden Elemente x, und m vertauscht, und alle anderen festlafBit, vgl. (IE])
Betrachte die Funktion g = o, o f. Fiir diese gilt m ¢ g(M,), sprich, g(M,) € M, \ {m} = M,,. Ihre
Einschrinkungsfunktion g : M, — M, ist nach dem Schubfachprinzip Satz [3.4.1] nicht injektiv. Nach (der
Kontraposition von) Proposition[2.5.6{1) ist f nicht injektiv.
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Schritt 3; ,, f injektiv & f surjektiv “ fiir f : M, — M,: Sei vorausgesetzt dass f surjektiv ist. Nach Satz[2.5.10(2)
existiert eine Rechtsinverse von f. Wihle eine solche; wollen wir sie g nennen. Nach Satz[2.5.10(1) ist g : M,, —
M,, injektiv, und nach der in Schritt 2 bereits gezeigten Implikation daher auch surjektiv, sprich, g ist bijektiv.
Daher hat g eine Inverse, und diese ist ebenfalls bijektiv (wieder — zwei mal — Satz[2.5.10). Nun gilt

g ' =idy, 087 = (fog)og =fo(gog™)=foidy, =1,
insbesondere ist f bijektiv und damit auch injektiv.
O

Hat man eine Reduktion wie in Schritt 1 dieses Beweises, so sagt man auch dass man ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen kann dass M = M, fiir ein n € N. Abgekiirzt schreibt man auch 0.B.d.A., bzw. in der
englischsprachigen Literatur w.l.o.g. fiir without loss of generality.

> Was heiRt hier o.B.d.A.:

Man stelle sich vor man hat einen Satz der behauptet dass Yx € M: A(x). Manchmal ist es so, dass man eine
Teilklasse M’ C M findet sodass die Implikation

(Vxe M': A() = (Yx e M: A()) (3.4.3)

gilt. Sprich, schaftt man es die Wahrheit der Aussage A(x) fiir alle x € M’ zu zeigen, so folgt dann schon dass
A(x) fiir alle x € M wahr ist. Der Beweis des Satzes, sprich von Yx € M: A(x), kann also in zwei Schritte
aufgespalten werden:

@ Man zeigt die Implikation (3:4.3); das ist die Reduktion.

@ Man zeigt Yx € M’: A(x) (und wendet den Modus Ponendo Ponens an um auf die Aussage des Satzes zu
schliefen).

Wenn man in dieser Weise vorgeht sagt man oft ,,0.B.d.A. kann man annehmen dass x € M’ .

Einen Beweis in zwei Schritte der genannten Art aufzuteilen, kann eine wirklich signifikante Vereinfachung
bringen. Zum Beispiel wenn die Teilklasse M’ wesentlich kleiner ist, und/oder nur Objekte enthilt die wesent-
lich konkretere Gestalt haben und damit besser angreifbar sind, und/oder nur Objekte enthilt die wesentlich
einfachere Eigenschaften haben und damit leichter zu behandeln sind.

In dem unten folgenden Satz verwenden wir die Funktion n-Faktorielle; das ist eine spezielle Funktion von
N in sich, welche in den verschiedensten Zusammenhingen auftritt.

3.4.6 Lemma. Es existiert eine eindeutige Funktion von N nach N, man schreibt sie als n — n!, mit den Eigen-
schaften
or=1, YVneN:(n+D)!=@m+1)- n! (3.4.4)

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung des Rekursionssatzes (das war aufgrund der rekursiven Gestalt von
(3:4:4) zu erwarten; die Anwendung selbst ist jedoch ein bisschen trickreich).

Sei g : NX N — N x N die Funktion die agiert als g(x,y) = (x + 1,(x + 1) - y). Nach dem Rekursionssatz,
angewendet mit der Menge ¥ = N x N, ihrem Element yy = (0, 1), und der Funktion g : ¥ — Y, existiert eine
eindeutige Funktion ¢ : N — N X N mit den Eigenschaften

$0) =(0,1),  poS§S =gog.

Wir bezeichnen mit 711 : N XN — N bzw. m, : N X N — N jene Funktionen die einem Paar (x,y) seine erste
Komponente x bzw. seine zweite Komponente y zuordnen. Man spricht von diesen Funktionen als die kanonischen
Projektionen auf die erste bzw. zweite Komponente des Produktes. Bemerke, dass man ein Paar (x,y) aus den
Werten 7 (x, y) und m,(x, y) rekonstruieren kann, ndmlich als (x,y) = (7m1(x, y), m2(x, y)).

Schritt 1: Als erstes zeigen wir, dass () o ¢)(n) = n fiir alle n € N gilt.

Wir machen Induktion nach n. Fiir n € N sei A(n) die Aussage

Az (mog)n)=n
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— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Es gilt (71} 0 ¢)(0) = 71(0,1) = 0.
— Induktionsschritt; ¥n € N: A(n) = A(n + 1):
Sei n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

(m 0 p)(n) =n (3.4.5)

Die gewiinschte Konklusion ist (r; o ¢)(n + 1) = n + 1.

Wir berechnen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung (3.4.3)),

(mi o p)(n+ 1) = (1 0 $)(S (1)) = m1((¢ 0 S)(n)) = m1((g © p)(n)) = m1(g(p(n)))

= mi(g((my 0 B, (w2 0 H))) P22 1 ((n. (72 0 HY(M)))
=mn+1,(n+1)-(mod)(n)) =n+1.

Das Induktionsprinzip Satz[3.1.6] zeigt dass die Aussage A(n) fiir alle n € N gilt, sprich, dass () o ¢)(n) = n fiir
alle n € N gilt.

Schritt 2: Nun setzen wir n! = (o ¢)(n) fiir alle n € N, sprich, n — n! ist bloss ein anderer Name fiir die Funktion
7y o ¢. Dann gilt jedenfalls einmal 0! = (1, o ¢)(0) = m2(0, 1) = 1. Um die zweite Formel in (3.4.4) zu zeigen, sei
uns n € N vorgegeben. Wir wiederholen die obige Rechnung, unter Verwendung der schon gezeigten Beziehung
fiir die ersten Komponenten, um die zweiten Komponenten zu bestimmen:

(n+ D! =m0 @)n+1) = (m 0 ¢)(S (1) = m((¢ 0 S)(n)) = ma((g © P)(n)) = ma(g(¢(n)))
=my(g((m1 0 P)(n), (73 © P)(n))) = m2(g(n, (2 0 P)(n))) = ma(n + 1, (n + 1) - (my 0 P)(n))
=n+1)-(mod)(n)=m+1)-n!.

3.4.7 Satz. Sein € N. Dann ist | Sym(M,)| = n!.

@ In diesem Beweis werden wir die folgende — anschaulich sehr einsichtige — Aussage verwenden:
Sei M eine endliche Menge, und sei Q = {Ao, ..., Ay} eine Partition von M. Dann gilt |M| = Y _, |Axl.

Diese ist nicht allzu schwer zu beweisen, der Beweis wiirde jedoch hier zu weit fiihren, und wir wollen uns daher
damit begniigen sie an dieser Stelle als wahr zu akzeptieren.

& Das Symbol Yiizo |Axl bezeichnet die Summe aller Zahlen |Ax| wo der Index & von 0 bis n lauft. Sprich, es ist

n
D 1A = Aol + ... + Al
k=0

Wie immer wenn wo drei Punkte auftauchen muss man das Hingeschriebene prizisieren. Auch in diesem Fall
geht das durch eine Anwendung des Rekursionssatzes. Die Anwendung ist dhnlich wie bei der Definition von
n-Faktorielle.

Sei A : N — N eine Funktion. Sei g : NXN — N XN die Funktion die agiert als g(x,y) = (x+ 1, A(x+ 1) +y).
Nach dem Rekursionssatz, angewendet mit der Menge ¥ = N x N, ihrem Element yy = (0, A(0)), und der Funktion
g : Y — Y, existiert eine eindeutige Funktion ¢ : N — N X N mit den Eigenschaften

$(0) = (0,A(0)),  ¢oS =gog.

Wir bezeichnen wieder mit 71y : N XN — N bzw. m, : N X N — N die kanonischen Projektionen.
Genauso wie im Beweis von Lemma [3.4.6] sieht man, dass (7 o ¢)(n) = n fiir alle n € N gilt. Nun setzen wir
Dieo Alk) = (mp 0 @)(n) fiir alle n € N.
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Dann gilt 22:0 A(k) = (1 0 $)(0) = (0, A(0)) = A(0). Sei uns nun n € N vorgegeben. Wir berechnen:

n+1

ZA(k) =(m o ¢)(n+1) = (m2 0 $)(S (n) = ma((¢ 0 $)(n)) = m2((g © $)(n)) = m2(g(¢()))
k=0
=m(8((m1 © $)(n), (m2 © $)(m))) = m2(8(n, (2 0 P)(M))) = ma(n + 1, A(n + 1) + (m2 © $)(n))

—A(m+ 1)+ (mod)n) = A + 1) + ZA(k) .
k=0

Also modelliert diese Funktion tatsichlich was man anschaulich unter der Summe verstehen wiirde.
In diesem Kontext sei es auch erwihnt, dass man eine Summe iiber eine leere Indexmenge (z.B. etwas wie
3 @) per definitionem als 0 versteht. &

Beweis von Satz[38.4.7]] Wir machen (wer hitte wohl damit gerechnet) vollstindige Induktion. Der Induktions-
schritt ist allerdings diesmal nicht straightforward; er wird eine Idee erfordern. Fiir n € N sei A(n) die Aussage

& A(n): |Sym(M,)| = n!

— Induktionsanfang; A(0) ist wahr:
Wie wir wissen gilt Sym(My) = {idy, }, also ist | Sym(Mp)| = 1 = 0!.

— Induktionsschritt; ¥n € N: A(n) = A(n + 1):
Sei n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

| Sym(M,,)| = n!. (3.4.6)
Die gewiinschte Konklusion ist | Sym(M,,1)| = (n + 1)!.
Dazu konstruieren wir eine Partition von Sym(M,,,). Namlich, fiir k € M,,,| bezeichne
Ak = {f € Sym(Mn-H) : f(l’l) = k}

Wegen (Fun) existiert fiir jede Funktion f : M,,; — M, genau eine Zahl k € M,,; mit der Eigenschaft dass
f(n) = k. Daher ist Q = {A; : k € M,,1} eine Partition von Sym(M,,,).

Wegen der oben angefiihrten Aussage (an die wir ja vereinbarungsgemaif glauben), gilt also
| Sym(Ms)l = ) 1Adl. (3.4.7)
k=0

Sei k € M, ;. Wir gehen darauf los die Anzahl der Elemente von A; zu berechnen. Dazu machen wir eine
Fallunterscheidung. Die Crux ist es die Situation fiir ein k zu verstehen; daraus kann man dann leicht die gleiche
Formel fiir alle anderen & herleiten. Wir nehmen, aus praktischen Griinden, k = n her.

% Fuall I; k = n. Die Menge A, ist die Menge aller f € Sym(M,,;;) mit f(n) = n. Da f bijektiv ist, folgt
daraus f(M,) = M,, und wir konnen die Einschrankungsfunktion &(f) : M, — M, betrachten. Wegen
Proposition ist diese bijektiv. Wir haben also eine Funktion, den Einschriankungsoperator,

s { An - Sym(Mn)
fo= 8l

Wir gehen nun darauf los eine Inverse zu & zu konstruieren; den Fortsetzungsoperator. Sei uns g € Sym(M,,)
vorgegeben. Dann definiere eine Funktion 7 (g) : M,41 — M, als

ky, keM,
F(o)k) = {g( hoke
n , k=n
Die Funktion ¥ (g) ist surjektiv, denn
[?-(g)](MnJrl) 2 g(Mn) U{n} =M, U{n} = My,,.

Wir gehen darauf los zu zeigen, dass die Funktion ¥ (g) auch injektiv ist. Seien uns ki, k, € M, ;| vorgegeben,
und sei vorausgesetzt dass k; # k,. Wir machen eine Fallunterscheidung.



84 CHAPTER 3. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

® Fall I; ki, k, € M,,. Wenn ki, k, € M,,, dann gilt [F (g)](k)) = g(ky) # glks) = [F (g)](k2).
% Fall 2; ky € M, und ky = n. Wenn k; € M, und k, = n, dann gilt [F(g)](k;) = g(k;) € M, und
[F(8)I(k2) = n, insbesondere [F()](k1) # [F(g)](k2).
% Fall 3; ky = nund k; € M,. Wenn k; = nund k; € M, dann gilt [F(g)](k;) = n und [F (g)](ky) =
g(ky) € M, insbesondere [F (g)](k;) # [F (g)1(k,).
Diese drei Fille decken tatsdchlich alle Moglichkeiten ab, da ja k; # k>, und insbesondere nicht beide gleich-
zeitig gleich n sein konnen. Wir sehen dass tatsdchlich 7 (g) injektiv ist, und mithin bijektiv.
Also haben wir eine Funktion, den Fortsetzungsoperator

[ Sym(M,) — A,
7:'{ ¢ - T

Nun gehen wir darauf los zu zeigen dass & o F = idsym(um,). Sei uns g € Sym(M,,), und k € M,, vorgegeben.
Dann gilt, nach den entsprechenden Definitionen,

[(E o FH)@IKk) = [E(F (9)]k) = [F (k) = g(k).

Also haben wir tatséchlich (& o F)(g) = g.
Nun gehen wir darauf los zu zeigen dass ¥ o & = id,,. Sei uns f € A,, und k € M, vorgegeben.
Wir machen eine Fallunterscheidung.
% Fall 1; k = n. Wenn k = n ist, dann gilt einerseits [(F o E)()]k) = [(F o E)(f)I(n) = n nach der

Definition von ¥, und andererseits f(k) = f(n) =nda f € A,.
% Fall 2; k # n. Wenn k # n ist, dann ist k € M,, und damit haben wir

[(F 0 EYNIK) = [F(EUN]K) = [ENNK) = fk).

Also haben wir tatséchlich (¥ o E)(f) = f.
Insgesamt haben wir eine bijektive Funktion von A, nach Sym(M,,), und damit |A,| = | Sym(M,,)|.

% Fall 2; k # n. Wir gehen darauf los eine bijektive Funktion von A; nach A,, zu konstruieren. Bezeichne o,
wieder die Permutation die k mit n vertauscht und alle anderen Elemente von M, festldBt. Ist f € Ay, so
ist o, o f € Ay, denn als Zusammensetzung bijektiver Funktionen ist diese Funktion ebenfalls bijektiv, und
es gilt (o, 0 f)(n) = ora(f(n)) = oru(k) = n. Das Gleiche funktioniert auch umgekehrt. Ist f € A, so ist
Okn o f € Ag, denn als Zusammensetzung bijektiver Funktionen ist diese Funktion ebenfalls bijektiv, und es
gilt (o, © f)(n) = o4, (f(n)) = o »(n) = k. Damit haben wir also zwei Funktionen

| A > Ay | A - A
(I){ f = o-k,nof ‘II{ f = O-k,nof

Wegen oy, © 0k, = idy,,, haben wir

n+l
(l{l o (D)(f) = lI'l(o-k,n o f) =Okn© (O-k,n o f) = (O—k,n ° O-k,n) o f = idM,Hl Of = f,
(q) o \P)(f) = q)(o-k,n o f) =0fkn© (O-k,n o f) = (O—k,n o O-k,n) o f = idM,Hl Of = f
Also sind tatsdchlich @ und ¥ Inverse voneinander. Wir schlieen dass |A;| = |A,l.

Nachdem wir nun fiir alle Mengen A; die Anzahl ihrer Elemente bestimmt haben, konnen wir in die Formel
(B:477) einsetzen. Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung und der Eigenschaft (3.4.4) erhalten wir

|Sym(My )l = > 1Al = D [Sym(M,)] = (1+ 1)+ |Sym(M,)| = (2 + 1) n! = (n+ 1)!
k=0 k=0

Das Induktionsprinzip Satz zeigt dass die Aussage A(n) fiir alle n € N gilt, sprich, dass | Sym(M,,)| = n! fiir
alle n € N. O

@ In der letzten Zeile des Beweises haben wir verwendet, dass die Summe von (n+ 1) gleichen Zahlen gleich dem
Produkt von (n + 1) mit eben dieser Zahl ist. Den Beweis dieser Tatsache fiihrt man mit vollstdndiger Induktion
unter Verwendung des Distributivgesetzes.
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3.5 Teilbarkeit und Primzahlen

3.5.1 Motivation

Betrachtet man die additive Struktur der natiirlichen Zahlen, so kann man alle Zahlen (ausser der 0) aus einem
einzigen Baustein erzeugen: der Zahl 1. Namlich durch fortgesetztes addieren von 1 zu sich selbst; man erinnere

sich an Proposition 2).

Gibt es einen analogen Baustein — oder Bausteine — wenn man die multiplikative Struktur von N
betrachtet ?

Die Antwort ist Ja; und das wollen wir uns in diesem Abschnitt iiberlegen.

3.5.2 Produktdarstellung natiirlicher Zahlen

Die multiplikative Struktur von N ist wesentlich komplizierter als die Additive. Ein Grund, dafiir ist dass man
viel weniger ,, Inverse* hat. Wie wir wissen — eigentlich per definitionem — findet man zu zwei gegebenen Zahlen
n,m € N eine dritte, [, mit n = m + [, genau dann wenn n > m. Das multiplikative Analogon ist der Begriff der
Teilbarkeit.

3.5.1 Definition. Seien n,m € N\ {0}. Wir sagen m teilt n, und schreiben m | n, wenn es eine Zahl / € N gibt mit
n=m-l.
[mln = HIEN:nzm'l]

Eine Zahl m mit m | n heil3t ein Teiler von n. o

Zum Beispiel wire, das kleine 1-mal-1 und die Dezimalschreibweise fiir natiirliche Zahlen aus der Anschauung
tibernehmend, die Menge aller Teiler von 12 gegeben als {1, 2, 3,4, 6, 12}.

Wir wollen anmerken, dass 1 und n stets Teiler von n sind, dennn = n-1 = 1 - n. Weiters ist jeder Teiler m von
n nicht groBer als n, denn fiir jedes [ > 1 gilt m - [ > m.

Was sind nun ,, multiplikative Bausteine*“ ? Um dies zu herauszufinden, kehren wir zuerst wieder zu der ein-
facheren additiven Struktur zuriick: den additiven Baustein 1 kann man, von anderer Perspektive gesehen, auch
auffassen als Zahl n > 1 die nur in trivialer Weise additiv zerlegt werden kann, ndmlich alsn = n+0 = 0 + n.
Diese Sichtweise 148t nun ein unmittelbares multiplikatives Analogon zu.

3.5.2 Definition. Eine Zahl p € N hei3t Primzahl, wenn p > 2 und wenn p keine Teiler ausser 1 und sich selbst
hat. Sprich, wenn p nur in trivialer Weise multiplikativ zerlegt werden kann, ndmlichalsp=p-1=1-p.
Wir bezeichnen die Menge aller Primzahlen mit P. ¢

Im néchsten Satz zeigen wir, dass Primzahlen tatsichlich multiplikative Bausteine der natiirlichen Zahlen sind.

Natiirlich kann man sich bei dem Studium multiplikativer Zerlegungen auf Zahlen n > 2 beschrinken; fiir
n = 0bzw. n = 1 ist die Situation ja unmittelbar einsichtig. Nédmlich 148t sich O zerlegen als 0 = 0 - n = n - O fiir
beliebiges n € N (und das sind alle moglichen Zerlegungen), und 1 146t sich zerlegen als 1 = 1 - 1 (und das ist die
einzige Zerlegung).

3.5.3 Satz. Sein € N, n > 2. Dann existieren k € N und (nicht notwendig verschiedene) Primzahlen py, ..., pi,
sodass
k
n= np;. (3.5.1)
i=0

& Das Symbol Hf;o pi bezeichnet das Produkt aller Zahlen p; wo der Index i von O bis k lauft. Sprich, es ist

k

]_[Pi=P0'~--'Pk-

k=0

Wie immer wenn wo drei Punkte auftauchen muss man das Hingeschriebene prizisieren. Auch in diesem Fall geht
das durch eine Anwendung des Rekursionssatzes. Die Anwendung ist analog bei der Definition von n-Faktorielle
oder der Summe.
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Sei A : N — N eine Funktion. Sei g : N XN — N x N die Funktion die agiert als g(x,y) = (x+ [,A(x+ 1) - y).
Nach dem Rekursionssatz, angewendet mit der Menge ¥ = Nx N, ihrem Element yy = (0, A(0)), und der Funktion
g 1 Y — Y, existiert eine eindeutige Funktion ¢ : N — N x N mit den Eigenschaften

#(0) = (0,A(0)),  ¢oS =gog.

Wir bezeichnen wieder mit 7; : N X N — N bzw. 1, : N X N — N die kanonischen Projektionen.

Genauso wie im Beweis von Lemma [3.4.6] sieht man, dass () o ¢)(n) = n fiir alle n € N gilt. Nun setzen wir
[Tiso Atk) = (2 0 ¢)(n) fiir alle n € N.

Dann gilt ngo A(k) = (mp 0 $)(0) = (0, A(0)) = A(0). Sei uns nun n € N vorgegeben. Wir berechnen:

n+1

I_] A(k) =(my 0 ¢)(n + 1) = (2 0 )(S (n)) = ma2((¢ © SH(m)) = m2((g © $)(m)) = m2(8($(m)))
k=0
=m(8((m1 0 P)(n), (m2 © P)(M))) = ma(8(n, (m2 © $)(n))) = M2(n + 1, A(n + 1) - (m2 © $)(n))
=A@+ 1) (m 0 p)m) = A+ 1) - | [AG).
k=0

Also modelliert diese Funktion tatsichlich was man anschaulich unter einem Produkt verstehen wiirde.
In diesem Kontext sei es auch erwihnt, dass man eine Summe iiber eine leere Indexmenge (z.B. etwas wie
[T7-, @) per definitionem als 1 versteht. 5

Beweis von Satz[3.5.3] Wir machen Induktion nach n. Fiir n € N, n > 2, sei A(n) die Aussage

k
< An) : EIkeNEIpO,...,pkeP:nznp,-
i=0

— Induktionsanfang; A(2) ist wahr:
Die Zahl 2 ist selbst eine Primzahl. Denn ein Teiler von 2 kann nicht grofer als 2 sein, und daher sind die
einzigen moglichen Teiler von 2 die trivialen Teiler 1 und 2. Die Darstellung 2 = 2 ist daher eine Darstellung
der Form (3.5.1)) von 2 als Produkt von Primzahlen (ein Produkt mit nur dem einen Faktor 2 sprich, k = 0 und
po = 2). Also hat 2 eine Darstellung der gewiinschten Form.

— Induktionsschritt; ¥n € N: (Ym € N,m < n: A(m)) = A(n):
Sei n € N vorgegeben, und sei vorausgesetzt (die Induktionsvoraussetzung), dass

Alle Zahlen m mit 2 < m < n haben eine Darstellung der Gestalt (3.5.1). (3.5.2)

Die gewiinschte Konklusion ist zu zeigen, dass auch n eine solche Darstellung hat.

Um dies zu sehen, machen wir eine Fallunterscheidung.

® Fall I; n ist Primzahl. Die Darstellung n = n eine Darstellung der Form (3.5.1)) von n als Produkt von
Primzahlen. Also istn € M.

% Fall 2; n ist keine Primzahl. In diesem Fall hat n einen Teiler m der verschieden von 1 und 7 ist. Schreibe
n = m - [, dann ist auch / ein Teiler von n der verschieden von 1 und n ist. Denn aus [ = 1 folgt m = n bzw.
aus [ = n folgt m = 1. Damit gilt 2 < m < nund 2 < [ < n. Nach der Induktionsvoraussetzung haben
m und [/ beide Darstellungen der Form (3.5.1)) als Produkt von Primzahlen. Thr Produkt m - [, das ja gleich n
ist, hat daher auch eine Darstellung als Produkt von Primzahlen. Also ist n € M.

Das Induktionsprinzip in der Form von Korollar [3.3.9] zeigt, dass die Aussage A(n) fiir alle n € N, n > 2, gilt,
sprich, dass jede Zahl n > 2 eine Darstellung der Form (3.1.6) hat. O

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden wieviele multiplikative Bausteine man braucht um alle natiirlichen Zahlen
zu erzeugen. Nach Satz[3.5.3| geniigt es Primzahlen als Bausteine herzunehmen. Und weil jede Primzahl p nur die
eine multiplikative Zerlegung p = p hat, braucht man auch wirklich alle Primzahlen dazu. Die obige Frage ist
also nichts anderes wie: Wieviele Primzahlen gibt es ?

3.5.4 Satz. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Beweis. Sei indirekt angenommen, dass es nur endlich viele Primzahlen gibt; sagen wir P = {py,..., py} mit
einem gewissen N € N. Betrachte die Zahl
N
n=1+ ]—[ Di.
i=1

Es ist sicherlich n > 2, denn wir wissen dass 2 eine Primzahl ist, und damit haben wir sogarn > 1 +2 > 2.

Nach Satz [3.5.3] 148t sich n darstellen als Produkt von gewissen Primzahlen. Insbesondere gibt es eine Primzahl

welche n teilt. Wihle eine solche, sagen wir p;, mit geeignetem iy € {1,..., N}. Dann ist also n = p;, - [ mit einem
gewissen/ € N, [ > 1. Wegen n > [, p; istauch I > [TY, p;, und wir finden // € N, 7/ > 1, mit [ = [T, p; +I'.
i#i i#i
Damit erhalten wir ! ’
N N N
1+l_[pi=n=pio 1= pi, ‘(npi"'l'): l_[pi"'pio U
i=1 i=1 i=1

i#ig
und daher p;, - I’ = 1. Nun ist aber p;, > 2 und I’ > 1, und daher auch p;, - I’ > 2, also sicher p;, - I' # 1.

Wir haben einen Widerspruch erhalten, also muss unsere indirekte Annahme — dass es nur endlich viele Prim-
zahlen gibt — falsch sein. Und damit muss die Aussage des Satzes wahr sein. O

& Analyse des Beweises von Satz [3.5.4):
Dieses Argument ist wieder eine typische Variante eines indirekten Beweises.
Wir wollen zeigen, dass die Aussage des Satzes

S :  Es gibt unendlich viele Primzahlen.
wahr ist. Dazu betrachten wir ihre Negation A = S
A :  Es gibt nur endlich viele Primzahlen.

Was wir dann zeigen ist dass eine Implikation A = F wahr ist, wo F einfach irgendetwas ist von dem wir wissen
dass es falsch ist. In unserem Fall ist dieses ,,irgendetwas“ die Aussage C A =C mit

C: [)io'l,Zl

Wegen dem Satz vom Widerspruch ist eine Aussage der Gestalt C A =C sicher falsch; unabhéngig davon was C
ist und welchen Wahrheitswert C hat.

Damit wissen wir dass (A = F) A —=F wahr ist. Nach dem Modus Tollendo Tollens muss —=A wahr sein. Das
zeigt, nach dem Satz von der doppelten Verneinung, dass S wahr ist. &
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Notation

+,72 c, 8

0,59 G, 8

1,59 >, 80
2,59 D, 8

3,59 2,8

<, 67 2,8

>, 67 X, 9

M<, 10 A, 10

R7', 44 Vv, 2

S, 59 A, 2

[x]g, 27 {},7

#M, 78 £, -M40
Ay, 21 f(A), 39
.2 f(x), 35
=,2 f:M— N,35
Sym(M), 48 fIA], 39
N, 59 f Tir, 40
P, 83 ™. 60
n.9 f1(B), 39
U, 9 mRn, 14
N, 9 m | n, 83
0,36 n!, 79

U, 8 (AC), 36
0,7 (AQ), 36
.5 (Bij), 42
Alxe M: A(x), 11 (Bij), 41
1,4 (DCO), 70
dxe M: A(x), 11 (Funl), 34
P25 (Fun2), 34
I 5 (Fun), 35
v, 4 (Grul), 49
VxeM: A(x), 11 (Gru2), 49
>, 67 (Gru3), 49
id, 36 (Inj), 41
€,6 (Inj"”"), 42
<, 67 (Inj""), 42
P(M), 9 (Inj), 41
-2 (Natl), 52
A5 (Nat2), 52
Axe M: A(x), 11 (Nat3), 52
¢,6 (Parl’), 27
Z,8 (Parl), 26
2.8 (Par2’), 27
I1, 83 (Par2), 26
\, 10 (Par3), 26
c,8 (Ref), 15
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(Sur’), 42
(Sur), 41
(Sym’), 16
(Sym), 15
(TOrd), 70
(Tra), 15
(WOrd), 70
F, 1

W1

o, 17

M/R, 27
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auf M, 20

iiberall definiert, 36

Abbildung, 34
Addition, 72
algebraische Operationen, 73
Allquantor, 4
alternative Definition, 46
Antisymmetrie, 67
Anzahl der Elemente, 78
assoziativ, 38
Assoziativgesetz, 38, 48, 72, 73
Assoziativsitze, 3
Aussage, 1
A genau dann, wenn B, 2
A impliziert B, 2
A oder B, 2
Aund B, 2
aus A folgt B, 2
Disjunktion, 2
Implikation, 2
Konjunktion, 2
Negation, 2
nicht A, 2
Wabhrheitswert, 1
wenn A, dann B, 2
Aussageform, 3
allgemeingiiltige, 3
Auswahlaxiom, 9, 36
Auswahlfunktion, 36
Axiom, 15
axiom of choice, 9, 36
axiomatische Vorgangsweise, 52

Beispiel, 21

Bemerkung, 35

Beweis, 17

Beweisprinzip
direkter Beweis, 19
Fallunterscheidung, 33
indirekter Beweis, 64, 85
Kontraposition, 41
Reductio ad absurdum, 64
Widerspruchsbeweis, 64

bijektiv, 41
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einer Funktion, 39

einer Menge unter einer Funktion, 39

Cantorscher Mengenbegriff, 6

Definition, 13
Motivation fiir eine, 14
verstehen ?, 20
Definitionsbereich, 34
Definitionsmenge, 34
descending chain condition, 70
Diagonale, 21
Differenz, 10
direkter Beweis, 19
disjunkt, 9
Disjunktion, 2
Disjunktionseinfiihrung, 3
Distributivgesetz, 74
Distributivsitze, 3
Durchschnitt, 9

echte Obermenge, 8

echte Teilmenge, 8
Eindeutigkeit, 5
Eindeutigkeitssatz, 58
Einschrankung, 40
Einschrinkungsfunktion, 40
Elemente, 6

endlich, 77

Existenz eines neutralen Elementes, 48, 72, 73

Existenz von Inversen, 48
Existenzquantor, 4

Faktorielle, 79
Faktormenge, 27
Fallunterscheidung, 33
Fibonacci-Folge, 7
Folgerung, 25
Funktion, 34
gnach f, 36
iiberall definiert, 36
Assoziativgesetz, 38
bijektiv, 41
Bild, 39

Definition durch Fallunterscheidung, 35

Definitionsbereich, 34
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Definitionsmenge, 34 Kiirzungsregel, 72, 73
Einschridnkung, 40 kanonische Projektion, 27, 79
Graph, 35 Kardinalitét, 78
Hintereinanderausfiihrung, 36 kartesische Produkt, 9
Identitit, 36 Kommutativgesetz, 72, 73
injektiv, 41 Kommutativsitze, 3
Inverse, 43 Komplement, 10
Iterierte, 59 Komposition, 36
Komposition, 36 Konjunktion, 2
Linksinverse, 43 Konjunktionsbeseitigung, 3
Rechtsinverse, 43 Konklusion, 2
rekursiv definierte, 58 Kontraposition, 41
surjektiv, 41 Kontrapositionssatz, 3
auf N, 41 Korollar, 25
Verkniipfung, 36
vollstindiges Urbild, 39 leere Menge, 7
von M in sich, 34 Lemma, 16
von M nach N, 34 Linksinverse, 43
Wertevorrat, 34
wohldefiniert, 36 Mehrfachbelegungen, 39
Zielmenge, 34 Menge, 6
Angabe definierender Eigenschaft, 6
Gegenbeispiel, 21 Anzahl der Elemente, 78
Gliederungseinheit Aufzidhlung der Elemente, 6
Beispiel, 21 Aufzédhlung it u.s.w., 7
Bemerkung, 35 Auswahlaxiom, 9
Beweis, 17 Cantorscher Mengenbegriff, 6
Definition, 13 Differenz, 10
Folgerung, 25 disjunkt, 9
Korollar, 25 Durchschnitt, 9
Lemma, 16 echte Obermenge, 8
Proposition, 38 echte Teilmenge, 8
Satz, 27 Elemente, 6
Theorem, 28 endlich, 77
Graph, 35 Gleichheit, 6
Gruppe, 49 Inklusion, 8
Kardinalitét, 78
Halmos tombstone, 17 kartesische Produkt, 9
Hintereinanderausfiihrung, 36 Komplement, 10
leere Menge, 7
Identitét, 36 Obermenge, 8
im wesentlichen eindeutig, 59 paarweise disjunkt, 9
Implikation, 2 Potenzmenge, 9
Konklusion, 2 Rechenregeln, 10
Pramisse, 2 symmetrische Differenz, 10
indirekter Bewelis, 64, 85 Teilmenge, 8
Induktionsanfang, 61 unendlich, 77
Induktionsaxiom, 52 Vereinigung, 8, 9
Induktionsprinzip, 61 Modus Barbara, 3, 5
starkes, 71 Modus Camestres, 5
Induktionsschritt, 61 Modus Ferioque, 5
Induktionsvoraussetzung, 61 Modus Ponendo Ponens, 3
injektiv, 41 Modus Ponendo Tollens, 3
Inklusion, 8 Modus Tollendo Ponens, 3
Inverse, 43, 44 Modus Tollendo Tollens, 3

Iterierte, 59 Monotonieeigenschaft von +, 74
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Monotonieeigenschaft von -, 74
Multiplikation, 73
Multiplikation mit 0, 73

natiirliche Zahl
Addition, 72
algebraische Operationen, 73
Assoziativgesetz, 72, 73
descending chain condition, 70
Distributivgesetz, 74
Eindeutigkeitssatz, 58
Existenz eines neutralen Elementes, 72, 73
Faktorielle, 79
Induktionsaxiom, 52
Induktionsprinzip, 61

starkes, 71

Kiirzungsregel, 72, 73
Kommutativgesetz, 72, 73
Monotonieeigenschaft von +, 74
Monotonieeigenschaft von -, 74
Multiplikation, 73
Multiplikation mit 0, 73
Peano Axiome, 52
Primzahl, 83
Rechenregeln, 72-74
Rekursionssatz, 53
rekursiv definierte Funktion, 58
Teilbarkeit, 83
Teiler, 83
transfinite Induktion, 71
vollstindige Induktion, 61
Vorgénger, 67
Wohlordnung, 67

natiirliche Zahlen, 52, 59

Negation, 2

0.B.d.A., 79
Obermenge, 8
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, 79
Ordnungsrelation, 70
grofites Element, 67
kleinstes Element, 67

paarweise disjunkt, 9
partiellen Ordnung, 70
Partition, 26

pathologisches Objekt, 66
Peano Axiome, 52
Permutation, 48

pigeon hole principle, 76
Potenzmenge, 9

Pramisse, 2

Primzahl, 83

Prinzip der vollstindigen Induktion, 61
Prinzip der Zweiwertigkeit, 1
Proposition, 38

qg.ed, 17
Quantor, 4
Allquantor, 4
Existenzquantor, 4
existiert genau ein, 5
existiert hochstens ein, 5
existiert kein, 5
Quantorenverschiebungsgesetze, 5
quod erat demonstrandum, 17

Rechenregeln, 72-74

Rechtsinverse, 43

Reductio ad absurdum, 64

reflexiv, 15

Reflexivitit, 67

Rekursionssatz, 53

rekursiv definierte Funktion, 58

Relation, 13
Aquivalenzrelation, 20
in M, 13
Inverse, 44
Ordnungsrelation, 70
reflexiv, 15
symmetrisch, 15
Totalordnung, 70
transitiv, 15
Wohlordnung, 70
zwischen M und N, 13

Reprisentant, 27

Sitze von deMorgan, 3
Satz, 27
Satz vom ausgeschlossenen Dritten, 3
Satz vom Widerspruch, 3
Satz von der doppelten Verneinung, 3
Schlussregeln, 3
Schubfachprinzip, 76
straightforward, 22
surjektiv, 41

auf N, 41
Syllogismus, 5
symmetrisch, 15
symmetrische Differenz, 10
Symmetrische Gruppe, 48

Tautologie, 3
Assoziativsitze, 3
Disjunktionseinfiihrung, 3
Distributivsitze, 3
Kommutativsitze, 3
Konjunktionsbeseitigung, 3
Kontrapositionssatz, 3
Modus Barbara, 3, 5
Modus Camestres, 5
Modus Ferioque, 5
Modus Ponendo Ponens, 3
Modus Ponendo Tollens, 3
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Modus Tollendo Ponens, 3
Modus Tollendo Tollens, 3
Sitze von deMorgan, 3
Satz vom ausgeschlossenen Dritten, 3
Satz vom Widerspruch, 3
Satz von der doppelten Verneinung, 3
Teilbarkeit, 83
Teiler, 83
Teilmenge, 8
Theorem, 28
Totalordnung, 70
transfinite Induktion, 71
transitiv, 15
Transitivitit, 67
Transposition, 49
trivial, 17

unendlich, 77
Urbild, 39

Vereinigung, 8, 9
Verkniipfung, 36
Verneinungssitze, 4
Vertauschbarkeitssitze, 4
vollstidndige Induktion, 61
vollstiandiges Urbild, 39
Vorginger, 67

wlo.g., 79

Wahrheitswert, 1
Wertevorrat, 34
Widerspruchsbeweis, 64
without loss of generality, 79
wohldefiniert, 36
Wohlordnung, 67, 70

Zahlen
natiirliche, 59
Zielmenge, 34



Ein paar Hinweise

Das wichtigste Konzept, das Sie in diesem Skriptum kennengelernt haben, ist der Begriff des Beweises.
Die Erfahrung zeigt, dass wegen des grolen Umfangs des in kurzer Zeit behandelten Stoffs manche kleinere
Ideen, Hinweise und Bemerkungen oft iibersehen werden. Daher wiederholen wir einige dieser Punkte.

(Von Seite 8):
Beachte, dass zwei Mengen M| und M, genau dann gleich sind, wenn beide wechselseitigen Inklusionen M| € M,
und M| 2 M, gelten, also jedes Element der einen Menge in der anderen liegt, und umgekehrt.

(Von Seite 28):
Aquivalenzrelationen und Partitionen sind verschiedene Methoden, um dasselbe dahinter stehende Konzept zu
beschreiben, ndmlich dass gewisse Elemente einer Menge einander niher stehen als andere.

(Von Seite 38):
Seien M, N Mengen, f eine Funktion von M nach N, und R eine Aquivalenzrelation auf M. Man sagt, dass
durch die Vorschrift g([x]z) := f(x) eine Funktion g von der Faktormenge M/R nach N wohldefiniert ist, wenn
Vx,y e M : (xRy = f(x) = f(y)) gilt.

Beachten Sie, dass Sie beim Beweis dieser Implikation nicht die Notation g( ) verwenden diirfen, weil Sie ja
noch nicht wissen, ob diese Definition tatsdchlich eine Funktion g liefert.

(Von Seite 39):
Zwei Funktionen von M nach N sind genau dann gleich, wenn sie und wenn sie jedem Element ihres (gemeinsa-
men) Definitionsbereiches M das selbe Element ihrer (gemeinsamen) Zielmenge N zuordnen.

(Von Seite 47):

Wenn Sie zwei dquivalente Definitionen einer Eigenschaft D haben, dann passiert es oft, dass die eine Definition
D1 scheinbar mehr als die andere D2 aussagt. Ein Beispiel haben wir schon am Beispiel der Eigenschaften Sym
und Sym’ gesehen.

Wenn Sie in so einer Situation beweisen miissen, dass die Eigenschaft D gilt, dass empfiehlt es sich, die
scheinbar schwichere Formulierung D2 zu iiberpriifen, weil das leichter ist. Wenn Sie aber schon wissen, dass D
gilt, diirfen Sie D1 verwenden; eine Folgerung aus der scheinbar stirkeren Eigenschaft D1 ist vielleicht leichter
zu gewinnen als aus D2.
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