7. Ubung Mathematik 2 fiir MB/VT/WI

61. Gegeben ist das Vektorfeld v = (xi;f)

(a) Fixieren Sie A reell so, dass v die Integrabilitidtsbedingung erfiillt und somit konservativ wird.
(b) Skizzieren Sie das Vektorfeld an den Punkten P; = (0,0), P> = (1,1) und P3 = (2, —1).
Berechnen Sie das Potential des Vektorfeldes.

Welchen Wert hat das Kurvenintegral fC vdx, wobei C' eine beliebige geschlossene Kurve ist. Warum?

(
62. (a) Gegeben ist die Kurve C im R?, welche sich aus € und Cs zusammensetzt, wobei C7 die untere Hélfte

des Kreises mit Radius 3 und Mittelpunkt (1,1) ist (d.h. jener Teil des Kreises, dessen Punkte y—
Koordinaten kleiner gleich 1 haben), und Cy der Teil der z—Achse ist, der die Punkte (—2,1) und (4,1)
verbindet.

Skizzieren Sie C' und geben Sie eine Parametrisierung von C7 und Cs an. an.

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale fC1 vdx und f02 vdx, wobei das Vektorfeld v = (:2y) ist.

2z
(c) Ist v ein Gradientenfeld?

63. Berechnen Sie das Kurvenintegral [, vda, wobei C' die durch z(t) parametrisierte Kurve ist.
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Welches der Vektorfelder ist konservativ?

64. (a) Sei v = (Zgzg) ein konservatives Vektorfeld mit Potentialfunktion F'(x,y). Sei weiters C' eine ebene

Kurve, welche die Punkte P = (xp,yp) und Q = (2@, yq) verbindet. Zeigen Sie die Formel
[ v o= Fea.0) - Plar.ye).
C

(b) Verwenden Sie die Formel aus (a) um konkret den Wert des Kurvenintegrals [, vd z zu berechnen,
wobei C' die Kurve mit Parameterdarstellung

ex 4 COS| 2T
o) - (L) et

<t<1
exp(t*) sin(27rt)>7 0st=l,

ist und v jenes konservative Vektorfeld ist, dessen Potentialfunktion F(z,y) = x* + yexp(sin(z)) ist.
Wie lautet das Vektorfeld v?

65. (Zentrales Kraftfeld — vgl. Skript) Durch f(z) = = wird das zentrale Kraftfeld v(x) = f(H;l:H)Hg—”, x = (z),
festgelegt.

(a) Skizzieren Sie das Vektorfeld fiir alle Punkte & mit ||| =2, 3, 7 und 9.

(b) Weisen Sie nach, dass die Integrabilitéitsbedingung erfiillt ist.

(c) Berechnen Sie die Potentialfunktion des Vektorfeldes.
)

(d) Wie sehen die Hohenschichtlinien des Potentials eines zentralen Kraftfeldes aus?



66. Skizzieren Sie folgende Flichen im R3 und geben Sie deren (eventuell stiickweise) Parameterdarstellung
x(u,v) inklusive jeweiligem Parameterbereich an:

(a) die Kreisscheibe mit Radius 2 und Mittelpunkt (0,0, 1) in der Ebene {z = 1}.

(b) den Teil der Oberfliche der Kugel mit Radius 4 um den Punkt (0,0,0), welcher im ersten Oktanten
liegt.

(¢) z=2x4+4yfir0<z<1,0<y<1.

(d) z=2zx+4yfir0<z<y<l.

(e) Kegel mit Spitze in (0,0, —9), dessen Grundflache der Kreis mit Radius 1 in der z — y—Ebene liegt.

(f) den Deckel des Wiirfels mit den Eckpunkten (0,1,0), (0,5,0), (0,1,4)

67. Skizzieren und parametrisieren Sie die Randfliche von folgendem vo6llig sinnlosen Gegenstand aufgebaut aus

einer Kugelscheibe, einem darauf gesetzten Zylinder und einem abschliefenden Kegel (Grundfliche ist auch
zu parametrisieren!):
Angenommen der Korper stehe im Ursprung, so sei die Kugelscheibe jener Teil der Vollkugel mit Mittelpunkt
(0,0,3) und Radius 9, welcher zwischen der z—y—Ebene und der Ebene z = 3 liegt. An diese Kugelscheibe
schliefit der Zylinder um die z—Achse mit Radius 9 und Hohe 7 an. Der abschlieende Kegel um die z—Achse
schliefit stetig (also auch mit Radius 9) an den Zylinder an und hat Hohe 4, d.h. seine Spitze befindet sich
im Punkt (0,0, 14).

68. Berechnen Sie das Oberflichenelement dO der im Beispiel 66 unter (b), (c) und (f) angegebenen Flichen.

69. (a) Begriinden Sie anhand der Definition des Oberflachenintegrals iiber Funktionen aus dem Skript (7.4.1),
dass O(1, F), d.h., falls f = 1 gew#hlt wird, die Oberfliche des Flichenstiicks F' berechnet.

(b) Berechnen Sie den Flicheninhalt jenes Teils der Oberfliche der Kugel mit Radius 9, der in dem Zylinder
2?2 4+ y% = 3 liegt.

70. Berechnen Sie das Oberflichenintegral [1. fdO iiber die Funktion f, wobei f = f(z,y,2) = 224+ 22 +y? und
F jener Teil des Funktionsgebirges z = /22 + y? ist, fiir welchen 2 < 22 + y? < 4 gilt.



