2. Ubung Mathematik 2 fiir MB/VT/WI — 14.3.2011

Zur Erinnerung: Bitte nur Beispiele kreuzen, welche vollstindig gelost sind und an der Tafel ohne Unterlagen
vorgerechnet werden koénnen!
a b
A=
(2 )

eine (allgemeine) (2 x 2)- Matrix, welche & Az > 0, fiir jeden Vektor = = (i;) ungleich (8) des R? erfiillt
(Anmerkung: diese Eigenschaft nennt man positiv definit).

11. Sei

(a) Welche Eigenschaft muss A noch erfiillen, damit das Produkt -4, welches via = -4 y = 27 Ay definiert
wird, ein inneres Produkt auf R? wird? Was ist iiberhaupt ein inneres Produkt?
Anleitung: Rechnen Sie die drei definierenden Eigenschaften des inneren Produkts aus dem Skriptum
nach (vgl. 5.1.2).

(b) Geben Sie ein konkretes Beispiel einer solchen Matrix A an und berechnen Sie x- 4y aus (a) fiir konkrete
Vektoren  und y.

(¢) Wie muss die Matrix A aussehen, damit « -4 y aus (a) das iibliche innere Produkt wird?

12. (a) Cla,b] bezeichne den Vektorraum aller auf [a, b] stetigen Funktionen. Weisen Sie nach, dass durch

b
(f.9) = / f(@)g(x) dx

ein inneres Produkt auf Cla, b] gegeben ist.

(b) Es sei speziell [a,b] = [0,27], fn(x) = sin(nz) und g, = cos(nz), n =1,2,3,.... Bestimmen Sie jeweils
das innere Produkt (f;, fx) fiiv i # k, (fi, fi) und (f;, g;)-

13. Zeigen Sie: k paarweise orthogonale Elementen wuq,us, ..., u; (nicht notwendigerweise die Standardbasis-
vektoren!) in einem (mindestens k-dimensionalen) Vektorraum sind linear unabhéngig. Erkldren Sie diese
Aussage speziell fiir £k = 2 anhand eines Beispiels.

Anleitung: In die Definition der linearen Unabhéngigkeit einsetzen, die auftretende Gleichung mit w; mul-
tiplizieren (k = 1,2,...,n) und die Orthogonalitéit ausniitzen.

14. (Orthogonalisierungsverfahren von E.Schmidt)

Es sei by,...,b, eine Basis eines n-dimensionalen Vektorraumes V. Zeigen Sie, dass die im folgenden defi-
nierten Vektoren aq,...,a, eine Orthonormalbasis von V bilden!
b1
(i) a1 = ——
14|
(ii) fir k = 2,...,n sei
k—1
di = by — Y _(br,ai)a;
i=1
und
dj,
ap = ——.
|l
15. Wenden Sie das in Beispiel 14 beschriebene Verfahren an, um ausgehend von der Basis 1,z,22,...,2"
eine Orthonormalbasis ag(z),...,an(z) des Vektorraumes P,, der Polynome vom Grad < n auf [—1,1] zu

berechnen. Dabei sei das innere Produkt (p,¢) definiert durch

1
(p,q) = /p(@q(x)dm.
21



Es geniigt, wenn Sie bis n = 2 rechnen.

2
2k +1

(Die Polynome pg(z) = ar(z) heiflen Legendrepolynome k-ten Grades.)

16. (a) Weisen Sie nach, dass die Menge aller Matrizen der Gestalt

b
c |, fir a, b, ¢, reell
c

o Q@ O
O O R

einen Vektorraum bilden. Geben Sie eine Basis fiir diesen Vekorraum an. Welche Dimension hat dieser
Vektorraum?

(b) Warum bildet die Menge aller Matrizen der Gestalt

1 a b
a 0 c |, fir a, b, ¢, reell
0 0 c
keinen Vektorraum?
17. Gegeben sind die Matrizen
11 1 1 2 2 2 010
A= 2 1 2 , B= -2 3 , C=| -2, D=0 0 3
2 2 -1 0 3 -3 1 0 00

Berechnen Sie

(a) A+ B und B+ A.
(b) AB und BA. Was fillt IThnen auf?

(c) AC. Fasst man die Spalten der Matrix A als Vektoren auf, so entspricht AC' einer Summe von Vielfachen
dieser Spaltenvektoren - welcher? Geben Sie eine geometrische Interpretation an.

(d) D? und D3. Was fillt Thnen hier auf?

18. (a) Berechnen Sie von folgenden Matrizen jeweils den Rang von

1 -2 2 1 010 0
A=| -1 41|, B=|-1214]), c¢c=(0], D=(0,07.
1 —6 4 1 3 46 0

(b) Geben Sie die (3 x 3)-Elementarmatrizen 7" folgender Umformungen an und bestétigen Sie die Rich-
tigkeit Threr Elementarmatrix, indem Sie die Matrix A’ = A.T jeweils berechnen, wobei A aus (a)
ist

i. Vertauschung der ersten und zweiten Spalte.
ii. Addition der mit 3 multiplizierten ersten Spalte zur dritten Spalte.
iii. Division der ersten Spalte durch 2, der zweiten Spalte durch 3 und der dritten Spalte durch 4.

19. Berechnen Sie die Inverse der Matrix
1 1 -1
A= 2 2 0
3 1 1

mit dem Verfahren Skript Seite 17 und machen Sie die Probe fiir Ihr Ergebnis. Was ist die Inverse von A~!?



1 0 1

20. Welche Koordinaten hat jener Vektor, der beziiglich der Basis {| 2 |, | —1 |, | 0 |} die Koordinaten
0 0 1
1,2,1 hat
a) beziiglich der Standardbasis des R3?
-1 0 0
b) beziiglich der Basis {[ 2 |, [ 2 |, | 2 |}7

0 0 1



