VEKTOREN UND
VEKTORRAUME



Beispiel: Elektrische Netzwerke




Beispiel: Elektrische Netzwerke

Roi1 + Ry (i1 +i2 + i3) 10V,
R31o — Ro1; = 0V,
2V.

Rg13 — R319



Beispiel: Elektrische Netzwerke

Rpi1 + R1(d1 +i2 + i3) 10V,
R31o — Ro1; = 0V,
2V.

Rg13 — R319

Konkret R{ = 1.5€2, Rp = R3 =42 und R4 = 312



Beispiel: Elektrische Netzwerke

5511+ 151+ 1513 10,
—411+41, = O,
—445 4+ 313 =

|
N



Beispiel: Elektrische Netzwerke

||10V ||2V
L . ! .
Y [ Y I, Y I3
R, R, R, R,
L1+ 1+ 13
5511+ 151+ 1.5:3 = 10, 55 15 1.5
e
—44y +4i, = O, -4 4 0
O -4 3

|
N

—445+3i3 =



Vektoren

%] S Q)+ ()-=0)

e
IIIIIIII

IIIIIIIIIIIIIIIIIII
b




Vektoren
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Vektoren

Allgemein: R"™ = {




Vektoren

L1
Allgemein: R" = s x1,...,p € R
In
(wl) (yl) <$14-y1> ($1> (Awl
X+y=\|:|+]|:|:= s : AX = A | — s
Ln Yn 33n+yn Ln AZn,

Speziell:




Vektoren

r1
Allgemein: R" = s x1,...,xn €R
In

T Y1 1+ Y1
X+y=\|:|+]|:|:= s : AX = A |

Speziell:

x]
Noch allgemeiner: K™ =

Ln
wobei (K, +,-) ein Korper ist.

e>




Vektoren

Definition Sei (K,+,-) ein Koérper und (V,4+) eine abelsche Gruppe,
weiters
KXV >V, (X)) — A-X

eine ,,aubere’ Operation.

(V, 4+, K) heiBt Vektorraum definitionsgemal genau dann, wenn zusatzlich
die folgenden Gesetze gelten:

VAEKVx,y eV AMx+y) = x+ )y
VApue KvxeV: (A4 p)x = Ax+ ux
VAape KvVx eV (Auw)x = A(ux)

VxeV: 1. x=x



Vektoren

Definition Sei (K,+,-) ein Koérper und (V,4+) eine abelsche Gruppe,
weiters
KXV >V, (X)) — A-X

eine ,,aubere’ Operation.

(V, 4+, K) heiBt Vektorraum definitionsgemal genau dann, wenn zusatzlich
die folgenden Gesetze gelten:

VAEKVx,y eV AMx+y) = x+ )y
VApue KvxeV: (A4 p)x = Ax+ ux
VAape KvVx eV (Auw)x = A(ux)

VxeV: 1. x=x

Beipiele: a) K",



Vektoren

Definition Sei (K,+,-) ein Koérper und (V,4+) eine abelsche Gruppe,
weiters
KXV >V, (X)) — A-X

eine ,,aubere’ Operation.

(V, 4+, K) heiBt Vektorraum definitionsgemal genau dann, wenn zusatzlich
die folgenden Gesetze gelten:

VAEKVx,y eV AMx+y) = x+ )y
VApue KvxeV: (A4 p)x = Ax+ ux
VAape KvVx eV (Auw)x = A(ux)

VxeV: 1. x=x

Beipiele: a) K", b) V=R2 W = {X= (g ) ERQlﬂ?l 2513‘2},



Vektoren

Definition Sei (K,+,-) ein Koérper und (V,4+) eine abelsche Gruppe,
weiters
KXV >V, (X)) — A-X

eine ,,aubere’ Operation.

(V, 4+, K) heiBt Vektorraum definitionsgemal genau dann, wenn zusatzlich
die folgenden Gesetze gelten:

VAEKVx,y eV AMx+y) = x+ )y
VApue KvxeV: (A4 p)x = Ax+ ux
VAape KvVx eV (Auw)x = A(ux)

VxeV: 1. x=x

Beipiele: a) K", b) V=R2 W = {X= (g ) ERQlﬂ?l 2513‘2},

) V=R3, U={xeR3| 21+ x5+ 23 =0}



Vektoren

Definition Sei (V,4,K) ein Vektorraum liber einem Korper K und
UCV mitU # @. U heiBt Unterraum, in Zeichen: U <V, definitions-
gemal genau dann, wenn (U,+, K) ein VVektorraum ist.




Vektoren

Definition Sei (V,4,K) ein Vektorraum liber einem Korper K und
UCV mitU # @. U heiBt Unterraum, in Zeichen: U <V, definitions-
gemal genau dann, wenn (U,+, K) ein VVektorraum ist.

Satz Sei (V,+4, K) ein Vektorraum und U C V. Dann gilt: U <V <—
1))U#02,2)x,yeU=—=x+yeU, 3)NeK,xeU=XIxeU.



Vektoren

Definition Sei (V,4,K) ein Vektorraum liber einem Korper K und
UCV mitU # @. U heiBt Unterraum, in Zeichen: U <V, definitions-
gemal genau dann, wenn (U,+, K) ein VVektorraum ist.

Satz Sei (V,+4, K) ein Vektorraum und U C V. Dann gilt: U <V <—
1))U#02,2)x,yeU=—=x+yeU, 3)NeK,xeU=XIxeU.

Beweis: ,,—": trivial

,<==": Man kann zeigen, dass Ox = o0 und (—1)x = —x.

Da U # @, gibt es x € U. Setzt man in 3) A = —1, so erhdlt man
—x € U und somit ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+4).

Alle anderen Vektorraumaxiome gelten trivialerweise. []



Vektoren

Definition Sei (V,4,K) ein Vektorraum liber einem Korper K und
UCV mitU # @. U heiBt Unterraum, in Zeichen: U <V, definitions-
gemal genau dann, wenn (U,+, K) ein VVektorraum ist.

Satz Sei (V,+4, K) ein Vektorraum und U C V. Dann gilt: U <V <—
1))U#02,2)x,yeU=—=x+yeU, 3)NeK,xeU=XIxeU.

Beweis: ,,—": trivial

,<==": Man kann zeigen, dass Ox = o0 und (—1)x = —x.

Da U # @, gibt es x € U. Setzt man in 3) A = —1, so erhdlt man
—x € U und somit ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+4).

Alle anderen Vektorraumaxiome gelten trivialerweise. []

Bem.: Jeder Vektorraum V besitzt die trivialen Unterraume {o} und V.



Vektoren

WZ{X=<CC1>ER2|$1=CU2}
L2

X,yeEW =>x—-yeW = (W,+) < (R2,4+). NER = XxecW.




Vektoren

WZ{X=<CC1>ER2|$1=CU2}
L2

X,yeEW =>x—-yeW = (W,+) < (R2,4+). NER = XxecW.

4
O)+ W:x=x+4 verschobener Unterraum: Nebenraum



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

(e (36



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

(e (o (36

oder anders angeschrieben

1A+ 1 —1X3 = O,
3A1 + 2 +0A3 = 0,
A4N1 4+ 22> +2X3 = 0.



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

1 1 1 0
Mol 3+l 242 0]=]0
4 2 2 0

oder anders angeschrieben

1A+ 1 —1X3 = O,
3A1 + 2 +0A3 = 0,
A4N1 4+ 22> +2X3 = 0.

Es gibt eine nichttriviale Losung: A\ =2, > = -3, A3 = —1
—> die Vektoren sind linear abhangig.



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

SHESCENE

oNn OO



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

1 0 0

—2 3 0

Vi=|[ g3 V2T | o | V3T | 5
0 1 —5

Folgt aus A1 - vy + Ao -vo 4+ A3:-v3 =0, dass )\1:>\2=)\3=O?



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

1 0 0

—2 3 0

Vi=|[ g3 V2T | o | V3T | 5
0 1 —5

Folgt aus A1 - vy + Ao -vo 4+ A3:-v3 =0, dass )\1:>\2=)\3=O?

Gleichungssystem bzw. die Vektoren als Matrix geschrieben:

1 0 O \ 0 1 0 O
-2 3 0 .(Al)_ 0 -2 3 0
3 -2 2 )\2 — |0 3 -2 2
0 1 -5 3 0 0 1 -5



Beispiele zur linearen Unabhangigkeit

1 0 0

—2 3 0

Vi=|[ g3 V2T | o | V3T | 5
0 1 —5

Folgt aus A1 - vy + Ao -vo 4+ A3:-v3 =0, dass )\1:>\2=)\3=O?

Gleichungssystem bzw. die Vektoren als Matrix geschrieben:

1 0 O \ 0 1 0 0\ =X =0

—2 3 0 /\1 | o —2 3 0| =Xx=0
3 -2 2 AQ —|o 3 -2 2| =M3=0
0 1 -5 3 0 0 1 -5



MATRIZEN



Matrizen

m X n-Matrix:

K™mxXn_  Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen aus K

A e K" 5 quadratische Matrix

Schreibweise als VVektor von Spaltenvektoren:

A: (317327---7371)



Rechnen mit Matrizen

Die transponierte Matrix:



Rechnen mit Matrizen

Die transponierte Matrix:



Rechnen mit Matrizen

Summe:

Skalare Vielfache



Rechnen mit Matrizen

Al-A2=(

O wr
= N O

N = N

@6 N

N NN



Rechnen mit Matrizen

AN M~
— O O

AN —= (N
L AN —
— M O

Ap - Ap =

(Q\

—

N~ KN

0 O

N — N
Lo N -
— M O



Rechnen mit Matrizen

Al-A2=(

1

O wr
= N O
N~ N

5
O

)

@6 N

N NN
~_

N NN

1-1+5-54+2-0

o wr
= N O
N~ N



Rechnen mit Matrizen

1 5 2 1 2
A Ab=[321|-|5 7
(o 12) (02)
1 2
5 7
0 2

1-1+5-54+2-0 1
3:-14+2-5+1-0 3
O-14+1-54+2-0 0

2+5.7+2-2
242.741-2
2417422

O wr
= N O
N~ N



Rechnen mit Matrizen

Al-A2=(

O wer
= N O
N~ N

1

J:

2 26 41
7 | = 13 22
2 5 11

2
4
2

O wr

= N O

N —= N

1-14+5-5+2-0
3:-14+2-54+1-0
O-14+1-5+2-0

1-245-74+2-2
3:242-7+4+1-2
0-241.7+2-2



Rechnen mit Matrizen

15 2 12 26 41
A1 A= 3 2 1 5 7 |=[ 13 22
01 2 0 2 5 11
1 2
5 7
0 2
15211455420 1-24+45.74+2-2
32 1(3.142.541.0 3:242.74+1.2
012/0-141-542.-00.-241-74+2-2

A E Kmxn, B E KnXTiAB E KmXT



Rechnen mit Matrizen

15 2 12 26 41
A1 A= 3 2 1 5 7 |=[ 13 22
01 2 0 2 5 11
1 2
5 7
0 2
15211455420 1-24+45.74+2-2
32 1(3.142.541.0 3:242.74+1.2
012/0-141-542.-00.-241-74+2-2

A E Kmxn, B E KnXTiAB E KmXT

(1 0 0 --- O)
o 1 0 --- 0
Einheitsmatrix: I = | : - :
: .. 0
\o 0 1)



Rechnen mit Matrizen

Diagonalmatrix: diag(A1,...,\n) =




Rechnen mit Matrizen

Diagonalmatrix: diag(A1,...,\n) =

(K™*™ 4. .) ist ein Ring.

(A1 0 O
0 X O
0




Rechnen mit Matrizen

(A1 0 O 0 )
O X O 0
Diagonalmatrix: diag(\1,...,An) = | : s
s O
\ O 0 An)
(K™*™ 4. .) ist ein Ring.
0O 1) _ (0 1) (OO ” 0 0y (O 1)_(0O
0 0/ \0OO 01 01 0 0/ \0OO



Rechnen mit Matrizen

(A1 0 0 -+ 0)
O X O --- O
Diagonalmatrix: diag(\1,...,An) = | : :
: . 0

\O 0 )\n)

(K™*™ 4. .) ist ein Ring.

CY-GYEIEIEN-6)

Nicht kommutativ, nicht nullteilerfrei.



Rechnen mit Matrizen

A, B,C. Matrizen, \: Skalar

I: Einheitsmatrix mit passender Anzahl von Zeilen und Spalten

2. (A-B)-C=A-(B-C)

3. (A+B)-C=A-C+B-C

4. A-(B+C)=A-B+A-C

5. (\-A)-B=A-(A\-B)=X-(A-B)

6. (A+B)l =414 BT
7. (A-B)Yl =pT. AT

8. (A\-AL =x.4aT



Invertierbare Matrizen

Definition A ¢ K™"X" heiBt reqular < A~ 1: AA"1 =A"1A =1,
sonst singular.




Invertierbare Matrizen

Definition A ¢ K™"X" heiBt reqular < A~ 1: AA"1 =A"1A =1,
sonst singular.

Satz (AB) " 1=B"14-1, (AT)-1 = (41T

Beweis: Priifen von B~1A"1. AB=AB.- B A1 =1, bzw.
Anwenden von Regel 7: (A-B)l = BT . AT,



Invertierbare Matrizen

Fur

L1
A= (ai,...,ap) und x=| : | €¢ K"

In

gilt

n
Ax = (8_1, . o ,an)x — Z T;aA;.
1=1



Invertierbare Matrizen

Fur
L]
A= (ai,...,ap) und x=| : | €¢ K"
In
gilt
n
Ax = (a1,...,an)X = ) _ x4,
1=1
das heilt,

Ax € [{a1,...,an}].

Insbesondere Aej = a;.



Invertierbare Matrizen

Fur
L]
A= (ai,...,ap) und x=| : | €¢ K"
In
gilt
n
Ax = (a1,...,an)X = ) _ x4,
1=1
das heilt,

Ax € [{a1,...,an}].

Insbesondere Aej = a;.

Oder fur B = (by,...,bg) € K"*4:

AB = (Abq,.. .,Abq), mit Ab; € [{al, ce ,an}].



Invertierbare Matrizen

Beispiel:

2x1 + 7xo = 10
3r1 — b6xo =11

= |



Invertierbare Matrizen

Beispiel:

2x1 + 7xo = 10
3r1 — b6xo =11



Invertierbare Matrizen

Beispiel:
Dxq + 7z = 10 (2 7 > (ml) _ (10)
< —
3z1 — 6xp =11 3 —6) \x2 11

-1 2 1 2 7

2 7 __ |11 33 , (1) = (11 33
3 —6 I O o) |1 _2
11 33

11 33

Das Gleichungssystem ist genau dann |0sbar, wenn

()= 1) ()]



Invertierbare Matrizen

Falls A regular, dann ist

|Oosbar und es gilt daher:

e1,.--,en € [{a1,...,an}l,

d.h., {ai,...,an} ist eine Basis von K".



Invertierbare Matrizen

Falls A regular, dann ist

|Oosbar und es gilt daher:

e1,.--,en € [{a1,...,an}l,

d.h., {ai,...,an} ist eine Basis von K".
Auch umgekehrt. Daher:

Satz

A= (ai,...,ap) € K"" requldr <— {aq1,...,an} l.u.
— [{ai,...,an}] = K"



Der Rang einer Matrix

Definition Der Spaltenrang einer Matrix A = (aq,..

definiert wie folgt:
rg A:=dim[{a1,...,an}]

Der Zeilenrang von A ist definiert als rg(A').

L,ap) € KMX™ jst



Der Rang einer Matrix

Definition Der Spaltenrang einer Matrix A = (aq1,...,an) € K™M*" jst
definiert wie folgt:

rg A:=dim[{a1,...,an}]

Der Zeilenrang von A ist definiert als rg(A').

Satz Fliir jede Matrix A €¢ KM*X" stimmt der Spaltenrang mit dem
Zeilenrang lberein.

Definition Der Rang einer Matrix A = (ay,...,an) € K™M*" jst
definiert als ihr Spaltenrang (=Zeilenrang)

rg A:=dim[{ai,...,an}]



Der Rang einer Matrix

Definition Elementare Spaltenumformungen sind

1. aj—>)\aj mitAEK\{O}
2. aj—a;+Aa mitiF=jund e K
3. ai<—>aj

Elementare Zeilenumformungen definiert man analog.



Der Rang einer Matrix

Definition Elementare Spaltenumformungen sind

1. aj—>)\aj mitAEK\{O}
2. aj—a;+Aa mitiF=jund e K
3. ai<—>aj

Elementare Zeilenumformungen definiert man analog.

Satz Elementare Spalten- oder Zeilenumformungen verandern den
Rang einer Matrix nicht.



Der Rang einer Matrix

Definition Elementare Spaltenumformungen sind

1. aj—>)\aj mitAEK\{O}
2. aj—a;+Aa mitiF=jund e K
3. ai<—>aj

Elementare Zeilenumformungen definiert man analog.

Satz Elementare Spalten- oder Zeilenumformungen verandern den
Rang einer Matrix nicht.

Beweis: 1. und 3.: trivial.
Ad 2. x = a; + Aa; kann nach dem Austauschlemma fur a; getauscht

werden (Koeffizient von a; ist 1 und 1 # 0):

H{a1,...,an}] = [({a1,...,an} \ {a;}) U {x}]



Bestimmung des Rangs einer Matrix

s1 S» 83 sS4
1 2 3 4
2 b -1 2
-2 -3 —-12 -—-13
2 -1 2 —1




Bestimmung des Rangs einer Matrix

s1 S» 83 sS4
1 2 3 4
2 b -1 2 —

So> — Sp — 281

—2 -3 —12 —13 . . _ 3.
2 —1 2 —1 Sa — Sa — 438,




Bestimmung des Rangs einer Matrix

S1 S92 53 S4 S1 S92 53 sS4

1 2 3 4 1 O O O

2 5 -1 2 — 2 1 —7 -6
So> — Sp — 281

-2 -3 12 -13 . .o _34 -2 1 -6 -5

2 =1 2 —1 S4a — Sqa — 431 2 -5 —4 -9



Bestimmung des Rangs einer Matrix

s1 So 83 S4 S1 So» 83 Sa

1 2 3 4 1 0 0 0
—
2 > 1 2 S2 — s2 — 281 2 1 —-r -6 —

—2 —3 —12 —13 s3 — 83 — 381 -2 1 _6 -5 s3 — s3+ 7so
2 -1 2 —1 Sq — 84 — 451 2 _5 4 —9 S4 — S4 + 652
1 0 0 0
2 1 0 0

-2 1 1 1
2 -5 -39 -39



Bestimmung des Rangs einer Matrix

S1 Sp 83 sS4 S1 S S3 S84

1 2 3 4 1 O O O
S
2 5 _1 2 So —>82—281 2 1 _7 _6 —

—2 —3 —12 —13 s3 — 83 — 381 -2 1 _6 -5 s3 — s3+ 7so
2 -1 2 —1 Sq — 84 — 451 2 _5 4 —9 S4 — s4 + 652
1 0 0 0 1 0 O 0O
2 1 0 0 2 1 O O

-2 1 1 1 — -2 1 1 0
> _5 -39 _39 S47sa=ss o 5 _39



Bestimmung des Rangs einer Matrix

S1 So S3 S4 S1 S2 83 S84

1 2 3 4 1 0 0 0
H
2 > 2 s2 — S2 — 251 2 1 -7 -6 —

—2 -3 —-12 13 o _ 3, -2 1 —6 -5 s37s3tTs
2 -1 2 —1 Sq — 84 — 481 2 _5 —_4 -9 S4 — s4 + 652
1 0 0 0 1 0 O 0O
2 1 0 0 2 1 O O

—2 1 1 1 — -2 1 1 0] —>
2 _5 -39 -390 84 — S4 — 83 2 _5 -39 0 S1 — S1 — 2892
1 0 O O
0 1 O O

-4 1 1 0
12 -5 -39 O



Bestimmung des Rangs einer Matrix

S1 So S3 S4 S1 S2 83 S84

1 2 3 4 1 0 O O

_>

2 5 -1 2 5 50 281 2 1 -7 -6 —

-2 -3 —-12 -13 S5 —> S5 — 351 -2 1 -6 -5 s3 — 53 + 752
2 -1 2 -1 sS4 — 54— As1 > _5 —4 _g Sa7sa+0s
1 O 0 o) 1 O O O

2 1 0 0 2 1 O O
-2 1 1 1 — -2 1 1 0 s

2 _5 -39 -390 84 — S4 — 83 2 _5 -39 0 S1 — S1 — 2892

1 O O O 1 0 O O

O 1 O O 0 1 O O

_>

-4 1 1 O 51— 51 + dss 0 0 1 O

12 -5 -39 0 S5 — S5 — S3 —144 34 -39 O



Deutung elementarer Umformungen als
Matrizenmultiplikation

Zeilen
1 00 1 2 3 1 2 3
010]|[234|=[|23 4
O 0 1/\3 4 4 3 4 4
2o — 2o — 221, 23 — 323
1 0 O 1 2 3 1 2 3
-2 10123 4]=|0 -1 -2
O 0 3/\3 4 4 9 12 12



Deutung elementarer Umformungen als

Spalten

wWN
P OWN
> P W
oNeN
o O
= O O
|
WN =
P OWN
> P W

Matrizenmultiplikation

|



Invertieren einer Matrix

1 2 3 1 0 O 1 0 O
2 3 4 s2—>s2—2s; 2 -1 -2 2 -1 0
3 4 4 83—>Si—>381 3 —2 —5 s3—s3—2sp 3 —2 —1
1 0 O 1 -2 -3 1 -2 1
O 10 O 1 O o 1 -2
O 01 O 0 1 O 0 1

1 0 O sp—>$21+2s3 1 0 O 1 0 O

2 -1 O s1—>s1—3s3 2 1 O O 1 O

$3—>—3S3 3 -2 1 S>—>—S89 O 0O 1 81—>81—282 0O 0O 1

1 2 -1 — 4 4 —1 — 4 4 —1

O 1 2 —6 —5 2 4 -5 2

O 0 -1 3 2 -1 -1 2 -1



