
Lineare Gleichungssysteme

mit spezieller Systemmatrix



LGS mit spezieller Systemmatrix

A ∈ Km×n, b ∈ Km. Mit f ←→ A gilt f : Kn → Km und def(f) = n−m.
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LGS mit spezieller Systemmatrix

x1+ 0 +· · ·+ · · · + 0 +a1,m+1xm+1+· · ·+a1,nxn=b1
0 +x2+ 0 + · · · + 0 +a2,m+1xm+1+· · ·+a2,nxn=b2
... +.. .+.. .+ .. . + ... + ... + ... + ... =...
0 +· · ·+· · ·+xm−1+ 0 +am,m+1xm+1+· · ·+am,nxn=bm−1
0 +· · ·+· · ·+ 0 +xm+am,m+1xm+1+· · ·+am,nxn=bm
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0 +· · ·+· · ·+xm−1+ 0 +am,m+1xm+1+· · ·+am,nxn=bm−1
0 +· · ·+· · ·+ 0 +xm+am,m+1xm+1+· · ·+am,nxn=bm

Setzt man xm+1 = t1, . . . , xn = tn−m, so folgt (für i = 1, . . . ,m)

xi = bi − t1ai,m+1 − · · · − tn−mai,n,



LGS mit spezieller Systemmatrix

x1+ 0 +· · ·+ · · · + 0 +a1,m+1xm+1+· · ·+a1,nxn=b1
0 +x2+ 0 + · · · + 0 +a2,m+1xm+1+· · ·+a2,nxn=b2
... +.. .+.. .+ .. . + ... + ... + ... + ... =...
0 +· · ·+· · ·+xm−1+ 0 +am,m+1xm+1+· · ·+am,nxn=bm−1
0 +· · ·+· · ·+ 0 +xm+am,m+1xm+1+· · ·+am,nxn=bm

Setzt man xm+1 = t1, . . . , xn = tn−m, so folgt (für i = 1, . . . ,m)

xi = bi − t1ai,m+1 − · · · − tn−mai,n,

also




















x1
...

xm
xm+1

...
xn





















=





















b1
...
bm
0
...
0





















+





















−t1a1,m+1 − · · · − tn−ma1,n
...

−t1am,m+1 − · · · − tn−mam,n

t1
...

tn−m





















.
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bm − t1am,m+1 − · · · − tn−mam,n

am,m
= b′m + t1a

′
1,m + · · ·+ tn−ma′n−m,m
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Danach berechnet man rekursiv xm−2, xm−3, . . . , x1.



LGS mit spezieller Systemmatrix – Beispiel
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x2 + 2x3 = 3.
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Setzt man x3 = t, so folgt aus der 2. Gleichung

x2 = 3− 2x3 = 3− 2t

und schließlich aus der 1. Gleichung

2x1 = 4− 3x2 + x3 = 4− 3(3− 2t) + t und somit x1 = −
5
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+
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LGS mit spezieller Systemmatrix – Bsp 2
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Setzt man x3 = t1 und x4 = t2, so folgt

x1 = 5− 2t1 − 4t2

x2 = 7− 3t1 − 5t2



LGS mit spezieller Systemmatrix – Bsp 2

(

1 0 2 4
0 1 3 5

)

·











x1
x2
x3
x4











=

(

5
7

)

bzw.
x1 + 2x3 + 4x4 = 5

x2 + 3x3 + 5x4 = 7.

Setzt man x3 = t1 und x4 = t2, so folgt

x1 = 5− 2t1 − 4t2

x2 = 7− 3t1 − 5t2

Insgesamt also










x1
x2
x3
x4











=











5
7
0
0











+ t1











−2
−3
1
0











+ t2











−4
−5
0
1











=











5
7
0
0











+











−2 −4
−3 −5
1 0
0 1











·

(

t1
t2

)



LGS mit spezieller Systemmatrix – Bsp 2

(

1 0 2 4
0 1 3 5

)

·











x1
x2
x3
x4











=

(

5
7

)

bzw.
(

I2 A
)

·x = b

Setzt man x3 = t1 und x4 = t2, so folgt

x1 = 5− 2t1 − 4t2

x2 = 7− 3t1 − 5t2

Insgesamt also










x1
x2
x3
x4











=











5
7
0
0











+ t1











−2
−3
1
0











+ t2











−4
−5
0
1











=











5
7
0
0











+











−2 −4
−3 −5
1 0
0 1











·

(

t1
t2

)



LGS mit spezieller Systemmatrix – Bsp 2

(

1 0 2 4
0 1 3 5

)

·











x1
x2
x3
x4











=

(

5
7

)

bzw.
(

I2 A
)

·x = b

Setzt man x3 = t1 und x4 = t2, so folgt

x1 = 5− 2t1 − 4t2

x2 = 7− 3t1 − 5t2

Insgesamt also










x1
x2
x3
x4











=











5
7
0
0











+ t1











−2
−3
1
0











+ t2











−4
−5
0
1











=

(

b

0

)

+

(

−A
I2

)

·

(

t1
t2

)



LGS mit spezieller Systemmatrix – Bsp 2

(

1 0 2 4
0 1 3 5

)

·











x1
x2
x3
x4











=

(

5
7

)

bzw.
(

I2 A
)

·x = b

Setzt man x3 = t1 und x4 = t2, so folgt

x1 = 5− 2t1 − 4t2

x2 = 7− 3t1 − 5t2

Insgesamt also










x1
x2
x3
x4











=











5
7
0
0











+ t1











−2
−3
1
0











+ t2











−4
−5
0
1











=

(

b

0

)

+

(

−A
I2

)

·

(

t1
t2

)

bzw.

L =











5
7
0
0











+







































−2
−3
1
0











,











−4
−5
0
1









































Das Gaußsche

Eliminationsverfahren



Beispiel 1
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Beispiel 1
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LGS ist lösbar wegen des Satzes von Kronecker-Capelli!
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Alle Lösungen:










x1
x2
x3
x4











=











7
−2
0
0











+ t1











10
−4
1
0











+ t2











−13
5
0
1











=











7
−2
0
0











+











10 −13
−4 5
1 0
0 1











(

t1
t2

)



Beispiel 1

→











1 0−10 13 7
0 1 4 −5 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0











, d.h.,
x1 − 10x3 + 13x4 = 7

x2 + 4x3 − 5x4 = −2

Alle Lösungen:
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2x1 − x2 + x3 = 0

x1 +2x2 +3x3 = 1
 











3 2 4
∣

∣

∣ 1

2 −1 1
∣

∣

∣ 0

1 2 3
∣

∣

∣ 1













Beispiel 3

3x1 +2x2 +4x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 0

x1 +2x2 +3x3 = 1
 











3 2 4
∣

∣

∣ 1

2 −1 1
∣

∣

∣ 0

1 2 3
∣

∣

∣ 1











−→











1 2 3
∣

∣

∣ 1

2 −1 1
∣

∣

∣ 0

3 2 4
∣

∣

∣ 1











−→











1 2 3
∣

∣

∣ 1

0 −5 −5
∣

∣

∣ −2

0 −4 −5
∣

∣

∣ −2











−→











1 2 3
∣

∣

∣ 1

0 −5 −5
∣

∣

∣ −2

0 0 −5
∣

∣

∣ −2













Beispiel 3

3x1 +2x2 +4x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 0

x1 +2x2 +3x3 = 1
 











3 2 4
∣

∣

∣ 1

2 −1 1
∣

∣

∣ 0

1 2 3
∣

∣

∣ 1











−→











1 2 3
∣

∣

∣ 1

2 −1 1
∣

∣

∣ 0

3 2 4
∣

∣

∣ 1











−→











1 2 3
∣

∣

∣ 1

0 −5 −5
∣

∣

∣ −2

0 −4 −5
∣

∣

∣ −2











−→











1 2 3
∣

∣

∣ 1

0 −5 −5
∣

∣

∣ −2

0 0 −5
∣

∣

∣ −2











x3 =
2

5
, x2 = 0, x1 = −

1

5
=⇒ x =









−1
5
0
2
5









L =























−1
5
0
2
5























=









−1
5
0
2
5









+ {o} =









−1
5
0
2
5









+ [∅]



Beispiel 4

x1 +2x2 +7x3 +4x4 = 1
2x1 − 3x2 +2x4 = −6
x1 + x2 +5x3 +3x4 = 0
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