DETERMINANTEN



Definition

Sei A = (az-j) c Knxn,

det A=} sgn(7)ar(1)19(2)2 " Ur(n)m
TES)

Schreibweise:

ayl1 ai12 --- Qalnp
a a/ e o o a
detA = | 921 @22 "0 G2n

an,1 anpn2 - Aann



Beispiel (n =2)

Permutation =« sgn(mw) | Term in der Summe

: 1 2
|d{1,2} = (1 2) +1 a1,1a2.2

1 2
(12) = <2 1) -1 |a12a21

a
C

b
d

‘=ad—bc



Beispiel (n =3) — Die Regel

Permutation =« sgn(w) | Term
. 1 2 3
|d{1,273} = (1 2 3) +1 1,102,203 3
1 2 3
(123) = (2 3 1) +1 a2,1a3,201,3
1 2 3
(132) = (3 1 2) +1 a3,1a1,2a2 3
1 2 3
(13) = (3 > 1) —1 3,102,201 3
1 2 3
(23) = (1 3 2) -1 1,103,202 3
1 2 3 1
1 3 — 2,101,203 3

(12)= (3

i~
S

von Sarrus

[\ T

=aqz + pyc + xbr

— xqgc — pbz — ayr



Beispiel

Dreiecksmatrizen:

pu— a’].,l a2’2 o« o an7n'

a1 air2 -+ Gln
O apo -+ aoy
0 O an,n
Permutation w | Term
id{1,2,...,n} a,]_71 Cl/2’2 . e CLn)n

(ila i27 < 77:]{)7‘-/

/
Qig,iy Gizyin "~ Fi iy, I

-~

=0



Geometrische Interpretation
der Determinante

e Sei A= (aq.....an) € ™" und

P:{tlgl-|—---—|—tngn|0§t1,...,tn§1},

dann ist |det A| das Volumen von P.

Satz A e K"*"™ jst genau dann reguldr, wenn det A £ 0.

Satz Fiir A, B € K™*" gilt

det(A-B) =detA-detB und det(A!) = det A.
1
det A

Falls A regulér ist, dann gilt auch det(A~1) =



Spaltenumformungen
Satz SeiA=(ay,...,an) € K" " und \ € K.

Die Matrix A’ gehe aus A durch eine Spaltenumformung hervor.

Dann qgilt
Spaltenumformung | Auswirkung auf die
bei A~ A’ Determinante
a; — Aa;j det(A’) = \det A
aj —> Qj + Aa; det(A’) =detA
a; < a; det(A’) = —detA




Berechnung von Determinanten




Berechnung von Determinanten
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Berechnung von Determinanten
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Berechnung von Determinanten

1 -1 -2 2 1 -1 -2 2

2 1 1 2 2 1 1 2

A=14 2 4 3 detA=1, o 4 3

2 0 0 5 2 0 0 5
1 —1 —2 2| =23—=23—22 |1 —1 -2 2 1 -1 -2 2
0 3 5 —2f=Bu20()0 3 5 -2/ |0 3 5 -2
0 6 12 -5 0 0 2 -1 0 0 2 -1
0 2 4 1 0O 0 2 7 O 0O O 8

1-3-2-8
—> detA = = 16




Kofaktoren

A= (a;,) € K"*"

Kofaktor A; ;:

ai.i ai ;—1 aj j+1
a;—1,1 a;—1,5—1 a;—1.45+1
Ai,j — 0 0 O
;41,1 a;+1,5—1 Ai4+1,5+1
An, 1 An,j—1 An,i+1
aii al ;—1 aj j+1 al,n
a;—1,1 A;—1,7—1 a;—1,5+1 A;—1,n
Di y —
2J
a;+1.1 Ai4+1,5—1 a;+1,54+1 Ai+1.n
Ap, 1 Ap,5—1 Ap. 541 An,n

= (-1)""74,



Kofaktoren

Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

A = (az-j) c K" Dann gqilt:
n n .
o Vi:detA= Y q; ;A ;= (~1)Va; ;D
n n S
o Vj : detA = Z a; A ;= Z(—l)zﬂai,jl)’i,j



Kofaktoren

Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

A = (a;;) € K™*™. Dann gilt:

n n

o Vi:detA= Y a A=Y (1)t D,
n n S

o Vj : detA = Z a; A ;= Z(—l)zﬂai,jl)’i,j

Beispiel:

12 3
4 5 6
7809

5
8
+ - +
__|__
+ - +

Vorzeichenmuster:




Kofaktoren

Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

A = (a;;) € K™"™. Dann gilt:

n n S

o Vi:detA= Y q; ;A ;= (~1)Va; ;D

n n C

o Vj : detA = Z a; A ;= Z(—l)zﬂai,jDi,j
Beispiel:

11 2 3

45 6 =1-'g g‘

7 8 9

+ - +
Vorzeichenmuster: |— + —
+ - +




Kofaktoren

Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

A = (a;;) € K"*". Dann gilt:
n

n . .
o Vi:detA= Y q; ;A ;= (~1)Va; ;D

=1 J=

n

n . .
o Vj : detA = Z a; A ;= Z(—l)zﬂai,jDi,j

Beispiel:
1 |2 3
FEREE
7 8 9

+ - +
__|__
+ - +

Vorzeichenmuster:




Kofaktoren

Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

A = (a;;) € K"*". Dann gilt:
n

n . .
o Vi:detA= Y q; ;A ;= (~1)Va; ;D

=1 J=

n

n . .
o Vj : detA = Z a; A ;= Z(—l)zﬂai,jDi,j

Beispiel:
1 2 |3

5 6 4 6 4 5
4 5 6 :1-' ‘—2" ‘+3| ‘
- 8 9 8 9 7 9 7 8

+ - +
__|__
+ - +

Vorzeichenmuster:




Kofaktoren
Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

A = (a;;) € K™*". Dann gilt:
n n C
o Vi:detA= Y q; ;A ;= (~1)Va; ;D

n

n . .
o Vj : detA = Z a; A ;= Z(—l)zﬂai,jl)’i,j

Beispiel:

1 2 3

45 6/ =12 %_2.% 943.|% 2 =1.(_3)—2.(=6)+3.(=3) = 0.
7 8 9 8 9 7 9 7 8

+ - +
__|__
+ - +

Vorzeichenmuster:




Kofaktoren
Satz Ae K", A= (A; ;) € KX

Dann gilt:
A-AT = (detA) - I,

und daher




Cramersche Regel

Gleichungssystem Ax = b mit det A # 0, z.B.:

1 2 3 4
3 4 8 9



Cramersche Regel

Gleichungssystem Ax = b mit det A # 0, z.B.:



Cramersche Regel

Gleichungssystem Ax = b mit det A # 0, z.B.:

1 2 3
3 4 8
7 2 3 1 7 3
A1 =18 3 4], A= |2 8 4],
9 4 8 3 9 8
Dann gilt:
1 detA1 1 15
detA> | = —-|—-18

7
3
9

A3 R

WN =
A WN
O 00 ~

—5



