Von Nutzen, Wert und Wesen mathema-
tischer Bildung

Reinhard Winkler

1. Einleitung

Bemisst sich dewertvon (mathematischer) Bildung allein an ihrem prak-
tischen und 6konomischedutzer? Naturlich nicht! Selbst Wissen kann
nicht allein das Ziel sein. (Wer nur mit Wissen angefigllt ist nicht als
gebildetzu bezeichnen, sondern eher gédfillt) Doch worin besteht der
umfassendere Wert mathematischer Bildung? Er ist nigchermessen
ohne Einblick in das vielfaltig verflochtene Netz der ldead den Facet-
tenreichtum der Mathematik. Die praktische Nutzlichkeit Alltag, die
fundamentale Rolle in vielen anderen Wissenschaften, deraijeade
Wert als Schulung im klaren Denken, die zentrale Bedeutimdié mo-
derne Erkenntnistheorie und damit Philosophie, die faseimiem Analo-
gien zur Kunst und zur Welt des Asthetischen, also der kliéihéert im
engeren Sinne — zum Verstandnis all dieser Aspekte isBeisehaftigung
auch mit dem\Wesender Mathematik unerlasslich. Vor allem ist die Ma-
thematik voller Schénheiten. Hinter fast jedem mathematisEb&rauert
eine darauf, dass sie ins Licht gestellt werde.

Leider wird auf den unterschiedlichsten Ebenen unseremmjssy-
stems manchmal der absurde Eindruck erweckt, das Weséfateema-
tik bestehe allein in Rechnungen nach sehr engen, vorgegdbeniemm-
dichregeln, die nur ermiden und fir sich alleine kaum Bildwagsha-
ben. So ein Verstandnis bedeutet aber nicht nur eine Bedahgeder
Mathematik, sondern geradezu eine Umkehrung der Werte. Deder in
Mathematik herrschen Freiheit, Vielfalt und Phantalsiediesem Artikel
versuche ich, anhand einiger Beispiele zu zeigen, wientieddssantes die
Mathematik zu bieten hat, selbst wenn man Rechnungen &gfarsam
einsetzt.

In den funf mathematischen Hauptabschnitten des Artikels ltdibe
folgende Aspekte in den Vordergrund gertickt: den praktischen lfAlisc
2), die Rolle der Mathematik fiir unser Naturverstandnis (Adigtc3), die
Mathematik in ihrem inneren begrifflichen Kern (Abschdit Mathema-
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tik und Philosophie (Abschnitt 5) und Analogien zur Kunst @hustt 6).
Ein abschlieRendes Reslimee (Abschnitt 7) fasst einige Enissetzu-
sammen und spricht mdgliche Konsequenzen flir das Bildustgssyan.
Die Literaturzitate am Schluss bringen einen Klassiker zinenma Ma-
thematik generell ([2]) sowie drei weitere Titel, auf dib an speziellen
Stellen im Text verweise. Wer an mehr interessierk&tn sich in Biblio-
theken und im Fachbuchhandel von der Vielfalt des Angebots Ulgerzeu
und wird dort moglicherweise individuell Geeigneteres finden.

2. Ein Beispiel aus dem Alltag als Ausgangspunkt —
Mathematik von praktischem Nutzen

Die AufgabenstellungAngenommen, der Wert eines Sparguthabems
urspriinglich 4 € steigt bei einer gewissen Verzinsung und nach einer ge-
wissen Laufzeit auf 5 €. Auf welchen Wert steigt (bei gleichaingeng

und nach gleicher Laufzeit) ein anfangliches Guthaben von 8 €?

Dass die richtige Antwort auf diese Frage 10 € lauteftal&chon den
meisten Volksschulkindern einleuchten. Ich wahle zunstittg dennoch
diese sehr einfache Frage, weil ich selbst erlebt haieeder offensichtli-
chen und korrekten Losung genau dieser Aufgabe (bestenfilletwas
anderen Zahlenwerten) von universitar gebildetem und sonshadisc
kompetent wirkendem Beratungspersonal in einer Bank nictauetur-
de und zur Sicherheit lieber Tabellen zur Hilfe herangezogen wlhdkes.
ist da im Mathematikunterricht falsch gelaufen? Dane éurze Analyse
des mathematischen Problems.

Die Aufgabe ist so formuliert, dass die Ausgangsgi@parguthaben
am Ende der Laufzeit) von nur einer EingangsgroRe (Guthaben zanBegi
abhangt, und zwar auf einfache lineare Weise, weil Zinasad Laufzeit
fix sind. Eigentlich besteht die Aufgabe also weniger in@lementaren
Rechnung, als darin zu erkennen, dass der funktionale Ziesgmanmg ein
linearer ist: Doppelte Einlage, doppelter Ertrag. In detdglichen Wirk-
lichkeit des Bankwesens sind aber Zinssatze und Laufzeiterariable
GroRen, deren Einfluss auf den Ertrag durch etwas kompéimeGesetz-
maRigkeiten beschrieben wird. Um solche préazise fealtmr) kommen
wir kaum umhin, zur mathematischen Formelsprache zu grd#fezeich-
nen wir das Anfangskapital mi¢o, die Verzinsung in Prozenten pro Jahr
mit p, die Laufzeit in Jahren mitund das Guthaben natlahren miK;,,
so wird der Zusammenhang dieser GréRen durch die konziseFor
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beschrieben. (Um den praktischen Wert der Formelsprachdialigen,
versuche man zum Vergleich, denselben Zusammenhang ohne nmathema
sche Symbolik in Worten auszudriicken!)

Die Formel erlaubt zumindest drei Lesarten. Erstensleli@irspringli-
chen Aufgabe entsprechende Lesart, pwondt konstante Grof3en sind.
Das ResultaK; ergibt sichlinear, also durch schlichte Multiplikation des
Anfangskapitald<, mit der konstanten Zahl

_ p !
c=(1+ 100) .
Zweitens jene Lesart, die festem Anfangskagftalund fester Laufzeit
aber variabler Verzinsurgentspricht: Dann hanggt; von der Verzinsung
p polynomiell ab, z.B. bei zweijahriger Laufzeit quadratisch. Und einit,
bei festem Startkapitdd, und fester Verzinsung, hangt das Guthabéf
von der Laufzeit exponentiellab.

Oft werden im Mathematikunterricht Fehler von der Art begandass
z.B. das Kapitel zum ThemnxponentialfunktiorausschlieRlich mit Bei-
spielen einiger ganz weniger Typen gefillt wird, wo Ubed#&selben
automatisierbaren Formelmanipulationen vorkommen, die sich dafiel
Exponentialfunktionen beziehen. Gleichzeitig wird aber nélft die Fa-
higkeit Wert gelegt, funktionale Zusammenhéange, denen Exponentialfunk-
tionen zugrunde liegen, qualitativ von anderen wie linearen malgno-
miellen zu unterscheiden. Will Mathematikunterricht ancizlich sein,
muss er wenigstens beibringen, welche der trainierten Methaden
angebracht sind. Was hilft das kleine Ein-mal-Eins, weitht reinmal
erkannt wird, wann die Multiplikation die angemessene Operaidn

In dem nachfolgenden Diagramm mit dem typischen Verlau&iare
polynomieller (quadratischer) und exponentieller Funktionenddflt dass
die lineare Funktion zwar anfangs schneller ansteigt alardieren beiden
Kurven, schlieB3lich aber von der polynomiellen (quadratischen) und de
exponentiellen Funktion tberholt wird. Das gilt nicht nudieser Skizze,
sondern generell, ebenso wie jede exponentiell wachsende Furddin |
vorgegebene polynomielle schlieBlich tbersteigt. Diesehalten lasst
sich aus gewissen qualitativen Eigenschaften der Kurvesiterl deren
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Verstandnis hinreicht, um nachhaltig vor Verwechslung dgrem gefeit
zu sein. (Ein strenger Beweis fuhrt Ubrigens zu intenéssaGrundlagen-
fragen.)
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Lineare Funktionen zeichnen sich durch konstantes (additives) Wachstum
aus, genauer: Der additive Zuwachs pro Zeiteinheit bleibtt&onsHat
dieser Zuwachs der linearen Funktibden Wertc, so entspricht das der
Formelf(x) = cx (Auf inhomogene lineare Zusammenhafge = cx + d

will ich hier nicht eingehen.) Ein Beispiel aus der PhyBiézeichnet die
(variable) verstrichene Zeit und die als konstant angenommene Ge-
schwindigkeit, so gilt fir den zurlickgelegten Weg vt doppelte Zeit-
spanne — doppelte Strecke (aber auch doppelte Geschwindigkppeltdo
Strecke).

Exponentielles Wachstum liegt typischerweise dann vor, wenn nicht
die absoluten Zuwéchse (Differenz nach einer Zeiteinkeitstant sind,
sondern die relativen (prozentuellen). In unserem Beiggtielas der Fall,
wenn wir die Entwicklung des Guthabens bei konstanter Nanng in
Abhéangigkeit von der Laufzeit betrachten. Am pragnantestmst $ich die
Situation mit Hilfe der mathematischen Formel (Diffei@igleichung)

y' = cy ausdriickeny’ steht — grob gesprochen, wir werden das in Ab-
schnitt 4 noch genauer behandeln — fiir das lokale Wachstu@rd@ey;,
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¢ denken wir uns wieder konstant. Verbal: Doppelter Bestangpeiter
Zuwachs (furc > 0) bzw. doppelte Abnahme (fier< 0). Weitere Beispie-
le: Wachstum von Populationen ftie 0 bzw., flrc < O, radioaktiver Zer-
fall oder Abnahme des Luftdrucks mit zunehmender Hohe.

Uber beide Funktionstypen (linear und exponentiell) behaliein Er-
innerung, dass sie etwas mit der Systemandeyi(tigzu tun haben: Im
linearen Fall isy'(t) konstant fur alle, im exponentiellen dndert sigh(t)
proportional zuy(t).

Auch polynomielle Zusammenhéange lassen sich tber die Art der Sy-
stemdnderung verstehen. Als einfachstes interessantggeBeighle ich
eine quadratische Funktion (wie in obiger Abbildung; entbptic= 2 in
der Formel fur die Verzinsung), welche sich zum Beispimr die Fall-
versuche von Galileo Galilei (1564-1642) erschlieRen lasst. Er d#ebac
te, dass ein Kdrper im freien Fall bei Vernachlassigdes Luftwiderstan-
des (welche bei kleinen Geschwindigkeiten und relativ massiéepern
zulassig ist) einer konstanten Beschleuniggn@rdbeschleunigung) un-
terliegt. Beschleunigung bedeutet Anderung der GeschwindigieE eit-
einheit, also hangt die Geschwindigkeit v linear von der venstinen Zeit
ab, d.h.v(t) = gt Was ergibt sich daraus fir die Fallhéhe s(t) in Ab-
hangigkeit von der verstrichenen Zgitgemessen ab dem Loslassen des
ruhenden Kdrpers? Am besten lasst sich die Situation durdoldende
Abbildung illustrieren.

! Geschwindigkeit

T /

[

wWT)=gT

v v Zeit _
/ 0 t T

Die ansteigende Geradesteht fir die mit der Zeit ansteigende Geschwin-
digkeit. Zu einem Zeitpunkt < T kommt pro Sekundenbruchtdil eine
Wegstrecke hinzu, welche nach der Foriielg = Geschwindigkeit mal Zeit




den Wertv(t)b hat, der sich wiederum geometrisch als dunkle Rechtecks-
flache deuten lasst. Wahlt mhrsehr klein, so stimmen dunkle Flache und
durch sie Uberdeckte graue Flache beliebig gut Ubereinydsi@mte Fall-
hohes(T) nachT Zeiteinheiten entspricht daher exakt der gesamten Flache
des grauen Dreiecks, d.h. der Hélfte des Rechteckseititninger und

v(T) = gT. Somit ergibt sich

1 g2
S(T)=Zv(T)T==T".
()= v(T)T=2
Also ist die Fallhdéhe proportional zum Quadrat der verlstrien ZeitT.
Hieraus lasst sich auch leicht folgern, dass die Flugksnes irgendwie
schrag abgeworfenen Korpers die bekannte Wurfparabédiredsic

Wir abstrahieren aus unseren Uberlegungen zum freien EiallSy-
stem (aktuelle Fallhdhe), dessen Zuwachs (Geschwindidikedy mit der
Zeit wachst, entwickelt sich selbst quadratisch. Estlgich zeigen, dass
sich dieses Schema analog fortsetzt: Ein System dé&sseachsrate sich
guadratisch entwickelt, wachst selbst wie eine dritteeiz etc. Auf diese
Art und Weise lassen sich auch héhere Potenzen und polyrerdiell
sammenhange qualitativ erklaren.

Zugegebenermafen fehlt obigen Uberlegungen einiges an methodischer
Strenge, um als mathematische Beweise gelten zu kdnnerei§em aber
jedenfalls, dass auch fast ohne Rechnungen substantielle Veesittelt
werden kdnnen. Es liel3e sich sogar argumentieren, ddes abigen Fla-
chenberechnung die Grundideen der Integralrechnung enthialtereines
Themas, das im Mathematikunterricht an Gymnasien Ublicisengrol3e
Teile des letzten Schuljahres dominiert. Aul3erdem we@igmde deut-
lich, warum gewisse Objekte (in unserem Beispiel linepodynomielle
und exponentielle Funktionen) immer wieder auftreten und daherirein
gehendes Studium in héherem Mal3 verdienen als andere.

3 Kepler und Newton — Mathematik und Naturverstandnis

Bekanntlich wurde die Deutung der Sonne als Mittelpunkt des Sonnensy-
stems durch Nikolaus Kopernikus (1473-1543) und die damit verbundene
Verdrangung der Erde aus dem Zentrum unserer Weltsiehgie der
grol3en wissenschaftlichen Revolutionen empfunden. Etwaakihundert
spater erkannte Johannes Kepler (1571-1630) aufgrund sehr genauer Be
obachtungen von Tycho de Brahe (1546-1601), dass die Planeten zwar
keine Kreise beschreiben, immerhin aber die mathematisefteinfach-
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sten Bahnen, namlich Ellipsen, und dies mit veranderlichentaedizdem
genau beschreibbaren Geschwindigkeiten. Er fasste seineckntden in
folgenden drei Gesetzen zusammen:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brennpuhkt sic
die Sonne befindet.

2. Die Geschwindigkeit eines Planeten auf seiner Bahn andert sich
derart, dass die Verbindungslinie zwischen Sonne und Planet in
gleichen Zeiten gleiche Flachen lberstreicht. Also besieptder
Planet in Sonnennahe schneller als bei groRerer Entfernung.

3. Sonnenferne Planeten bewegen sich absolut langsamer als sonnen-
nahe. Und zwar verhalten sich die Quadrate der Umldafzeiie
die Kuben (dritte Potenzen) der mittleren Abstande zur Somse (d
heil3t die Umlaufzeiten wie die 1.5-ten Potenzen der Abstande

Kepler gab aber keine weitere Erklarung fir diese GesEine. solche
gelang Sir Isaac Newton (1642-1727). In epochaler Weise veridnihs
ihm die visionare Schau des grolen Naturwissenschaftierdem fein-
sinnigen, analytischen Verstand des genialen Mathematiéeeshhangig
vom Wabhrheitsgehalt der beriihmten Anekdote vom Apfel, der vom Baum
auf Newtons Kopf fiel, passt das Wdrttuition nicht schlecht auf die
bahnbrechende Idee, dass eine gemeinsame Ursache (namli&tadite-
tionsgesetz) existiert, welche einerseits in astronomischialRstab die
Bewegung der Planeten erklart und andererseits in irdisthestab die
Fallgesetze. Ist die Idee des Gravitationsgesetzes legeharen, so fallt
es — vor allem bei Vorliegen der Entdeckungen GalileisKeplers — gar
nicht mehr so schwer, auch die exakte Formel zu erschliéfebegniige
mich hier jedoch mit der Formulierung des Gesetzes und empighdés
umfassendere Lektire zu diesem und verwandten Themen.

Das Gravitationsgesetz lautet: Zwei Massgnund m, unterliegen ei-
ner Anziehungskraft, deren Starkedirekt proportional zu den beiden
Wertenm, undm, und indirekt proportional zum Quadrat ihrer Entfernung
rist. Also

wobei sich die universelle Gravitationskonsta@Gt@us den Grundeinhei-
ten ergibt und empirisch bestimmt werden kann.



Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dasglischen
Fall von Wurfparabeln die Rede war, bei den Planeten jedoch Nipn E
sen. Dieser scheinbare Widerspruch klart sich auf, wenn sicanbeim
Fallversuch die Masse der Erde in einem Punkt konzentriert.deakn
erweist sich die Flugbahn eines geworfenen Gegenstandetlielgals
Teil einer Ellipse, welche in der Nahe ihres Scheitelsedw einer Parabel
gleicht, dass die Unterschiede nicht ins Gewicht fall®ie Feinheit be-
steht darin, dass die Anziehungskraft der Erde von ddefdBong zum
Erdmittelpunkt abhangt, bei Galilei'schen Fallversuchen abaktipch
konstant ist.

Auch ohne rigorose Rechnungen lasst sich die Kernidee dafig adis
dem Newton'schen Gravitationsgesetzt die Kepler'schentzgefsgen,
auch intuitiv begreifen:

Bewegt sich ein Planet von einem sonnenfernen Punkt seiner Bahn
schrag Richtung Sonne, so wird er durch die Gravitationhb@asnigt (2.
Kepler'sches Gesetz), gleichzeitig in Richtung Sonne atige(eine El-
lipsenbahn gemall dem 1. Kepler'schen Gesetz ist also plausibel),
schlie8lich muss, um der in Sonnenndhe zunehmenden Anziehutngskraf
die Balance zu halten, bei sonnennahen Planeten alles sclai#fiufen
als bei sonnenfernen (2. und 3. Kepler'sches Gesetz).

Zu jeder mathematisch-naturwissenschaftlichen Bildungcheetliese
Bezeichnung verdient, gehort die Wirdigung — nicht notwendig dér vol
sténdige Nachvollzug in allen Details — der epochalen Leistuigev-
tons: Er fand mathematische Formulierungen fur Begriffe @éschwin-
digkeit, Beschleunigung etc., entwickelte den mathematiséipparat zu
ihrer rechnerischen Behandlung, formulierte mit Hilfe memen mathema-
tischen Sprache jene Differentialgleichung, welche EBatwonsgesetz und
Planetenbewegung zueinander in Beziehung setzt und konntef3ichli
zeigen, dass die Losungen dieser Differentialgleichung gedid
Kepler'schen Gesetze sind.

Man beachte, dass die mathematische Herleitung der sghien Ge-
setze aus dem Gravitationsgesetz umgekehrt auch als eswlielempi-
rische Bestétigung des Gravitationsgesetzes aufgefastmieann. Diese
Sicht von zwei Seiten ist typisch fur das Verhéltnis vortidmatik und
Physik. Physikalische Hypothesen werden meist dadurchtigediber
nie logisch zwingend bewiesen), dass man unter EinsatiMeatimematik
(das heif3t logisch deduktiv) méglichst viele denknotwendige Koesequ
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zen ableitet, die mit der empirischen Wirklichkeit verglicinarden kon-
nen. Passt alles, ist die Hypothese erhartet, andieristasie widerlegt.

AuRRerdem unterscheiden wir: Ein mathematisches Gesegtbiypi-
scherweise, dass aus einer gewissen (prazise zu formdkeneVoraus-
setzung auf logisch notwendige Weise eine gewisse Konsequenz fol
Anerkannt und somit als mathematischer Satz (Theorem}miétin Ge-
setz, sobald der (rein deduktiv zu fihrende) Beweis fisediegische
Notwendigkeit erbracht worden ist. Im Gegensatz dazu ergiht die
Gliltigkeit eines physikalischen Gesetzes durch oftmaligairesthe Be-
statigung. Deshalb miussen immer wieder bereits anerkphysikalische
Gesetze umgestolien und durch neue, oft lediglich verfeinektr nur
unwesentlich abgednderte ersetzt werden. Man schliel3t iRhysik wie
in allen empirischen Wissenschaften ailsduktiv, das heif3t von endlich
vielen Einzelversuchen auf ein allgemeingultiges Gesetz, emdhdie
Mathematikdeduktivaus allgemeinen Grundtatsachen speziellere Aussa-
gen logisch ableitet. Deshalb sind mathematische Gesetdets als phy-
sikalische, denknotwendig. Ungeachtet dessen spielen bei der iaathe
mathematischen Beweisen auf der psychologischen Ebene Intuigaén, B
spiele, Heuristik und Erfahrung eine unverzichtbare Rolle.

4. Grundbegriffe der Differentialrechnung — Mathematik von innen

Bisher haben wir uns der Mathematik gewissermafRen von aufiéhege
durch die Beschreibung von Phdnomenen der Finanzwelt oder dék. Phys
Mindestens ebenso wichtig flir das Verstandnis der Enfwigkder Ma-
thematik ist der Blick von innen.

Um dies an einem wesentlichen Beispiel zu illustrieremjfem wir
nochmals das bereits an friherer Stelle kurz angeschnittesikalsche
Problem auf, die Momentangeschwindigkeit v(t) eines beschleunigten
Kdrpers zu einem bestimmten Zeitpumldinnvoll zu definieren. Im Falle
eines gleichmafig bewegten Korpers ist dies einfach:

V==,
t

wobeis der wahrend der Zeitdauerzuriickgelegte Weg ist. Dieser Quo-

tient ist aber eben nur bei gleichférmiger Bewegung konhstanallge-

meinen Fall beschreibt er die Durchschnittsgeschwindigkeit.nBielie-

gende ldee besteht nun darin, die Durchschnittsgeschwindigkeaitdg-

lichst kleine Zeitintervalle um den betrachteten Zeikpuin herum zu
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bestimmen. Im Extremfall ware das Intervall nur mehrRunkt; da hatte
man den Quotienten 0/0 zu berechnen, der aber sinnlos islieFgeome-
trische Deutung des Sachverhalts benutze ich, mathematibcmitionen

folgend, eine leicht veranderte Notation.

zuriickgelegter Weg
Sehne durch PundQ

Sy)=fix)

Zeit

Wir betrachterx als die unabhéngige Zeitvariable und die x@bhangige
Funktionf = f(x), welche die bis zum Zeitpunktzuriickgelegte Wegstrek-
ke angibt. Da did entsprechende Kurve gekrimmt und nicht linear ist,
wird durch sie eine ungleichférmige Bewegung beschrielmenv/ergleich
dazu entspricht die Tangente als Gerade einer gleichftnngavegung
mit konstanter Geschwindigkeit. Diese ist gleich der Monreggachwin-
digkeit zum Zeitpunkix, welche der Kurve entspricht. Die Steigung der
gekrimmten Kurve im Puni = (x, f(x)) mit den Koordinaterx undf(x)
kann also mit der Steigung der Tangente in diesem Punkhgésetzt
werden. Die Tangente und damit ihre Steigung exakt zu definiest ein
innermathematisches Problem, welches Gottfried Wilhelrriiei(1646-
1716) unabhangig von Newton zur gleichen Zeit die Differentiaiveng
entwickeln liel3, ohne dass er physikalische Probleme im Ayedmbt
hatte.

Die der Abbildung zugrunde liegende Idee lautet: Man beteagint y
in der Nahe von x und berechne die Steigung der geradlinigen Sehne
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(strichliert) durch die zwei Punkte P = (x, f (X)) und Qy=f (y)), also den
Quotienten

f(y)=f(x)
y—x
Néahert sichy dem Wertx infinitesimal an, so nahert sich der entsprechen-

de Quotient beliebig der gesuchten Steigung der TangentéMan
schreibt fir diesen sogenanntérenzwert

f'(x)=lim M
y—x y—X
Was bedeutanfinitesimal was das Symbol lin, aber genau?

So kurz die Antwort auch formuliert werden kann, ist dbch das Re-
sultat eines Ringens der fihrenden Mathematiker mehrergnubaterte
um den vielleicht wichtigsten Begriff ihrer Wissensithi#berhaupt, den
Grenzwertbegriff. Hier tritt er als Grenzwert vorefgingen auf, als soge-
nannter Differentialquotient.

Definition: Die Funktion (Kurve) f hat an der Stelle x (beziehungswei-
se im Punkt P = (x, f(x))) die Steigungsymbolischz = f /(x), falls gilt:

Fur alle vorgegebenen, beliebig kleinen aber positiven Fehlertoleran-
zeng > 0 existiert ein positiver zulassiger Abstahda 0 zu X, so daskir
alle y # x, deren Abstand zu x kleiner alsst, die Gerade, welche die
Punkte (x, f (X)) und (y, f (y)) verbindet, eine Steigung hatzwligchen
a —e unda + ¢ liegt. (Der Wert f(x) = « heil3t auch Differentialquotient
oder Ableitung der Funktion f an der Stelle x.)

Benutzt man die mathematische Formelsprache, so genidjefiefi-
nierende Aussage sogar eine einzige Zeile:

f(y)—f(x)|<e.
y—X

Fur den mit mathematischer Symbolik Vertrauten ist diesen€&loliber-
sichtlicher als die vorangegangene verbale Form. Aber getithestrotz-
dem einfacher? Nein! (Das lasst sich sogar beweisen.) vidarsd daran
empfinden wir als so schwierig, wenn eine einzige Forrielgentigt? Es
liegt wohl an der logischen Struktfiir alle ... existiert ... fUr alle ... in
der verbalen Definition, die in der Formel durch die abwebide
Folge der sogenannten logischen Quantdien(l...0... zum Ausdruck
kommt. Diese Art von intellektueller Schwierigkeit ispigch fur die Ma-
thematik generell, den meisten anderen Fachern aber fremt.siDdr

Ve>0356>0V y: X—6<y<X+3,y#X—|a—
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Schwierigkeiten meist von ganz anderer Art. Ich behaupte lbestass
ein ganzes Jahr Mathematikunterricht in der Schulermser ein wirkli-

ches Verstandnis fur die Definition des Grenzwertes béwitkl besser
investiert ware, als all die zahl- und ziellosen Rechearevelche Unter-
richt, Ubungen und Priifungen oft fullen. Denn im Gegensatziadem

Exerzitien macht ein besseres Verstandnis fur gedanklichbdtin auch
auRRerhalb der Mathematik viel sensibler gegenliber logisches, e in

offentlichen Diskussionen, insbesondere von Politikern oft urafedte-

gangen werden. Das zeigt auch die wertvolle Rolle, die matisher
Bildung bei der Forderung einer kritischen Offentlichkeitkammen
koénnte, welche ihrerseits Voraussetzung fir eine funktionieremdeob
kratie ist.

5. Einige Grundlagenfragen — Mathematik und Philosophie

Wie kann die Mathematik mit endlichen Mitteln unumstoRlidussagen
Uber unendliche MengeiN = {0, 1, 2, 3,...}, die Menge der natlrlichen
Zahlen machen? Um das zu verstehen, muss man sich mitadgr &us-
einandersetzen, was Uberhaupt die Zahlen sind. Bei gena\rebrse
erkennt man, dass es dabei weniger auf die einzelne Zkbinant, son-
dern auf gewisse Eigenschaften &gstemsler natlrlichen Zahlen.

Einen der Uberzeugendsten Beitrage dazu lieferte Giuseggrm F1858-
1932). Er ging von folgenden einfachen Beobachtungen aus: Die Zahl 0
gehort zulN; wir kbnnen unbeschrankt weiterzahlen, das heil3t von jeder
Zahl zu einem Nachfolger fortschreiten (vorzu n+1); 0 ist selbst nicht
Nachfolger eine anderen ZahlausIN; verschiedene Zahlen haben ver-
schiedene Nachfolger; und (Induktionsprinzip) jede Zahl kann digbh

len von 0 weg erreicht werden. So banal diese Aussagen anmadgen,

sie allein enthalten gentigend Information tUber das unendigstemiN,

um daraus (fast) alle Satze der Zahlentheorie abzuléitan.kann diese
Aussagen in einer sehr einfachen formalen Sprache ausdriitikesich

aus wenigen logischen und arithmetischen Symbolen aufbauenDisst.
so erhaltenen Aussagen sind als die finf Peanoaxiome beReasninter-
essanteste ist zweifellos das Induktionsprinzip. Damilgoe WortDomi-
noeffektmeint im Kern genau dieses Induktionsprinzip. Es ist digcési-
dende Basis fir die meisten Beweise allgemeinguiltiger Gegbtr natiir-
liche Zahlen. Daher: Kein Mathematikunterricht ohne Iniuigprinzip!

Es stellt gewissermafien den ersten erfolgreichen Griffvidéinematik in

die Unendlichkeit dar.
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Die Ausfilhrungen zu den Peano-Axiomen legen folgende Antwort auf die
Frage nahe, was denn dagstemder natlrlichen Zahlen sei: das System
jener Objekte, mit denen wir zahlen; und wie diesesetéf® Nachfolger
bilden) vor sich geht, beschreiben die Peanoaxiome. Weitgettam o
bleibt dabei jedoch die Fragélas ist eine Zahl?

Wir bewegen uns hier in einem mathematisch-philosophischen Grenz-
bereich. Die Mathematik kann als eine mdgliche Antwort diastruktion
der natirlichen Zahlen als Mengen nach John von Neumann (1903-1957)
geben: 0 ist die leere Menge; 1 die Menge, welche genau daslement
0 enthalt; 2 ist die Menge, die genau die beiden Elementel A enthalt,
und so weiter. Ob diese Ldsung philosophisch der Weikdtzeier Schluss
ist, kimmert den Mathematiker weniger, als der Nichtmatlikeraviel-
leicht vermuten wirde. Elegant ist von Neumanns Zugang allefeah
jede Zahl hat als Menge gerade so viele Elemente, wirugieht, und die
Konstruktion hat noch weitere formal sehr reizvolle Eigbagten. Aller-
dings werden damit manche Probleme verschoben auf die Rhéapeist
eine MengeDie Antwort der modernen Mathematik entzieht sich bewusst
metaphysischen Anspriichen. In ahnlicher Weise wie Peanodaisht/e-
sen der Zahl erklart hat, geben moderne Axiomensystemdeatagenleh-
re keine Auskunft dariiber, was eine Menge ist. Sie bebemreiber, wie
man mit Mengen umgeht, damit sie im Gebaude der Matherfatk
Nutzlichkeit bewahren kdnnen. Hier nur einige wenige Bemerkuage
Mengenlehre.

Die Mengenlehre wurde von Georg Cantor (1845-1918) begriindet. Ur-
sprunglich untersuchte er innermathematische Fragen betrefiemcbn-
vergenz von Fourierreihen, was aber hier keine Rolle spietha€hte die
entscheidende Entdeckung, dass es auch bei unendlichen Mengen einen
Sinn hat, von kleineren und gréRBeren zu sprechen. Die uneniiehge
der natlrlichen Zahlen reprasentiert die in diesem SinneskeUnend-
lichkeit, genannt Abzahlbarkeit. Die Menge der Punkte auf éiaetinu-
ierlichen Linie ist bereits groRer; man spricht deshalb demGréRe (ge-
nannt auch Machtigkeit oder Kardinalitat) des Kontinuums. tEachen
mehr darlber sowie Uber weitere Uberraschende Konsequemrgemn
theoretischer Sichtweisen, gibt es in [4].) Tatsachijeht es in der Men-
genlehre als mathematischer Teildisziplin fast ausschife@im unendli-
che Mengen. Daruber hinaus taugen Mengen aber auch als Grueiimust
fur (fast) alle Objekte, die in der Mathematik vorkomnteir. den Fall der
naturlichen Zahlen wurde das anhand der von Neumann'schen ttinstr
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on bereits angedeutet. Hier ist nicht der Platz dies waitszufiihren, ich
verweise auf [3]. Jedenfalls gelingt es mit Hilfe der Mendarleeine
riesige Wissenschaft wie die Mathematik auf einem exiiberschauba-
ren System von wenigen Grundsatzen (namlich den Axiomen elegénh-
lehre) aufzubauen. Diese Einheitlichkeit hat einen grofRensoipitosch—
asthetischen Reiz. (Ich erlaube mir den Vergleichdmitklanglichen Ho-
mogenitat des Streichquartetts, welche fur die besonderergtallaser
Gattung in der klassischen Musik eine wichtige Rolle spile ist aber
aus methodischen Grinden auch von grof3er praktischer Bedeutung fur die
Mathematik selbst. Zum Vergleich sei daran erinnert, imtensiv in der
Physik nach einer grol3en vereinheitlichten Theorie gesuctit Die Ma-
thematik hat mit der Mengenlehre ihr Ziel der Vereinheitliwdy im We-
sentlichen erreicht.

6. Mathematik Uber ihre eigenen Grenzen — Mathematik und Kunst

Ein besonders faszinierendes Merkmal der Mathematik beftieht dass
sie mit Hilfe ihrer eigenen Methoden diese selbst analysikamn. Sie
macht ihre Grenzen gleichzeitig zum Gegenstand, sprebtidber (erste
Wortbedeutung im Sinne des lateinisclienhdiese Grenzen. Indem sie das
tut, geht sie aber auch Uber (zweite Wortbedeutung im Sinnkateées-
schentrans) diese Grenzen hinaus, erweitert ihr Herrschaftsgaimet
erschlie3t neue, bisher unbewohnte Siedlungsgebiete flir mehsaohl
Geist und Phantasie.

Das gilt besonders fiir Ergebnisse, die besagen, dasggliad. gewis-
ser mathematischer Probleme in der urspringlich gesteltien Grund-
satzlich unmdglich ist. Es gibt zahlreiche Beispiele didger Wie ist so
etwas mdoglich? Meist durch die Entwicklung neuer Theoxdanyon ge-
nialen Ideen phantasiebegabter Mathematiker ihren Ausgandspeink
men. Es entsteht eine Eigendynamik, die eine permanente stxpater
Mathematik bewirkt und mit dem standigen Auftauchen ngaerevolu-
tionarer Perspektiven einhergeht. Das spektakularstpiBedieser Form
von Selbstreflexion der Mathematik ist zweifelsohne der Gotiel'&n-
vollstandigkeitssatz, auf den wir nach einigen anderen kthsesisBeispie-
len gleich zu sprechen kommen werden.

Quadratur des Kreises: Hinter diesem gefliigelten Wort verbirgt sich das
Problem, ausschlie3lich mit Zirkel und Lineal aus einem gagmb Kreis-
radius die Seitenlange jenes Quadrates zu konstruieremitddsm Kreis
flachengleich ist. So wie einige weitere klassische Prnablahnlicher Art,
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wie Wirfelverdopplung, Winkeldreiteilung und Konstruktion des regel
marigem-Ecks (fur beliebiges), entzog sich diese Aufgabe seit der An-
tike Jahrtausende hindurch einer Lésung. Erst in der Nekaeitte mit
vorwiegend algebraischen Methoden gezeigt werden, dass die ggnann
Aufgaben prinzipiell unlésbar sind. Wesentliche Beitragansien von
Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855) und Ferdinand von Lindemann (1852-
1939), aus dessen 1882 erbrachtem Beweis fiir die sogenannteefiransz
denz der Kreiszahi die Unlésbarkeit der Quadratur des Kreises folgt.

Ldsung algebraischer Gleichungenin der Schule lernt man die L6-
sungsformel

2
=

fur quadratische Gleichungen der Foxin+ px + g = 0. In der Renais-
sance wurderkompliziertere aber grundsatzlich &hnliche Formeln fir
Gleichungen gefunden, woauch in dritter und vierter Potenz auftreten
darf. Dass dies bei noch héheren Potenzen nicht mehiicimagi, folgt

aus den bahnbrechenden Arbeiten der beiden jung verstorbeness Geni
Niels Henrik Abel (1802-1829) und Evariste Galois (1811-1832).

Nichteuklidische Geometrie: Geraden in der Ebene sind parallel,
wenn sie keinen Schnittpunkt besitzen. Ein geometrisches Adésntu-
klid (ca. 325-265 v.Chr.) besagt, dass es durch einen Punkii géma
Gerade gibt, die zu einer beliebig vorgegebenen parallétasallelenaxi-
om). Durch die Jahrhunderte bemihten sich Geometer ndissshverhalt
aus anderen, als fundamentaler empfundenen, Axiomen ded Beakiu-
leiten. Erst Gaul3, Nikolai lwanowitsch Lobatschewski (1793-185@) un
Janos Bolyai (1802-1860) konnten zeigen, dass dies unmoglich ast. Si
fanden neuartige sogenannte Modelle der Geometrie, in denenldith-e
schen Axiome mit Ausnahme des Parallelenaxioms gelten.kalso die-
ses nicht denknotwendig aus den anderen folgen. Entscheidende Vertie-
fungen stammen von Bernhard Riemann (1826-1866), ohne dessen Lei-
stungen der gekrimmte Raum der Allgemeinen Relativitatsthemm
Albert Einstein (1879-1955) etwa ein halbes Jahrhundertrspiéthema-
tisch nicht beschreibbar gewesen ware.

Hilberts Programm und Gddels Satz:David Hilbert (1862-1943) galt als
der universellste Mathematiker seiner Epoche. Er formulenaach ihm
benanntes Programm, welches auf sehr préazise Weise lhilesolees das
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Endziel der Mathematik sein sollte. Grob gesprochen getites um ein
universelles Verfahren, das man auch einem Computer beibringen kénnte
und mit dem prinzipiell alle mathematischen Fragen zu leeiden waren.
Der in Brinn geborene Mathematiker Kurt Gédel (1906-1978), der vor
seiner Emigration in die USA in Wien studierte und hier aaaihe wich-
tigsten Resultate erzielte, zeigte die Unmoglichkeit Hilzert'schen Pro-
gramms mit seinem berihmten Unvollstandigkeitssatz, der vienvids

das wichtigste mathematische Resultat des 20. Jahrhuradeyésehen
wird. Dieser Satz besagt (unter gewissen schwachen sebleni Voraus-
setzungen, die uns hier nicht zu kiimmern brauchen), ddes jeider-
spruchsfreie formale System, das stark genug ist, uniggtens die Zah-
lentheorie zu beschreiben, jedenfalls auch stark gemugimen Satz zu
formulieren, der innerhalb dieses Systems selbst wederedemvinoch
widerlegt werden kann. Es gibt also kein universelles Systenem alle
wahren Satze bewiesen werden kdnnen. Stets sind Erweiterungéohm
und die Mathematik wird fortschreiten, solange es Menschgmn GHum
Beispiel enthalt auch das System der Peanoarithmesksida aus den in
Abschnitt 5 erwahnten Peanoaxiomen ergibt, unentscheidbare 8itze
allerdings nicht einfach zu finden sind. Selbst in dem sténk8ystem der
Mengenlehre muss es solche Séatze geben. Das prominentestetéonkr
Beispiel ist die sogenannte Kontinuumshypothese. Sie heatagg zwi-
schen Abzahlbarkeit und Machtigkeit des Kontinuums (vgl. Ende von Ab-
schnitt 5) keine weiteren Machtigkeiten liegen, so wie etueh zwischen

0 und 1 keine weiteren naturlichen Zahlen liegen. Schon Chatolhte
sich um einen Beweis der Kontinuumshypothese, allerdifgigless. Es
war Godel, der 1940 zeigen konnte, dass die Kontinuumshypottudge ni
widerlegbar ist. Paul Cohen (geb. 1934) gelang schlie3lich Anfeng
60er-Jahre sogar der noch viel schwierigere Beweis, das&dtinuums-
hypothese auch nicht bewiesen werden kann.

In den letzten Absatzen konnte ich fast Uberhaupt nicht auflden ein-
gehen, welche die erwahnten groRartigen Erkenntnisse ermégliaiti-

wohl gerade hier die Frage besonders brewfie kann man beweisen,
dass ein Beweis unmdglich idtPenn ein Beweis nicht gelingt, kénnte das

ja auch nur an der Unfahigkeit derer liegen, die sich dagesuchen. Lei-

der wirde eine Erklarung den Rahmen bei weitem sprengen. Immerhin
lasst sich aber ein gemeinsames Merkmal von Lésungentigeraero-
bleme festmachen:
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Wie aus dem Nichts tauchen plétzlich vollkommen neuartige Ideen auf
die phantastische geistige Welten erschlieRen. SolcheeM/elerden in
der Mathematik meist Theorien genannt (was allerdingstsimittheore-
tischim Sinne vorhypothetischoderungewisszu tun hat). Objekte kom-
men ins Spiel, die nicht weniger real sind als die Zahlahderen Eigen-
leben unverhoffte Einsichten an den Tag bringt. Die Lgslas urspriing-
lichen Problems erweist sich a posteriori oft alszklieines Detail in
einem viel groBeren Bild mit grof3en asthetischen ReRert betritt man
auch jenen Bereich, wo kreative Mathematik dhnliche SaltnSeele
zum Klingen bringt wie die Kunst. Das ist nicht nur eirffudie Idee, son-
dern lasst sich durchaus spezifizieren. Auch wenn diefolgenden mu-
sikalischen Vergleiche selbstverstandlich in hochstem MaResubjekti-
ven Neigungen und Erfahrungen gepragt sind und sie mancher Mathemati
ker vielleicht lieber durch andere ersetzen wiirde, sindesimswegs be-
liebig:

Komplizierte Beweisgedanken kénnen ebenso perfekt ineinaedlergr
fen wie die Stimmen einer Fuge von Bach; Ideen einer Thetieen oft
in &hnlich ausgewogenem Verhaltnis zueinander wie die Tiaids &lassi-
schen Werkes von Mozart; mathematische Abstraktionen fllaem oft
langem Ringen zur Klarung der entscheidenden Ideen, ahnlicldieie
Verarbeitung und Abspaltung von Motiven in einer Sonate oder einem
Quartett von Beethoven; die Ubertragung mathematischer \forsten in
neue Zusammenhéange ruft in der Phantasie @hnliche Bilder undnFarbe
hervor wie eine Moll-Dur-Modulation bei Schubert; und die wibd#ée
Beschaftigung mit mathematischen ldeen und Querbeziigeefiveldn
asthetischen Reiz der komplexen Strukturen immer westerwie das
sorgfaltige Studium einer Wagner-Partitur.

7. Resiimee

Ich ziehe in diesem abschlieenden Abschnitt einige Schlussfiogger
betreffend Unterricht und Bildungssystem. Ich meine dabieallem den
Unterricht fur die etwa 14- bis 18-Jahrigen. FUr jungere &chidrschiebt
sich die Gewichtung von den fachlichen etwas zu den padagagische
Aspekten, ohne dass dadurch Grundsatzliches unguiltig wirdehlishs
Bend werde ich noch einige generelle Fragen ansprechen, ildRelle

der Bildung in unserer Gesellschaft betreffen.



Ich habe in diesem Artikel versucht, auf sehr engem Raum elsigekte
der Mathematik anzudeuten, welche meiner Meinung nactdemeMa-
thematikunterricht vermittelt werden sollten: das \éamghis alltagsrele-
vanter Probleme durch qualitative Analyse der Gesetghkéién, die
Rolle der Mathematik fiir unser Naturverstandnis, die Wigleit einer
sorgfaltigen Analyse ihrer Begriffe, philosophische Frabetreffend fun-
damentale Formen unseres Denkens wie z.B. das ZahlenrendiBer-
schreitungen der Mathematik, wo sie ins Reich der Astle@tidringt. Alle
diese Aspekte vertieft zu vermitteln, verlangt vom LehdrehFachkom-
petenz, vor allem Einsicht in die mannigfaltigen Querdaangen — inner-
halb der Mathematik wie nach auen hin. Um den individuellenrUnte
schieden im Auffassungsvermégen der Schiler gerecht werden zu kénnen
muss der Lehrer permanent sehr unterschiedliche Zugange au $¢dff-
bereich prasent haben, sein Fach in dieser Hinsichtgelsalezu virtuos
beherrschen. Bei wenig Uberzeugendem Unterricht verbirgt reinter
scheinbar nur didaktischen Defiziten sehr haufig ein Mankadgein die-
ser fachlichen Kernkompetenz.

In Unterricht und Prifungspraxis sollte es selbstverstandéah dass
in der Mathematik jederzeit die Frage nach dearum gestellt werden
darf; ja sogar soll. Nicht immer ist es im Untentiendglich, vollstéandige
Antworten zu geben, aber es sollte deutlich werden, dasisematische
Gesetze nicht von autoritéren Gesetzgebern gemacht wairgkrsondern
dass sie ausschlielBlich der menschlichen Vernunft émjsor, an der
jeder Mensch Anteil hat. Egal wie vollstandig die Begringhn letztlich
auch sind; das wichtigste Ziel soll immer darin bestehéorstellungen
(durchaus bildhafte, denn sie sind die sinnlichen Auspragungéakibs
Ideen) wachzurufen, Argumentationen zu fihren und vor aller8chon-
heit des Gegenstandes erfahrbar zu machen. Ich erwahneimigehweei-
tere Charakteristika der Mathematik, die es Wert simdUnterricht ver-
mittelt zu werden:

Die Abstraktion, einerseits als Schliissel zur Verallgemeite spe-
zieller Erkenntnisse auf viele verwandte Situationen, anskgterals Mit-
tel zum besseren Verstandnis des Wesentlichen an eihanomen und
damit zur Erkenntnis von Grundprinzipien; die deduktive Methode de
logischen Schliel3ens als mathematisches Gegenstiick zutivieduldle-
thode empirischer Wissenschaften; der sogenannte Erkenmizigvder
Mathematik, deren Theorien oft aus innermathematischem Beslént-
wickelt worden sind, noch bevor ihre aufRermathematischen mnwe

18C



dungsmaoglichkeiten sichtbar sind. Die Vermittlung dieser ltehkann
erreicht werden durch ein lebendiges Wechselspiel von allgemdse-
griffen mit konkreten Beispielen und von abstrakten Theonn An-
schauungen aus der Erfahrungswelt. Besonders geeignet fir eine-Auflok
kerung des Unterrichts sind historische Hintergriinde, diehdurc ins
Anekdotische gehen dirfen. Die Ideengeschichte, insbesondere die Ge-
schichte des langen Ringens um die richtigen Begriffe ucltv8eisen, ist

ein nicht unwesentlicher Teil fir ein angemessenes Vahsigivon Ma-
thematik wie auch jeder anderen EinzelwissenschafteBiBingen kann
sich oft als schwieriger erweisen als die Lésung kompleieginzelpro-
bleme. Man kdnnte in Analogie zu Galileis Leitsatz fur Elysik (vas
messbar istmessenwas nicht messbar istnessbar machérals Leitsatz

der Mathematik formuliereriWas prézise und widerspruchsfrei denkbar
ist, denkenwas noch nicht denkbar isienkbar macheriratséachlich geht

die Welt des mathematisch Denkbaren weit Uber das anstth&distell-
bare hinaus. In diesem Sinne ist die Mathematik die feesger Wissen-
schaften, denn sie ist nur dem widerspruchsfreien Denken cbtpfli
aber weder an die Erfahrung noch an das konventionelle orgieler-
mdgen gebunden. Doch diese Freiheit will kreativ genutzt weksim
Unterricht zu vermitteln, stellt sehr hohe Anforderungendan Lehrer.
Insbesondere muss bestandig gegen die Gefahr angekampft wiasen,
durch Uberbetonung des Rechnens von Routinebeispielen dasweitler
verbreitete Empfinden entsteht, der Schiler dirfe sich ufuersy vorge-
gebenen Pfaden bewegen. AulRerdem geraten bei UbertriebecbeniRe
drill die Ideen als wesentliche Bildungsinhalte zwangfgin den Hinter-
grund. Ebenfalls mit Bedacht muss der Einsatz der maittimrhen For-
melsprache erfolgen. Die Verwendung dieser Sprache hatnnder
Ausmafd Sinn, in dem sie vom Lernenden auch verstanden wirdkobie
mel ist nie Selbstzweck; denn sie ist nur eine Beschreibantgdee, nicht

die Idee selbst. Die enorme Zweckmafigkeit von Formeln gelaibter,
einen hinreichenden Erwerb der Formelsprache anzustreben. Der Ve
gleich mit der musikalischen Notenschrift liegt nahe: Riseinem gewis-
sen Niveau mogen Noten vom elementaren musikalischen Brédiden-
ken, genauso wie Formeln von den mathematischen VorstelluAden.
einer gewissen Komplexitat kann die Analyse aber nicht geegnete
Symbolsprache auskommen. Ein weit verbreitetes Missverstamestisht
darin zu glauben, die Mathematik sei abgeschlossen urdevmer mehr
von Generation zu Generation weitergegeben, wie archaologische
Fundstiicke. So absurd diese Haltung auch ist, sie spiegeihsiahllosen
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Begebenheiten wider, von denen fast jeder Mathematiker aus sigjaer
nen Erfahrung im Umgang mit Nichtmathematikern zu berichieiR3.
Mathematik ist eine lebendige Wissenschaft, und je grdBeraktuelle
Wissensstand ist, desto mehr interessante offenerFragesich am Rande
des bekannten Wissens auf und stimulieren ForscheemVe#lt zu inten-
siver Forschungsarbeit. Wiinschenswert ist deshalb d@ikestinstitutiona-
lisierter Kontakt zwischen Schulen und Universitaten, verbumaie noch
intensiver betriebenen Fortbildungsprogrammen fur Lehrer.

Wir sehen, dass ein erfolgreiches Bildungssystemtsaie und vielfaltige
Anforderungen an seine Lehrer stellen muss. Und ein grbé&kdieser
Anspriche betrifft — jedenfalls in der Mathematik — durchtachliche
Kernkompetenzen. Wie steht es aber mit der didaktisclisbillung? Im
Gegensatz zur mathematischen Fachausbildung, die ihrem Washn
theoretischer Natur ist, ergibt sich didaktisches Geschinkrseits aus
gewissen allgemeinen Persdnlichkeitsmerkmalen (Kommunikaté,
Einflhlungsvermdgen, sprachlicher Ausdrucksreichtum), arsiteraus
der praktischen Erfahrung. Die padagogisch-didaktische Lefstatdung
muss diese beiden Komponenten bestandig im Auge haben. Fufden
sie freilich auf einem breiten fachlichen Fundament. Seftirerausbildung
gelingen, muss sie auf diese Umstande Ricksicht nehmen sowid, dar
dass sich die richtigen Begabungen fir den Lehrerberufrentien. Eini-
ge Merkmale, die ich fUr entscheidende Voraussetzungen halgeidbe-
rung fur die Schonheiten des Gegenstandes und, damit meisgeiméred,
hinreichende fachliche Begabung; Sympathie fiir die Schuler; Freude a
der Kommunikation; und der Ehrgeiz, es immer noch besser cnema

Ich wage zu behaupten, dass der Lehrerberuf der verantwaralisge
schlechthin ist. Denn in keinem anderen Beruf hat man venblere
Mdglichkeiten, Menschen individuell nachhaltig zu beeinflass@enn
nicht gar zu pragen. Wir dirfen uns aber nicht der Illusion bieigedass
jeder, der nur wolle, auch schon fur diesen Beruf geboretJs®o ent-
scheidender fir die Zukunft unseres Bildungssystems untt deserer
gesamten Gesellschaft wird es sein, die Allerbedtdtir zu gewinnen.
Das wird nur mit entsprechenden Anreizen gelingen. Fordesiiale auch
eine groRere Durchlassigkeit zwischen Schule und andereneBealfer
auch die Abschaffung der Kombinationspflicht. Warum missehmrdre
zwei Facher halb studieren (eines davon vielleicht numaRRigem Inter-
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esse) anstatt eines richtig? Statt dessen solltdfdltige interdisziplindre
Bezlige des einen Hauptfaches starker in der Ausbildung veraekert

Ich konnte hier natirlich nur einige wenige jener unzéahligeenden
berthren, die in einer profunden Diskussion Uber Bildung,eswidere
Uber mathematische Bildung zur Sprache kommen missen. Das Ehema
komplex, vielfaltig und anspruchsvoll. Doch wir missen unsgdefen
Verantwortung stellen, sei es als Lehrer oder als Bilduigiker. Denn
eine Gesellschaft ist so gut wie ihre Lehrer.
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