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Einleitung

In dieser Vorlesung soll eine Einfithrung in die Integralgeometrie von konvexen
und allgemeineren Mengen gegeben werden. Wir entwickeln dabei diese Theorie,
die manchmal auch das Gebiet der geometrischen Wahrscheinlichkeiten genannt
wird, aufbauend auf iiberraschenden Analogien zur enumerativen Kombinatorik.
Wihrend in der enumerativen Kombinatorik Folgen von Objekten mit gemeinsamen
Eigenschaften durch , erzeugende Funktionen“ zusammengefasst werden, untersucht
man in der Integralgeometrie Mengen geometrischer Objekte mit gemeinsamen
Eigenschaften, die durch ,invariante Mafle“ zusammengefasst werden.

Das Hauptziel dieser Vorlesung ist es die auf Hadwiger, McMullen, Santal6 und
andere zuriickgehende Theorie der inneren Volumina zu vermitteln, inklusive eines
vollstdndigen und elementaren Beweises des berithmten Charakterisierungssatzes
von Hadwiger invarianter Bewertungen im KEuklidischen n-dimensionalen Raum.
Im abschlieBenden Kapitel werden wir die Euler-Charakteristik von einem integral-
geometrischen Standpunkt einfithren und den Fundamentalsatz der (Euklidischen)
Integralgeometrie, die Kinematische Hauptformel, beweisen.

Der Stoff der Vorlesung wird auf einem elementaren Level priasentiert und erfordert
daher nicht mehr Vorwissen als die Mathematik aus den ersten beiden Studienjahren.
Die Literatur zur Integralgeometrie ist recht umfangreich. Insbesondere gibt es eine
Reihe sehr guter Biicher zu diesem Themenkreis (siche néchste Seite), von denen
aber viele deutlich iiber den Stoffumfang dieser kurzen Vorlesung hinausgehen. Wir
empfehlen daher vor allem das Buch ”Introduction to Geometric Probability” (auf
dem auch die Vorlesung aufgebaut ist) von Daniel Klain und Gian-Carlo Rota.
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1 Buffons Nadelproblem

Wir beginnen mit dem vielleicht bekanntesten Problem der geometrischen Wahr-
scheinlichkeiten, dem Buffonschen Nadelproblem. Die Losung dieser fast 300 Jahre
alten Frage durch die Charakterisierung von additiven Mengenfunktionalen dient
dazu das Studium von Bewertungen auf Verbdnden zu motivieren, das Thema von
Kapitel 2. Variationen und Verallgemeinerungen des Buffonschen Nadelproblems
werden in Kapitel 8 und 9 présentiert.

1.1 Das klassische Problem

Wir zeichnen parallele Geraden in der Ebene R? mit Abstand d > 0 voneinander
und werfen eine Nadel der Lénge 0 < L < d zufillig auf die Ebene. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel eine der Geraden beriihrt?

Zur Losung dieses Problems sei X, die Zufallsvariable, die die Zahl der Schnitte
einer zuféllig geworfenen Nadel der Lénge L; mit den parallelen Geraden zéhlt.
Ist die Lange L; der Nadel nicht durch d beschréinkt, so kann X; verschiedene
natiirliche Zahlen als Werte annehmen. Ist jedoch L; < d, so kann X; nur die Werte
0 oder 1 annehmen. Bezeichnet p,, die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel genau n
der Geraden trifft, so ist der Erwartungswert E(X;) von X; gegeben durch

E(X;) = Z NPy

n>0

Ist daher L, < d, so erhalten wir
E(X1)=0po+1pi=p

und p; ist genau die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Es reicht also den Erwartungswert
E(X}) zu bestimmen.

Es sei X5 eine zu X, identisch verteilte Zufallsvariable, die die Anzahl der Schnitte
einer zweiten zufillig geworfenen Nadel der Lénge L, mit den Geraden zéhlt.
Offenbar sind die Verteilungen von X; und X, (und damit ihre Erwartungswerte)
invariant unter Translationen und Rotationen der Familie paralleler Geraden im R2.
Stellen wir uns nun vor die beiden geworfenen Nadeln sind starr an einem ihrer
Endpunkte verbunden (sie konnen dabei eine gerade Linie bilden oder einen Winkel
einschlieBen) und werden so gleichzeitig auf die Ebene geworfen. Dann sind die
Zufallsvariablen X; und X5 zwar nicht mehr unabhéngig, aufgrund der Invarianz-
eigenschaften ihrer Verteilungen ist jedoch die Zufallsvariable, welche die Schnitte
der zusammengeschweifiten Nadeln zéhlt, wie X; 4+ X5 verteilt und besitzt daher als
Erwartungswert

E(X; + Xo) = E(X;) + E(Xy). (1.1)

Die selbe Argumentation kann fiir die Zufallsvariable X + X5+ - - - + X}, welche die
Schnitte von k zusammengeschweifiten Nadeln mit den Geraden zéhlt, angewendet
werden. Diese Nadeln kénnen dabei eine polygonale Linie beliebiger Form bilden.



Da E(X}) offenbar nur von der Lénge L; abhéngt, konnen wir den Erwartungswert
von X; in der Form E(X;) = f(L;), mit einer geeigneten Funktion f, schreiben.
Bei zwei zusammengeschweifiten Nadeln, die eine gerade Linie bilden, ergibt sich
E(X; + X3) = f(L1 + Ls), womit wir aus (1.1) schliefen konnen, dass

(L1 + Lo) = f(L1) + f(L2).

Die Funktion f : R — R erfiillt also die Cauchysche Funktionalgleichung, womit die
Einschrankung von f auf Q linear ist. Da aber f offenbar eine monoton steigende
Funktion in L ist, folgt fiir alle L € R,

f(L)=rL,
wobel r eine noch zu bestimmende Konstante ist.

Ist C' ein starrer Draht der Linge L, der zufillig auf R? geworfen wird und zihlt die
Zufallsvariable Y die Schnitte von C' mit den Geraden, dann kénnen wir C' durch
polygonale Drihte approximieren, sodass Y in etwa wie X7 + X5 4 - - - + X, verteilt
ist. Ubergang zum Grenzwert ergibt

E(Y) = rL. (1.2)

Dies erlaubt uns den Wert der Konstante r zu bestimmen, indem wir einen Draht

geeigneter Form wéhlen: Sei C' ein kreisrunder Draht vom Durchmesser d. Offen-
sichtlich ist E(Y) = 2 und L = wd. Daher folgt aus (1.2), dass

2
2=rnd bzw. r=—.
md
Damit haben wir fiir eine Nadel der Linge L < d,
2L
E(Xl) =P1 = —.
wd

Ideen von Crofton und Sylvester folgend, wollen wir die Argumente, die uns zu
diesem Ergebnis gefithrt haben, nun dazu verwenden uns Problemen im Zentrum
der Integralgeometrie zuzuwenden.

1.2 Der Raum der Geraden

Eine Teilmenge K der Ebene heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten x,y € K die
gesamte Strecke von x nach y ganz in K enthalten ist. Wir nennen eine geschlossene
Kurve C' in der Ebene konvex, wenn C' eine konvexe Teilmenge einschlieft.

Es seien K;, K» C R? kompakte, konvexe Teilmengen mit K; C K,. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein zuféllig gewahlter Punkt aus K5 zu K; gehort, ist offenbar

gegeben durch
Flache(K7)

Fliche(Ky)

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufiillig gewihlte Gerade im R?, die
die Menge K, schneidet, auch K, schneidet?

(1.3)



Um diese Frage zu beantworten, bezeichne AGry 5 die Menge aller (affinen) Geraden
im R? und Z; die Zufallsvariable, die die Schnitte einer zufilligen Geraden mit
einem Segment der Linge L; zdhlt. Schreiben wir A? fiir das (bis auf Normierung
eindeutige) bewegungsinvariante Mafl auf AGry o, so héngt das Integral

/ 7y d\2
AGr1 2

offenbar nur von L; ab. Da Z; nur die Werte 0 oder 1 annimmt, ist dieses Integral
gleich dem Maf} der Menge aller Geraden die das gegebene Segment schneiden. Da
der Wert des Integrals nur von L; abhéngt, bezeichnen wir diesen Wert mit f(L;).

Wir kénnen nun die Argumentation zur Losung von Buffons Nadelproblem wieder-
holen: Die Zahl der Schnitte einer zuféllig gewihlten Gerade mit einer festen poly-
gonalen Linie bestehend aus Abschnitten der Lange Lq, Lo, . .. ist

/ (Zi+ Zo4--)dN = f(L1 + Lo+ --+).

AGI‘LQ

Aufgrund der Linearitédt von Integralen stimmt dies aber iiberein mit
/ ZldA§+/ ZydN2 + -+ = f(L1) + f(Ls) + - --
AGrl,2 AGrl,Q

und wir schlieen daraus wieder die Existenz einer Konstante r, sodass

Ist C eine konvexe Kurve in der Ebene der Liange L und bezeichnet Z- die Zufalls-
variable, die die Schnitte von C' mit einer zuféilligen Geraden zéhlt, dann erhalten
wir (wieder durch Approximation)

/ Zed\: =rL.
AGI‘LQ

Sind nun K; und Ky kompakte konvexe Mengen in der Ebene mit nicht-leerem
Inneren mit Randkurven € = 0K; und Cy = 0K, der Léngen L; und Ls, so folgt

/ Zo, N2 =L, i=1,2.
AGr1 2

Da die Mengen K; konvex sind, schneidet eine Gerade C; entweder zweimal oder
gar nicht (dabei klammern wir die Félle von Tangenten aus, da man zeigen kann,
dass diese Mafl Null haben). Die Zufallsvariablen Z¢, nehmen daher nur die Werte 2
und 0 an. Bezeichnet D; die Menge der Geraden im R?, welche K; schneiden, dann
haben wir also

/ Zeo, d\2 = 203(D;).
AGr1 2



Die Antwort auf die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine zuféillige Gerade die
konvexe Menge K schneidet, wenn K; C K5 und wir schon wissen, dass die Gerade
K5 schneidet, ist damit

)\%(Dl) _ ﬂ _ Umfang(Kl)
)\%(Dg) L2 Umfang(Kg) .

(1.4)

Man beachte, dass der Wert der Konstante r irrelevant fiir die Berechnung dieser
bedingten Wahrscheinlichkeit ist.

Die Formeln (1.3) und (1.4) decken eine bemerkenswerte Analogie auf: Das Ersetzen
des Wortes ,,Punkt® durch das Wort ,,Gerade® in den betrachteten Fragestellungen
entspricht dem Ersetzen des Funktionals , Flache* durch das Funktional ,, Umfang®
in den jeweiligen Antworten. Wir werden in spéteren Kapiteln noch weitreichenden
Verallgemeinerungen dieser Analogie begegnen.



2 Bewertungen und Integrale

In Kapitel 1 haben wir Buffons Nadelproblem iiber ein auf einer speziellen Klasse
von Mengen (ndmlich, polygonalen Kurven) definiertes Mengenfunktional, welches
eine gewisse Additivitat besitzt, ausgedriickt. Wir 1osten das Problem dann, indem
wir diese additiven Funktionale charakterisierten. Dabei nutzten wir die Tatsache
aus, dass das Funktional monoton und invariant (in Bezug auf gewisse Bewegungen
der Mengen in der Ebene) ist. In diesem Kapitel beginnen wir eine systematische
Untersuchung ,,additiver Mengenfunktionale“, die auf einem Verband von Mengen
definiert sind. Die abstrakten Konzepte die wir in diesem Kapitel entwickeln,
werden dann in den folgenden Kapiteln auf eine Reihe von konkreten Verbdnden
spezialisiert, was dann zu &hnlich eleganten Losungen von Verallgemeinerungen und
Varianten von Buffons urspriinglichem Problem fiihrt.

2.1 Bewertungen

Fiir die Definition der Klasse der in der Integralgeometrie zentralen Mengen-
funktionale, der Bewertungen, benttigen wir zunachst die folgende:

Definition. Eine Halbordnung < auf einer Menge L ist eine Relation, die folgende
Eigenschaften fiir alle x,y, z € L erfiillt:

(i) Reflexivitit: x < z.
(ii) Antisymmetrie: Ist © < y und y < z, dann folgt x = y.
(iii) Transitivitét: Ist < y und y < z, dann folgt = < z.

Eine Menge L versehen mit einer Halbordnung wird Verband genannt, wenn es zu
jedem Paar x,y € L eine grofite untere Schranke (den Durchschnitt) x Ay € L und
eine kleinste obere Schranke (die Vereinigung) =V y € L gibt. Ein Verband L heif}t
distributiv, wenn fiir alle z,y, z € L gilt:

(i) zV(yAnz)=(xVy Az V z).

(i) A (yVz)=(xAy)V(zAz2).
Ein besonders wichtiges Beispiel eines distributiven Verbandes ist eine gegeniiber
endlichen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten abgeschlossene Familie von
Teilmengen L einer festen Grundmenge S. Eine derartige Familie, versehen mit der

durch die Inklusionsrelation der Teilmengen gegebenen Halbordnung, erfiillt offenbar
die Eigenschaften eines distributiven Verbandes.

Definition. Fine Bewertung auf einem Verband L von Teilmengen einer Menge S
ist eine Funktion y : L — R mit folgenden Eigenschaften:

u(AU B) = p(A) + u(B) — p(AN B). (2.1)
() = 0. (2.2)



Durch Iteration der Identitéat (2.1) erhalten wir das

Inklusions-Exklusionsprinzip. Ist x4 eine Bewertung auf einem Verband L von
Teilmengen einer Menge S, so gilt

PAUA U UA) = u(A) = (AN A)+ ) p(AinA;NAp) +- -+ (2.3)

i<j i<j<k
fiir alle A4,..., A, € L.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. |

Ist A eine beliebige Teilmenge von S, so ist die Indikatorfunktion I, von A die
Funktion auf S gegeben durch

1 seA,

IA(S):{O sé A

Definition. Ist f : S — R eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen

k
f=Y iy, (2.4)

mit a; € R und A; € L, so nennen wir f eine L-einfache Funktion.

Indikatorfunktionen haben die folgenden Eigenschaften:
Iang = I4lp, (2.5)
ILaop=1Ia+1Ip—Ialp=1—(1—14)(1 - Ip). (2.6)

Es folgt, dass die Menge aller L-einfachen Funktionen versehen mit punktweiser
Addition und Multiplikation einen Ring bildet.

Durch Iteration der Identitdten (2.5) und (2.6) erhalten wir das Inklusions-
Exklusionsprinzip fiir Indikatorfunktionen:

Liomuva, = Y Ia, =Y Tapa,+ Y Lanana, + - (2.7)
i i<j i<j<k

= 1= =La)(1 = Lay) -+ (L= La,).

Definition. Eine Teilmenge G eines Verbandes L, die unter endlichen Durch-
schnitten abgeschlossen ist, nennen wir erzeugende Menge von L, wenn jedes Element
aus L als Vereinigung von endlich vielen Elementen aus GG geschrieben werden kann.

Anwendung des Inklusions-Exklusionsprinzips fiir Indikatorfunktionen liefert

Proposition 2.1 Ist G erzeugende Menge des Verbandes L, so kann jede L-einfache
Funktion als eine endliche Linearkombination

f=Y_Bls, (2.8)
i=1

mit B; € G geschrieben werden.



Definition. Es sei L ein Verband und G eine erzeugende Menge von L. Wir nennen
eine Funktion v : G — R eine Bewertung auf G, wenn v die Eigenschaften (2.1) und
(2.2) fiir alle Mengen A, B € G mit AU B € G erfiillt.

Da G nicht unter Vereinigungen abgeschlossen sein muss, macht Identitét (2.1) nicht
mehr fiir alle Paare A, B € G Sinn. Daher gibt es auch keinen Grund anzunehmen,
dass die Identitét (2.3) fiir Bewertungen v auf G und n > 2 gelten sollte. Da aber
jedes Element B € L in der Form B = B;U---U B, mit By, ..., B, € G dargestellt
werden kann, konnen wir versuchen v durch

v(B) = Zv@) - Zv(Bi NBj)+---, (2.9)

zu einer Bewertung auf ganz L fortzusetzen. Es bleibt zu zeigen, dass v(B) nicht
von der Darstellung von B als Vereinigung von Elementen aus G abhéngt und damit
wohldefiniert ist.

Definition. Es sei L ein Verband, G eine erzeugende Menge von L und v eine
Bewertung auf G. Das Integral einer L-einfachen Funktion f = ayla, + - + agla,
mit A; € G beziiglich v ist definiert durch

k
/fdu = Z ;v (A;). (2.10)

Da eine L-einfache Funktion f im Allgemeinen unendlich viele Darstellungen der
Form (2.8) mit A; in G besitzt, bleibt zu zeigen, dass das Integral (2.10) wohl-
definiert, also unabhéngig von der Darstellung von f, ist.

2.2 Groemers Integralsatz

Es stellt sich heraus, dass die Existenz der Fortsetzung (2.9) und des Integrals (2.10)
dquivalente Eigenschaften der Bewertung v sind. Diese nichttriviale Tatsache, ist
Inhalt des folgenden Integralsatzes von Groemer:

Satz 2.2 FEs sei G erzeugende Menge des Verbands L und p eine Bewertung auf G.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) p besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer Bewertung auf L.

(i) p erfillt die Inklusions-Erxklusionsidentititen

p(BiUByU---UBy) => u(Bi) =Y u(BiNBj)+--- (2.11)

fiir alle B; € G mit BfUBs U---UB, € G und allen > 2.

(i) p definiert ein Integral auf dem Vektorraum aller Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen von Mengen aus L.



Beweis: Wir beweisen die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (i).

Wenn g eindeutig zu einer Bewertung auf ganz L fortgesetzt werden kann, dann
folgt (ii) aus Identitét (2.3). Daher folgt (ii) aus (i).

Um zu zeigen, dass (iii) durch (ii) impliziert wird, nehmen wir an, dass es nicht leere
verschiedene K, ..., K,, € G und reelle Zahlen aq, ..., &, ungleich Null gibt, mit

D ailk, =0, wihrend > a;u(K;) # 0. (2.12)
i=1 —
Wir definieren nun eine (endliche) Familie von Mengen Ly, Lo, ..., L,, bestehend

aus allen moglichen Durchschnitten der Mengen K;, d.h. L1 = Ky,...,L,, = K,
Ly = KiN Ky, Lo = Ky N K3 und so weiter. Da GG unter Durchschnitten
abgeschlossen ist, gilt L; € G fiir alle 1 < ¢ < p. Beachte auch, dass die Familie

Ly, ..., L, nach Definition unter Durchschnitten abgeschlossen ist. Angenommen
p p
Z a1, =0, wahrend Z a;u(L;) # 0, (2.13)
1=q 1=q

wobei oy # 0. Wahle nun eine Instanz dieser Gleichungen, sodass ¢ maximal ist.
Aus (2.12) folgt offenbar, dass ¢ > 1 ist, wihrend (2.13) impliziert, dass ¢ < p ist.

Angenommen es gibt ein € L,\ | J_, ., L;. Dann folgt aus (2.13), dass

J=q+1

p
ag =Y il () =
1=q

im Widerspruch zu o, # 0. Es folgt also
ngLq+1U"'ULP,

womit
Ly=LyN (L1 U---ULy) = (LN Lgyq) U---U(Ly N Ly).

Nach Definition der Mengen L, ..., L, gibt es zu jedem ¢ > ¢ einen Index j > ¢,
sodass L, N L; = L;. Verwenden wir daher das Inklusions-Exklusionsprinzip (ii), so
erhalten wir mit (2.13)

0 # Z%‘M(Lz‘) = aqu( U ) + Z a; (L Z Bin(Ly), (2.14)

i=q+1 i=q+1 i=q+1

wobei die f§; durch Zusammenfassen der Ausdriicke, die p(L;) enthalten, bestimmt
sind. Wenden wir nun dasselbe Inklusions-Exklusionsverfahren auf die Indikator-
funktionen der L; an, so erhalten wir wieder mit (2.13)

O—ZO& IL —OZqIUp q+1(Lqu + Z az]L = Z ﬁz]L (215)

i=q+1 i=q+1

Zusammen widersprechen (2.14) und (2.15) aber nun der Maximalitét von ¢, woraus
die Implikation von (iii) durch (ii) folgt.
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Es bleibt zu zeigen, dass (i) aus (iii) folgt. Definiert die Bewertung u ein Integral
auf dem Vektorraum der L-einfachen Funktionen, so setzen wir fiir A € L,

MM:/MW'

Aus der Linearitét des Integrals und Identitdt (2.6) folgt dann auf einfache Weise,
dass diese Fortsetzung von u eine Bewertung auf L ist. ]

Jedes lineare Funktional T auf dem Vektorraum der L-einfachen Funktionen be-
stimmt eine Bewertung p durch

WA =T(1,), AeclL.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass fiir jede L-einfache Funktion f dann

ﬂﬁz/f@-
Es besteht also ein bijektiver Zusammenhang zwischen linearen Funktionalen auf
L-einfachen Funktionen und Bewertungen.

Definition. Sei L ein distributiver Verband von Teilmengen einer Grundmenge S.
Die von L erzeugte relative Boolesche Algebra B(L) ist die kleinste Familie von Teil-
mengen von S, die L enthélt und unter endlichen Vereinigungen, endlichen Durch-
schnitten und relativen Komplementen abgeschlossen ist.

Sind A, B € L, dann gilt
In = IaanB) = 1a — I4lp. (2.16)

Es sei Z(L) die durch endliche Summen, Produkte und Differenzen von Indikator-
funktionen von Mengen aus L erzeugte Algebra der L-einfachen Funktionen. Es folgt

aus (2.5), (2.6) und (2.16), dass fiir alle C' € B(L) auch I € Z(L). Weiters gilt

Korollar 2.3 Jede auf einem distributiven Verband L definierte Bewertung p besitzt
eine eindeutige Fortsetzung auf die von L erzeugte relative Boolesche Algebra B(L).

Beweis: Nach Satz 2.2 und (2.16) definiert p ein Integral auf der Algebra Z(L) der
L-einfachen Funktionen. Fiir C' € B(L) definiere daher

mmszw

Die Linearitdt des Integrals und (2.6) implizieren, dass diese Fortsetzung von p eine
Bewertung auf B(L) ist. |
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3 Ein diskreter Verband

Im Mittelpunkt dieses Kapitels stehen kombinatorische Eigenschaften des Verbands
der Teilmengen einer endlichen Menge. Diese Eigenschaften iibertragen sich in
analoger Form auf den Verband von Parallelotopen (Kapitel 4), von Teilrdumen
(Kapitel 6) und von polykonvexen Mengen (Kapitel 5, 7-10). Das Hauptresultat
dieses Kapitels ist die Charakterisierung aller Bewertungen, die invariant unter der
Permutationsgruppe sind.

3.1 Teilmengen einer endlichen Menge

Es sei im Folgenden S eine nichtleere Menge mit n Elementen und es bezeichne P(S)
die Potenzmenge von S. Wir versehen P(S) mit der Halbordnung, die durch die
Inklusionsrelation induziert wird. Damit wird P(S) zu einer (endlichen) Booleschen
Algebra, in der die Vereinigung und der Durchschnitt von Mengen mit der kleinsten
oberen Schranke und der grofiten unteren Schranke zusammenfallen.

Definition.

e Eine Kette K in P(S) ist eine total geordnete Teilmenge von P(S), d.h. fur
alle Paare =,y € K gilt entweder x < y oder y < x.

e Eine Antikette in P(S) ist eine Teilmenge A C P(.5), sodass fiir Paare z,y € A
weder x < y noch y < z gilt.

e Eine Fahne F in P(S) ist eine maximale Kette, d.h. eine Kette fiir die, wenn
G O F und G eine Kette ist, bereits G = F folgt.

Wiéhrend sich die Definitionen von Kette, Antikette und Fahne auf allgemeine
Halbordnungen direkt iibertragen lassen, sind folgende Begriffe von speziellerer
Natur:

Definition. Der Rang r(x) einer Menge x € P(S) ist die Anzahl der Elemente von
x. Die Antikette aller Elemente von P(S) vom Rang k bezeichnen wir mit P (.5).

Proposition 3.1 Die Anzahl der Elemente von Py(S) ist gegeben durch

n n!
P, = =
1Pe(S)] (k> Kl(n — k)]
Beweis: Jede Fahne F'in P(S) ist offenbar von der Form

F={{s1},{s1,8}, .-, {s1,.--,sn}} (3.1)

und kann daher in natiirlicher Weise mit einer linearen Ordnung (si, se, ..., S,) der
Elemente von S identifiziert werden. Es gibt daher n! Fahnen in P(.S). Eine Fahne F
der Form (3.1) enthélt genau dann ein Element x € P (S), wenn x = {sy, S2,..., Sk }.
Damit gibt es k!(n — k)! Fahnen, die ein # € P (S) enthalten. Die Behauptung folgt
nun unmittelbar. [ |
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Die Beweisidee von Proposition 3.1 kénnen wir auch verwenden, um ein stérkeres
Resultat zu zeigen. Dabei bezeichne |A| wieder die Anzahl der Elemente einer Menge
A und (n/2) die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich n/2.

Satz 3.2 (Satz von Sperner) Ist A eine Antikette in P(S), dann gilt

n
1= (i)
A= )
mit Gleichheit fiir A = Py, 9(S).

Beweis: Fiir eine Antikette A C P(S) bezeichne Aj die Menge aller Elemente
aus A vom Rang k. Wir zeigen zunéchst die Lubell-Yamamoto-Meshalkin (L.Y.M.)
Ungleichung;:

LA

> | n’“’ <1. (3.2)
k=0 (k)

Zum Beweis von (3.2) beachte, dass jede Fahne in P(S) die Antikette A in hochstens

einem Element trifft. Daher ist die Zahl p der Fahnen, die A treffen, gegeben durch

p=Y kli(n—k)|Al.
k=0

Da es n! Fahnen in P(S) gibt, ist p < n!l. Division durch n! liefert (3.2). Da aber

(1) = ()

fir alle 0 < k < n, folgt aus der L.Y.M-Ungleichung (3.2) nun

Al :i | Akl <i|f4k’§1_

() = () ~ i () n

Definition. Es sei 1 < r < n + 1 eine natiirliche Zahl. Wir nennen eine Teilmenge
F C P(S) eine r-Familie, wenn Ketten in F' nicht mehr als  Elemente enthalten.

Beispiel.
Eine Antikette in P(S) ist eine 1-Familie.

Fiir eine r-Familie F' in P(S) bezeichne Fj, = F' N P(S) die Menge der Elemente
vom Rang k in F'. Da jede Fahne in P(S) die r-Familie F* in hochstens r Elementen
schneidet, haben wir

> kl(n—k)|F| <nl-r
k=0
Daraus folgt sofort die folgende Verallgemeinerung der L.Y.M.-Ungleichung (3.2):

n

> ‘(]::’3‘ <r. (3.3)

k=0 \k

Mit Hilfe von Ungleichung (3.3) kénnen wir wiederum den Satz von Sperner auf
r-Familien verallgemeinern:

13



Satz 3.3 Ist I eine r-Familie in P(S), dann gilt

1% (i) + () (o)

Um Satz 3.3 zu beweisen, machen wir von folgendem Lemma Gebrauch.

Lemma 3.4 Fir0<i<nseienc; >x; >0undcg>cy > --->c¢,>0. Ist

dann gilt
To+ax1+--+x,<co+c+- -+ 1.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass aus
ro+ri+---+r,>co+er+-+ e, (3.4)
die Ungleichung

Y s (3.5)

folgt. Dazu seien zy,...,x, > 0 unter der Nebenbedingung (3.4) so gewéihlt, dass

die Summe
n

Tk (3.6)
o

minimal wird. Angenommen dieses Minimum ist kleiner als r. Dann ist z; < ¢ fiir
einige k < r — 1. Es sei ¢ der kleinste Index, so dass z; < ¢;. Ist ¢ > 0, dann gilt also
x/c, =1 fiir alle 0 < k < i. Ungleichung (3.4) impliziert ferner die Existenz eines
Index m > r, sodass x,, > 0 ist. Es sei j der grofite dieser Indizes, sodass z, = 0 fiir
alle kK > j (wenn j < n). Beachte insbesondere, dass j > i gilt.

Wir unterscheiden nun zwei Falle:
.Ci:Cj
Dac¢; > ciy1 > -+ > ¢y, folgt ¢; = ¢ip1 = -~ =¢;. Dar —1 < j, gilt dann
Co+"'+CZ'_1+IZ‘+"'+l’j = I0+"'+ZL’nZCO—|—"'+CT_1
= Co+"'+01'71—|—(7“—2')0i,

und damit
T+ x> (r—i).
Daraus folgt aber

" iy . I 1
k k k. k.
c c c c ¢
k=0 k=0 k= Ok k=i k i

> it (r—i) 2=y

im Widerspruch zur Annahme, dass das Minimum der Summe (3.6) kleiner
als r ist. Damit folgt Ungleichung (3.5).

14



® C; > Cj
Wir definieren Zahlen y;, 1 < k < n, wie folgt: Ist z; + x; < ¢;, dann setzen
wir y; = x; + z; und y; = 0. Andernfalls, sei y; = ¢; und y; = z; — (¢; — ;). In
beiden Féllen seien alle anderen y;, = z. Da ¢; > ¢;, folgt (in beiden Fillen)

Yi (Y i Ly
e e
C; Cj C; Cj

sodass . .
x
IR
k=0 *  g=0 K
im Widerspruch zur Annahme, dass z, ..., z, die Summe (3.6) minimieren.
Damit folgt wieder (3.5).
Da nun (3.4) die Ungleichung (3.5) impliziert, folgt aus

n

> L (3.7)

c
k=0 F

offenbar

To+ T+ 4Ty <ot Fot e
Gilt Gleichheit in (3.7), so setzen wir &; = z;, wenn z; = 0, und Z; := x; — €, wenn
x; > 0, wobei € > 0 so gewéhlt ist, dass nach wie vor z; > 0. Dann ist

k=0
und damit
To+T1+--+r, <co+ec+--+c.
Lassen wir nun € — 0, so folgt auch in diesem Fall die Behauptung. |

Beweis von Satz 3.3: Es seien die Binomialkoeffizienten

o= (i) a=(piy) 0 = ()

so geordnet, dass cg > ¢ > -+ > ¢, > 0. Wir setzen weiters die Zahler |F| in (3.3)
gleich xg, ..., z,, wobei die z; so nummeriert werden, dass der Z#hler zj, in (3.3)
gerade ¢, als Nenner hat. Die Ungleichung (3.3) wird dann zu

n

Zi—:gr.

k=0

Da auch ¢; > x; > 0 fiir 1 < i <n gilt, folgt aus Lemma 3.4, dass

$0—|—[L’1+...—|—£BnSCO+01—|—...—|—CT_1

7= Z il < <<i>> i (<i>) et <<n>> -

15
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Wir wollen als néchstes die Theorie der Binomialkoeffizienten und Antiketten
zu einer Theorie der Multinomialkoeffizienten und spezieller Familien geordneter
Partitionen, sogenannter s-Systeme, verallgemeinern.

Definition. Eine Abbildung ¢ : {1,...,r} — P(S) heifit r-Zerlegung von S, wenn
(1) 6(i) No(j) = 0 fiir @ # j;
(i) (1) U---Ud(r)=S5.

Es bezeichne Dec(S,r) die Menge aller r-Zerlegungen von S.

Bemerkung. Fiir jedes § € Dec(S,r) ist offenbar
()] 4 -+ |0(r)| = n.

Definition. Fiir ay,...,a, € Nmit a;+---+a, = n bezeichne P,, _,,(S) die Menge
aller r-Zerlegungen 0, sodass [0(i)| = a; fir i =1,...,r.
Bemerkungen.

(a) P, a0 (5) ist die Menge aller (geordneten) Partitionen von S in disjunkte

Teilmengen der Grofien aq, ..., a,.
(b) Die Menge Dec(S,7) kann offenbar als endliche disjunkte Vereinigung
Dec(S,r) = L—Ij P o (S)
a1+--+ar=n

dargestellt werden.

Definition. Ein s-System der Ordnung r (oder ein s-System in Dec(S,r)) ist eine
Teilmenge o C Dec(S,r), sodass fiir jedes 1 < ¢ < r die Mengen {6(i) : § € o}
Antiketten in P(S) sind.

Beispiele.

(a) Die Mengen P,, _,,.(S) sind s-Systeme der Ordnung 7.

Beweis: Sind 0, € Py, 4.(5), dann ist |d(2)| = |¢(7)| = a;, sodass entweder
d(i) = ((4) gilt oder die beiden Mengen unvergleichbar beziiglich der partiellen
Ordnung auf P(S) sind. Da dies fiir alle 1 < i < r gilt, folgt die Behauptung.

|

(b) s-Systeme der Ordnung 2

Es sei A eine Antikette in P(.S). Fiir jedes © € A konnen wir S als die disjunkte
Vereinigung = [ S\z darstellen, sodass das Paar (z,S\z) eine 2-Zerlegung in
Dec(S, 2) ist. Da auch die Menge {S\z : x € A} eine Antikette in P(S) ist, ist

o={(x,5\z):z e A}

ein s-System der Ordnung 2. Der Begriff des s-Systems ist daher also eine
Verallgemeinerung des Begriffes der Antikette.

(c¢) Nach (b) kann speziell die Familie P, (S) mit dem 2-System Py ,,_1(S) tiber die
Bijektion z — (z, S\z) identifiziert werden.
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Definition. Eine Fahne (zo,...,2,) in P(S) heiit kompatibel mit § € P, ..(S5),
wenn
Tq, = (1) und Taytota;\ Taytoota;_, = 0(2) fiir i > 2.

Fir A C P, .., bezeichne Flag(A) die Menge aller Fahnen (xo,...,x,), die mit
einem § € A kompatibel sind.

Proposition 3.5 Die Anzahl der Elemente von P,, . (S) ist gegeben durch

P S)| = =—
PN = (0" o) = s

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass es zu jedem § € P,, . (5) genau aqlas!---a,!
Fahnen gibt, die mit 6 kompatibel sind: Um eine zu § kompatible Fahne auszuwéhlen,
muss zunichst eine Permutation der a; Elemente von §(1) gewihlt werden, von
denen es a;! gibt. Danach muss eine Permutation der a; Elemente von §(2) gew#hlt
werden, von denen es ay! gibt, und so weiter bis zu 6(r).

Da jede der n! Fahnen mit genau einer r-Zerlegung in P,, .. (S) kompatibel ist,
folgt die Behauptung. |

Um eine multinomiale Verallgemeinerung des Satzes von Sperner zu beweisen,
benotigen wir zunéchst eine entsprechende Version der L.Y.M. Ungleichung.

Satz 3.6 (Die multinomiale L.Y.M. Ungleichung) FEs sei 0 C Dec(S,r) ein
s-System und fir ay + -+ a, =n sei 04y a0, =0 N Py 4. (S), sodass

0= H-J Ual ----- Qr*
al+--+ar=n

Dann gilt

Z |O'a1;.1‘.,ar| S 1. (38)

a1+-4ar=n (al,...,ar)

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass jede Fahne in P(S) mit hochstens einer

r-Zerlegung 6 € o kompatibel ist: Angenommen eine Fahne (zq,...,z,) ist mit
7,8 € o kompatibel. Dann ist y(1) = z,, und §(1) = x,,, wobei a; = |y(1)| und
by = |0(1)]. Da (zo,...,x,) eine Fahne ist, haben wir z,, C x3, oder vice versa.

Da ¢ jedoch ein s-System ist, gilt entweder (1) = §(1) oder die zwei Mengen sind
unvergleichbar. Daher ist (1) = 6(1) und a; = b;. Im néchsten Schritt haben wir
Y(2) = Ty a0, \ Tay, und §(2) = Ty, 45, \ Ta, (da a3 = by) und ein dhnliches Argument
wie zuvor zeigt, dass 7(2) = §(2) und as = by. Setzen wir auf diese Art fort, erhalten
wir (7)) = 0(4) fiir jedes 1 < ¢ < und damit v = 0.

Da fiir a; + -+ + a, = n die Anzahl der mit oy, ., kompatiblen Fahnen gegeben
ist durch

‘Flag<0a1,...,a7«)| =a!--- a?’!|o-al,m7ar|7

folgt damit

S Joalalal= S Flag(0u,..,)| = [Flag(o)] < nl.

a1+-+ar=n aij+--+ar=n .
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Die folgende multinomiale Verallgemeinerung von Sperners Satz — der Satz von
Meshalkin — liefert eine obere Schranke fiir die Anzahl der Elemente in einem
s-System der Ordnung r:

Satz 3.7 (Satz von Meshalkin) Ist o ein s-System in Dec(S,r), dann gilt

n

lol = ((n/r>,...,<n/r> (/1) +1,..., (n)r) + 1})’

[\
-~ -~

r—b b

(3.9)

wobei n = bmodr.

Beweis: Es ist nicht schwer zu zeigen (vgl. dazu Kapitel 6), dass fiir alle natiirlichen
Zahlen ay,...,a, € Nmit a; + - - -+ a, = n stets

(al,.T.Z.,ar> = <<n/r>,...,<n/r) (n/Z) S L () + 1/)'

. N
~ ~~

r—b b

Bezeichnet 04, o, =0 NPy,

.....

Z ’0a1;;b..,aT’ S Z w S 17
i (a1, 00)

n/r),..,(n/r)(n/r)+1,..., <n/7‘)+1) a1+-+ar=n

,,,,,

sodass

o] = ‘Z_ oas,... ar|§((n/r>,...,<n/r>,<n/7’>—i—l,...,(n/r)—i—l)' a

3.2 Bewertungen auf einem Simplizialkomplex

Definition. Eine Teilmenge A von P(S) heifit Simplizialkomplex, wenn aus z € A
und y < z auch y € A folgt. Ein Simplizialkomplex wird zu einer halbgeordneten
Menge, wenn er mit der von P(S) induzierten Halbordnung versehen wird. Ein
Simplizialkomplex, der genau ein maximales Element hat, wird Simplex genannt.
Ein Simplex dessen eindeutiges maximales Element eine Menge mit k Elementen
ist, wird k-Simplex genannt.

Bemerkung.

(a) Die Menge maximaler Elemente eines Simplizialkomplexes ist eine Antikette.
Da die (mengentheoretische) Vereinigung und der Durchschnitt beliebig vieler
Simplizialkomplexe wieder einen Simplizialkomplex bildet, ist die Menge L(S)

aller Simplizialkomplexe in P(S) ein distributiver Verband. Im folgenden wollen
wir Bewertungen auf L(S) studieren.

Notation. Fiir z € P(S) bezeichnen wir mit T den Simplex dessen maximales
Element x ist; dies ist die Menge aller y € P(S) mit y < z.
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Satz 3.8 Jede Bewertung p auf dem Verband L(S) aller Simplizialkomplexe ist
durch ihre Werte u(z), © € P(S), eindeutig bestimmt. Umgekehrt wird durch die
belicbige Vorgabe von Werten u(z), x € P(S), eine eindeutige Bewertung auf L(S)
bestimmt.

Beweis: Nach Korollar 2.3 besitzt jede Bewertung p auf L(S) eine eindeutige
Fortsetzung zu einer Bewertung g auf der von L(S) erzeugten Booleschen
Algebra P(P(S)) aller Teilmengen von P(S). Eine Bewertung auf P(P(S)) ist
offenbar durch ihren Wert auf den einelementigen Teilmengen von P(S) bestimmt
und umgekehrt wird durch beliebige Zuordnung von Werten p({z}), x € P(S), eine
eindeutige Bewertung auf P(P(S)) bestimmt.

Es sei © € P(S) vom Rang k und es seien Ay,..., A, die maximalen Simplizes

A; € T mit A; # T. (Diese Simplizes werden Facetten von T genannt.) Dann ist
T={zx} W (A U---UAg) und daher

p{z}) = w@) — p(ArU--- U Ag).

Durch Anwendung des Inklusions-Exklusionsprinzips kann nun die rechte Seite iiber
Simplizes niedrigeren Ranges berechnet werden, womit Induktion nach dem Rang
die Behauptung liefert. [ |

Definition. Wir nennen eine Bewertung p auf L(S) invariant, wenn sie invariant
unter der Gruppe von Permutationen der Menge S ist, d.h. wenn p(A) = u(gA)
fiir jeden Simplizialkomplex A und jede Permutation g der Menge S (welche eine
Permutation g auf L(.S) induziert).

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 3.8 erhalten wir

Satz 3.9 (Existenz der Euler-Charakteristik) Fs existiert eine eindeutige

invariante Bewertung po auf L(S), genannt Euler-Charakteristik, sodass po(f)) =0
und po(T) = 1 fir jeden Simplex T mit r(x) > 0.

Die klassische alternierende Formel fiir die Euler-Charakteristik enthalt

Satz 3.10 (Diskrete Euler-Formel) Ist A ein Simplizialkomplex und bezeichnet
fr die Anzahl der Elemente (,Seiten“) vom Rang k, dann gilt

po(A) = fi—fa+ fa—---. (3.10)

Beweis: Es sei uf, die Bewertung auf P(P(S)) bestimmt durch
uo@) =0 und  pp({a}) = (=DH,

wenn r(x) = k. Dann gilt

mo@ =Y myh= > wlyh)+ Y mlyh)+-+up{ed).

y<w y<z,r(y)=1 y<z,7(y)=2
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Da der Simplex = genau (I;) Elemente vom Rang j enthélt, vereinfacht sich die rechte

Seite zu (,;,) B (l;) n (g) — e (=) (Z) =1,

sodass u,(T) = uo(T) fiir alle Simplizes T gilt. Es folgt aus Satz 3.9, dass uj = o
und damit die Behauptung. ]

Definition. Fiir i > 0 definieren wir (mit Hilfe von Satz 3.8) eine Bewertung p; auf
L(S) durch
pai(T) = [T 0 P(S)].

Bemerkungen.
(a) Fiir jeden Simplizialkomplex A ist offenbar p;(A) = |A N P,(S)].

(b) Die diskrete Euler-Formel fiir einen Simplizialkomplex A wird nun zu

po(A) = 1 (A) = pa(A) + pz(A) —---. (3.11)
(c) Wir konnen die Bewertungen iy iiber symmetrische Funktionen ausdriicken:
Dazu sei P(S) = {a1,as,...,a,} und betrachte die symmetrische Funktion

ek‘(tbt?)"'atn) = Z tiltiQ'”tiM

1<ii << <n

|1 fire €7z,
ti(x)_{() fir a; ¢ T.

wobel

Da fiir  # () dann das Produkt (¢;,t;,---t;,)(T) = 1, wenn {a;,,...,a;,} €T
und sonst verschwindet, folgt ey (t1, s, ...,t,)(T) = ux(T) fiir jeden Simplex T
der von {0} verschieden ist.

(d) Fiir x € P(S) mit r(z) = j gilt
wite ={ o i g% 3.12)

Satz 3.11 (Der Diskrete Basis Satz) Die invarianten Bewertungen i, ..., lin
spannen den Vektorraum aller invarianten Bewertungen u auf L(S) mit u({0}) =0
auf. Die einzige lineare Relation zwischen thnen ist gegeben durch (3.11).

Beweis: Es sei p eine invariante Bewertung auf L(S) mit u({@}) = 0. Setzen wir p zu
einer Bewertung auf ganz P(P(5)) fort, so ist die fortgesetzte Bewertung immer noch
invariant. Haben nun = und y denselben Rang in P(5), etwa r(x) = r(y) = i, dann
existiert eine Permutation g von S mit gr = y, womit aber u({z}) = u({y}) = ¢
fiir eine geeignete Konstante ¢;. Es folgt, dass die Bewertung

w—= Z Cilb;
=1

auf allen einelementigen Mengen {z}, = € P(S), und daher auf ganz P(P(S))
verschwindet. L
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Als Anwendung von Satz 3.11 wollen wir ein diskretes Analogon der kinematischen
Formel (deren klassische geometrische Version in Kapitel 10 auftritt) herleiten.

Zur Konstruktion invarianter Bewertungen auf L(S) kénnen wir mit einer beliebigen
Bewertung p auf L(S), mit u({0}) = 0, und einem beliebigen Simplizialkomplex B
starten. Fiir einen Simplizialkomplex A definieren wir nun

p(A; B) = |Z,uAﬂgB)

wobei ¢ alle Permutationen der n-elementigen Menge S durchlduft. Halten wir A
fest, dann ist die Funktion p(A; ) eine Bewertung auf L(S), genauer sogar eine
invariante Bewertung. Nach Satz 3.11 kann sie daher als Linearkombination der
Bewertungen p; mit Koeffizienten ¢;(A) (abhéingig von A) dargestellt werden:

n

A B) =Y ci(A)u;(B). (3.13)

i=1

Halten wir umgekehrt B fest, so ist die Mengenfunktion u(A; B) eine Bewertung
in der Variable A. Damit muss aber jeder Koeffizient ¢;(A) eine Bewertung in der
Variable A sein. Aus (3.12) folgt, dass die Koeffizienten ¢;(A) explizit durch p aus-
gedriickt werden kénnen. Wir wollen dies aber nur fiir den Fall einer invarianten
Bewertung p genauer betrachten. In diesem Fall gilt

w(A; B) = 'Z,uAﬂgB 'Z,u 'ANB) = ‘Z,ugAﬂB) wu(B; A).

Da o invariant ist, sind zudem die Koeffizienten c;(A) aus (3.13) nun invariante
Bewertungen in der Variable A. Damit folgt aus Satz 3.11, dass

n

w(A; B) = Z cijhi(A) i (B),

1,j=1

wobei, wegen ji(A; B) = pu(B; A), offenbar ¢;; = ¢;;. Wie das folgende Resultat zeigt,
sind die meisten der ¢;; gleich Null. Um dies zu zeigen und die restlichen ¢;; explizit
zu bestimmen, setzen wir die Bewertung p auf die von L(S) erzeugte Boolesche
Algebra P(P(S)) fort und bezeichnen mit a; den Wert von p auf einer 1-elementigen
Menge in P(P(S)) dessen Element eine i-elementige Teilmenge von S ist.

Satz 3.12 (Diskrete Kinematische Formel) Ist u eine invariante Bewertung
auf L(S), dann gilt

n

WAB) =S <7z>_1ami(z‘1)ui(3)

=1

fir alle A, B € L(S).
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Beweis: Es seien z; und y; Teilmengen von S mit ¢ bzw. j Elementen und A = {z;},
B = {y;} € P(P(5)). Ist i # j, dann gilt AN gB = ( fiir jede Permutation ¢
der Menge S. Ist ¢ = j, dann ist AN gB = () wenn z; # gy;. Da es il(n — i)
Permutationen ¢ von S gibt, sodass x; = gy; (wenn i = j), haben wir einerseits

1 il(n —1)! n\ !
Wi B) = 2 Y utangs) = i = () e
g
be f f
|1 fir k=1, |1 firl=y,
i (A) = { 0 fiir k #1, und - pu(B) = { 0 fiir I # j,
ist andererseits .
WA B) = crapu(A)u(B) = ¢
k=1
und damit )
A\ -
Cij = i (0%}
fiir ¢ = j und Null sonst. |

Von besonderem Interesse ist der Spezialfall von Satz 3.12 bei dem pu = po. Aus der
diskreten Euler-Formel (3.10) folgt po({x;}) = (—1)"", sodass

n

% > m(AngB)=> (-1)"*! (n> (Au(B)

- 7
=1

fir alle A, B € L(S5).

Sind T und 7 Simplizes, dann ist entweder T N7 ein kleinerer (nicht leerer) Simplex
oder Z N7y = (), womit

_ . [ 1 zny#0,
Ho(@NY) = { 0 zny =0

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gewéhlter k-Simplex Ty nicht leeren Schnitt
mit einem festen [-Simplex ¥, hat, kann daher wie folgt berechnet werden:

5 Emtnnam) =3 S weta = X0+ (1) () (1) e

Diese Gleichung fiihrt zu einem Beispiel wie die diskrete kinematische Formel dazu
verwendet werden kann, um Identitédten fiir Binomialkoeffizienten herzuleiten.

Satz 3.13 Fiir alle natiirlichen Zahlen 0 < k, 1l <n gilt

o (t) (0 -0 (F) 619
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Beweis: Beachte zunichst, dass fiir die Simplizes Ty und 7, genau dann T, N7y, = 0,
wenn y; N xp = (. Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass fiir eine zufillige
Permutation g nun y; N gz, = @ gilt, nummeriere die Elemente von S = {s1,...,,}
so, dass z = {s1,...,8,}. Damit y; N gz, = O muss gs; € S\y; sein, wofiir es n — [
Moglichkeiten gibt. Es bleiben n — (I + 1) mogliche Werte fiir gsy usw., sodass es

m—0Omn—-1—-1)---(n—1—-k+1)

mogliche Werte fiir gsq,...,gs; gibt. Haben wir diese Werte gewahlt, so bleiben
n — k Moglichkeiten fiir gs;,1, dann n — k — 1 mogliche Werte fiir gsi.o usw., bis
nur noch eine Moglichkeit fiir gs,, bleibt. Daraus folgt, dass es

(n—10!(n—k)!
(n—k—=1)!

n=0--(n=l—k+1)(n—Fk)---1=

Permutationen g von S gibt, sodass y; N gxp = (). Die Wahrscheinlichkeit, dass
Y1 N gxy = ) fiir eine zufillige Permutation g gilt, ist damit gegeben durch

1L (n=Dn—k! Kn-kn-=0" [(n\ '[(n-1I
n m—k—0l  nlkl(n—k—1) :<k> ( 2 )

Es folgt nun aus (3.14), dass

s () (=) ()

Addition des Summanden fiir i = 0 auf beiden Seiten und Multiplikation mit —1
liefert schliellich die Behauptung. |

Wir beschlieBen unsere Uberlegungen zu Simplizialkomplexen mit einer Anwendung
der Ergebnisse von Abschnitt 3.1 auf eine Frage von Sperner: Angenommen alle
maximalen Elemente von A € L(S) haben Rang k, d.h. jede Seite von A ist in einer
k-Seite von A enthalten. Fiir 0 < < k sei [A]; die Familie aller [-Seiten von A. Gibt
es eine untere Schranke fiir die Zahl der [-Seiten |[A];|, wenn die Zahl der k-Seiten
(maximalen Seiten) |[A]x| gegeben ist?

Satz 3.14 Angenommen alle mazimalen Elemente von A € L(S) haben Rang k.
Dann gilt fir 0 <1<k,

kl(n —k)!
Al > —|[Alk]-

Beweis: Es sei B = P(S)\[A];. Ist y € B; dann kann y in keinem z € A enthalten
sein, womit die Menge [A]; U B; eine Antikette ist. Aus der L.Y.M.-Ungleichung
(3.2) folgt daher einerseits

ALl 1B |

® 0"

Andererseits ist,

3= 12N A = () =114l
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womit

A1, ;AU
(%) ()
Die Behauptung folgt nun durch einfache Termumformung. |

3.3 Ein diskretes Analogon des Satzes von Helly

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch ein diskretes Analogon des Satzes
von Helly, dessen klassische geometrische Version in Kapitel 5 auftritt.

Satz 3.15 (Diskreter Satz von Helly) Es sei S eine n-elementige Menge und F
eine Familie von Teilmengen von S. Gilt fir jede Teilmenge G C F mit |G| < n,

dass
(N A#0,
AeG

dann st
[N A#0.
AeF

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Zahl der Elemente von F'. Ist
|F| < n, dann ist die Behauptung trivial. Wir nehmen daher an, die Behauptung
gilt fur |F| = m mit geeignetem m > n und zeigen, dass der Satz dann auch fiir
|F| =m+1gilt. Essei S = {s1,...,s,}und F = Ay,..., A1 mit A; € S. Weiters
bezeichne fiir 1 < j <m + 1 mit L; C S den Durchschnitt

Ly =()A:
1#]

Unsere Induktionsannahme fiir den Fall |F'| = m impliziert, dass jedes L; nicht leer
ist. Es gibt daher s;; € L; fiir jedes j. Da m + 1 > n, muss es jedoch ein s € S
geben, sodass s € L;, N L, fiir geeignete j; # jo. Da s € L;, ist, haben wir s € A;
fiir alle 7 # j; und analog s € A; fiir alle i # j5. Damit ist aber

m+1

seﬂ&:ﬂA.
=1

AcF
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4 Innere Volumina von Parallelotopen

Als néchstes entwickeln wir eine Theorie invarianter Bewertungen auf dem Verband
von endlichen Vereinigungen von Parallelotopen, deren Kanten parallel zu festen
orthogonalen Koordinatenachsen sind. Dieser Verband soll uns als ein Modell fiir
die Entwicklung einer Bewertungstheorie auf dem Verband endlicher Vereinigungen
kompakter konvexer Mengen im R"™ dienen. Die FEuler-Charakteristik, innere
Volumina und Charakterisierungssitze fiir Bewertungen auf dem Verband von
Parallelotopen kénnen als Prototypen analoger Konstruktionen und Aussagen fiir
allgemeine polykonvexe Mengen in den Kapiteln 5 - 9 angesehen werden.

4.1 Der Verband von Parallelotopen

Wir fixieren fiir das gesamte Kapitel 4 ein kartesisches Koordinatensystem im R"
und bezeichnen im Folgenden mit || - || die gewohnliche Euklidische Norm im R™.

Definition. Es bezeichne Par(n) den distributiven Verband bestehend aus allen
endlichen Vereinigungen und Schnitten von Parallelotopen deren Kanten parallel zu
den Koordinatenachsen sind. Wir sagen P € Par(n) hat Dimension n (oder: ist
volldimensional), wenn P nicht in einer endlichen Vereinigung von Hyperebenen des
R™ enthalten ist, d.h. wenn P innere Punkte besitzt. Allgemeiner hat P € Par(n) die
Dimension k, wenn P in einer endlichen Vereinigung von k-Ebenen des R" enthalten
ist, aber in keiner endlichen Vereinigung von k£ — 1 Ebenen.

Es bezeichne 7, n die durch Translationen und Koordinatenpermutationen erzeugte
Gruppe. Fiir A C R und g € T,, schreiben wir

gA=9(A) = {g(a) : a € A}.
Definition. Wir nennen eine Bewertung p : Par(n) — R invariant, wenn

w(gP) = u(P) (4.1)

fiir alle g € T,, und alle P € Par(n). Ist u(gP) = p(P) nur fiir Translationen g des
R"™ erfiillt, dann sagen wir p ist translationsinvariant.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die Bestimmung aller invarianten Bewertungen
auf Par(n). Um dabei pathologische Félle auszuschliefien, werden wir noch eine
Stetigkeitsforderung an die betrachteten Bewertungen stellen.

Definition. Der Abstand d(z, A) eines Punktes x € R"” zu einer Menge A C R™ ist
gegeben durch
d(xz, A) = in£ |z — al|.
ac

Der Hausdorff Abstand §(K, L) von K, L C R™ ist definiert durch

d(K, L) = max {sup d(a, L), sup d(b, K)} . (4.2)

aeK beL
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Bemerkung.

(a) Fir kompakte Mengen K und L gilt genau dann (K, L) = 0 wenn K = L.

Im Folgenden bezeichne B,, die Euklidische Einheitskugel im R". Fiir eine kompakte
Menge K C R™ und € > 0 sei

K+eB,={z+eu:z € K und u € B,}.
Lemma 4.1 Fir kompakte Mengen K, L € R™ gilt
O(K,L)=min{e >0: K C L+¢eB,, LC K+¢eB,}. (4.3)

Beweis: Es bezeichne a die rechte Seite von (4.3). Fiir x € K gilt dann z € L+aB,,
also r = y + au mit geeigneten y € L und u € B,,. Es folgt ||z — y|| < o und damit
mingey, || — y|| < a. Da dies fiir alle z € K gilt, folgt max,cx mingep, ||z — y|| < o
Vertauschung von K und L ergibt §(K, L) < a.

Nun sei 0 < ¢ < a und etwa K € L + ¢B,. Dann gilt © ¢ L + ¢B,, fiir geeignetes
x € K, also ||x — y|| > ¢ fur alle y € L und daher §(K, L) > €. Da ¢ < a beliebig
war, folgt 6(K, L) > a. |

Es ist nun leicht zu zeigen, dass der Hausdorff Abstand ¢ eine Metrik auf kompakten
Mengen definiert.

Satz 4.2 Der Hausdorff Abstand 6 definiert eine Metrik auf der Menge aller
kompakten Teilmengen des R™.

Beweis: Der Hausdorff Abstand ¢ ist offenbar symmetrisch und nach der Bemerkung
von oben positiv definit. Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien K, L, M C R"”
kompakt. Weiters sei 1 = 0(K, M) und ey = §(L, M). Nach Lemma 4.1 ist dann
KCM+¢eB,und M C L+ e9B,, sodass

K C L+4¢eB,+¢e1B, =L+ (e2+¢1)B,.
Analog ist L C K + (g5 + £1)B,,. Aus Lemma 4.1 folgt daher §(K,L) <& +¢e5. A
Bemerkung.

(a) Eine Folge von kompakten Mengen K; C R"™ konvergiert in der Hausdorff
Metrik genau dann gegen K (symbolisch: K; — K), wenn es zu jedem € > 0
ein N, > 0 gibt, sodass K C K; +¢B,, und K; C K + ¢B,, fiir alle 7« > N..

Definition. Wir nennen eine Bewertung u : Par(n) — R stetig, wenn

w(Pi) — p(P)

fiir jede Folge P; von Parallelotopen (nicht unbedingt deren endliche Vereinigungen)
mit P, — P.
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Eine andere Eigenschaft, die sich als sinnvoll herausstellen wird, ist die Monotonie.

Definition. Eine Bewertung p : Par(n) — R heiit monoton steigend, wenn
w(P) < p(Q) fur alle P, @ € Par(n) mit P C @ gilt. Analog sei eine monoton
fallende Bewertung definiert. Wir nennen eine Bewertung p monoton auf Par(n),
wenn j entweder monoton steigend oder monoton fallend ist.

Beim Studium von Bewertungen auf dem Verband Par(n) kénnen wir unseren Fokus
auf die erzeugende Menge der Parallelotope im R"™, deren Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen sind, beschranken. Es gilt ndmlich

Satz 4.3 (Groemers Fortsetzungssatz fiir Par(n)) Jede auf Parallelotopen,
deren Kanten parallel zu den Koordinatenachsen sind, definierte Bewertung p besitzt
eine eindeutige Fortsetzung zu einer Bewertung auf Par(n).

Beweis: Nach Groemers Integralsatz (Satz 2.2) geniigt es zu zeigen, dass u ein
Integral auf dem Raum der Indikatorfunktionen von Parallelotopen definiert. Wir
wollen dies durch Induktion nach der Dimension n nachweisen.

Die Aussage ist trivial in Dimension Null, womit wir annehmen konnen, die

Behauptung gilt in Dimension n — 1. Angenommen es gibt Parallelotope
P, ..., P, CR" sodass

Zai]pi =0 aber Z%M(Pi) = 1. (4.4)
i=1 i=1

Wir wollen (unter Verwendung der Induktionsannahme) zeigen, dass (4.4) auf einen
Widerspruch fithrt. Dazu sei k die minimale Anzahl volldimensionaler Parallelotope
P; in allen moglichen Ausdriicken der Form (4.4).

Ist £ = 0, dann sind Py, ..., P, jeweils in einer Hyperebene enthalten. Es sei [ die
minimale (endliche) Anzahl von Hyperebenen, die die Parallelotope P, ..., P, ent-
halten. Aufgrund unserer Induktionsannahme kénnen P, ..., P, nicht alle in einer
einzigen Hyperebene enthalten sein, womit [ > 1 gelten muss. Es seien Hy, ..., H;
zu den Koordinatenachsen orthogonale Hyperebenen, sodass P, C Hy U ---U H; fiir
i=1,...,m. O.B.d.A. sei P, C Hy. Da Ipnn, = Ip Iy, folgt aus (4.4), dass

Zai]pim]{l = 0. (45)
i=1

Dafiiri =1,...,m aber P,N H; C Hy, folgt aus der Induktionsannahme, dass auch

=1

Subtraktion der Gleichungen (4.5) und (4.6) von den entsprechenden Gleichungen
aus (4.4), liefert

Z a;(Ip, = Ipom) =0 und Z a(p(B) — (BN Hy)) =1 (47)
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Da P, N H; = P;, haben die Gleichungen aus (4.7) die Form von (4.4), wobei
die in (4.7) auftretenden von Null verschiedenen Parallelotope in héchstens [ — 1
Hyperebenen enthalten sind, im Widerspruch zur Minimalitdt von [. Daher muss
k > 1 sein.

O.B.d.A. habe P; die Dimension n. Es sei H eine Hyperebene mit zugehorigen
abgeschlossenen Halbriumen H' und H~, so dass P, N H eine Facette von P ist
und Py C H*. Da Ipny+ = IpIy+ und Ipny = Ip Iy, folgt aus (4.4),

m m m
E ailpnp+ =0, g a;ilpng =0, g ailpnp- = 0.
i—1 i1 i—1

Da p eine Bewertung ist, gilt weiters

1= Zai,u(Pi) = Zaip(PiﬂH*) —l—Zam(B NH)— Zam(PZ- NH).

i=1 =1 =1

Da die Mengen P; N H in einem Raum der Dimension n — 1 liegen, ist die Summe
Yo (P, N H) = 0 nach Induktionsannahme. Da P, N H~ ebenfalls Dimension
n — 1 hat, ist aufgrund der Minimalitdt von k auch >"."  a;u(P; N H~) = 0. Also

zm: (PN HT) = i ap(F;) = 1.
=1 =1

Es gibt 2n Hyperebenen Hy, ..., Hs,, sodass
2n
P =) H;.
i=1
Durch Iteration des obigen Arguments, erhalten wir

S (P OH NN HS) =Y agu(P0 P = 1.

=1 =1

Aus Ipnp, = Ip Ip, und (4.4) folgt
Z&Z‘]pimpl = 0. (48)
i=1

Beachte, dass Gleichung (4.8) nur erfiillt sein kann, wenn unter P,N Py, ..., P, NP
weitere volldimensionale Parallelotope enthalten sind. Iteration des Arguments von
oben liefert daher schliellich, dass alle P;,; 7 = 1, ..., m, voll dimensional sein miissen,
sowie einerseits

m

i=1
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womit oy + -+ + @, # 0 und Py N---N B, # 0, und andererseits

m m
E Oéilplm--um = E Q; IPm-~~ﬂPm =0,
i=1 i=1

was entweder oy + -+ - + a,, = 0 oder P, N---N P,, = () impliziert, ein Widerspruch
in beiden Féllen. |

4.2 Invariante Bewertungen auf Parallelotopen

Wir betrachten das Charakterisierungsproblem von invarianten Bewertungen auf
Par(n) zunéchst fiir n = 1: Ein Element von Par(1) ist eine endliche Vereinigung
von abgeschlossenen Intervallen.

Definition. Fiir A € Par(1) sei

py(A) = Anzahl der Zusammenhangskomponenten von A,
1
1

pui(A) = Lénge von A.

Offenbar sind u$ und ui stetige invariante Bewertungen auf Par(1). Es gilt sogar:

Satz 4.4 Jede stetige invariante Bewertung auf Par(1) ist eine Linearkombination
von g und p.

Beweis: Es sei u eine stetige invariante Bewertung auf Par(1). Wir setzen ¢ = p({0})
und definieren

1= — .
Die invariante Bewertung u’ verschwindet dann auf einpunktigen Mengen. Wir
definieren weiters eine stetige Funktion f : [0, 00) — [0, 00) durch

f(x) = p'([0, z]).

Ist A ein abgeschlossenes Intervall der Lange x, dann impliziert die Invarianz von
w', dass p/(A) = f(z). Sind A und B abgeschlossene Intervalle der Lange = und y,
sodass A N B einpunktig ist, dann folgt

fle+y)=p(AUB) =/ (A) + 1/ (B) — /(AN B) = f(z) + f(y),

womit f(z) = rx fiir eine geeignete Konstante r gilt. Damit ist aber ¢/ = ruj. W

Definition. Fiir 0 < k < n ist das k-te elementarsymmetrische Polynom in n
Variablen gegeben durch

60(131, R ,LL’n> = 1,

n

ep(xy, ... x,) = E Tiy Tiy ** Ty k>1.

1< << <n
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Wir wenden uns nun stetigen invarianten Bewertungen auf Par(n) fir n > 1 zu.

Satz 4.5 Fiir 0 < k < n existiert eine eindeutige stetige invariante Bewertung i
auf Par(n), sodass fir jedes Parallelotop P mit Kantenlingen xq,xs, ..., z, gilt

pr(P) = ex(x1, 22, ..., Ty). (4.9)

Beweis: Nach Groemers Fortsetzungssatz, Satz 4.3, geniigt es zu zeigen, dass
die durch (4.9) definierten (invarianten stetigen) Funktionale auf Parallelotopen
Bewertungen sind. Dazu seien ) und pl die zuvor definierten Bewertungen auf
Par(1) und pu} = tud + pl, wobei t ein Parameter ist. Weiters definieren wir auf
Par(n) ein Funktional durch das n-fache Produkt

py = gy X Xy

Da Parallelotope kartesische Produkte von Strecken, also Elementen von Par(1),
sind, definiert py' eine Bewertung auf Parallelotopen im R"™. Nach Satz 4.3 besitzt
uy daher eine eindeutige Fortsetzung zu einer Bewertung auf ganz Par(n).

Ist P =1 x I x --- x I, ein Parallelotop im R", wobei [; ein Intervall der Lénge

x; ist, dann gilt

pr(P) = (1) py (L) - gy (L) = (1 twy) (14 twz) - (1 + tan)
= 14e(zr,...,2)t Fealay, ..., o)t 4+ - Fen(y, ..., 2,)t"

Es sei nun Q = PLUP,U---U P, € Par(n), wobei die P;’s Parallelotope sind. Nach
dem Inklusions-Exklusionsprinzip gilt dann

M?(Q):ZM?(H)—ZM?(Piﬂf)j)-}—..._...‘

Zusammenfassen der Koeffizienten jeder Potenz von t zeigt, dass es Bewertungen
Jhos 41y - -+ 5 [y gibt, sodass

1t (Q) = 1o(Q) + 1 (Q)t + p2(Q)E + -+ + (@)1,
wobei die Bewertungen p; eindeutig durch (4.9) bestimmt sind. [
Bemerkungen.

(a) Die Bewertung po wird Euler-Charakteristik genannt. Sie ist nach Satz 4.5
die einzige Bewertung auf Par(n), die den Wert 1 auf allen (nicht leeren)
Parallelotopen annimmt.

Offenbar ist 11,,(Q) gerade das Volumen von @) € Par(n) und 24,1 (P) stimmt
fiir Parallelotope P € Par(n) mit deren Oberfliche iiberein.

(b) Ist P ein Parallelotop der Dimension k < n, dann kann p;(P) auf zwei Arten
interpretiert werden: Einerseits als der Wert der Bewertung u; an P € Par(n)
und andererseits als Wert von p;, wenn pu; auf Par(m) eingeschrankt wird,
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wobei k < m < n ist und P C R™. Satz 4.5 zeigt, dass der Wert p;(P)
unabhéngig von der jeweiligen Interpretation ist. Anders ausgedriickt,

i (P) = i3 (P).

Wir werden daher die Abhéngigkeit von p;(P) vom umgebenden Raum R”| in
welchem das Parallelotop P eingebettet ist, nicht andeuten.

Wir fassen Bemerkung (b) noch einmal in folgendem Korollar zusammen:

Korollar 4.6 Die in Satz 4.5 definierten Bewertungen ug, 0 < k < n, auf Par(n)
sind unabhdngig von der Dimension n normiert.

Der Wert p(P) ist also ’intrinsisch’ der Menge P zugeordnet und unabhéngig von
der Dimension des umgebenden Raumes. Dies motiviert

Definition. Fiir 0 < k < n heifit die durch Satz 4.5 definierte Bewertung uy das
k-te innere Volumen.

Innere Volumina haben folgende FEigenschaft in Bezug auf orthogonale kartesische
Produkte.

Satz 4.7 Es seien Hy und Hy komplementdre orthogonale Unterrdume des R™ der
Dimensionen h bzw. n—h, die durch Teilmengen des gegebenen Koordinatensystems
aufgespannt werden. Sind P; C H; Parallelotope in Hj, j = 1,2, dann gilt fir alle
0<17<n,

pi(Pyx Py) = p(Pr)ps(Pa). (4.10)
r4+s=1i
Beweis: Hat P, die Kantenlédngen x4, ...,z, und P, die Kantenldngen vy, ..., y,_p,
dann gilt
> (Pp(P) = > ( oo e, > ykl"'yks> :
r4+s=i r+s=1 \1<j1<-<jr<h 1<k1<--<ks<n—h

Es seien j,o1 = ki +h,...,Ji = jros = ks + hund zp11 = y1,..., 2, = Yp_p. Dann
ist

D m(Pps(P) = ) > @i, > Lirr " L

r+s=i r+s=i \1<j1<--<jr<h h4+1<gr11<-<j;<n
= ) Tjy o, Ty @y = pi(Pr X Py).
1< < <gr<jr41<--<ji<n [ ]
Bemerkung.

(a) Identitat (4.10) ist auch giiltig wenn P, € Par(h) und P, € Par(n — h).
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Definition. Eine Bewertung p auf Par(n) heifit einfach, wenn p(P) = 0 fiir alle
P € Par(n) deren Dimension kleiner als n ist.

Die Einschrankung des Volumens p, auf den Verband Par(n) ist durch folgenden
Satz charakterisiert.

Satz 4.8 (Volumen-Charakterisierung auf Par(n)) FEs sei p eine einfache
translationsinvariante Bewertung auf Par(n), die entweder stetig oder monoton ist.
Dann gibt es ein ¢ € R, sodass u(P) = cu,(P) fiir alle P € Par(n).

Beweis: Bezeichnet [0, 1]" den Einheitswiirfel im R”, dann setzen wir ¢ = u([0, 1]™).
Da 1 einfach und translationsinvariant ist und [0, 1]® Vereinigung von k™ Translaten
von [0, 1/k|™ ist, folgt aus dem Inklusions-Exklusionsprinzip, dass p([0, 1/k]™) = ¢/k™
fiir alle natiirlichen Zahlen k.

Damit folgt aber bereits p(P) = cu,(P) fir jedes Parallelotop P mit rationalen
positiven Kantenlédngen, denn jedes solche P kann als Vereinigung von Translaten
von [0, 1/k]™ fiir geeignetes k > 0 dargestellt werden (wobei zwei solcher Wiirfel sich
nur in einer Menge der Dimension kleiner n schneiden).

Aus der Stetigkeit bzw. der Monotonie von p folgt damit aber bereits pu(P) = ¢, (P)
fiir jedes Parallelotop mit positiven Kantenlingen. Aus dem Inklusions-Exklusions-
prinzip folgt nun schlieBlich u(Q) = cu,(Q) fiir alle @ € Par(n). [

Bemerkung.

(a) Auf die Voraussetzung der Stetigkeit bzw. Monotonie kann in Satz 4.8 nicht
verzichtet werden. Um dies zu sehen, geniigt es bereits Par(1) zu betrachten:
Die reellen Zahlen R bilden bekanntlich einen Vektorraum iiber QQ, den wir
mit Rg bezeichnen wollen. Es sei f € Ry mit f(1) =1, d.h. f ist eine lineare
Abbildung f: Rg — Q, sodass f(1) =1 und f(x) € Q fiir alle x € R.

Parallelotope P € Par(1) sind abgeschlossene Intervalle der Form [a,b] mit
Lénge b — a. Wir konnen daher eine Bewertung n auf Parallelotopen in Par(1)
durch

n([a, b)) = f(b—a)

definieren. Offenbar ist n nur von der Lénge des Intervalls abhéngig und
invariant. Aufgrund der Linearitidt von f folgt auflerdem fiir a < ¢ <b < d,

77([0% b] U [67 d]) + 77([6% b] N [C’ d]) = 77([@7 d]) + 77([07 b]) = f(d - a) + f(b - C)
= f(b—a)+ f(d—c) =n(la,b]) + n(lc, d]).
Nach Groemers Fortsetzungssatz besitzt 7 eine eindeutige Fortsetzung zu einer

invarianten einfachen Bewertung auf Par(1), die jedoch nicht gleich der Léange
(dem eindimensionalen Volumen) ist, da n nur rationale Werte annimmt.

Das Argument hinter diesem Gegenbeispiel auf Par(1), kann auf einfache Weise
erweitert werden, um Gegenbeispiele fiir Par(n), n > 1, zu erhalten.

Wir sind nun bereit alle stetigen invarianten Bewertungen auf Par(n) zu bestimmen.

32



Satz 4.9 Die inneren Volumina pig, fi1, - . ., ftn bilden eine Basis des Vektorraums
aller stetigen invarianten Bewertungen auf Par(n).

Beweis: Es bezeichne {by, bs, . .., b, } die von uns gewihlte orthonormale Basis fiir R”
und es seien H; die n—1 Koordinatenhyperebenen im R", die von den Basisvektoren
bi,...,bj_1,bj41,...,b, aufgespannt werden.

Ist p eine stetige invariante Bewertung auf Par(n), dann ist die Einschrankung von
p auf H; eine invariante Bewertung auf Parallelotopen in H;. Durch Induktion nach
n (wobei Satz 4.4 den Induktionsanfang liefert) kénnen wir annehmen, dass

n—1

n(A) = Z cifti(A),

i=0
fir alle A € Par(n) mit A C H;. Die Koeffizienten ¢; sind dabei unabhéngig von der
Wahl von Hj, da die Bewertungen p, jio, . . ., ftn—1 invariant unter Permutationen der
Koordinaten sind. Die Bewertung

n—1
H—= Z Cifls
=0

verschwindet daher auf allen unterdimensionalen Parallelotopen in Par(n), da
jedes dieser Parallelotope in einer Hyperebene parallel zu einer der Ebenen H;
enthalten ist. Nach Satz 4.8 gibt es daher ein ¢, € R, sodass

n—1
= Z Cill; = Cpfin.
i=0 [ |

Definition. Eine Bewertung p auf Par(n) heiit homogen vom Grad k > 0, wenn
p(aP) = o*u(P)

fir alle P € Par(n) und alle o > 0.

Korollar 4.10 Ist p eine stetige invariante Bewertung auf Par(n), die homogen

vom Grad k € R ist, fir ein k € {0,1,...,n}, dann gibt es ein ¢ € R, sodass
w(P) = cup(P) fir alle P € Par(n).

Beweis: Nach Satz 4.9 gibt es ¢g, ¢y, ..., ¢, € R, sodass

B = Z Cifls-
i=0

Fir P = [0,1)" und « > 0 gilt daher einerseits

u(eP) =Y can(or) = Y c(P) =3 (o

=0 =0

und andererseits

w(aP) = afu(P) = o 2:; cipti (P) = no (”> ik,

7=

Es folgt ¢; = 0 fiir © # k und p = cxpix. |
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5 Der Verband polykonvexer Mengen

Wir wenden uns nun dem Verband der polykonvexen Mengen zu, welcher den
iiblichen Rahmen fiir Studien der klassischen Integralgeometrie darstellt. Wir
werden die Euler Charakteristik auf polykonvexen Mengen definieren, welche ein
wichtiges Werkzeug fiir die Fortsetzung der inneren Volumina aus Kapitel 4 auf
polykonvexe Mengen ist. Im letzten Teil dieses Kapitels beweisen wir schliefilich
die Oberflachenformel von Cauchy mit deren Hilfe wir die korrekte Normierung des
rotationsinvarianten Mafles auf Grassmannischen motivieren.

5.1 Polykonvexe Mengen

Wir beginnen zunéchst wieder mit der Definition einiger grundlegender Begriffe.

Definition. Eine Teilmenge K C R™ heifit konvex, wenn fiir alle x,y € K auch stets
die gesamte Verbindungsstrecke [z, y] = {Az+(1—X)y : A € [0, 1]} in K enthalten ist.
Ein konvexer Kérperim R™ ist eine (nichtleere) kompakte und konvexe Teilmenge des
R". Wir bezeichnen mit K" die Menge aller konvexen Korper im R”. Eine endliche
Vereinigung von konvexen Korpern wird eine polykonvexe Menge genannt. Ist A
eine polykonvexe Menge im R", dann sagen wir A hat Dimension n, wenn A innere
Punkte besitzt. Andernfalls nennen wir A niedrig-dimensional.

Bemerkung.

(a) Die Vereinigung und der Schnitt von endlich vielen polykonvexen Mengen sind
polykonvex. Damit bildet die Menge aller polykonvexen Mengen im R" einen
distributiven Verband, der Par(n) als Unterverband enthélt.

Notation. Wir bezeichnen den distributiven Verband der polykonvexen Mengen im
R™ (der manchmal Konvezring genannt wird) mit Polycon(n).

Definition. Sei K C R" ein konvexer Korper. Die Stitzfunktion h(K,-) : R" — R
von K ist definiert durch h(K,u) = max{x -u:z € K}. Fiir u € R"\{o} definieren
wir die Stitzebene H(K,u) und den Stitzhalbraum H~(K,u) von K mit duerem
Normalenvektor v durch

H(K,u) = {z€eR":z-u=h(K,u)},
H (K,u) = {ze€R":x-u<h(K,u)}.

Fiir w € S™ ! ist h(K,u) der mit Vorzeichen versehene Abstand der Stiitzebene
H(K,u) mit &uBerem Normalenvektor « vom Ursprung. Der Abstand ist dabei genau
dann negativ, wenn u in den offenen Halbraum weist, der den Ursprung enthélt. Da
K der Durchschnitt seiner Stiitzhalbrdume ist, erhalten wir

K= ﬂ H(K,u)” ={z e R": 2 -u < h(K,u) fur alle u € R"}.

ueSn—1
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Beispiele.
(a) Es ist genau dann K = {z}, fiir ein z € R", wenn h(K,u) = z - u, u € R™.
(b) Fiir K € K" und t € R" gilt h(K +t,u) = h(K,u) +t-u, u € R™

(c¢) Fir x € R" ist h([—z,z],u) = |z - u|, u € R™.

Aus der Definition der Stiitzfunktion erhilt man unmittelbar folgende Eigenschaften:

Proposition 5.1 Es set K € K", A > 0 und u,v € R™. Dann gilt:
(a) h(K, Xu) = M(K, u),
(b) h(K,u+v) < h(K,u) + h(K,v).
Wir nennen eine Funktion A : R” — R mit den Eigenschaften (a) und (b) aus

Proposition 5.1 sublinear. Aufgrund der 1-Homogenitéit von Stiitzfunktionen
(Eigenschaft (a)) werden wir meist mit deren Einschrinkung auf S"~! arbeiten.

Das folgende Resultat zeigt, dass die Sublinearitit bereits charakterisierend fiir
Stiitzfunktionen ist.

Satz 5.2 FEs sei h: R™ — R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) h ist Stitzfunktion eines eindeutig bestimmten konvexen Kiorpers K C R™.

(b) h ist sublinear.

Beweis: Wir verweisen fiir den Beweis auf das Skriptum ,,Harmonische Analysis und
Geometrie“ unter http://dmg.tuwien.ac.at/schuster. |

Definition. Die Minkowski Summe konvexer Korper K, L € K" ist definiert durch

K+L={x+y:2€ Kundye€ L}.

Bemerkungen.

(a) Es ist leicht zu sehen, dass fir K, L € K" gilt

WK+ L,-) = h(K,") + h(L,).

(b) Aus (a) und Lemma 4.1 folgt fiir K, L € K" auf einfache Weise

O(K, L) = sup [h(K,u) = h(L,u)| = [|h(K, ) = h(L, )| (5.1)

ueSn—1

Die Hausdorftf Topologie auf K" stimmt also mit der durch die gleichméafBige
Konvergenz von Stiitzfunktionen induzierten Topologie {iberein.

35



Wir bezeichnen im Folgenden mit FE, die Fuklidische Bewegungsgruppe des R™,
d.h. die durch Translationen und orthogonale Transformationen erzeugte Gruppe.
Ist ACR"” und g € E,,, dann schreiben wir

gA=g(A) ={g(a) : a € A}.
Die Untergruppe von E,, der Translationen bezeichnen wir mit 7;,.

Definition. Wir nennen eine Bewertung p : Polycon(n) — R bewegungsinvariant
(oder einfach invariant, wenn keine Verwechslung moglich ist), wenn

w(A) = p(gA) (5:2)

fir alle g € F,, und alle A € Polycon(n). Gilt (5.2) nur fiir g € 7},, dann nennen wir
W translationsinvariant.

Unser Ziel ist es alle invarianten Bewertungen auf Polycon(n) zu bestimmen, die
(genau wie im Falle von Par(n)) noch einer Stetigkeitsbedingung geniigen.

Definition. Eine Bewertung p : Polycon(n) — R heifit stetig, wenn

(Ax) — u(A)
wann immer Ay, A € K" und A, — A im Sinne der Hausdorff Metrik.

Das folgende Resultat zeigt, dass wir zur Klassifikation aller stetigen Bewertungen
auf Polycon(n) unsere Aufmerksamkeit auf Bewertungen auf der erzeugenden Menge
K™ beschranken kénnen.

Satz 5.3 (Groemers Fortsetzungssatz fiir Polycon(n)) Jede auf K" definierte
stetige Bewertung p besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer Bewertung auf
Polycon(n).

Beweis: Es sei i : K™ — R eine stetige Bewertung. Nach Groemers Integralsatz (Satz
2.2) miissen wir zeigen, dass p ein Integral auf dem von Indikatorfunktionen konvexer
Korper aufgespannten Vektorraum definiert. Wir wollen dies durch Induktion nach
der Dimension n nachweisen.

Die Aussage ist trivial in Dimension Null, womit wir annehmen koénnen, die
Behauptung gilt in Dimension n — 1. Angenommen es gibt konvexe Korper
K, ..., K,, CR" sodass

Z alg, =0 aber Z%M(Ki) =1 (5.3)
i=1 1=1

Wir wollen (unter Verwendung der Induktionsannahme) zeigen, dass (5.3) auf einen
Widerspruch fiihrt. Dazu sei m die kleinste natiirliche Zahl fiir die ein Ausdruck der
Form (5.3) existiert.
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Wir wihlen eine Hyperebene H, mit dazugehorigen abgeschlossenen Halbraumen
H#* so dass K; Cint HY. Da Ig,ng+ = Ik, I+ und Ix,ng = Ix, Iy, folgt aus (5.3)
einerseits

m m
E OCiIKiﬂHi =0 und E OéiIKZﬂH = 0.
i=1 i=1

Da p eine Bewertung ist, gilt andererseits

Z ap(K;) = Z%‘H(Ki NH) + Zam(Ki NH)— Z%M(Ki NH).

i=1 =1 i=1

Da die Mengen K; N H in einem Raum der Dimension n — 1 liegen, ist nach
Induktionsannahme Y " o;u(K; N H) = 0. Da Ky N H- = 0, impliziert weiters
die Minimalit&t von m auch )", a;u(K; N H~) = 0. Nach (5.3) gilt daher

i=1 =1

Wiéhlen wir nun eine Folge von Hyperebenen Hy, Ho, ..., sodass K; C int H;" und
Ky = H/,
i=1

so erhalten wir durch Iteration des obigen Arguments zunéchst

> (K nH NN H) =1

i=1

fiir alle £ > 1 und daher aufgrund der Stetigkeit von g im Grenzwert k — oo,

=1

Da Ik,nk, = Ik, IKk,, haben wir auch

m
E ai]KmKl =0.
=1

Iteration dieser Argumente mit Ko, ..., K,, liefert schliellich einerseits

=1 =1

womit oy + -+ ay, #0und Ky N---N K, # 0. Andererseits folgt aus

m m
E ailg nnk, = E @ | Ix,nnk,, =0
i=1 i=1

aber entweder oy + -+ + o, = 0 oder K1 N---N K, =0, ein Widerspruch. [ |
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5.2 Die Euler Charakteristik

Als néchstes wollen wir die auf dem Unterverband Par(n) eingefithrte Euler
Charakteristik po auf den Verband Polycon(n) erweitern.

Satz 5.4 (Existenz der Euler Charakteristik) FEs ezistiert eine eindeutige
stetige invariante Bewertung pf auf Polycon(n), sodass py(K) =1 fir alle K € K".

Beweis: Die Aussage ist eine direkte Konsequenz von Groemers Fortsetzungssatz
(Satz 5.3). Wir geben im Folgenden einen von Satz 5.3 unabhéngigen Beweis, der
einerseits konstruktiver ist und andererseits auf Argumenten beruht, die wir in
weiterer Folge noch benotigen werden:

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension n. Da Par(1) = Polycon(1)
haben wir den Fall n = 1 bereits gezeigt. Nach Satz 2.2 und der Bemerkung danach,
geniigt es die Existenz eines linearen Funktionals L, auf K"-einfachen Funktionen
mit L, (Ix) =1 fiir alle K € K™ nachzuweisen. Fiir n = 1 definieren wir

Li(f) =) (f(z) = lim f(z+s)).

s—0t
reR

Beachte, dass die Summe auf der rechten Seite endlich ist und fiir f = Ij,) gilt

Ll([[a,b}) = I[a,b](b) — lim ][a,b](b + S) =1-0=1.
s—0t

Daraus folgt Li(Ix) = p(K) fiir alle K € K', womit

Li(f) = /fdué-

Es sei nun n > 2 und {by,...,b,} eine feste Orthonormalbasis. Fiir = € R bezeichne
H, die Hyperebene parallel zu span{bs,...,b,}, welche den Punkt (z,0,...,0)
enthalt. Ist f = f(z1,x9,...,x,) eine K"-einfache Funktion, dann ist die Funktion
fuo(xa, ... xy) = f(x,x9,...,x,) eine einfache Funktion auf H,. Wir kénnen daher

annehmen, dass L, 1(f,) auf H, bereits definiert ist (da H, und R""! isomorph
sind). Wir definieren nun F(x) := L,_1(f,) und setzen

Beachte, dass die Funktion F' einfach ist, wodurch die rechte Seite wohldefiniert ist.

Ist f = Ik fiir ein K € K", dann ist f, die Indikatorfunktion des Schnitts von K
mit der Hyperebene H, und F' ist die Indikatorfunktion der Projektion von K auf
die b;-Koordinatenachse. Daraus folgt, dass L;(F) = 1. Da

L) = [ £

fiir eine geeignete Bewertung s, folgt, dass p die gesuchte Bewertung ist. ]
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Bemerkung:

(a) Die Euler Charakteristik u{ ist unabhéngig von der Dimension des umgeben-
den Raumes normiert: Ist K eine polykonvexe Menge der Dimension £ im R"
und H eine Ebene der Dimension j, die K enthélt, dann ist ug(K ), berechnet
in H, gleich u{(K) berechnet im R™. Dies folgt aus der Tatsache, dass uf(K)
mittels des Inklusions-Exklusionsprinzips berechnet werden kann, nachdem K
als endliche Vereinigung konvexer Korper ausgedriickt wurde, und pf(K) =1
fiir alle konvexen Kérper K in Rdumen beliebiger Dimension.

Wir schreiben daher im Folgenden gy anstatt pg.

Definition. Wir nennen einen nicht leeren beschrankten Durchschnitt von endlich
vielen abgeschlossenen Halbraumen ein Polytop. Ein polytopaler Komplex ist eine
endliche Vereinigung von Polytopen fiir die gilt, dass der Schnitt zweier Polytope
entweder leer oder eine Seite jedes der beiden Polytope ist.

Bemerkungen:
(a) Jedes Polytop ist auch die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten.

(b) Der Rand 0P jedes Polytops P ist ein polytopaler Komplex.

Die Ideen des letzten Beweises konnen wir verwenden, um die Euler Charakteristik
polytopaler Komplexe zu berechnen. Dazu betrachten wir den distributiven Unter-
verband von Polycon(n) der von Polytopen erzeugt wird.

Satz 5.5 Ist P ein Polytop der Dimension n > 0, dann gilt
po(OP) =1 —(—=1)".

Beweis: Wir verwenden die Notation des letzten Beweises und bezeichnen mit 7 P die
orthogonale Projektion von P auf die Gerade H}. Offenbar ist H,NdP = (H,NP),
wenn x kein Randpunkt von 7P ist. Wir definieren nun

F(z) = uo(d(H, N P)).

Der Beweis der Behauptung erfolgt nun durch Induktion nach der Dimension n. Fiir
n =11ist po(0P) =2 =1—(—1), da 9P aus zwei verschiedenen Punkten besteht.
Fiir n > 1 folgt aus der Induktionsannahme, dass

po(H, 0 OP) = po(0(H, 0 P)) = 1 — (—1)", (5.4)
wenn x € 7P kein Randpunkt von 7P ist. Ist © € (7 P), dann gilt
o(H, N OP) =1, (5.5)

da H,N P eine Seite von P ist (eventuell nur ein einzelner Punkt). Fiir H,NOP = 0,
haben wir schliellich noch
11o(H, N OP) = 0. (5.6)
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Damit erhalten wir

w(@P) = Li(F) =3 (F(x) - lim F(x +s))

ek s—07t
= F(a)— lim F(a+s)+ F(b) — lim F(b+ s),
s—0t s—0t

wobei @ und b (mit a < b) die Zahlen sind, fiir die H, den Rand von P beriihrt. Aus
(5.4), (5.5) und (5.6) erhalten wir

F(a) =1, lim F(a+s)=1—(-1)""1, F(b) =1, lim F(b+s)=0

s—0+ s—0+
und damit
po(OP) =1 -1+ (=1)"1T+1=1—(-1)" n

Ist P ein Polytop der Dimension k£ im R", dann bezeichnen wir mit relint(P) das
Innere von P relativ zur Topologie der P enthaltenden k-dimensionalen Ebene.
Da nach Korollar 2.3 die Bewertung o eindeutig zu einer Bewertung auf der von
Polycon(n) erzeugten Boolschen Algebra fortgesetzt werden kann (die wir wieder
mit 9 bezeichnen), kénnen wir auch g (relint(P)) bestimmen:

Satz 5.6 Ist P ein Polytop der Dimension n > 0, dann gilt
po(relint(P)) = (—1)".

Beweis: Aufgrund der Unabhéngigkeit von gy in Bezug auf die Dimension des
umgebenden Raumes, folgt aus Satz 5.5

po(relint(P)) = po(P) — po(9P) = (=1)". -

Definition. Ein System wvon Seiten F' eines polytopalen Komplexes P ist eine
Familie von Polytopen mit folgenden Eigenschaften:

o Upeprelint(Q) = P.
e Sind Q, Q' € F und Q # @', dann ist relint(Q) Nrelint(Q') = (.

Wir kénnen nun Eulers Formel auf beliebige polytopale Komplexe verallgemeinern.

Satz 5.7 (Euler—Schlifli-Poincaré Formel) Es sei F' ein System von Seiten des
polytopalen Komplexes P. Bezeichnet f; die Anzahl der i-dimensionalen Seiten von
F, dann gilt

po(P)=fo—fit+fo—---.
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Beweis: Wir setzen die Bewertung o wieder auf die durch polykonvexe Mengen
erzeugte Boolsche Algebra fort. Nach Satz 5.6 gilt dann fiir jedes System von Seiten
I des Komplexes P,

Ho(P) = po (U rehnt@)) = > morelint(Q)) = >~ (=)™,

QeFr Q€EF QeF

da jedes Q € F ein Polytop ist. Zusammenfassen der Ausdriicke derselben Dimension
liefert nun die Behauptung. ]

5.3 Die Sitze von Klee, Carathéodory und Helly

Als weitere Anwendung der Euler Charakteristik beweisen wir:

Satz 5.8 (Satz von Klee) Es sei F' eine endliche Familie konvexer Korper, sodass
Uker K konves ist. Gilt fir jede Teilmenge G C F mit |G| =i < |F|, dass

() K #0,
Ked
dann gibt es eine Teilmenge H von F der Kardinalitdt © + 1 mit
() K #0.
KeH

Beweis: Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Fiir alle natiirlichen Zahlen j < n gilt

@@ o

Um dies zu sehen, sei zunéchst 7 < (n/2). In diesem Fall ist die linke Seite von (5.7)
eine alternierende Summe von streng monoton steigenden Ausdriicken und deshalb

ungleich Null. Aus
n n
()= (20

(0)+(0)-6)+ )

folgt, dass (5.7) auch gilt, wenn j > (n/2) ist.

Es sei nun |F| = n. Ist gy K = 0 fiir jede Teilmenge H von F mit |H| =i+ 1,
so folgt aus Satz 5.4 und dem Inklusions-Exklusionsprinzip

= (UK) = St 5 wimnn

KeF K£LEF

(-0 )- )

im Widerspruch zu (5.7). [
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Definition. Fiir eine Teilmenge A C R" ist die konvexe Hiille conv A definiert als
der Durchschnitt aller konvexen Mengen im R" die A enthalten.

Bemerkung:

(a) Fir A C R™ist conv A die Menge aller konvexen Kombinationen von je endlich
vielen Elementen von A. Dabei heifit x € R™ eine konvere Kombination von
x1,...,xx € R" wenn es Zahlen A\y,... A\t € [0,1] gibt mit Ay + ...+ X\ =1,
sodass

x:)\1x1+—|—)\kxk

Das folgende Resultat ist eine einfache aber fundamentale Eigenschaft konvexer
Hiillen im R".

Satz 5.9 (Satz von Carathéodory) Fir A C R" ist conv A die Menge aller
konvezen Kombinationen von n + 1 oder weniger Punkten aus A.

Beweis: Ist © € conv A, dann hat x eine Darstellung der Form
rT=Mx1+ ...+ ATy,

wobei x1,...,xp € A, A, ..., A\x > 0mit Ay+...+); = 1 und wir kénnen annehmen,
dass hierbei £ € N minimal gew#hlt ist. Angenommen xi,...,z; wiren affin
abhéngig. Dann gibt es Zahlen a4, ..., a; € R, die nicht alle Null sind, sodass

(i) a1 +---+ap =0,
(il) aqxy + -+ + gy = o.

Wegen (i) ist mindestens ein a,, positiv. Wir wéhlen m so, dass A,/ ., positiv und

dabei so klein wie moglich ist. Dann gilt fiir alle t = 1,... k,
A
>\i — —mOéZ’ Z 0

und wegen (i)

Damit ist nach (ii)

A Am
T = (/\1——@1) T+ ...+ ()\k——ak> T
[07°% 7%

eine Darstellung von z als konvexe Kombination von héchstens £ — 1 Punkten, im
Widerspruch zur Minimalitdt von k. Also sind x4, ...,z affin unabhéngig, woraus
insbesondere k£ < n + 1 folgt. [ |

Schliellich beweisen wir noch den
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Satz 5.10 (Satz von Helly) Es sei I eine endliche Familie konvexer Mengen im
R™. Gilt fir jede Teilmenge G C F mit |G| <n+1, dass

() K #0

KeG

dann st auch

() K #0.

KeF

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Anzahl der Elemente von F.
Ist |F| < n+1, dann ist die Behauptung trivial. Wir kénnen daher annehmen, die
Aussage des Satzes gilt fiir |F'| = m > n+ 1 und miissen zeigen, dass der Satz dann
auch fiir |[F| = m+ 1 gilt. Dazu sel F' = {Kj,..., K41} Fiir 1 <j <m+1 sei L,
definiert durch

Ly =K

i#]
Nach Induktionsannahme gilt L; # 0 fiir alle j. Es sei z; € L;. Dam+ 1> n + 2,
sind die Punkte z1, ..., z,,41 affin abhéngig, d.h. es gibt ay, ..., @11 € R, die nicht
alle Null sind, sodass

1T + 0 A1 Tmy1 = O und ap+ -+ apyr = 0.
Nach Umnummerierung kénnen wir annehmen, dass «; > 0 fiir ¢ = 1,..., k fiir ein
ke {l,...,m} (es konnen nicht alle «; positiv sein). Mit
a=a;+ -+ =—(akp1++ Apy1) >0
gilt daher
k o m+1 o
i i
vy gms 2 (5w
=1 i=k+1
und damit
x € conv{zy,...,xp} Neonv{Tei1,. .., Tmi1}

fir ein k € {1,...,m}. Da aber xy,...,25 € Kgy1,..., K1, ist
r € conv{zy,..., v} C K1 NN Ky

und analog x € conv{zi1,...,Tpmi1} C KN N K. [ |

Bemerkung:

(a) Satz 5.10 impliziert direkt den diskreten Satz von Helly (Satz 3.15).

Beweis: Es sei S = {s1,...,s,} eine endliche Menge. Wir ordnen jedem s;
einen Punkt z; € R"! so zu, dass die Menge {z1,...,7,} affin unabhiingig
ist. Es sei A der geometrische Simplex im R"™! mit den Ecken {z1,...,7,}.
Teilmengen von S kénnen wir nun mit Seiten des Simplex A identifizieren.
Satz 3.15 folgt nun durch Anwendung von Satz 5.10 auf Familien von Seiten
des Simplex A. |
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5.4 Lutwaks Inklusionssatz

Wir wollen den Satz von Helly zur Beantwortung einer Frage iiber Inklusionen
konvexer Koérper K und L anwenden: Gibt es ein einfaches Kriterium, welches
garantiert, dass ein geeignetes Translat von K eine Teilmenge von L ist?

Wie der folgende Satz von Lutwak zeigt, enthélt L genau dann ein Translat von K,
wenn jeder Simplex der L enthilt ein Translat von K enthélt:

Satz 5.11 (Lutwaks Inklusionssatz) Fir konvere Kéorper K, L € K™ mit nicht
leerem Inneren sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Zu jedem Simplex N mit L C A gibt es ein v € R, sodass K +v C A.

(ii) Es gibt ein vy € R", sodass K + vy C L.
Beweis: Die Implikation (ii) = (i) ist trivial, womit (i) = (ii) zu zeigen bleibt.
Wir nehmen zunéchst an, dass L ein Polytop mit Facetten Ly, Lo, ..., L, und zu-
gehorigen (duBeren) Einheitsnormalenvektoren wq,us, ..., u,, ist. Weiters sei jede
Wahl von n verschiedenen Normalenvektoren u; linear unabhéngig.
Fiir jede Facette L; sei H; die (n—1)-dimensionale Hyberebene im R”, die L; enthilt.
Den abgeschlossenen Halbraum der das Polytop L enthélt und durch H; begrenzt
wird, bezeichnen wir mit H; . SchlieBlich sei T; = {v € R" : K +v C H; }. Da
K kompakt ist und jedes H;" ein (konvexer) abgeschlossener Halbraum ist, sind die
Mengen T; nicht leere abgeschlossene konvexe Mengen.

Die Unabhéngigkeitsforderung an die Normalenvektoren u; impliziert, dass fiir jede
Wahl von n + 1 verschiedenen Normalenvektoren w;,, ..., u;, ., die Menge

n+1

_ +
Hi17-~~7in+1 - ﬂ Hz's
s=1

entweder einen Simplex A, ; . enthélt, sodass L C A; ;. , oder unbeschrinkt
ist und daher ein Translat der Kugel aB,, fiir beliebige Radien o > 0 enthélt. Im
ersten Fall folgt aus (i) die Existenz eines Vektors v € R" mit K +v C A
Im zweiten Fall existiert ein v € R" mit K +v C H;, ;... Damit gibt es auf jeden
Fall ein v € T3, N ---NT;, .., womit jede Familie von n + 1 Mengen 7; einen nicht
leeren Schnitt besitzt. Nach dem Satz von Helly gibt es daher ein v € R™ mit

m
v E ﬂTi.
=1

Nach Definition der Mengen T} ist daher K +v C H;' fiir allei = 1,...,m. Da aber
L=H{n---nH folgt damit K +v C L.

21,eeyin1”

Es sei nun L ein allgemeiner konvexer Korper und {P,;}3°, eine Folge von Polytopen,
sodass je n der Facettennormalen von P; linear unabhéngig sind, P; O P, fiir alle
¢ und P; in der Hausdorff Metrik gegen L konvergiert. Ist A ein Simplex, der P,
enthélt, dann folgt aus L C P; C A die Existenz eines Vektors w mit K +w C A.
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Nach dem ersten Teil des Beweises gibt es zu jedem ¢ ein v; € R™ mit K +v; C P;. Da
die P; eine monoton fallende Folge bilden, ist die Folge der v; beschrinkt und muss
daher eine konvergente Teilfolge enthalten. O.B.d.A. kénnen wir v; — v annehmen.
Da aber P; — L, muss dann K + v C L gelten. ]

5.5 Cauchys Oberflichenformel

Wir beschlieen dieses Kapitel mit einer auf Cauchy zuriickgehenden Interpretation
der Oberfliche S(K) eines konvexen Korpers im R”, welche im weiteren Verlauf
noch niitzlich sein wird.

Definition. Die Oberfiiche eines konvexen Korpers K € K" ist definiert durch

e—0 £

Bemerkung:

(a) Wir zeigen in Kapitel 9, dass das Volumen pu,(K + €B,,) fiir jeden konvexen
Korper ein Polynom in € ist (Steiners Formel), womit S(K’) wohldefiniert ist.

(b) Fiir einen Beweis, dass S(P) fiir ein Polytop P mit der Summe der Facetten-
flichen von P iibereinstimmt, verweisen wir auf das Skriptum ,,Harmonische
Analysis und Geometrie“ unter http://dmg.tuwien.ac.at/schuster.

Bevor wir Cauchys Oberflichenformel beweisen kénnen, bendtigen wir noch

Lemma 5.12 Bezeichne w, das Volumen der Euklidischen Finheitskugel B,, im R™.
Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Oberfliche der Einheitssphire S™~1 im R™ ist gegeben durch S(B,) = nw,.
(b) Firn>1 ist
(5.8)

(¢c) Fiir jedes v € S™~1 ist

/ lu - v| du = 2w, 1.
Sn—1

Hier und im Folgenden beziehen sich Integrationen iiber (i-dimensionale) Sphéren
jeweils auf das entsprechende (i-dimensionale) sphérische Lebesgue-MaB.

Beweis: Aussage (a) ist eine einfache Konsequenz der Definition von S(B,).

Zum Beweis von (b) berechnen wir zunéchst

o 2 0o 0o 27 poo
(/ e d:c) = / / e~ @) dy dy = / / e rdrdd =T
s —oo J o o Jo
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Eine analoge Rechnung fiir n Variablen und entsprechender Substitution = = ru,
wobei r € [0,00) und u € S™7!, liefert nun unter Verwendung von (a)

a? = (/ 6_12dx) :/ e_”m|2dx:/ / e "V dr du
—00 Rn Ssn—1 Jo

= nwn/ el gp = n / e vy dy =, T (ﬁ + 1) .
0 2 Jo 2

Zum Beweis von (c¢) verwenden wir folgende Formel zur Schichtenintegration einer
stetigen Funktion f auf S"~! iiber zu einer Hyperebene v+, v € S" ! beliebig,
parallele n — 2 Sphéren:

1 3
f(u) du = /1 /Sn10 lf(tv+ V1= t2w)(1 -3 dwdt.

Sn—1

Fiir einen Beweis verweisen wir auf das Skriptum ,,Harmonische Analysis und
Geometrie“ unter http://dmg.tuwien.ac.at/schuster. Wéhlen wir f(u) = |u - v, so
erhalten wir wieder unter Verwendung von (a)

1 r
/ lu-v|du=(n— 1)wn_1/ [t](1 — tQ)nT_s dt. = 2w, .
Sn—1 —1 .

Fir K € K" und einen i-dimensionalen Unterraum V' des R™ bezeichne K|V die
orthogonale Projektion von K auf V. Fir das (n — 1)-dimensionale Volumen der
Projektion von K auf die Hyperebene ut schreiben wir i, (K|ub).

Satz 5.13 (Cauchys Oberflichenformel) Fir K € K" gilt

S(K) = — /S (Kt du (5.9)

Wnp—1

Beweis: Es sei zundchst P ein Polytop mit Facetten Einheitsnormalenvektoren
vy, ..., Uy und zugehdrigen Facettenflichen oy, . . ., a,,. Bezeichnen wir die Facetten
von P mit P;, dann zeigt man induktiv unter Verwendung des Satzes von Fubini,
dass fiir alle ¢ € {1,...,m},

fn—1(Plut) = aglu - vyl

Da durch die Projektion auf u* der ,,obere Rand“ Uvi.u>0 P; und der ,untere Rand*

o P, von P jeweils bijektiv auf Plu* abgebildet werden, gilt
v u<0

n—1 P|U Zal,u UZ

Da dies fiir alle u € S"~! gilt, folgt aus Lemma 5.12 (c)

i Pu al/ w - v du = wy— o; = wp_15(P).
[, Z - v >3 S(P)

Aus der Giiltigkeit von (5.9) fiir jedes Polytop P und der Stetigkeit der Oberfliche
folgt die Giiltigkeit (5.9) fiir alle konvexen Korper. |
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Wir haben in Kapitel 4 gesehen, dass fiir Parallelotope P € Par(n),

i (P) = 3S(P).

Aus Steiners Formel (vgl. Kapitel 9) folgt, dass auch fiir allgemeine K € K™,

o (K) = SS(E).

Damit kénnen wir (5.9) in folgender Form schreiben

1
B 2wn—1

fn—1(K) /Sn—l fin—1 (K [u™) du. (5.10)

Da jede Gerade ¢ durch den Ursprung des R" die Sphiire S"~! in genau zwei Punkten
trifft, konnen wir (5.10) in ein Integral iiber den projektiven Raum Gr(n,1) (d.h.
die Menge aller Geraden ¢ durch den Ursprung des R") umschreiben. Wir normieren
das zugehorige Mafl auf Gr(n, 1), sodass Gr(n, 1) Gesamtmasse 1 hat. Dann ist

anl(K) = CK/ anl(KwL) df,
Gr(n,1)

wobei a eine noch zu bestimmende Normierungskonstante bezeichnet. Einsetzen von
K = B, liefert

nwy,

" (B = a / to 1 (Bal5) dl = oy .
2 Gr(n,1)

Daraus folgt
nwy,

o = .
2wn71

Wir bezeichnen mit 7,, das rotationsinvariante Mafl auf Gr(n, 1) mit Gesamtmasse

7(Gr(n, 1)) = —=n (5.11)

2wn—1 .

Gleichung (5.10) kénnen wir nun in folgender Form schreiben

pna () = [ L a1 ), (5.12)
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6 Invariante Mafle auf Grassmannischen

Bevor wir uns der Verallgemeinerung der Resultate aus Kapitel 4 auf den Verband
polykonvexer Mengen zuwenden konnen, benoétigen wir ein tieferes Verstédndnis fiir
den Verband von Unterrdumen des R". Dazu fithren wir zunéchst rotationsinvariante
MafBe auf k-dimensionalen Unterrdumen ein. Diese fithren dann zu den sogenannten
Fahnenkoeffizienten sowie zu stetigen Analoga der kombinatorischen Ergebnisse aus
Kapitel 3 im Kontext von Unterrdumen.

6.1 Der Verband von Unterrdumen

Die erste Definition dieses Kapitels fixiert den zentralen Untersuchungsgegenstand:

Definition. Die durch die Inklusionsrelation partiell geordnete Menge aller linearen
Unterrdume des R™ bezeichnen wir mit Mod(n). Wir definieren die Vereinigung xVy
und den Durchschnitt Ay zweier Elemente x, y € Mod(n) jeweils als den von x und
y aufgespannten Unterraum bzw. als den Schnitt von x und y. Damit wird Mod(n)
zu einem Verband.

Bemerkungen:

(a) Wir werden sehen, dass Mod(n) als stetiges Analogon des Verbandes P(S) der
Potenzmenge einer n-elementigen Menge S angesehen werden kann, mit dem
groflen Unterschied, dass Mod(n) nicht distributiv ist im Vergleich zu P(S5).

(b) Der Unterraum {0} ist das minimale Element des Verbandes Mod(n).

Definition. Ein Unterraum = € Mod(n) hat den Rang k (also r(x) = k), wenn
x ein Unterraum der Dimension k ist. Die Menge aller Elemente aus Mod(n) der
Dimension (Rang) k wird k-Grassmannische genannt und mit Gr(n, k) bezeichnet.

Wiéhrend die Gruppe der Permutationen auf dem Verband P(.S) in natiirlicher Weise
agiert, wirkt die orthogonale Gruppe O(n) (die Gruppe der Rotationen um den
Ursprung und Spiegelungen an Hyperebenen durch den Ursprung) in natiirlicher
Weise auf Mod(n). Unser Ziel im Folgenden ist die Konstruktion eines rotations-
invarianten MaBles auf Gr(n, k). Nach einem klassischen Satz ist dieses Maf bis auf
einen (multiplikativen) Faktor eindeutig bestimmt (was wir nicht beweisen werden).
Die Analogie von Mod(n) und P(S) wird sich in dem Umstand zeigen, dass die
Gesamtmassen der Gr(n, k) viele Gemeinsamkeiten mit Binomialkoeffizienten haben.

Wir betrachten zunéchst das am Ende des letzten Kapitels eingefiihrte invariante
Ma8 7,, auf Gr(n, 1) und schreiben
nwy,

[n] := 1,(Gr(n, 1)) = (6.1)

2wn—1 ‘

Die Rolle der reellen Zahlen [n| wird im Folgenden analog zu den positiven ganzen
Zahlen n im diskreten Fall sein.
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Wir erinnern auch noch kurz an die Konstruktion des Mafles 7,,. Dazu sei o,,_1
das (rotationsinvariante) sphirische Lebesgue-Ma$ auf S"~!. Fiir jede Borel Menge
A C Gr(n, 1), sei A" die Teilmenge von S"~! definiert durch

A = U rnS"L.
T€EA

Dann ist
On-1(A")

2Wn—l

To(A) ==
womit 7, nach Definition sicher O(n) invariant ist.

Definition. Wir bezeichnen mit Flag(n) die Menge aller Fahnen in Mod(n) und fiir
x € Mod(n), bezeichne Flag(z) die Menge aller Fahnen in Mod(n) die x enthalten.

Bemerkungen:

(a) Flag(z) ist die Menge aller Tupel (xg,z1,...,2,) mit x; € Mod(n) und
dim x; = i, sodass o < 7 < --- < x, und eines der z; gleich x ist.

(b) Fiir jede Fahne (zg, 21, ..., z,) ist offenbar zy = {0} und z,, = R".

(c) Fiir festgehaltenes x;, € Mod(n) ist die Menge aller Tupel (zx, Tgi1,---,%n)
mit x; € Mod(n), dimx; = ¢ und x; < z;;; isomorph zu Flag(n — k). Analog
ist die Menge der Tupel (xg, 21, ..., x)) isomorph zu Flag(k).

Satz 6.1 Auf der Menge aller Fahnen Flag(n) gibt es ein (eindeutiges) rotations-
invariantes Maf ¢, mit

nlw,
On(Flag(n)) = [n]t:= [n][n — 1] - 2J[1] = —=.
Beweis: Zu jeder Fahne (z, x1,. .., x,) in Mod(n) definieren wir einen Rahmen, d.h.

ein geordnetes Tupel (y1,y2, - .., yn) orthogonaler Geraden, durch
=11, Y=y Ndy, Y3 =25 NTg, o Yo =Ty g Oy
Umgekehrt bestimmt jeder Rahmen (y1,ys, ..., ¥,) eine Fahne durch
o =10}, 1=y, T2=y1 VY, T3=y1Vy2Vys

Es besteht also eine Eins-zu-Eins Beziehung zwischen Fahnen und Rahmen. Ist
f(zo,x1,...,2,) eine reelle (messbare) Funktion auf Fahnen und f(y1,v2,...,Yn)
die entsprechende Funktion auf Rahmen, dann definieren wir

[raoa=[ [ [T dni) dut) - dn). ©2)

Das so definierte Maf} ¢,, ist offenbar rotationsinvariant und hat das behauptete
Gesamtmaf nach (6.1). |
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Bemerkung:

(a) Formel (6.2) hat eine einfache kombinatorische Interpretation: Wurde die
Gerade y; gewahlt, was auf 7, viele Arten erfolgen kann, so ist der Unter-
raum x5 durch die Wahl einer Geraden y, im zu x; orthogonalen Komplement
bestimmt, diese kann auf 7,,_; viele Arten gewéhlt werden, usw.

Wir kénnen nun ein rotationsinvariantes Maf§ auf Gr(n, k) definieren.

Definition. Fiir A C Gr(n, k) sei Flag(A) die Menge aller Fahnen (z¢,x1,...,z,)
mit zy € A. Wir definieren das rotationsinvariante Mafl v} auf Gr(n, k) durch

! ' on(Flag(A)). (6.3)

Vel = i — A

Die Gesamtmassen der v}, also die Zahlen

600 = gy - 5 = () zo o

werden Fahnenkoeffizienten genannt.

Bemerkungen:

(a) Um die (kombinatorische) Normierung der v}’ zu begriinden, beachte, dass es
zu jedem z, € A genau [k|!l[n — k]! Fahnen gibt die z; enthalten: Um eine

Fahne die x; enthélt zu wihlen, muss einerseits ein Rahmen fiir z; gewahlt

werden, von denen es [k]! viele gibt, und andererseits ein Rahmen fiir z3-, von

denen es [n — k]! viele gibt.

(b) Fahnenkoeffizienten sind stetige Analoga der Binomialkoeffizienten.

6.2 Eigenschaften der Fahnenkoeffizienten

Wir wollen als erstes etwas greifbarere Werte fiir die Fahnenkoeffizienten herleiten.
Dazu folgern wir zunéchst aus (5.8) und (6.1) das

Korollar 6.2 Fiir k € N gilt

ﬂ.k J 22k+1ﬂ'kk!
Wor = = un w = —Q
TR T2k 4 1)

und daher

ok (2k — 1 L2\

Aus Korollar 6.2 folgen nun direkt einfache Ausdriicke fiir die Fahnenkoeffizienten.
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Satz 6.3 Fir k,m € N gilt

2m | [(2m) (m -1 und 2m _ 2mm 2m — 1
2k | \ 2k )\ k 2k+1 | 4m \k,m,m—k—1
wahrend
1 -1
2m+1 | _ ge (™ 2k wnd 2m+1 | _ gk ™ 2(m — k) |
2k k k 2k +1 m—k m—k

Fahnenkoeffizienten besitzen eine Reihe analoger Eigenschaften zu denen von
Binomialkoeffizienten, so folgt etwa direkt aus (6.4),

)-[n)

Die Pascalsche Gleichung fiir Binomialkoeffizienten (welche die Grundlage fiir das

Pascalsche Dreieck bildet)
n—1 n—1 n
(o)) =) 09

hat fiir Fahnenkoeffizienten allerdings eine etwas kompliziertere Form, welche sich
sofort aus (6.4) und (6.6) ergibt:

Satz 6.4 FirkneNmitl <k<n-—1 gqilt
Wi 1Wh—k [ n—1 } N WrWn—k—1 { n—1 } | WkWn—k [ n }

Wn—-1 k—1 Wn—1 k Wn,

Bemerkung:

(a) Das Pascalsche Dreieck fiir Fahnenkoeffizienten hat folgende Form:

1 1
1 z 1
1 2 2 1
1 & 3 i 1
1 8 4 4 8 1
157 157 157
1 Lor 5 18z 5 1ox 1
1 2 6 8 8 6 2 1
357 1057 35 1057 357
1 3 7 5N 3 R 7 3 1

Ein zu (6.6) analoger Ausdruck gilt fiir Fahnenkoeffizienten immer noch mit einer
Ungleichheitsrelation. Zum Beweis beachte, dass das Volumen der n-dimensionalen
Einheitskugel durch Integration iiber (n — 1)-Sphéren (unterschiedlicher Radien)
berechnet werden kann:

™

1 . T
B _oo\mst | x=sinf B z
Wy, = 2/0 wp1(1—2%) 2 doe = ‘ dr — cos 0d0 ‘ = anl/o cos" 0db.
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Lemma 6.5 Firm,n € N gilt
[n] + [m] > [n 4+ m].

Beweis: Da 0 < cosf <1 wenn 0 < 6 < 7/2, folgt aus

™

W,

[n] = :n/2COSn9d9
0

2wn71

sofort

[n] +[m] = n/zcos”0d9+m/2003m6’ db
0 0

> (n—l—m)/2 cos" ™ 0dO = [n + m).
0 ]

Satz 6.6 (Pascalsche Ungleichung fiir Fahnenkoeffizienten) Fir k,n € N

mit 1 <k<n-—1 gt

n—1 n n—1 S|

k—1 k k|
Beweis: Da [k] + [n — k] > [k + (n — k)] = [n] nach Lemma 6.5, folgt

e e e L

Der klassische Binomialkoeffizient wird fiir festes n durch k£ = (n/2) maximiert. Wir
wollen im Folgenden zeigen, dass dies auch fiir die Fahnenkoeffizienten zutrifft. Dazu
bendtigen wir

Lemma 6.7 Die Abbildung n — [n| ist eine monoton wachsende Funktion.

Beweis: Nach (6.1) und (5.8) ist

2w 2 T(557) 2 3I(3) I'(3)
Die Funktion f: Rt — (0, 00) sei definiert durch
I(t+3)
t) = 2.,
Dann ist f(%5) = [n] und es geniigt zu zeigen, dass f monoton wachsend in ¢ ist.
Dazu verwenden wir die bekannte Darstellung der Gamma-Funktion
kK

PO = I e
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Damit folgt fiir f die Darstellung

F) = /7 lim tt+1)- (t+Ek)WE

koo (L4 ) (E+ 5+ 1) (t+5+k) (6.7)

Da die Funktion ¢ — t/(t + %) fiir ¢ > 0 monoton steigend ist, gilt dies auch fiir das
Produkt auf der rechten Seite von (6.7). Damit ist auch f monoton wachsend. W

Satz 6.8 FirkneNmit 1 <k <n glt

1=l 63

Beweis: Wir zeigen zunéchst fiir 1 < k <1 < n/2 die Ungleichung
[E]Y[n — k]! > [I|Y[n — 1]1. (6.9)
Dazu beachte, dass nach Lemma 6.7 wegen 0 < k <[ < % <n—-I01<n—Fk<ngilt
n—1l+1--n—Fk >[k+1]---[I].

Durch Multiplikation von [k]![n — {]! auf beiden Seiten folgt daraus (6.9). Fiir den
Beweis von (6.8), geniigt es wegen (6.5) den Fall £ < (n/2) zu betrachten. Eine
Anwendung von (6.9) auf den Fall I = (n/2) liefert

[n = KUK = [(n/2)]![n = (n/2)]},

woraus auf einfache Weise (6.8) folgt. |

6.3 Ein stetiges Analogon zum Satz von Sperner

Mit Hilfe der direkten Summe der Mafle v definieren wir ein Maf v, auf Mod(n):
Fiir jede messbare Teilmenge A C Mod(n) sei

va(A) = (ANGr(n, k).

k=0

Das Ma8B v, erfiillt das folgende Analogon der klassischen L.Y.M. Ungleichung (3.2).

Satz 6.9 (Stetige L.Y.M. Ungleichung) FEs sei A C Mod(n) eine Antikette.
Fir0 <k <n sei Ay = AN Gr(n, k), sodass

A:UAk
k

eine disjunkte Vereinigung ist. Dann gilt

i VilAe) (6.10)

= L]
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Beweis: Nach Definition (6.3) ist fiir jedes 0 < k < n das Mafl der Fahnen die Ay
treffen, gegeben durch

on(Flag(Ayg)) = v (Ag) [K]![n — k.

Da jede Fahne in Flag(n) die Menge A in hochstens einem Element schneidet, gilt
D (AR [K]ln — k]! = 6a(Flag(Ay)) = du(Flag(A)) < [n]!
k=0 k=0

woraus sofort (6.10) folgt. |

Aus Satz 6.9 folgt (mit demselben Beweis wie im diskreten Setting) ein stetiges
Analogon zum Satz von Sperner.

Satz 6.10 (Stetiger Satz von Sperner) Es sei A eine Antikette in Mod(n).

Dann st
A< | oy |

mit Gleichheit fir A= Gr(n, (n/2)).

Definition. Es sei 1 < r < n + 1 eine natiirliche Zahl. Wir nennen eine Teilmenge
F C Mod(n) eine r-Familie, wenn Ketten in F' nicht mehr als r Elemente enthalten.

Fiir eine r-Familie F' in Mod(n) bezeichne Fy, = F N Gr(n, k). Da jede Fahne in
Mod(n) die r-Familie F' in héchstens r Elementen schneidet, gilt

> én(Flag(Fy)) < [n]! - 7.
k=0
Aus (6.3) erhalten wir sofort die folgende Verallgemeinerung von (6.10):

i el (6.11)

=

Aus Ungleichung (6.11) folgt wiederum (mit demselben Beweis) ein stetiges
Analogon von Satz 3.3:

Satz 6.11 FEs sei F' eine r-Familie in Mod(n). Dann gilt

)< [ oy [ [y [+ [y |

SchlieBllich betrachten wir noch ein stetiges Analogon einer Frage von Sperner (die
wir mit Satz 3.14 beantwortet hatten). Fir A C Gr(n,k) und 0 < [ < k < n
bezeichne [A]; die Menge

[A]l; ={W € Gr(n,l): W CV fiirein V € A}.

Gibt es eine untere Schranke fiir das Mafl von [A]; in Bezug auf das Maf v,,(A).
Ganz analog zum diskreten Setting folgt aus der stetigen L.Y.M. Ungleichung:
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Satz 6.12 Fir A C Gr(n, k) ist

[K]![n — &]!

6.4 Ein stetiges Analogon zum Satz von Meshalkin

Nun wenden wir uns r-Zerlegungen und s-Systemen auf dem Verband Mod(n) zu.

Definition. Eine Abbildung ¢ : {1,...,7} — Mod(n) heifit r-Zerlegung von R™,
wenn

() 6(3) L o(j) fiw i #
(i) 6(1)®---do(r) =R

Es bezeichne Dec(n,r) die Menge aller r-Zerlegungen von R™.

Bemerkung. Fiir jedes § € Dec(n,r) ist offenbar

dimé(1) + - - + dimo(r) = n.

Definition. Fiir aq,...,a, € N mit a; + - -- + a, = n bezeichne Mult(n; a4, ..., a,)
die Menge aller r-Zerlegungen § von R", sodass dimd(i) = a; firi=1,...,r.

Bemerkungen.

(a) Mult(n;aq,...,a,) ist die Menge aller (geordneten) Zerlegungen von R" in
orthogonale direkte Summen von Unterrdumen der Dimensionen aq, . .., a,.

(b) Die Menge Dec(n, r) kann offenbar als endliche disjunkte Vereinigung

Dec(n,r) = tl—J Mult(n;aq, ..., a,)

ai1t+--+ar=n
dargestellt werden.
Definition. Ein s-System der Ordnung r ist eine Teilmenge o C Dec(n,r), sodass
fir jedes 1 <4 < r die Menge {d(i) : 6 € o} eine Antikette in Mod(n) ist.
Beispiele.
(a) Die Mengen Mult(n;ay,...,a,) sind s-Systeme der Ordnung .

(b) s-Systeme der Ordnung 2

Ist A eine Antikette in Mod(n), dann ist die Menge o = {(V,V1) : V € A}
ein s-System der Ordnung 2.

(c) Die k-Grassmannische Gr(n, k) kann mit dem s-System Mult(n; k,n — k) iiber
die Bijektion V — (V, V1) identifiziert werden.
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In Analogie zur Konstruktion des Mafles v} auf Gr(n, k) wollen wir nun invariante
MafBe auf Mult(n;aq, ..., a,) definieren.

Definition. Eine Fahne (zg, z1,...,z,) € Flag(n) heifit mit 6 € Mult(n;a4,...,a,)
kompatibel, wenn

(i) 2o, = 0(1);
(i) T3 sa, , = 6(3) fiir i > 2.
Dabei ist 5Ujf+~..+ai_1 das orthogonale Komplement von . 4..4q, , I Zgyt.ta,-

Ist A C Mult(n;aq,...,a,) so schreiben wir Flag(A) fiir die Menge aller Fahnen
die mit einem § € A kompatibel sind und definieren

Vo (A) = 5, (Flag(A)).

..... [ai]![as]! - - - [a,]!

Das so definierte Maf3 v ist offenbar invariant unter Rotationen und es gilt

Proposition 6.13

v (Mult(nsay, ... a,) = ﬁ = { ahf‘_’ar } .

Durch direkte Summenbildung der Mafie v, kénnen wir nun auch ein Maf v,
auf Dec(n, ) definieren: Fiir jede messbare Teilmenge A C Dec(n,r) sei

Unr(A) = Z Ve o (ANMult(n;ay, ..., a,)).

,,,,,

al+--+ar=n

Analog zu Satz 3.6 beweist man nun leicht:

Satz 6.14 (Stetige multinomiale L.Y.M. Ungleichung) FEs sei 0 C Dec(n,r)
ein s-System und fir a; + -+ + a, = n sei 04,4, =0 N Mult(n;ay,...,a,.), sodass

.....

Dann gilt

]jn Ua ey Qi
Z A1,y ar( 1o )Sl (6.12)

In Analogie zu den Multinomialkoeffizienten erfiillen die Multifahnenkoeffizienten
folgende Eigenschaft.

Satz 6.15 Sindr,n € Nmitr <n undn =0 mod r, dann gilt fira,+---+a, =n,

{al,.?.,ar]g é”/r>v~--7<n/rzgn/7~>+1,...,<n/r>+1

g g

r—b b
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Beweis: Es seien ay, . . .,a, € Nmit a;+- - -+a, = n. O.B.d.A. kénnen wir a; < (n/r)
annehmen. Da dann a; > (n/r) fir ein ¢ > 1 gelten muss, kénnen wir 0.B.d.A.
a; < (n/r) < as annehmen. Dann ist as — a; > 2, sodass

a +a
CL1<< 12 2><a2.

Aus Ungleichung (6.9) folgt nun

[a; + 1)![ag — 1]! < [a1]!]as]!.

Ersetze nun a; durch a;+1 und ay durch as—1, wodurch die Identitéit a1 +- - -+a, = n
erhalten bleibt, und wiederhole diesen Prozess bis a; > (n/r) fir alle 1 <i <r, d.h.
bis a; = (n/r) + 1 fiir 1 <i<bund a; = (n/r) fir b+ 1 <1 <r. Da jede Iteration
den Wert des Produkts [aq]!- - - [a,]! verkleinert, folgt

[aa]! - -]t > ([n/m)])" " ([(n/r) + 101)°
fiir alle a; + - - - + a, = n. Deshalb ist
[n]! < [n]!
[aa]!-- - [a]t ™ [[(n/m)]) = ([(n/r) + 1]1)°

fiir alle a; +--- + a, = n. [ |

Aus den Sétzen 6.14 und 6.15 folgt nun direkt ein stetiges Analogon zum Satz von
Meshalkin.

Satz 6.16 (Stetiger Satz von Meshalkin) Ist o ein s-System in Dec(n,r), dann
qgilt
(0) < )
Unr\O) > )
’ (nfr), ... (n/r),(n/r)+1,...(n/r) + 1

-

b

r—b

wobein =0b mod r.

6.5 Der Satz von Helly fiir Unterraume

Wir beschlieSen Kapitel 6 mit folgender Variante des Satzes von Helly.

Satz 6.17 (Satz von Helly fiir Mod(n)) Es sei ' eine Familie nicht-trivialer
Unterraume des R™. Gilt fiir jede Teilmenge G C F mit |G| < n, dass

&m(ﬂx)>&
zeG

dim (ﬂ x) > 0.
zeF

57

dann 1st



Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass F' eine endliche Familie von Unterrdumen
ist und beweisen die Behauptung durch Induktion nach der Anzahl |F'| der Elemente
von F. Ist |F| < n, dann ist die Aussage trivial. Wir nehmen daher an, der Satz gilt
fir |F| = m fiir ein m > n und zeigen, dass dieser dann auch fiir |F| = m + 1 gilt.

Essei F'={x1,2Z9,...,Zme1} und fiiri € {1,...,m + 1} sei
vi =)z (6.13)
J#i

Nach Induktionsvoraussetzung hat jedes y; positive Dimension. Das heif3t, fiir jedes
i€ {l,...,m+ 1} existiert ein von Null verschiedener Vektor v; € y;. Da m > n, ist
die Menge {vy,vs, ..., Upy1} linear abhéingig. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass

Um41 = C1U1 + +++ + CpUn,

wobei nicht alle ¢; Null sind. Nach (6.13) ist v; € 2,4 fir alle i € {1,...,m}.
Daraus folgt, dass auch v,,41 € z,,41. Da aber auch v,,11 € Y11, erhalten wir

m+1
Um+1 € m Ly,
i=1

womit der Induktionsschritt und der Satz fiir endliche F' gezeigt ist.

Zum Beweis des allgemeinen Falls, betrachte zu einem von Null verschiedenen Unter-
raum z die Menge 7 aller Geraden durch den Ursprung, die in = enthalten sind:

z={leGr(n,1):¢Cx}.

Fiir alle von Null verschiedenen x € Mod(n) ist & eine abgeschlossene Teilmenge des
kompakten Raumes Gr(n, 1). Wir definieren nun weiters

F={i:xeF} und G={i:reG}.

Angenommen G ist eine endliche Unterfamilie von Unterrdumen aus F. Da F die
Voraussetzungen des Satzes erfiillt, gilt dies auch fiir die Unterfamilie GG. Da aber G
endlich ist, folgt aus dem ersten Teil des Beweises

dim (ﬂ 91;) > 0.
zelG

Damit hat jede endliche Unterfamilie G (von abgeschlossenen Mengen) der Familie
F einen nicht-leeren Schnitt. Es folgt aus der Kompaktheit von Gr(n, 1), dass die
Familie F von abgeschlossenen Mengen einen nicht-leeren Schnitt hat, womit der
Schnitt aller Unterrdume in F' positive Dimension besitzt. |
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7 Innere Volumina polykonvexer Mengen

Um innere Volumina vom Verband der Parallelotope auf den gréf8eren Verband poly-
konvexer Mengen fortzusetzen, betrachten wir zunéchst statt der Grassmanischen
(k-Ebenen durch den Ursprung im R™) die affinen Grassmanischen (alle k-Ebenen
im R"). Ein weiteres entscheidendes Werkzeug wird in diesem Abschnitt wieder die
Euler Charakteristik sein, welche wir zum Testen, ob eine kompakte konvexe Menge
eine gegebene k-Ebene schneidet, verwenden. Am Ende dieses Abschnitts stellen wir
mit einer vorldufigen Version der Projektionsformel eine fundamentale Verbindung
zwischen den inneren Volumina und dem Verband der Unterrdume her.

7.1 Die affinen Grassmannischen

Wir beginnen wieder mit einer zentralen

Definition. Wir bezeichnen die (durch die Inklusionsrelation) partiell geordnete
Menge aller affinen Unterrdume des R™ mit Aff(n). Die Teilmenge von Aff(n) aller
Elemente vom Rang (bzw. der Dimension) k heifit die affine k-Grassmannische und
wird mit AGr(n, k) bezeichnet.

Bemerkungen:

(a) Das minimale Element von Aff(n) ist die leere Menge, nicht {0} wie in Mod(n).

(b) Die Euklidische Bewegungsgruppe E(n), also die Gruppe der Translationen
und orthogonalen Transformationen, wirkt auf Aff(n) in natiirlicher Weise.

Wir wollen nun ein Mafl A} auf AGr(n, k) konstruieren, welches invariant unter der
Aktion von E(n) ist. Zu diesem Zweck parametrisieren wir AGr(n, k) wie folgt: Fiir
V € AGr(n, k) bezeichne V1 den maximalen linearen Unterraum von R™ der zu V
orthogonal ist. Dann gibt es einen eindeutigen k-dimensionalen linearen Unterraum
or(V), der orthogonal zu V* ist. Wir nennen V und or(V) parallel. Beachte, dass
or(V)+ = V<. Die Menge V N V4 ist ein Punkt in V' den wir mit p(V') bezeichnen.
Es gibt also zu jedem V € AGr(n, k) ein eindeutig bestimmtes Paar (or(V'),p) mit
or(V) € Gr(n, k) und p € or(V)+ C R™. Sind umgekehrt Vy € Gr(n, k) und p € Vi*
gegeben, dann gibt es einen eindeutigen affinen Unterraum V' € AGr(n, k), sodass
or(V)=Vy und VNV = p.

Fir V € AGr(n,k) und p € R"™ bezeichne V + p das Translat von V um den
Vektor p. Fiir eine reellwertige messbare Funktion f auf AGr(n, k) definieren wir
f:Gr(n, k) x R" — R durch

fVo,p) = f(Vo +p)
und das E(n) invariante Maf§ A} auf AGr(n, k) durch

/ faxg = / F(Vo, ) dpdiff (Vo).
AGr(n,k) Gr(n,k) J Vg

wobei dp das gewthnliche Lebesgue-Maf} auf V5t = R bezeichnet.
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7.2 Innere Volumina und die Formel von Hadwiger

Wir fixieren wieder ein orthogonales Koordinatensystem im R™ und betrachten
den Verband Par(n) aller endlichen Vereinigungen von Parallelotopen, deren Seiten
parallel zu diesem festen Koordinatensystem sind.

Notation. Fiir A C R™ bezeichnen wir mit AGr(A; k) die Menge aller V' € AGr(n, k)
mit ANV # (.

Wir leiten im Folgenden eine wichtige Beziehung zwischen den auf Par(n) definierten
inneren Volumina aus Kapitel 4 und dem invarianten Maf§ A} auf AGr(n, k) her.
Dazu benotigen wir zunédchst

Lemma 7.1 Es seien A und B konvexe Kéorper im R™, sodass auch AU B konvex
ist. Ist V' ein affiner Unterraum positiver Dimension mit VA # 0 und VN B # (),
dann ist auch VN AN B # ().

Beweis: Die Menge VN (AUB) = (VNA)U(V N B) ist als Schnitt zweier konvexer
Mengen selbst wieder konvex. Angenommen V N A N B wire leer. Dann gibt es
Punkte a € (VNAN\(VNB)und b € (VNB)\(VNA). Es sei I das Geradensegment
mit Endpunkten a und b. Offenbar ist I C V. Da A U B konvex ist, haben wir
I CAUB, sodass [ = (INA)U(INB). Da I zusammenhéngend ist und / N A und
I N B abgeschlossen sind, folgt

IN(ANB)=(INAN({INB)+#0,
im Widerspruch zur Annahme, dass VN AN B = 0. |

Als direkte Folgerung von Lemma 7.1 notieren wir: Sind A und B konvexe Koérper
im R"™, sodass auch A U B konvex ist, dann gilt fiir jedes k& > 0

AGr(AN B; k) = AGr(A; k) N AGr(B; k),
womit

AM(AGI(A U B k) = N'(AGr(A; k) + \'(AGr(B; k) — \M(AGr(A N B; k). (7.1)

Satz 7.2 Fir alle Parallelotope P € Par(n) gilt
wobei die Konstanten C}' nur von n und k abhdngen.

Bemerkungen:

(a) Beachte, dass Gleichung (7.2) nur fiir Parallelotope und nicht fiir beliebige
endliche Vereinigungen von Parallelotopen gilt.

(b) In Kapitel 9 werden wir C* = 1 fiir alle n > 0 und 0 < k < n beweisen.
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Beweis: Wir definieren zunéchst eine Bewertung n auf Parallelotopen durch
n(P) = A\, (AGr(P; k)). (7.3)

Aus (7.1) und Satz 4.3 folgt, dass n eine eindeutige Fortsetzung zu einer Bewertung
auf ganz Par(n) besitzt (Gleichung (7.3) gilt jedoch nicht fiir beliebige endliche
Vereinigungen von Parallelotopen). Aus der Invarianz von A} folgt die E(n)-Invarianz
der Bewertung 7.

Es sei nun P ein Parallelotop und fp die Indikatorfunktion von AGr(P;k) in
AGr(n, k). Dann gilt

sacnp) = [ )= [ et dpan )

AGr(n,k)
Fiir festes Vj € Gr(n, k) ist

To(Vop) = fo(Vo+p) = { 1 wemn(l +) 1 P 20

Damit ist genau dann fp(Vo,p) = 1 wenn p € P|V4. Anders ausgedriickt ist die
Funktion fp(Vo, p) die Indikatorfunktion Jp)y. von P|Vgt. Fiir e > 0 gilt daher

AcaPit) = [ ) dedip(v)
Gr(n,k) J Vgt
= / vol,_(aP|V5") dvi (Vy),
Gr(n,k)

wobei vol,,_j, das (n — k)-dimensionale Volumen im (n — k)-dimensionalen Raum V-
bezeichnet. Da (n — k)-dimensionales Volumen homogen vom Grad n — k ist, folgt

n(aP) = M(AGr(aP;k)) = a"_k/ vol,,_(P|V5h) dvi(Vp) (7.4)
Gr(n,k)
= " *NHAGr(P; k) = o™ Fn(P).

Damit ist 7 homogen vom Grad n —k auf Parallelotopen und daher auf ganz Par(n).
Da vol,,_j stetig auf konvexen Korpern in V- ist, folgt aus (7.4) auch die Stetigkeit
von 7). Nach Korollar 4.10 gibt es daher eine Konstante ;' € R, sodass

n(P) = v tn—k(P)

fir alle P € Par(n). Aus (7.4) folgt weiters, dass n(P) > 0, wenn P nicht-leeres
Inneres im R™ hat. Daher ist 7} # 0. Setzen wir nun C}' = 1/47, so erhalten wir

pin—k(P) = G AL (AGr(P; k)

fiir alle Parallelotope P € Par(n). |
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Nach Satz 7.2 berechnen die inneren Volumina pu,_, welche wir fiir Parallelotope
als symmetrische Funktionen der Seitenldngen definiert hatten, das Mafl der Menge
aller k-dimensionalen Ebenen, die das gegebene Parallelotop schneiden. Dies legt die
nachfolgende Definition von p,,_ fiir allgemeine konvexe Kérper nahe. Mit Hilfe des
Fortsetzungssatzes von Groemer kénnen wir diese dann auf polykonvexe Mengen
fortsetzen:

Definition. Wir definieren die stetige Funktion p;._, : K" — R durch

fi i (K) = CF AL (AGr (K K)). (7.5)

Aus (7.1) und (7.4) folgt, dass ul'_, eine stetige Bewertung auf konvexen Korpern
ist. Nach Satz 5.3 besitzt p”_, daher eine eindeutige Fortsetzung auf Polycon(n),
der Menge aller polykonvexen Mengen im R".

Beachte, dass Gleichung (7.5) nur fiir konvexe K € Polycon(n) gilt. Wir kénnen
jedoch mit Hilfe der Euler Charakteristik eine explizite Darstellung der Fortsetzung
von u!_, auf Polycon(n) angeben:

Satz 7.3 (Formel von Hadwiger) Flir alle A € Polycon(n) ist

p =G [ ANV aw) (7.6)
AGr(n,k)

Beweis: Aus der Stetigkeit und der Bewertungseigenschaft der Euler-Charakteristik
o folgt, dass die rechte Seite von (7.6) eine stetige Bewertung auf Polycon(n) ist.
Da aber po(K NV) = Iacrx (V), wenn K ein konvexer Kérper ist, haben wir

/ Ho(A N V) dAR(V) = A2 (AG(K k)
AGr(n,k)

fiir alle K € K", womit die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung in
Groemers Satz 5.3 folgt. |

Nach Korollar 4.6 sind die inneren Volumina auf Par(n) unabhéngig von der
Dimension des Umgebungsraumes normiert. Wir werden in Kapitel 8 sehen, dass
sich diese Eigenschaft auf die durch (7.6) definierte Fortsetzung tibertrégt, sodass
der Name ,innere Volumina“ gerechtfertigt bleibt. Bis dahin verwenden wir jedoch
weiter die Notation u} fiir das k-te innere Volumen auf Polycon(n), mit Ausnahme
von iy, welches offensichtlich unabhéngig von der Dimension des Umgebungsraumes
normiert ist, da po(K) = 1 fiir alle nicht-leeren konvexen Korper K.

Mit Hilfe der durch (7.5) definierten inneren Volumina kénnen wir nun (1.4) auf
beliebige Dimensionen verallgemeinern: Sind K, L € K" mit K C L und hat L die
Dimension n, dann ist AGr(K; k) C AGr(L; k) und die bedingte Wahrscheinlichkeit,
dass eine affine Ebene der Dimension k die Menge K trifft, wenn wir schon wissen,
dass sie L schneidet, gegeben durch

Ae(AGr (K k)




Beachte, dass diese Wahrscheinlichkeit nicht von der Normierung des invarianten
MafBes auf AGr(n, k) abhingt. Aus (7.5) folgt nun unmittelbar der

Satz 7.4 (Satz von Sylvester) Es seien K C L konvexe Korper im R™. Hat L die
Dimension n, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eine k-dimensionale
affine Ebene die Menge K trifft, wenn wir schon wissen, dass sie L schneidet,

gegeben durch
i, ()

#Z%(L} '

7.3 Eine Eulerrelation fiir die inneren Volumina

Mit Hilfe der Formel von Hadwiger kénnen wir die Euler—Schléafli-Poincaré Formel,
Satz 5.7, auf beliebige innere Volumina verallgemeinern.

Satz 7.5 Ist F' ein System von Seiten des polytopalen Komplexes P, dann gilt

HE(P) = ()R (Q).

QeF

Beweis: Nach Satz 5.6 ist die Euler Charakteristik des relativen Inneren eines
Polytops @ gegeben durch pg(relint Q) = (—1)%™@. Da aber fiir A\?_,-fast alle
V € AGr(n,n — k) gilt relint(Q) NV # ( wann immer @ NV # (), impliziert
nun die Formel von Hadwiger (7.6), dass

pp(relint(Q)) = C’,’:/ po(relint(Q) NV)dAy,_,. (V)
AGr(n,n—k)
_ C,?/ (_l)dim(relint(Q)ﬁV)'uo(Q N V) d)‘Z—k(V)
AGr(n,n—k)

Ist relint(Q) NV # 0, dann gilt
dim(relint(Q) NV) =dim(@NV) =dimQ + dim V — dim(Q U V),

wobei dim(QUV") die Dimension der kleinsten Ebene, die Q UV enthélt, bezeichnet.
Ist pf(relint(@)) # 0, dann folgt dim @ > k. Daher gilt dim(Q U V') = n fiir fast alle
V € AGr(n,n — k) und damit

dim(relint(Q)NV) =dim@Q + (n — k) —n =dimQ — k,

Zusammenfassend erhalten wir also

pi (relint(Q)) = (1) Q) (7.7)
fiir alle Polytope (). Die Behauptung folgt nun direkt aus der Definition eines
Systems von Seiten eines polytopalen Komplexes. |
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7.4 Die Projektionsformel fiir innere Volumina

Wir wollen nun noch eine alternative Interpretation der Formel von Hadwiger her-
leiten. Dazu erinneren wir, dass pf mit dem k-dimensionalen Volumen auf jedem
k-dimensionalen Unterraum des R™ iibereinstimmt. Unser abschlieSfendes Resultat
zeigt, dass das k-te innere Volumen pf(K') proportional zum Mittel der k-Volumina
der orthogonalen Projektion von K auf k-dimensionale Unterrdume des R™ ist.

Satz 7.6 (Die Projektionsformel) Fir alle K € K" und 0 < k <n gilt
W) = Coy [ 1) v (V)
Gr(n,k)

Beweis: Bezeichnen wir fiir K € K™ mit fx wieder die Indikatorfunktion von
AGr(K;n — k), dann ist

) = G N (AGH (i = ) = oy [ Vo) dp (Vo)
Gr(n,n—k) J Vg
Genau wie im Beweis von Satz 7.2 zeigt man, dass f(Vp,p) = Iy (p), womit
HE) = O AGH K- 0) =Chy [ L) dpdny ()
Gr(n,n—k) J Vg

= ORI a0 =Gy [ k) (),
Gr(n,n—k) Gr(n,k)

wobei wir fiir die letzte Gleichung verwendet haben, dass die orthogonale Dualitét
zwischen Gr(n, k) und Gr(n,n — k) Maf erhaltend ist. |

Bemerkung:

(a) Der Beweis von Satz 7.6 zeigt auch, dass
N AGH (K = 1) = [ k(K (1)
Gr(n,k)

fir alle polykonvezen Mengen K gilt. Da (7.5) jedoch pf nur fir konveze
Korper definiert, gilt Satz 7.6 nicht fiir alle K € Polycon(n).
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8 Charakterisierungen des Volumens

In diesem Kapitel beweisen wir einen der wichtigsten Sétze der Integralgeomtrie, die
Charakterisierung des Volumens auf polykonvexen Mengen als stetige bewegungs-
invariante einfache Bewertung. Diese Volumen-Charakterisierung wird uns eine
miihelose Charakterisierung aller inneren Volumina in Kapitel 9 ermdoglichen. Am
Ende dieses Abschnitts beweisen wir noch die Unabhéngigkeit der inneren Volumina
von der Dimension des Umgebungsraumes.

8.1 Einfache Bewertungen auf polykonvexen Mengen

Wir wollen im Folgenden Satz 4.8 auf Polycon(n) verallgemeinern. Wir erinnern
daran, dass Satz 4.8 das Volumen auf zwei verschiedene Arten charakterisiert: als
monotone und als stetige Bewertung, die translationsinvariant und einfach ist. Wir
werden sehen, dass die Charakterisierung unter der Monotonie-Voraussetzung eine
viel einfachere Verallgemeinerung zulésst als die unter der Stetigkeitsvoraussetzung.
Wir benotigen dazu zunéchst eine

Definition. Eine Menge A C R" heifit Jordan messbar, wenn
sup{pu,(P) : P € Par(n), P C A} = inf{u,(Q) : Q € Par(n), A C Q}.
Ist A Jordan messbar, dann nennt man diesen Wert das Jordan Maf von A.

Bemerkungen.

(a) Jede Jordan messbare Menge ist auch Lebesgue messbar und ihr Jordan Maf
stimmt mit dem Lebesgue-Maf (also dem gewohnlichen Volumen) iiberein.

(b) Jeder konvexe Kérper ist Jordan messbar.

Satz 8.1 FEine Funktion u : Polycon(n) — R ist genau dann eine translations-

wmvariante, einfache und monotone Bewertung, wenn es ein ¢ € R gibt, sodass
W(K) = cu,(K) fir alle K € Polycon(n).

Beweis: O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass g monoton steigend ist (falls p
monoton fallend ist, dann ist —p monoton steigend). Nach Satz 4.8 gibt es
ein ¢ € R, sodass u(P) = cp,(P) fir alle P € Par(n). Nun sei K € K". Da K
Jordan messbar ist, gilt

tn(K) = sup{p,(P) : P € Par(n), P C K} = inf{u,(Q) : Q € Par(n), K C Q}.

Da p monoton steigend ist, gilt u(P) = cu,(P) < p(K) fir alle P C K, womit
ciin(K) < p(K). Analog schlieBt man, dass pu(K) < cu,(K). Es gilt also insgesamt
w(K) = cu,(K) fur alle K € K" und damit fiir alle K € Polycon(n). [
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Zur Vorbereitung einer Charakterisierung des Volumens als stetige Bewertung, frei
von Monotonievoraussetzungen, bendtigen wir zunéchst einige Begriffsbildungen.

Definition. Fiir K € K" sei —K = {—z : © € K} die Spiegelung von K am
Ursprung. Ist X = —K, dann nennen wir K ursprungssymmetrisch. Eine Menge K
heilt zentralsymmetrisch, wenn ein Translat von K ursprungssymmetrisch ist. Die
Menge aller zentralsymmetrischen konvexen Kérper im R™ bezeichnen wir mit K.

Unter den zentralsymmetrischen konvexen Kérpern spielt die Klasse der sogenannten
Zonoide eine besonders wichtige Rolle.

Definition. Ein Zonotop ist eine endliche Minkowski Summe von Strecken (d.h.
Geradensegmenten). Ein konvexer Korper heifit Zonoid, wenn er Grenzwert in der
Hausdorff Metrik einer Folge von Zonotopen ist.

Wir erinnern daran, dass ein konvexer Korper K € K™ durch seine Stitzfunktion
h(K,-): S"' — R eindeutig bestimmt wird.

Lemma 8.2 Ist K € KI' und h(K,-) eine C®-Funktion, dann gibt es Zonoide Y,
und Ys, sodass
K+Y, =Y.

Beweis: Fiir g € C*(S"1) ist die Cosinus Transformation C'g von g definiert durch

o) = [ fu-clg(o)dv.

Die Transformation C' ist ein bijektiver linerarer Operator auf dem Raum aller
geraden C*° Funktionen auf S™ 1. Dies ist eine Konsequenz aus dem Satz von
Funk-Hecke fiir Kugelfunktionen (vgl. dazu ,,Harmonische Analysis und Geometrie*
unter http://dmg.tuwien.ac.at/schuster).

Wir koénnen o0.B.d.A. annehmen, dass K = —K ist. Dann ist die Stiitzfunktion
h(K,-): S"! — R eine gerade C*°-Funktion. Daher gibt es eine gerade (eindeutig
bestimmte) C*°-Funktion g : S"' — R, sodass h(K,:) = Cg. Es bezeichne
g7 (v) = max{g(v),0} und ¢~ (v) = max{—g(v),0}. Dann gilt

. + [

u-v|g (v)dv = u-vlgt(v) dv. .
[ evlg o= [ g (@) (51)

Sn—l

Da die beiden Funktionen g* und g~ positiv sind, sind h(Y7,:) := Cg¢" und
h(Ya,-) := Cg~ sublinear und daher Stiitzfunktionen von ursprungssymmetrischen
konvexen Korpern Y] und Y;. Gleichung (8.1) ist also dquivalent zu K + Y, = V7.
Da die Riemannsummen, welche gegen die Integrale in (8.1) konvergieren, Linear-

kombinationen von Stiitzfunktionen von Strecken (und damit Stiitzfunktionen von
Zonotopen) sind, folgt schlielich, dass Y7 und Y5 Zonoide sind. ]

Notation. Es bezeichne SO(n) die spezielle orthogonale Gruppe, also die Gruppe
aller Rotationen des R™. Bezeichnet B = {ey, ..., e,} die Standardbasis des R", dann
schreiben wir SO(n, B) fiir die Menge aller Rotationen aus SO(n), welche mindestens
n — 2 Elemente der Basis B fest lassen.
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Lemma 8.3 Zu jedem ¢ € SO(n) gibt es endlich viele ¢1,pa, ..., ¢m € SO(n, B),
s0dass ¢ = Q1@ -+ Opy.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension, wobei der Fall
n = 2 wegen SO(2,B) = SO(2) trivial ist. Wir nehmen daher an, dass n > 3 und
die Aussage fiir n — 1 gezeigt ist.

Es sei ¢ € SO(n), aber ¢ ¢ SO(n,B). Weiters sei v = ¢e,, und 0.B.d.A. v # e,.
Bezeichnen wir mit v’ die auf Lange 1 normierte Orthogonalprojektion von v auf den
Unterraum span{ey, ..., e, 1} = R""! dann gibt es ein ¢ € SO(n), sodass Ve, = e,
und v’ = e, ;. Nachdem v in der Ebene span{v’,e,} liegt, folgt daraus, dass v
in span{e,_1,e,} liegt.

Es sei nun ( die Rotation, welche eq,..., e, o fest ldsst und v nach e, rotiert.
Dann ist ( € SO(n, B) und (¥oe,, = (v = e,. Bezeichnet n = (¢, dann fixieren 9
und 7 beide e,. Aus der Induktionsannahme fiir SO(n — 1) folgt daher die Existenz
von 1, ... ¢, m,...n; € SO(n,B), sodass ¢ = 1;---1; und n = ny ---n;. Damit
erhalten wir aber

=y =1 Ty -

Bevor wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts kommen, benétigen wir noch zwei
Begriffsbildungen.

Definition. Eine Bewertung p auf K™ heifit gerade, wenn pu(—K) = p(K) fir alle
K € K" gilt. Ist u(—K) = —p(K) fiir alle K € K™, dann nennt man p ungerade.
Eine Bewertung p auf K" wird einfach genannt, wenn p auf Mengen der Dimension
kleiner n verschwindet.

Bemerkung.

(a) Offenbar kann jede Bewertung p auf ™ als Summe einer geraden und einer
ungeraden Bewertung geschrieben werden

H = Hgerade + Hungerade) (82>

wobel

[gerade (K) = %(M(K) +u(—K)) und  pungerade(K) = §(M(K) — u(=K)).

Satz 8.4 Fine stetige, translationsinvariante, einfache und gerade Bewertung pu auf
K™ erfillt genau dann p([0,1]™) = 0 wenn u(K) = 0 fir alle K € K™ gilt.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension n. Ist n = 1,
dann ist jeder konvexe Korper in K! ein abgeschlossenes Intervall. Da p einfach und
translationsinvariant ist und auf [0, 1] verschwindet, muss die Bewertung auf allen
abgeschlossenen Intervallen rationaler Lange den Wert Null annehmen. Da p aber
auch stetig ist, verschwindet p auf ganz K'. Wir nehmen daher nun an, dass n > 1
ist und die Behauptung fiir K" gilt.
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Da 11 einfach und translationsinvariant ist, folgt aus £([0, 1]) = 0, dass p([0, £]") = 0
fur alle & € N. Daher ist auch p(C) = 0 fiir alle Boxen C' mit rationalen Kanten-
langen, deren Kanten parallel zu den Koordinatenachsen sind. Die Stetigkeit von pu
impliziert nun p(C') = 0 fiir alle Boxen C, deren Kanten parallel zu den Koordinaten-
achsen sind.

Es sei nun D eine Box deren Kanten parallel zu einer anderen Familie orthogonaler
Koordinatenachsen sind. Ist n = 2, so kann D offenbar in eine endliche Anzahl von
Teilen geschnitten werden, deren Translate zu einer Box C' zusammengefiigt werden
konnen, deren Kanten parallel zu den urspriinglichen Koordinatenachsen sind:

Da p einfach und translationsinvariant ist, folgt u(D) = u(C) = 0. Ist n > 2, dann
kann fiir jede Rotation ¢ € SO(n, B) eine Box, deren Kanten parallel zur Basis (B
sind, wie im Fall n = 2 in endlich viele Teile geschnitten werden, deren Translate zu
einer Box C' zusammengefiigt werden kénnen, deren Kanten parallel zu B sind. (Dies
ist moglich, da ¢ mindestens n — 2 der urspriinglichen Koordinatenachsen fixiert).
Nach Lemma 8.3, ist dies daher auch fiir eine beliebige Rotation ¢ € SO(n) moglich.
Ist daher D eine Box, deren Kanten parallel zu einem beliebigen (orthogonalen)
Koordinatensystem sind, so kann D in eine Box C, deren Kanten parallel zu den
urspriinglichen Koordinatenachsen sind, durch Zerschneiden und Translatieren um-
gewandelt werden. Es folgt allgemein u(D) = u(C) = 0.

Als niichstes definieren wir eine Bewertung 7 : K" ! — R wie folgt: Fiir einen
konvexen Korper K im R" ! sei

r(K) = p(K x [0,1]).

Offenbar ist 7([0,1]"1) = w([0,1]") = 0 und 7 erfiillt die Voraussetzungen des
Satzes in Dimension n — 1. Nach Induktionsannahme ist daher 7 = 0. Da pu einfach
ist, folgt daraus pu(K x [a,b]) = 0 fiir alle konvexen Korper K C R"! und alle
rationalen Zahlen a und b, mit a < b. Die Stetigkeit von g impliziert dann, dass
w(K % [a,b]) = 0 fiir alle a,b € R. Anders ausgedriickt, verschwindet p auf allen
rechtwinkligen Zylindern mit konvexer Basis.

Sind 1, ..., 7, die von uns gewihlten Koordinaten im R™, so haben wir bisher R"~*
durch die Hyperebene x,, = 0 ausgedriickt. Die rechtwinkligen Zylinder, fiir welche
wir gezeigt haben, dass p verschwindet, haben kongruente Ober- und Unterseiten,
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deren Verbindungskanten orthogonal auf die Hyperebene x,, = 0 sind. Da u aber
auf Boxen beliebiger Orientierung verschwindet, kann mit derselben Argumentation
gezeigt werden, dass p auf rechtwinkligen Zylindern mit Grundflichen in beliebigen
(n — 1)-dimensionalen Unterrdumen verschwindet.

Es sei nun M ein Prisma, also ein schriager Zylinder, dessen Ober- und Unterseiten
kongruent und parallel zur Hyperebene x,, = 0 sind, aber dessen Mantel nicht ldnger
orthogonal auf z,, = 0 steht, sondern stattdessen einen konstanten Winkel mit der
Ebene einschliefit. Wir kénnen nun M mit einer Hyperebene, welche orthogonal
auf den Mantel des Prismas steht, in zwei Teile M; und M, schneiden und diese
Teile neu anordnen, um einen rechtwinkligen Zylinder Z zu erhalten, dessen Mantel
orthogonal auf die neuen Ober- und Unterseiten steht. (Genau genommen, ist solch
ein Zerschneiden und Neuanordnen nur moglich, wenn die Durchmesser der Ober-
und Unterseiten von M hinreichend klein sind. Ist allerdings die Grundfliche von
M zu grof}, so konnen wir M zunéchst in ,schmale” Prismen unterteilen, und die
Argumentation auf jeden dieser kleineren Prismen einzeln anwenden.)

Da p einfach und translationsinvariant ist, folgt
p(M) = p(My) + p(Ma) = p(Z) = 0.

Als néchstes sei P ein konvexes Polytop mit Facetten P, ..., P, und zugehorigen
duBeren Normaleneinheitsvektoren uq, ..., u,,. Weiters sei v € R" fest gewéihlt und
es bezeichne v das Liniensegment, welches v mit dem Ursprung o verbindet. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dass Py, ..., P; die Facetten von P sind, fiir die u; -v > 0 fiir
alle 1 <17 < j. In diesem Fall kann die Minkowski Summe P + ¥ in der Form

P+v=PU <O(R+v))

i=1
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ausgedriickt werden, wobei jeder Term der obigen Vereinigung entweder disjunkt
von den anderen ist oder einen Schnitt der Dimension n — 1 hat. Es folgt daher

(P +v) = p(P) + (Z (P + TO) :

Da aber jeder Korper der Form P; 4+ v ein Prisma ist, folgt pu(P; 4+ v) = 0 und damit
u(P + ) = u(P) (8.3)

fiir alle konvexen Polytope P und alle Liniensegmente v. Durch Induktion iiber
endliche Minkowski Summen von Strecken, folgt aus (8.3) unmittelbar

w(Z) =0 und w(P+ 7)) = pu(P)

fiir alle konvexen Polytope P und alle Zonotope Z. Die Stetigkeit von p impliziert
daher
W) =0 wnd (K +Y) = p(K), (8.4)

fiir alle K € K" und alle Zonoide Y.

Besitzt nun K € K? eine C*° Stiitzfunktion h(K,-), so gibt es nach Lemma 8.2
Zonoide Y] und Y3, sodass K + Y, = Y]. Aus (8.4) folgt somit

1K) = p(K +Ys) = u(Yy) = 0.

Nachdem jeder zentralsymmetrische, konvexe Kérper K durch eine Folge K; € K™
mit C'* Stiitzfunktionen h(Kj;, ) approximiert werden kann, folgt aus der Stetigkeit
von p, dass p auf ganz K7 verschwindet.

Schliefflich sei nun A ein n-Simplex mit einem Eckpunkt im Ursprung. Es bezeichne
Uy, ..., U, die anderen Eckpunkte von A und P sei das von den Vektoren uq, ..., u,
aufgespannte Parallelotop. Weiters sei v = uy+- - -+u,, & die Hyperebene, welche die
Punkte uq, ..., u, enthilt und & die durch die Punkte v —uy, ..., v —u, bestimmte
affine Hyperebene. Bezeichnen wir noch mit P, die Menge aller Punkte in P, welche
zwischen den Hyperebenen &; und &, liegt, dann ist

P=AUP,U(-A+v),

wobei die Inneren jedes Terms dieser Vereinigung disjunkt sind.

U1 + Ug + Usg
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Da P und P, zentralsymmetrisch sind, erhalten wir
0= p(P) = p(A) + u(Py) + p(=A +v) = p(A) + p(=4).

Anders ausgedriickt, u(A) = —u(—A). Da u gerade ist, ist auch p(A) = u(—A),
womit p(A) = 0 fiir jeden Simplex A.
Ist P ein konvexes Polytop im R”, so kann P als endliche Vereinigung von Simplizes

P=AU---UA,,

dargestellt werden, sodass die Schnittmengen A; N A; Dimension kleiner n haben,
fiir alle 7 # j. Es folgt, dass

Da die Menge aller konvexen Polytope in K™ dicht liegt, impliziert die Stetigkeit von
u, dass u(K) =0 fir alle K € K". [

Satz 8.4 ist dquivalent zu folgender Aussage.

Satz 8.5 (Charakterisierungssatz fiir das Volumen) Fine gerade Bewertung
u K" — R ist genau dann stetig, translationsinvariant und einfach, wenn es ein
c € R gibt, sodass u(K) = cu,(K) fir alle K € K".

Beweis: Fiir eine gerade Bewertung p auf ", die stetig, translationsinvariant und
einfach ist, definiere

v(K) = p(K) = ([0, 1]") i (K).
Die Bewertung v erfiillt dann offenbar die Vorraussetzungen des Satzes 8.4, sodass
v(K) =0 fiir alle K € ™. Es folgt

1K) = cpn(K),

wobei ¢ = p([0, 1]"). Umgekehrt ist u,, offenbar eine Bewertung mit den angegebenen
Eigenschaften. |

Nach (8.2) und Satz 8.5 kann eine allgemeine stetige, translationsinvariante und
einfache Bewertung p auf ™ in der Form

N(K> = Cﬂn(K) + ,uungerade<K) (85)

fiir K € K™ dargestellt werden. Eine natiirliche Frage ist daher die Charakterisierung
stetiger, translationsinvarianter, einfacher und ungerader Bewertungen.

Satz 8.6 (Charakterisierungssatz von Schneider) Fine ungerade Bewertung
w: K™ — R ist genau dann stetig, translationsinvariant und einfach, wenn es eine
stetige, ungerade Funktion g : S"~! — R gibt, sodass

u(r) = | atw)as, (K.

fir alle K € K™.
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Hier bezeichnet S, _1(K,-) das Oberflichenmafl des konvexen Korpers K € K"
(sieche zum Beispiel das Skriptum ,Harmonische Analysis und Geometrie“ unter
http://dmg.tuwien.ac.at /schuster).

Zusammenfassend lédsst sich also jede stetige, translationsinvariante und einfache
Bewertung p in folgender Form darstellen

() = () + [ gu)aS,a(K.u),

wobei ¢ € R und g : S"~! — R eine stetige, ungerade Funktion ist.

8.2 Volumen-Charakterisierung auf Polycon(n)

Um Satz 4.8 auf den Verband Polycon(n) zu verallgemeinern, bendtigen wir das
folgende Hilfsresultat.

Lemma 8.7 (Lemma von Sah) Zu jedem n-Simplex A gibt es Polytope
Py, ..., Py, sodass
A=PU---UP,,

wobei der Schnitt jedes Polytops dieser Vereinigung mit jedem anderen hdéchstens
Dimension n — 1 hat und wobei jedes der Polytope P; symmetrisch beziiglich einer
Spiegelung an einer Hyperebene ist.

Beweis: Es seien xg, . . ., x,, die Eckpunkte von A und es bezeichne A; die Facette von
A die gegeniiber von x; liegt. Es sei z das Zentrum der eingeschriebenen Kugel von A
und z; bezeichne den Fuflpunkt der auf A; orthogonal stehenden Verbindungsstrecke
von z mit A;. Fiir alle ¢ < j bezeichne A, ; die konvexe Hiille von z, 2;, z; und der
Seite A; N A; von A. Dann ist

A= U A4y
0<i<j<n

wobei die Dimension des Schnitts von je zwei verschiedenen A; ; héchstens n — 1 ist.
Offenbar ist jedes A; ; symmetrisch beziiglich der Spiegelung an der Hyperebene, die
durch den Punkt z und die Seite A; N A; bestimmt ist. Umbenennen der Polytope
A jin P,..., P, mit m= %n(n + 1) liefert daher

A=PU---UP,,
wobei die Polytope P; die geforderten Eigenschaften besitzen. |

Bevor wir die angekiindigte Verallgemeinerung von Satz 4.8 angeben, erinnern wir
daran, dass nach dem Fortsetzungssatz 5.3 von Groemer eine stetige Bewertung auf
Polycon(n) bereits durch ihre Werte auf K™ eindeutig bestimmt ist.

Satz 8.8 (Volumen-Charakterisierung auf Polycon(n)) Es sei u eine stetige,
bewegungsinvariante und einfache Bewertung auf K™ oder Polycon(n). Dann gibt es
ein c € R, sodass p(K) = cun(K) fir alle K € K™ bzw. Polycon(n).
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Beweis: Da p translationsinvariant (und auch rotationsinvariant) und einfach ist,
folgt aus Satz 8.5 die Existenz eines a € R, sodass p(K) + u(—K) = ap,(K) fir alle
K € K™. Damit gilt speziell fiir jeden Simplex A im R” die Beziehung

p(A) + p(=4) = apn(A). (8.6)

Ist die Dimension n des umgebenden Euklidischen Raumes gerade, so unterscheiden
sich A und —A nur durch eine Rotation, sodass

H(A) = p(=4) = S (D).

Ist hingegen n ungerade, so existieren nach Lemma 8.7 Polytope Py, ..., P, sodass
A=PU---UP,,

wobei der Schnitt jedes Polytops dieser Vereinigung mit jedem anderen hochstens
Dimension n — 1 hat und wobei jedes der Polytope P; symmetrisch beziiglich einer
Spiegelung an einer Hyperebene ist. Es folgt daraus, dass sich jedes P; von —P; nur
durch eine eigentliche Bewegung (also einer Rotation, gefolgt von einer Translation)
unterscheidet, sodass pu(—F;) = p(F;). Daher erhalten wir auch in diesem Fall

p(=8) = D u(=P) = 3" u(P) = u(A). (8.7)

Zusammen implizieren (8.6) und (8.7), dass u(A) = Su,(A) fiir jeden Simplex A
gilt. Es sei nun ¢ = § und P ein konvexes Polytop im R". Dann kann P als endliche
Vereinigung von Simplices

P:A1UUAm,

dargestellt werden, sodass die Dimension von A; N A; kleiner n ist fiir alle i # j. Es
folgt daher

w(P) = p(Ar) + -+ w(Ap) = e (pn(A1) + -+ + pn(Am)) = cpin(P).

Da die Menge aller konvexen Polytope dicht liegt in K", folgt schliellich aus der
Stetigkeit von pu, dass pu(K) = cu,(K) fir alle K € ™. |

8.3 Die Normierung der inneren Volumina

Ist P ein Parallelotop im R! und betrachten wir R* C R™ fiir ein n > [, so gilt nach
Korollar 4.6, dass pt (P) = pi(P) fiir alle k > 0. Wie werden nun zeigen, dass diese
Aussage giiltig bleibt, wenn P durch eine beliebige polykonvexe Menge ersetzt wird.

Satz 8.9 (Der Normierungssatz) Die inneren Volumina p;, 0 < i < n, auf
Polycon(n) sind unabhdingig von der Dimension n normiert.
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Beweis: Die Behauptung gilt offensichtlich fiir ¢ = 0, da uf(K) = puo(K) = 1 fur alle
konvexen Korper beliebiger Dimension. Fiir [ < k stimmt weiters die Einschrénkung
von pf auf konvexe Kérper im R! mit pf iiberein, da beide Bewertungen auf poly-
konvexen Mengen der Dimension [ < k verschwinden.

Wir kénnen daher annehmen, dass n > k ist und

,u}z_l auf [1,2 einschrankt, fiir alle k£ <1 <n — 1. (8.8)

Es bleibt zu zeigen, dass (8.8) auch fiir uf gilt. Da uf in Dimensionen kleiner als
k verschwindet, ist die Einschrankung von puj auf eine k-dimensionale Ebene im
R™ eine stetige, bewegungsinvariante und einfache Bewertung auf Polycon(k). Nach
Satz 8.8 existiert daher ein ¢ € R, sodass pf(K) = cuf(K) fiir alle K € Polycon(k).
Da aber u(P) = pf(P) fiir alle Parallelotope P € Par(k) (nach Korollar 4.6), folgt
c=1und pf = pf auf Polycon(k). Ist k = n — 1, dann sind wir fertig. Ist k < n—1,
so nehmen wir an, dass

pi auf b einschrankt, fiir alle k <1 <n — 1. (8.9)

Um den Induktionsschritt abzuschliefen, miissen wir zeigen, dass (8.9) fiir u} und

it gilt. Dazu bezeichne v die Einschrinkung von pf auf Polycon(l+1). Nach (8.9)

schrinkt dann v auf p} auf Polycon(l) ein, wihrend pit! auf ul einschrinkt auf
Polycon(l) nach (8.8). Es folgt, dass v — ult! auf Polycon(l) verschwindet, sodass
v— /ﬁ:’l eine stetige, bewegungsinvariante und einfache Bewertung auf Polycon(/+1)
ist. Nach Satz 8.8 existiert daher ein ¢ € R, so dass v—pk = cuﬁﬁ auf Polycon(l+1).
Da v — pit! aber auf Par(l + 1) verschwindet (nach Korollar 4.6), haben wir ¢ = 0
und v = ,uﬁjl. Die Behauptung folgt nun durch doppelte Induktion, zuerst nach [

und dann nach n. [ |

Im Folgenden werden wir bei der Notation fiir innere Volumina die Dimension des
umgebenden Raumes nicht mehr andeuten, also nur noch p;, anstatt p schreiben.
Die im Beweis des Normierungssatzes verwendete Induktionstechnik wird uns am
Beginn von Kapitel 9 wiederbegegnen, wo wir die Charakterisierung der inneren
Volumina nach Hadwiger beweisen.
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9 Der Charakterisierungssatz von Hadwiger

In diesem Abschnitt verwenden wir Satz 8.8, um die Charakterisierung invarianter
Bewertungen auf polykonvexen Mengen mit einem der schénsten und wichtigsten
Séatze der klassischen Integralgeometrie, dem Charakterisierungssatz von Hadwiger,
abzuschliefflen. Wir verwenden dann Hadwigers Satz um einfache Beweise fiir eine
Reihe von integralgeometrischen Formeln zu geben. Schliellich behandeln wir auch
noch eine Verallgemeinerung des Buffonschen Nadelproblems fiir Raume und Ebenen
beliebiger Dimensionen.

9.1 Beweis des Hadwigerschen Charakterisierungssatzes

Das folgende Resultat verallgemeinert Satz 4.9 auf den Verband Polycon(n). Wie
auch im Fall von Parallelotopen ist der Satz dquivalent zur entsprechenden Volumen-
Charakterisierung, Satz 8.8.

Satz 9.1 (Charakterisierungssatz von Hadwiger) Die inneren Volumina
Jos J41 - -+ [ bilden eine Basis des Vektorraums aller stetigen, bewegungsinvarianten
Bewertungen auf polykonvexen Mengen im R™.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension n. Fiir n = 1 ist die
Aussage genau Satz 4.4. Wir kénnen daher annehmen, dass n > 1 und die Aussage
fiir Dimension n — 1 gezeigt ist.

Es sei nun p eine stetige, invariante Bewertung auf Polycon(n) und H ein Unter-
raum des R™ der Dimension n — 1. Die Einschrdnkung von p auf H ist dann eine
stetige, invariante Bewertung auf H. Nach unserer Induktionsannahme gibt es daher
Konstanten cg, ¢y, ..., c,_1, sodass

W) = 3 ()

fiir jede polykonvexe Menge K C H. Damit ist aber die stetige, invariante Bewertung

n—1
H—= Z Cifls
=0

einfach, verschwindet also auf allen polykonvexen Mengen im R"™, deren Dimension
kleiner n ist. Dies folgt aus der Invarianz der Bewertungen p und p; und der Tatsache,
dass durch eine Drehung und Translation jede niedrig-dimensionale polykonvexe
Menge in H abgebildet werden kann. Nach Satz 8.8 gibt es daher ein ¢, € R, sodass

n—1
= Z Cilti = Cpfhp-
i=0 |

Definition. Eine Bewertung p : Polycon(n) — R heifit homogen vom Grad k > 0,
wenn

paK) = o*p(K)
fiir alle K € Polycon(n) und alle o > 0.
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Genau wie im Fall von Parallelotopen (vgl. Korollar 4.10) folgt aus Hadwigers
Charakterisierungssatz auf einfache Weise das folgende Resultat.

Korollar 9.2 Ist u eine stetige, bewegungsinvariante Bewertung auf Polycon(n),
die homogen vom Grad k € R ist, fir ein k € {0,1,...,n}, dann gibt es ein ¢ € R,
sodass W(K) = cpy(K) fir alle K € Polycon(n).

9.2 Die inneren Volumina der Einheitskugel

Wir wollen im Folgenden mit Hilfe des Satzes von Hadwiger die inneren Volumina
wi(By,) der Einheitskugel des R™ berechnen. Dazu benétigen wir das nachstehende
Hilfsresultat iiber das Volumen der Minkowski-Summe

K4+ru={z+ry:z€ Kundy € u}

eines konvexen Korpers K € K™ mit einem Liniensegment ru. Hier bezeichnet u das
Segment, welches den Ursprung mit u € S"~! verbindet und r > 0.

Proposition 9.3 Fiir K € K", r > 0 und jeden Einheitsvektor u € S™ ' gilt
pin (K 4 12) = pin(K) 4 71 (K |ub).

Beweis: Es sei L = K + ru. Das Volumen pu,, von L ist gegeben durch

in(L) = / m(LNL,) de,

ut

wobei ¢, die Gerade parallel zu u durch den Punkt z € u® bezeichnet. Nachdem
p (LN e) = (K Ne,) +r fiir alle x € Klut gilt, wihrend L N ¢, = (), wenn
r ¢ K|ut, erhalten wir

i) = [ m@nt)do= [ (K 0) e = () + i (K]
ut Klut m

Bezeichnet C,, den Einheitswiirfel im R", so gilt fiir 0 < ¢ < n nach Satz 4.5, dass

wien = (7)

Proposition 9.4 Fiir jedes r > 0 ist

n(Cy 4+ 1rBy) Z,ul )Wt = i (7;) Wi (9.1)
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Beweis: Es sei uy,us, ..., u, die Standardorthonormalbasis des R"™. Dann gilt nach
Proposition 9.3, dass

1
1 .
/jfn(Bn + T‘fl,l) = Wp + rwp—1 = Z <i>wn—irz
1=0

fiir alle n > 1. Wir konnen daher annehmen, dass Gleichung (9.1) in niedrigeren
Dimensionen gilt und dass

k

fn(Bp + 10y + - 1) = Z( )wn it

1=

fiir 1 < k < n. Dann ist nach Proposition 9.3 und der Induktionsannahme

fin (B A1y ++ A rUgs1) = oo (B +1r01 - 10 +7 i1 (B 1+ - g [up)

—Z< )wn A 1 (B ity - i)

k k
= Z (I;) wn,ﬂ"i + Z (f) wnflfﬂj—i_l

1=0

(OB

Nachdem C, = 4y + - -+ + u,, folgt Gleichung (9.1) nun aus der Homogenitéit des
Volumens. [

Mit Hilfe von Proposition 9.4 und Hadwigers Charakterisierungssatz konnen wir nun
eines der klassischen Resultate der Integralgeometrie beweisen.

Satz 9.5 (Formel von Steiner) Fir K € K™ und jedes v > 0 gilt
(K +71B,) Z,u, Y™ (9.2)

Beweis: Fir K € K", definieren wir n(K) = u,,(K + B,,). Da fiir K, L, M € K" mit
K U L konvex stets
(KUL)+ M =(K+M)U(L+ M)

und
(KNL)+ M=(K+M)n(L+ M),

ist 1 eine stetige, bewegungsinvariante Bewertung. Nach Satz 9.1 gibt es daher
Konstanten cg, ..., c, € R, sodass fiir alle K € K" gilt

= Z Ci/h'<K)
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Damit haben wir fiir r > 0,
(K +7B,) = 1", (~K + B —r"ic‘ -(K)l—ic ()™ (9.3)
/’[/TL n - /’Ln r n - 74:0 Z/"L’L 7’7‘ - ZZO 'LILLZ . .

Setzen wir K = (), und vergleichen (9.1) mit (9.3), so folgt ¢; = wy,_;. [

Mit Hilfe der Formel von Steiner lassen sich nun die inneren Volumina ;(B,,) leicht
berechnen.

Proposition 9.6 Fir 0 <i <n gilt

o= ()= ]

Beweis: Aus der Formel von Steiner mit K = B,, erhalten wir fiir jedes r > 0,

. 2 " /n ,
Z #i(Bn)wn_irn_l = Hn(Bn + TBn) = (1 + T)nlun(Bn) = Z (i>wn7"n_7'.
i=0 —
Die Aussage folgt nun durch Koeffizientenvergleich. m

9.3 Die Formeln von Crofton und Kubota

Wir sind nun auch in der Lage wie angekiindigt zu zeigen, dass die Konstanten C}
aus Satz 7.2 alle gleich 1 sind.

Satz 9.7 Fir K € K" und alle 0 < k <n gilt
k() = N (AGr(K F)). (9.4)
Beweis: Nach Definition ist
pin—k(K) = G AR (AGr (K k)

fiir alle K € ™. Setzen wir K = B,,, so haben wir einerseits nach Proposition 9.6

n
Mn—k(Bn) - |:k:| Wn—k
und andererseits

AP (AGr(Bp; k)) :/ /uo(Bm(%er))dpdv,?(%)
Gr(n,k) VOJ'

— / / [ank dp dV]ZL(%) = / Wn—k dV]:L(%)
Gr(n,k) J Vgt Gr(n,k)
Wn—k V;;(GI'(’I’L, k)) = |:Z:| Wn—F-

Daraus folgt nun C7' = 1. |
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Mit Hilfe von Satz 9.7 kénnen wir nun auch die Formel von Hadwiger (7.6) préziser
formulieren:

() = / o LK V) DY), (9.5)

Beachte, dass, im Gegensatz zu Formel (9.4), Hadwigers Formel (9.5) fiir alle
polykonvexen Mengen K gilt und nicht blof fiir K € K.

Unser néchstes Resultat stellt eine Verallgemeinerung der Formel von Hadwiger dar.
Satz 9.8 (Formel von Crofton) Fir K € Polycon(n) und alle 0 <i,j <n gilt

z+]

), (9.6)

[ v ) = [

n,n—i)

Beweis: Ist i + j > n, dann sind beide Seiten von (9.6) gleich Null. Es sei daher
1+ 7 < n. Fir K € K" definieren wir

W) = [ nV)aN_(v)
AGr(n,n—1)
Nach (9.5) ist dann
/ / (K NV AW)dArZt_ (W) dAr_(V),
AGr(n,n—i)J AGr(V,n—i—j)

wobei AGr(V,n — i — j) die Menge aller affinen Ebenen W C V' der Dimension
n — 1 — j bezeichnet. Da jedes W C V ist, erhalten wir weiter

)= [ / pUK 1) AN () X, (V)
AGr(n,n—i)J A

Gr(V,n—i—j)

:/ / / /MO(KH(WO—i-p—i-q))dqdl/n i i(Wo)dpdvy_ (Vo)
Gr(n,n—1)J V5-J Gr(Vo,n—i—j)J Wg-nV
-/ / [ 0O Wortpa) dadp L, (Wo) v (o)
Gr(n,n—i)J Gr(Vo,n—i—j)J V5 Ws-nvj

o ) o () e (V)
Gr(n,n—i)J Gr(Vo,n—i—j)J V- &(Ws-NVo)

-/ / oK 1 (W -+ v)) do vt (Wo) (Vi)
Gr(n,n—1i)J Gr(Vo,n—i—j)

-/ / Luws dodvi= (Wo) vy (Vi)
Gr(n,n—1i)J Gr(Vo,n—i—j)

-/ sy (RIS ) =L (o) (V).
Gr(n,n—1)J G

r(Vo,n—i—j)
Da pi4; eine stetige Bewertung und homogen vom Grad ¢ + j ist, folgt aus der
Linearitdat obiger Integrale, dass 7 ebenfalls eine stetige Bewertung auf K" und
homogen vom Grad i + j ist. Aus der Invarianz von j;4; und der Mafle "~} ; und

v, folgt weiters die Invarianz von 7. Damit gibt es nach Korollar 9.2 ein ¢ € R,
sodass

= CHitj-
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Zur Bestimmung von c¢ setzen wir K = B,,. Dann gilt einerseits

0B = [ B (W dy (V)
Gr(n,n—1i)J Gr(Vo,n—i—j)
n

- Ll e

und andererseits nach Proposition 9.6
n
wiB) =c| " oy
¢ pti+j(Bn) = ¢ L+J Wit

Damit erhalten wir
n 17'[ n n—1 1+
c= = .
147 n—i||n—i—j Ji -

Nachdem C} =1 fiir alle 0 < £ < n, kénnen wir auch Satz 7.6 neu formulieren und
damit die Oberflachenformel von Cauchy (5.9) verallgemeinern.

Satz 9.9 (Die Projektionsformel) Fir alle K € K™ und 0 < k < n gilt
i (K) = 1 (K Vo) dvg; (Vo).
Gr(n,k)

Mit Hilfe von Zufallsvariablen kénnen wir die Projektionsformel auch probabilistisch
interpretieren. Dazu bezeichnen wir fir K € K" mit X;(K) das k-dimensionale
Volumen der Projektion von K auf einen zufilligen k-dimensionalen Unterraum
V € Gr(n, K). Der Erwartungswert E(X;(K)) ist dann gegeben durch

BOG(R) = | ulK|V)av.
Gr(n,k)
wobei

/ 1dV =1.
Gr(n,k)

Unter Beriicksichtigung der Normierung der Mafle v}, erhalten wir damit folgende
dquivalente Formulierung der Projektionsformel.

Korollar 9.10 Fiir alle K € K" und 0 < k < n gilt

8 = [ | EOG00),

Der Charakterisierungssatz von Hadwiger ermdoglicht uns auch sofort eine weitere
Verallgemeinerung von Satz 9.9 anzugeben.

Satz 9.11 (Formel von Kubota) Fir alle K € K" und 0 < k <[ <n gilt

/Gr(n,z) i (KV)dv (V) = {?:ﬂ (K.
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Beweis: Wir definieren eine Bewertung n auf K" durch
W)= [ ) (v)
Gr(n,l

Offenbar ist 7 stetig, invariant und homogen vom Grad k. Nach Korollar 9.2 gibt es
daher ein ¢ € R, sodass

= CH.

Zur Bestimmung von ¢ setzen wir wieder K = B,, und erhalten

n

cm(B) =B = [ oIV i) =[] misn

-] B3 -B)

9.4 Das verallgemeinerte Buffonsche Nadelproblem

womit

Wir wollen hier eine Verallgemeinerung des eingangs besprochenen Buffonschen
Nadelproblems auf beliebige Dimensionen behandeln. Dazu benotigen wir zunéchst
einige Begriffsbildungen und Aussagen in Bezug auf Gitterpunkte in konvexen
Korpern. Es sei daher B = {vy,...,v,} eine Basis des R" und

L=A{av1+ -+ ayv,:a,...,a, €Z}.

Die Menge L bildet eine diskrete Untergruppe des R™ beziiglich der Vektoraddition.
Solche diskreten Untergruppen werden als Gitter und ihre Elemente als Gitterpunkte
bezeichnet. Der Fundamentalbereich des Gitters L ist das Parallelotop gegeben durch

C={av+ - +aw,:0<ay,...,a, <1}

Bezeichnet A die Matrix, deren Spalten die v; sind (beziiglich der Standardortho-
normalbasis des R"), dann ist das Volumen von C' gegeben durch p,(C) = | det A.

Proposition 9.12 Fiir alle x € R™ und k € N enthdlt das Translat kC' + x von kC
mindestens k™ und hochstens (k + 1)" Gitterpunkte aus L.

Beweis: Fir x = xyv; + - - - + x,v, besteht die Menge (kC' + x) N L genau aus den
Vektoren v = yyv1 + - - - + y,v, mit x; < y; < k+ x; ist. Da es entweder k oder k£ + 1
mogliche ganzzahlige Werte fiir y; in diesem Intervall gibt, fiir jedes ¢ € {1,...,n},
enthélt kC' + x zwischen k™ und (k + 1)" Gitterpunkte. |

Wir wollen als néchstes die erwartete Anzahl von Gitterpunkten in einem zufélligen
Translat K + x einer polykonvexen Menge K im R" bestimmen.
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Satz 9.13 Es sei K € Polycon(n) und Yy bezeichne die Anzahl der Punkte in
(K +x)N L fiir eine zufillige Translation x € R™. Dann ist

E(Yk) =

Beweis: Beachte zunéchst, dass fiir x € R™ die Anzahl der Gitterpunkte in K + x
gegeben ist durch po((K + z) N L). Um den Erwartungswert E(Yy) zu bestimmen,
miissen wir uo((K +x)NL) iber alle z € R™ mitteln. Ein solches Integral wiirde aber
mit Sicherheit divergieren. Da £ aber invariant unter Translationen durch Punkte
aus L ist, geniigt es iiber Translationen durch Vektoren x € C' zu mitteln und wir
erhalten

E(Yic) = /C Ho((K +2) N L) de.

Damit ist E(Y)) eine translationsinvariante, monotone Bewertung in K. Da offenbar
auch E(Yx) = 0 fiir alle K deren Dimension kleiner als n ist, ist E(Yy) einfach. Nach
Satz 8.1 gibt es daher ein a € R, sodass

E(Yk) = apn(K), (9.7)

fiir alle K € Polycon(n). Um « zu bestimmen, setzen wir K = C'. Da fir alle k € N
nach Proposition 9.12

k" < po((kC +2)N L) < (k+1)",

folgt
K" <E(Yic) < (k+1)™

Aus (9.7) erhalten wir daher
E" < ak"u,(C) < (k+1)",

fiir alle £ € N. Division durch £™ und Bildung des Grenzwerts k& — oo, liefert
schlieBlich o = 1/, (C). |

Wir kénnen nun eine verallgemeinerte Version des Buffonschen Nadelproblems
formulieren. Dazu sei V € Gr(n, k), {vi,...,v, ¢} eine Basis von V+ und

V=AV+4+avi+ 4 a, Upk:a1,...,0n k€ 7L}

Was ist die erwartete Anzahl von Schnittpunkten eines zuféllig bewegten konvexen
Korpers K € K™ mit V7

Satz 9.14 Es sei K € K" und Xk bezeichne die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten von gK NV fiir eine zufillige Bewegung g. Dann ist
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Beweis: Es sei £ das Gitter in V* gegeben durch
L= {alvl+"'+an—kvn—k PR (PR S Z}7

und C' bezeichne den Fundamentalbereich von L. Beachte, dass uns die Symmetrie
von V wieder erlaubt nur Bewegungen zu beriicksichtigen, die Translationen durch
Vektoren aus C' beinhalten. Wir betrachten also die Mengen ¢K + x mit ¢ € O(n)
und x € C. Fiir festes ¢ € O(n) ist die Anzahl von Schnittpunkten von ¢K + x mit
V gleich der erwarteten Anzahl von Elementen in (¢K + )|V N L. Nach Satz 9.13
ist daher die zu erwartende Anzahl von Schnittpunkten von ¢ K + x mit V gerade

po-k(OK +2)[VE)  pinr((@K)|VH)
,un,k(C) /Lnfk(c)
Das Mittel der zu erwartenden Anzahl von Schnittpunkten von ¢ K + z mit V iiber

alle z und alle ¢ ist daher gleich dem Erwartungswert von (9.8) iiber alle ¢ € O(n).
Korollar 9.10 liefert daher die gewiinschte Aussage. |

(9.8)

9.5 Die Berechnung innerer Volumina

Die explizite Berechnung der inneren Volumina einer polykonvexen Menge ist im
Allgemeinen schwierig. Bisher haben wir Formeln fiir innere Volumina orthogonaler
Parallelotope und Euklidischer Kugeln angegeben. Wir wollen nun zunéchst den
Charakterisierungssatz von Hadwiger dazu verwenden, die inneren Volumina eines
orthogonalen kartesischen Produkts zweier polykonvexer Mengen zu bestimmen,
deren innere Volumina bereits bekannt sind, und dabei folgende Verallgemeinerung
von Satz 4.7 beweisen.

Satz 9.15 Es sei 0 < k < n und K C R¥, L C R"* polykonvexe Mengen. Dann
qilt fiir alle 0 <1 <n,

pi(K x L) = > e (K)pa(L), (9.9)

r4+s=i

Beweis: Offenbar ist die Funktion p;(K x L) eine stetige Bewertung in jeder der
Variablen K und L wenn die andere festgehalten wird. Da auflerdem jede Bewegung
¢ des R bzw. des R*~* Einschriinkung einer Bewegung ® des R™ ist, ist u;(K x L)
sogar eine stetige und invariante Bewertung in jeder Variablen. Durch zweimalige
Anwendung von Satz 9.1 erhalten wir daher Konstanten ¢,; € R, sodass

fir alle K € K* und L € K%, Zur Bestimmung der ¢,, bezeichnen wir mit C,, den
Einheitswiirfel im R™. Dann gilt fiir a;, 8 > 0 einerseits

I Enk N n— k
005 300 ) =S oo =3 S () (7 s

r=0 s=0 r=0 s=0
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und andererseits nach Satz 4.7

1(aCy X Cu) = > (’;) (” . k) o B

r4+s=1

Daher ist fiir 0 <r < kund 0 < s <n-—=k, ¢,s =1 wenn r + s = 7 und ansonsten
Crs = 0. [ |

Als néchstes wollen wir eine Formel fiir die inneren Volumina eines beliebigen nicht
notwendig orthogonalen Parallelotops herleiten. Dazu benétigen wir eine Verall-
gemeinerung der Volumen-Charakterisierung auf Par(n), Satz 4.8. Zur Formulierung
dieses Resultats seien vy, ..., v, eine Basis des R” und Par(vy, ..., v,) bezeichne den
Verband von endlichen Vereinigungen von Parallelotopen mit Kanten parallel zu den
Vektoren v;.

Satz 9.16 (Volumen-Charakterisierung auf Par(vy,...,v,)) FEs sei u eine
einfache und translationsinvariante Bewertung auf Par(vi,...,v,), die entweder
stetig oder monoton ist. Dann gibt es ein ¢ € R, sodass p(P) = cu,(P) fir alle
P € Par(vy,...,v,).

Beweis: Fiir jedes i € {1,...,n} bezeichne v; das Liniensegment, welches v; mit dem

Ursprung verbindet. Der Beweis der Aussage verlauft Wort fiir Wort wie der Beweis

von Satz 4.8, wobei nur der Einheitswiirfel [0, 1]™ mit dem , Einheitsparallelotop*
C=b+ 470,

in Par(vy,...,v,) zu ersetzen ist. Es folgt dann p = cu,, wobei ¢ = pu(C)/p,(C). B

Da jedes Parallelotop P € Par(vy,...,v,) ein Translat eines Parallelotops der Form
a1y + -+ + a,v, fir geeignete ay,...,a, > 0 ist, liefert das folgende Resultat die
angekiindigte Formel fiir innere Volumina allgemeiner Parallelotope.

Satz 9.17 Fir alle 1 <k <n und aq,...,a, >0 gilt
pe(aa® 4 antn) = Y p(an Dy, o+ @, y,). (9.10)
1<t << <n

Beweis: Ist P € Par(vy,...,v,) ein Parallelotop und Translat von a;0; + - - - + a0y,
so definieren wir

ve(P) = > lany + -+ ag,0,).
1<i1 < <ip<n

Offenbar ist v eine Bewertung und mit Hilfe (einer leicht zu beweisenden Version
fir Par(vy,...,v,)) von Satz 4.3, konnen wir v, auf ganz Par(vy, ..., v,) fortsetzen.
Weiters sei n = pp—vg. Wir wollen zeigen, dass n(P) = 0 fir alle P € Par(vy, ..., v,).

Da p; und v beide in Dimensionen kleiner £ verschwinden, verschwindet auch 7
in Dimensionen kleiner k. Die Einschréankung von n auf die k-Ebene V;, _; , welche
von vj,,...,v; aufgespannt wird, ist dann eine stetige, translationsinvariante und
einfache Bewertung auf Par(v;,,...,v; ). Nach Satz 9.16 gibt es daher ein ¢ € R,
sodass 1(P) = cui(P) fiir alle P € Par(v;,, ..., v; ). Da aber nach Definition

ist ¢ = 0 und 7 verschwindet in Dimension k.
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Schrénken wir nun 7 auf eine £+ 1-Ebene V;, ;. , aufgespannt durch v;,, ..., vy,
ein, so erhalten wir wieder eine stetige, translationsinvariante, einfache Bewertung,
dieses Mal auf Parallelotopen der Dimension k + 1. Nach Satz 9.16 gibt es wieder
ein ¢ € R, sodass n(P) = cppy1(P) fiir alle P € Par(vy,,...,v;,,). Da aber die
Bewertung n homogen vom Grad k ist, wahrend px1; homogen vom Grad k + 1 ist,
muss ¢ = 0 sein, womit 7 in Dimension k+ 1 verschwindet. Sukzessive Wiederholung
dieser Argumentation liefert schlieBlich n(P) = 0 fiir alle P € Par(vy,...,v,). W

Bemerkung. Der Wert jedes Summanden g (a;, s, + -+ + a;,0;,) in (9.10) kann
unter Verwendung elementarer linearer Algebra leicht berechnet werden: Ist A
die k x n Matrix deren j-te Zeile durch die Koordinaten des Vektors a; v,
7 =1,...,k, gegeben ist, dann ist

pr( @i 0y 4+ 4 a5, 05, ) = /det(AAT).

Um eine Formel fiir innere Volumina eines beliebigen Polytops P € K" herzuleiten,
betrachten wir die Minkowski Summe P + rB,, fiir ein » > 0. Es ist wohlbekannt,
dass es aufgrund der Konvexitéit und Abgeschlossenheit von P zu jedem x € P+rB,
einen eindeutig bestimmten Punkt xp € P gibt, sodass

|z —xp| < |z —y|

fiir alle y € P. Ist x € P, dann ist offensichtlich x = zp. Ist hingegen = ¢ P, dann
liegt zp am Rand 0P von P. Weiters ist fiir x ¢ P und y € P genau dann y = xp,
wenn x —y L H, wobei H eine Stiitzebene von P und y € PN H ist.

Es bezeichne P;(r) die Menge aller © € P 4 rB,, sodass zp im relativen Inneren
einer i-dimensionalen Seite von P liegt. Also, zum Beispiel, P, () = int P. Die Menge
P + rB, lisst sich dann offenbar als disjunkte Vereinigung der P;(r) darstellen:

P+an:OPi(r). (9.11)

Satz 9.18 Ist P € K" ein Polytop, dann gilt fir 0 <i <n,

1 (P) = Ha(P(1) (9.12)

Wn—;

Beweis: Es bezeichne F;(P) die Menge aller i-dimensionalen Seiten von P. Fiir jede
Seite () mit dim () < n von P sei

M(Q,r)={y+dv:0<4d<r},

wobei y € relint Q und v ein duBerer Normalenvektor von 0P im Punkt y ist. Dann
gilt fiir 0 <17 < n,

Pry= |J M@Q.nr). (9.13)

QeF;(P)

85



M({z},7)

Zum Beweis von (9.13), sei zunédchst @ € F;(r). Dann ist xp € relint @) fiir eine
geeignete i-Seite @) von P. Ist x € relint @), dann ist € M(Q,r). Ist z & relint Q,
dann ist  # xp. Sei v = (¢ — xp)/|x — xp|. Dann ist v L H fir eine geeignete
Stiitzebene H im Punkt z € relint @ und es folgt y = zp und = € Pi(r). Ist
Umgekehrt = = y 4+ dv € M(Q,r) fiir eine i-Seite @), dann ist offenbar z € relint @,
wenn 0 = 0. Ansonsten ist x — y L H fiir eine geeignete Stiitzebene H im Punkt
y € relint @), woraus y = xp und damit x € P;(r) folgt.

Ist Q eine i-Seite, dann hat der zur affinen Hiille von @ orthogonale Unterraum Q=
die Dimension n — i, sodass p,(M(Q,r)) = r"u,(M(Q,1)). Damit folgt aber aus
(9.13), pn(Pi(r)) = r" ", (Pi(1)), und daher aus (9.11),

2(P+7B,) Zﬂn ( : (9.14)

fiir alle » > 0. Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Steiner Formel, Satz 9.5,
tn (P +1By,) Z,u, Y™, (9.15)

so folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich. |
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10 Die kinematische Hauptformel

Im abschlieBenden Kapitel verwenden wir den Charakterisierungssatz von Hadwiger,
um kinematische Formeln auf dem Verband polykonvexer Mengen zu beweisen.

10.1 Der Beweis der kinematischen Hauptformel

Wir verwenden wieder £, zur Bezeichnung der Euklidischen Bewegungsgruppe im
R™. Da jede Bewegung als Zusammensetzung einer Translation und orthogonalen
Transformation geschrieben werden kann, erhalten wir ein invariantes Maf§ auf E,,
indem wir das Produkt des n-dimensionalen Lebesgue Mafles mit dem Haarschen
Wahrscheinlichkeitsmafl auf O(n) (welches durch Normierung aus dem invarianten
Mafl auf der Menge der Rahmen Mod(n) entsteht) verwenden. Wir schreiben dann
/ B, f(g) dg fiir die Integration einer messbaren Funktion f auf F, beziiglich dieses
invarianten Mafles.

Das zentrale Resultat dieses Abschnitts, die kinematische Hauptformel, wird uns
eine Verallgemeinerung des Satzes von Sylvester, Satz 7.4, ermoglichen, in der affine
Ebenen durch konvexe Korper ersetzt werden.

Satz 10.1 (Die kinematische Hauptformel) Fiir alle A, K € Polycon(n) gilt

n

/En po(ANgK)dg = {Z-L:|1/Li<z4)uni([(). (10.1)

=0

Beweis: Fiir A, K € Polycon(n) definieren wir

uO(A,K):/ o(ANgK)dg. (10.2)

n

Offenbar ist po(A, K) eine stetige Bewertung in jeder der Variablen K und A, wenn
die jeweils andere festgehalten wird. Weiters folgt fiir ¢’ € F,, aus der Invarianz der
Euler Charakteristik sowie des Haarschen Mafles

uo(g’A,K)Z/ uo(g’AﬂgK)dg=/ uo(Aﬂg"ng)dQZ/ to(ANgK)dyg.

n n n

Analog zeigt man fi9(A, ¢'K) = uo(A, K) fiir alle ¢’ € E,,. Da das Haarsche Ma auf
E,, auch invariant unter der Inversion g — ¢! ist, gilt auBerdem

/ Ho(AN gK) dg = / holg P AN K) dg = / Ho(9A N ) dg,

n

womit ug(A, K) = po(K, A). Zweimalige Anwendung des Charakterisierungssatzes
von Hadwiger, Satz 9.1, liefert nun Konstanten ¢;; € R mit ¢;; = ¢j;, sodass

po(AK) = cijpi( Ay (K.

i=0 j=0
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Zur Bestimmung der ¢;; seien aB, und 0B, die Kugeln mit Radien a,b > 0 im
R™ mit Mittelpunkt im Ursprung. Da ¢B, = B, fiir jedes ¢ € O(n) und wir das
Haarsche Wahrscheinlichkeitsma8l auf O(n) verwenden, erhalten wir einerseits

po(aBobB) = [ alaBungbB)dg = [ [ ol (008, + o) dvdo
O(n) Jrn

n

= / / po(aB, N (0B, +v))dvdp = | po(aB, N (B, +v))dv
O(n) n

Rn
n n . .
= 1, dv = b)Y w,, = wy, atb" .
/n(+b)B"U (a+b)"w w;<z)a
Andererseits ist
po(aBy, bB,) = Z cijpti(aBn)p;(bBy) = Z cija'V 11;(Bp) 11 (By).
4,j=0 4,j=0

Daraus folgt ¢;; = 0 fiir i 4+ j # n und

Wh, n n\ Wi, n] !
Cin—i = =1 . = 1.
7 i (B ptn—i(Bn) \ i t Wn t

nach Proposition 9.6. |

Bemerkungen:

(a) Das Integral ug(A, K) kann als das Mafl der Menge aller g € E,, interpretiert
werden, fiir die AN gK # (). Alternativ, kann ug(A, K) als das ,Mafi* aller zu
K kongruenten konvexen Korper angesehen werden, welche A schneiden.

(b) Sind A und C konvexe Korper der Dimension n mit C' O A, dann gibt der
Quotient
n n1—1
Juo(AngK)dg 3L, 7] mi(A)pn—i(K)
- n n -1
Jro(@gK)dg 570 [1]7 (O K)

i

die bedingte Wahrscheinlichkeit an, mit der eine feste konvexe Menge K, die
zufillig im R™ geworfen wird, sodass sie die Menge C' trifft, auch A treffen
wird. Dies ist die angekiindigte Verallgemeinerung des Satzes von Sylvester.

10.2 Allgemeine kinematische Formeln

Mit Hilfe der Formel von Hadwiger lassen sich nun auch noch analoge kinematische
Formeln fiir die weiteren inneren Volumina pug, ..., u, herleiten.

Satz 10.2 Fir alle A, K € Polycon(n) und 0 < k <n gilt

V[ et

n—

/ p(ANgK)dg ="

k
=0
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Beweis: Fiir A, K € Polycon(n) definieren wir

Ck(AvK):[E k(AN gK)dg.

Unter Verwendung der Formel von Hadwiger (9.5) und der kinematischen Haupt-
formel, erhalten wir

aar) = [ f Ho((AN gK) N V) dA:_ (V) dg
n J AGr(n,n—k)

= / /ﬂo (ANV)NgK)dgdA\: (V)
AGr(n,n—k) n

_ / . z” m (A OV ) () AN (V)

n—k

_ H i o(K) / o BNV (V)

_ 5 { B ’f} m N i (K )i n(A),

gro

3 s

=0
wobei die letzte Gleichheit aus der Formel von Crofton (9.6) folgt. n

Satz 10.2 und Hadwigers Charakterisierungssatz ermoglichen es nun kinematische
Formeln

/ AN gK)dyg

fiir beliebige stetige, invariante Bewertungen p auf Polycon(n) anzugeben.
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