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1 Einleitung

Diese Arbeit entstand im Rahmen eines Seminars, welches das Buch Finite Automata, Formal Logic and
Circuit Complexity von Howard Straubing (siehe [Straubing]) behandelt. Im vorliegenden Text wird das
Kapitel IX, Regular Languages and Circuit Complezity, dieses Buches ausgearbeitet. Darin werden die
algebraischen und automatentheoretischen Themen des ersten Teils des Buches mit den Fragen aus der
Schaltkreiskomplexitit in Kapitel VIII, Circuit Complexity, verbunden.

Dementsprechend setzen wir als Vorkenntnisse fiir das Lesen dieser Arbeit Grundkenntnisse in Logik,
Algebra und theoretischer Informatik voraus. Aufferdem erwarten wir, dass der Inhalt der Kapitel I-VIII
von Straubings Buch bekannt sind, insbesondere grundlegende Definitionen und Notationen. Nach Bedarf
werden wir diese sowie Sdtze aus den vorherigen Kapiteln im Text wiederholen. Einige Sprachen und

Klassen solcher, wie sie in Kapitel VIII vorgestellt werden, wiederholen wir gleich hier in der Einleitung.

Definition 1.1. Wir bezeichnen mit AC? die Klasse der Sprachen, welche von Familien {C),},>1 von

Schaltkreisen mit nur einem Outputgatter und folgenden Eigenschaften erkannt werden:
1. C, hat n Inputgatter,
2. konstante Tiefe,
3. polynomiell beschriankte Grofe.

Definition 1.2. Wir bezeichnen mit NC! die Klasse der Sprachen, welche von Familien {Cr}n>1 von

Schaltkreisen mit nur einem Outputgatter und folgenden Eigenschaften erkannt werden:
1. C},, hat n Inputgatter,
2. Jedes UND- und ODE R-Gatter hat fan-in 2,
3. Es gibt ein k£ > 0, so dass fiir alle n die Tiefe von C,, kleiner als k - log, n ist,
4. polynomiell beschriankte Grofe.

Definition 1.3. Seien L, L' € {0, 1}*. Wir bezeichnen L als AC°-reduzibel zu L' und schreiben L < 4¢0

L', wenn L von einer Familie von Schaltkreisen {C}, },,>1 mit folgenden Eigenschaften erkannt werden:
1. konstante Tiefe,
2. polynomiell beschrinkte Grofse,

3. bestehend aus NICHT-Gattern, sowie ODER-, UND- und L'-Gattern von unbeschrinktem fan-

.

Wir bezeichnen L als stark reduzibel zu L' und schreiben L <40,y L', wenn L von einer Familie

von Schaltkreisen {Cy},>1 mit folgenden Eigenschaften erkannt werden:
1. konstante Tiefe,
2. polynomiell beschrinkte Grofse,

3. bestehend aus NIC HT-Gattern, sowie ODER- und UN D-Gatter mit fan-in 2, sowie L'-Gattern.



Definition 1.4. Wir definieren folgende Sprache:
MOD, :={a1---ap: Zai =0 (mod ¢)},
i=1

Wir definieren folgende Klassen von Sprachen:

ACC(q) == {L C {0,1}" : L < 00 MOD,},
CC(q) :={LC{0,1}*: L <strong MODq}.

2 Formeln mit beliebigen numerischen Pradikaten

In den Kapiteln VI und VII wurden die regulidren Sprachen, welche durch Sitze aus reguldren numerischen
Priadikaten und Quantoren erster Stufe verschiedener Art beschrieben werden kdnnen, untersucht. Das
Resultat dieser Kapitel ist, dass diese Sprachen durch ihre syntaktischen Monoide und Morphismen
charakterisiert werden kdnnen. In diesem Abschnitt wird ergriindet, welche Sprachen wir durch logische
Séatze beschreiben kénnen, wenn wir nicht nur regulére, sondern beliebige numerische Priadikate zulassen.
Es zeigt sich, dass wir die so definierten Sprachen durch die Art der Schaltkreisfamilien charakterisieren
kénnen, welche die Sprachen erkennen. Somit wird ein Zusammenhang zwischen Schaltkreiskomplexitét
und Logik hergestellt, so wie im ersten Teil des Buches eine Verbindung zwischen Automatentheorie und
Logik gezeigt wurde.

Sei nun Q eine beliebige Klasse von Quantoren. Dann bezeichnen wir mit Q[N die Familie von
Sprachen in A*, welche durch geschlossene Formeln mit Quantoren aus Q definiert werden, wobei die
numerischen Pridikate keiner Beschriankung unterliegen. Dann gilt folgender Zusammenhang zwischen

logischen Formeln und Schaltkreisen:
Satz 2.1. Sei A ={0,1} und ¢ > 1. Dann gilt:

FO[N] = AC®,
MOD(g)IN] = CC(q),

und
(FO +MOD(q))[N] = ACC(q).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Inklusion von links nach rechts:
Sei nun L € FO[N]. Wir wollen den Satz, der L beschreibt, fiir jedes n > 0 in einen Schaltkreis C,, € AC°

umwandeln. Wir beginnen mit den dufiersten Quantoren und ersetzen:

Jzp(z) durch \/ (i),

i=1
Va¢(x) durch /H\QS(z),
i=1

und 39" z¢(z) durch |{i € {1,...,n} : ¢(i)}| = r (mod g).



Den letzten Ausdruck kénnen wir mit Hilfe eines M OD,-Gatters evaluieren, indem wir ¢ — r zusétzliche
Leitungen mit konstantem Wert 1 hinzufiigen. Somit gibt das Gatter genau dann 1 aus, wenn zusétzlich
r verschiedene ¢(i) gleich 1 sind.

Schlieflich erhalten wir Atomformeln der Form Qgi, Q¢ oder R(iy,...,i,). Wir erinnern daran, dass
fiir einen Buchstaben a € {0,1} der Ausdruck @),i von einem Wort genau dann erfiillt wird, wenn an
seiner i-ter Stelle der Buchstabe a steht. Der Ausdruck R ist ein numerisches Prédikatensymbol. Die
Formel Qi ersetzen wir durch ein Inputgatter der Form z;, und Qoi durch —z;. Die Formel R(iy, ..., i)
wird durch die Bool’sche Konstante 1 oder 0 ersetzt, je nach dem, ob die durch R definierte Relation
auf {1,...,n}* an der Stelle (i1, ...,4;) giiltig ist. Wir erhalten also einen Schaltkreis mit Gattern der
jeweils gewlinschten Art. Die Tiefe d des Schaltkreises ist von der Liange n des Inputs unabhangig, da
sie alleine vom Grad der Verschachtelung der Quantoren im urspriinglichen Satz abhéngt. Die Grofse des
Schaltkreises ist in Abhéingigkeit von seiner Tiefe und der Linge des Inputs gleich O(n?). Das heifit, der
Schaltkreis hat konstante Tiefe und polynomielle Grofe, sodass abhéngig von der Art der Quantoren im
urspriinglichen Satz L € AC°, ACC(q), oder CC(q) folgt.

Nun beweisen wir die Inklusion von rechts nach links: Dabei zeigen wir die Inklusionen aller drei Teile
des Satzes gleichzeitig. Sei L € AC°,CC/(q) oder in ACC(q). Folglich wird L von einer Schaltkreisfamilie
{Cr}n>0 mit polynomiell beschrankter Grofe, konstanter Tiefe und entsprechenden weiteren Eigenschaften
erkannt. Wir werden eine geschlossene Formel mit den vorgesehenen Quantoren konstruieren, die L bis
auf Strings der Linge < 2 beschreibt. Die Formel kann aber leicht auf solche Strings ausgeweitet werden.

Zuerst bringen wir die Schaltkreise C}, in eine Normalform, so dass jeder Pfad von einem Inputgatter
zum Outputgatter dieselbe Lange hat. Das erreichen wir dadurch, dass wir als erstes die C, in B&ume
umwandeln, indem wir die Gatter replizieren, von denen mehr als eine Ausgabeleitung wegfiihrt. Da die
C,, konstante Tiefe haben, bleibt durch diesen Vorgang ihre Grofie polynomiell beschrankt. Als néchsten
Schritt erweitern wir Pfade, die eine kiirzere Pfadldnge als der maximale Pfad von einem Inputgatter zum
Outputgatter haben, auf diese maximale Linge. Hierfiir fithren wir O DE R-Gatter mit nur einem Input
ein, bis die Pfade die maximale Lange erreicht haben. Auch nach diesem Schritt haben die Schaltkreise
C,, noch polynomiell beschriankte Grofe. Es gibt daher ein & > 0, sodass die Anzahl der Gatter in C,,
fir n > 2 durch n* nach oben beschrinkt ist. Wir konnen daher jedes Gatter durch ein k-Tupel in
{1,...,n}* kodieren.

Wir erinnern uns daran, dass eine m-dre numerische Relation jeder Zahl n > 0 eine m-&re Relation
auf {1,...,n} zuordnet, also die Menge an m-Tupeln in {1,...,n}™, fiir welche die Relation gilt.
Definieren wir nun unter Verwendung der eben eingefiihrten Kodierung der Gatter die Interpretationen

der numerischen Pridikate in unserer Formel.
INPUTL(r 1,5 7)

mit r,7; € {1,...,n} ist genau dann erfiillt, wenn das Tupel (r1,...,7) ein Inputgatter in C,, mit dem
Label z, kodiert.
INPUTO(r, 1, .., Tk)



gilt in analoger Weise genau dann, wenn (r1,...,7) ein Inputgatter in C,, mit dem Label -z, kodiert.

OUTPUT (r1,...,rk)

gilt genau dann, wenn (rq,...,7) das Outputgatter von C,, kodiert.
A(ry, ... ,Tk)
gilt genau dann, wenn (rq,...,7) ein UN D-Gatter in C,, kodiert. Analog werden auch die numerischen

Relationen O und M, fiir ODER- und M OD,-Gatter definiert. Auferdem gilt
PRED(r1,...,7k,81,---,Sk)

genau dann, wenn das Gatter mit dem Code (r1,...,rg) ein Vorgénger vom Gatter (sy,...,s) in Cy,
ist.

Fiir Schaltkreisfamilien in C'C(q) gilt im Gegensatz zu Familien in AC® oder ACC(q), dass sie keine
UND- und OD ER-Gatter von beliebigem fan-in haben. Sie besitzen nur UN D- und ODE R-Gatter von
fan-in 2, sowie NICHT- und ODE R-Gatter von fan-in 1, wobei letztere von der Umwandlung von C,,

in die Normalform stammen. Daher fithren wir fiir den Fall L € CC(q) noch folgende Relationen ein:

A2(T1, oy Thy STy e ey Sy 1y e vy bE),

O2(T1y ooy Thy STy vy Sk b1y, tr),

OL(T1, e Thy Sty -5 Sk)s

und N(71,...,7, 81, -+, Sk)-
Die erste dieser Relationen ist genau dann giiltig, wenn (71, ...,7) in Cy, ein UN D-Gatter von fan-in 2
kodiert, dessen Vorgianger durch (si1,...,sg) und (¢1,...,t;) angegeben werden, wobei wir hier implizit

eine Ordnung auf den Vorgédngern annehmen. Die anderen drei Relationen werden in analoger Weise fiir
OD E R-Gatter von fan-in 2, O D ER-Gatter von fan-in 1 und NIC HT-Gatter von fan-in 1 definiert.
Sei nun g ein Gatter von C,, mit Kodierung (r1,...,rt), sodass jeder Pfad von einem Inputgatter zu
g die Linge d hat. So ein g existiert aufgrund der Normalform von C,,. Es sei C), 4 der Teilschaltkreis,
welcher aus allen Gattern besteht, von denen ein Pfad zu g fiihrt. Sei weiters w eine {y1, ..., yx }-Struktur
der Liange n mit der Eigenschaft, dass y; im r;-ten Buchstaben von w vorkommt. Wir zeigen nun durch

Induktion, dass fiir jedes d > 0 eine Formel 14(y1, ..., yx) existiert, welche folgende Eigenschaft hat:

w =Ygy, - Yk)

genau dann, wenn C, 4 das Wort @ € {0,1}" akzeptiert, welches entsteht, wenn man die Variablen y;
von w entfernt.

Fiir den Induktionsanfang d = 0 besteht der Teilschaltkreis C}, ;, nur aus einem einzigen Inputgatter,



némlich z, oder —z,. In diesem Fall kénnen wir fiir L € AC° oder ACC(q) die Formel 1 als

1

3z \/ INPUTi(z,y1, ..., yx) A Qi2)
=0

definieren. Fiir L € CC(q) setzen wir 1y gleich

1
30Dz \/ INPUTi(z,y1, .., yx) A Qi2)-
i=0
Diese Formel erfiillt die Anforderungen, denn falls es ein r > 0 gibt, sodass ein Inputgatter mit Label z,
oder -z, durch (rq,...,7)) kodiert ist, dann gibt es genau ein solches.
Nun folgt der Induktionsschritt: Sei d > 0. Fiir den Fall L € ACC(q) definieren wir die Formel ¢4 als

[A(y1,---,yx) AV21 V2 (PRED(21, ...y 2ks Y1y - -y Yk) = Ya—1(21,- .., 2k))]
VIOWiy.--yyk) A2y -2 (PRED (21, ...y 2k, Y1y - - > Yk ) A Ug—1(21, -+, 28))]
v [MQ(y17"'7yk) /\El(q70)(217"'azk)(PRED(Zla"'7Zk7y17"'7yk) /\wdfl(zla"'azk))]‘

Hier bedeutet der Ausdruck
H(q’O) (Zl7 R ) Zk)¢7

dass ,,0mod ¢q k-Tupel an Positionen (21, ..., 2;) existieren, fiir die ¢ gilt “. Dieser Ausdruck ist dquivalent
zur folgenden Formel und somit in M OD(q)[N] induktiv definiert:

g—1
\/ /\ @D (29, ..., 2p1) AT 50,
fEF j=0

wobel F = {f : Zy — Zg : E?;éj - f(j) = 0}. Daher kénnen wir nach endlich vielen Iterationen den
urspriinglichen Ausdruck durch die iiblichen modularen Quantoren ausdriicken. Wir erkliren kurz diese
Aquivalenz: Ist die Formel 3@ (2, ..., 2,_1)3(@ /) 2, ¢ erfiillt, dann gibt es j mod ¢ (k — 1)-Tupel an
Positionen (z1, ..., 2,—1), fiir die wiederum f(j) mod ¢ Positionen zj existieren, so dass ¢ gilt - ¢ gilt also
fiir j - f(j) k-Tupel an Positionen. Gilt dies fiir alle j € {0,...,q— 1}, so ist ¢ fiir insgesamt Z?;é J-f(
k-Tupel an Positionen erfiillt. Somit folgt die Aquivalenz aus der Eigenschaft Z?;é j-f(j)=0von f.

Fiir den Fall L € AC° lassen wir einfach den letzen Teil der Formel 14 weg, welcher modulare Quantoren
enthélt. Analog lassen wir fiir L € C'C(q) die ersten beiden Teile weg und fligen stattdessen Formeln fiir
die Bool’schen Gates mit beschrinktem fan-in 1 oder 2 ein. Die Formel fiir ein U N D-Gatter mit fan-in

2 wiirde zum Beispiel folgendermafien aussehen:

a(q’l)(zla"'>Z2k)(A2(Zla"'722kay17"'7yk) /\wd—l(zb"'?Zk) /\Q/Jd_l(Zk+1,---,Z2k))-

Die anderen Formeln kénnen wir analog definieren.

Nun kénnen wir die Formeln ¢, verwenden, um die Sprache L zu definieren. Sei D die Tiefe von C,.



Dann ist L € ACC(q) oder AC? definiert durch die Formel

Yyi - Yyr(OUTPUT (y1, .-, yx) = YW1, -, Yk))-

Die Sprache L € CC(q) wird definiert durch

@D (g, Ly (OUTPUT (yy,s - - yi) AUD (W, - -5 Uk))-

Somit gilt L € FO[N], MOD(q)[N] bzw. (FO + MOD(q))[N].

3 Regulire Sprachen und nichtregulare numerische Pradikate

Im Abschnitt ITI.2 in [Straubing| werden numerische Prédikate, welche mit Relationen assoziiert werden,
die durch endliche Automaten beschrieben werden kénnen, als requldre Prddikate bezeichnet. Es kann
allerdings auch vorkommen, dass ein Satz, der nichtregulire Pridikate enthilt, dennoch eine regulire

Sprache beschreibt. Betrachten wir zum Beispiel

VaIy(ylz A Qauy),

wobei y|z wie {iblich ,y teilt 2 bedeutet. Dieses ist zwar kein regulires Pradikat, der Satz beschreibt
dennoch die regulédre Sprache aA*: Die Formel Jy(y|z A Q,y) muss auch fiir die erste Position erfiillt
sein, und somit muss a an der ersten Position vorkommen. Diese Sprache kénnten wir allerdings auch

durch regulédre Pradikate definieren:
VaTy(y < z A Qay).

Dies scheint ein allgemeines Phénomen zu sein und fiihrt uns zu der zentralen Vermutung dieses Texts:

Vermutung 3.1. Sei Q eine beliebige Klasse von Quantoren aus der Menge
{Fru{aen .0 <r<q}

Dann gilt
Q[N] N Reg(A) = Q[Reg].

Diese Vermutung besagt, dass wir nur numerische Pridikate bend&tigen, welche selbst von einem
endlichen Automaten erkannt werden, um eine reguldre Sprache durch eine geschlossene Formel zu
beschreiben. Wir werden spéter noch ausfiihren, dass diese Vermutung zu einigen anderen Behauptungen
in der Schaltkreistheorie dquivalent ist (siehe Satz 3.6). Somit wiirde ihr Beweis auch diese Probleme 16sen.
Grundsétzlich folgt aus dem Beweis dieser Vermutung, dass die Komplexitédtstheorie von Schaltkreisen
mit kleiner Tiefe eine Verallgemeinerung im Unendlichen der algebraisch-logischen Theorie endlicher
Automaten ist, welche in den Kapiteln V-VII ausgearbeitet wurde. Dieser Ubergang zum unendlichen
Fall erhilt einen groften Teil der Struktur der endlichen Theorie.

Sei FFO[Reg| die Familie der Sprachen in A*, welche durch Sitze mit Quantoren erster Stufe mit

reguldren numerischen Pridikaten beschrieben werden. Es sei weiters Reg(A) die Familie der reguldren



Sprachen in A*. Wir beweisen nun einen Spezialfall der zentralen Vermutung 3.1 fiir Q = FO:
Satz 3.2. FO[N]|N Reg(A) = FO|[Reg].
Fiir den Beweis dieses Satzes wollen wir uns noch die Aussage von Satz VIII1.2.3 in Erinnerung rufen:

Lemma 3.3. Sei p eine Primzahl und q > 1 eine Zahl, welche einen Primfaktor ungleich p hat. Dann
gilt MOD, ¢ ACC(p*) fiir alle k > 0.

Beweis von Satz 3.2. Die Inklusion von rechts nach links ist trivial. Die andere Richtung beweisen wir,
indem wir einige der bisherigen Resultate {iber Schaltkreise verwenden. Diese konnen allerdings nur

Eingaben in bindrer Schreibweise annehmen.

Zuerst iibersetzen wir daher die Buchstaben aus unserem beliebigen endlichen Alphabet A in Bin&r-
schreibweise. Dafiir kodieren wir jeden Buchstaben a € A durch einen String a(a), der die Linge
m = [log, |A|] hat. Diese Kodierung liefert uns einen injektiven Homomorphismus a : A* — {0,1}*.
Folglich ist fiir jede regulédre Sprache L auch ihr Bild a(L) regulédr. Ebenso kann eine geschlossene Formel
aus FO[N], die L definiert, leicht in eine geschlossene Formel iibersetzt werden, die a(L) beschreibt. Somit
gilt fiir die kodierte Sprache a(L), dass aus L € FO[N]NReg(A) auch a(L) € FO[N]NReg({0,1}) folgt.
Da die Sprache a(L) aus dem Alphabet {0, 1} konstruiert ist, konnen wir Satz 2.1 darauf anwenden. Aus
a(L) € FO[N] schliefen wir daher, dass a(L) in AC? liegt.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir eine Sprache L € FO[N] N Reg(A) gilt, dass L € FO[Reg] ist. Dafiir
verwenden wir Satz VI.4.1. Dieses besagt, dass eine regulire Sprache K genau dann in F'O[Reg] liegt,
wenn ihr syntaktischer Morphismus nx quasi-aperiodisch ist. Wir miissen daher zeigen, dass n(A")
fiir alle » > 0 nur triviale Gruppen enthélt. Angenommen es existiert ein » > 0, sodass 7 (A") eine
nichttriviale Gruppe enthilt. Diese enthélt ein Element g # 1 und somit die nichttriviale zyklische
Gruppe (g) =: G der Groke ¢ > 0. Wir werden zeigen, dass die Existenz einer solchen Gruppe in
nr,(A") impliziert, dass MOD, <sirong (L) gilt. Allerdings folgt dann aus den obigen Ausfiihrungen,
dass a(L) € AC® und somit MOD, € ACP. Somit ist auch MOD,; <4co MOD, fiir p prim und
q # p" fiir ein n € N und daher MOD, € ACC(p*). Dies widerspricht jedoch Lemma 3.3, nach welchem
MOD, ¢ ACC(p*), wenn ¢ keine Potenz von p ist.

Wir betrachten den syntaktischen Morphismus 7: Nach dessen Definition kennen wir fiir ein Wort
w € A* den Wert von nr(w) genau dann, wenn wir fiir alle Paare (u,v) von Worten in A* wissen, ob
uwv in L liegt. Die Sprache u™'Lv™! = {z € A* : uzv € L} wird durch eine Abwandlung des minimalen
Automaten von L erkannt, bei der wir den Anfangszustand i durch i - u ersetzen, und die Menge F' der
Endzusténde durch {q : ¢-v € F}. Die Sprache L ist reguldr, somit ist der minimale Automat von L
endlich. Das heifit, es gibt nur endlich viele Sprachen der Form «~!'Lv~! mit u,v € A*. Folglich kénnen
wir t Wortpaare (u1,v1),- .., (ug, v;) auswéhlen, sodass der Wert von 7y, (w) durch die Antworten auf die
t Fragen

w;wv; € L7

fiir i € {1,...,t} festgelegt wird.



Seien nun wg, w1 € A", sodass 7 (wg) = lg und nr(wy) ein erzeugendes Element von G ist. Wir
konstruieren nun einen Schaltkreis, der bei Eingabe by - - - b, € {0,1}" die Représentation von a(ws, ) ... a(wp,)
ausgibt. Diese hat Liange nmr, wobei der Faktor n von der Grofe der Eingabe, m von der Kodierung
a, und r von der Linge der wp, kommt. Dieser Représentant wird mit den Elementen a(u;) und
a(v;) verkniipft, sodass wir fiir i = 1,...,¢ Strings der Form a(u;)a(wsp,) - a(ws, )a(v;) der Linge
m(|u;| + |vi| + rn) erhalten. Diese ¢ Elemente werden jeweils in ein a(L)-Gatter eingespeist, sodass wir
einen Vektor s € {0,1}! mit folgender Eigenschaft erhalten: Fiir diesen gilt s; = 1 genau dann, wenn
w;wy, - --wy, v; € L - er gibt also die eindeutige Kodierung des Werts von ny, (ws, - - - ws, ) aus. Wir speisen
die ¢ Komponenten des Vektors s in einen Bool’schen Schaltkreis konstanter Grofe, der genau dann 1
ausgibt, wenn ny, (wy, - - - wp,, ) gleich der Identitédt von G ist. Die Gruppe G hat genau ¢ Elemente, somit
folgt MOD; <strong a(L) und wir erhalten den erwiinschten Widerspruch. O

Dieses Argument kann auch auf Formeln mit modularen Quantoren ausgeweitet werden, solange wir

den Modul auf Primpotenzen beschrinken.

Satz 3.4. Seip prim und k > 0. Dann gilt
(FO + MOD(p"))IN]N Reg(A) = (FO + MOD(p"))[Reg],

und
MOD(p*)INTN Reg(A) = MOD(p*)[Reg.

Fiir den Beweis dieses Satzes verwenden wir folgendes Lemma, welches sich in [Straubing] als Satz
IX.1.5 mitsamt Beweis auf S. 159f. befindet:

Lemma 3.5. Sei K eine requldre Sprache, sodass ihr syntaktisches Monoid M (K) nicht auflosbar ist.
Dann gilt fir alle Sprachen L € NC*, dass L <strong K.

Nun beweisen wir den ersten Teil von Satz 3.4. Fiir den zweiten Teil, der auf dhnliche Art bewiesen

wird, verweisen wir auf [Straubing] S. 168.

Beweis von Satz 3.4, 1. Teil. Die Inklusion von rechts nach links ist wieder trivial. Fiir die andere Richtung

betrachten wir eine Sprache
L e (FO+ MOD(q))[N]N Reg(A),

wobei g = p* eine Primpotenz sei. Wir verwenden wie im Beweis von Satz 3.2 eine Kodierung « : A* —
{0,1}* und folgern analog, dass

a(L) € (FO + MOD(q))[N] N Reg({0,1})

liegt.

Nach Satz 2.1 folgt daraus a(L) € ACC(q). Wir verwenden nun Satz VII.4.1, welcher besagt, dass eine
reguliire Sprache L dann in (FO + MOD(p*))[Reg] liegt, wenn fiir alle r > 0 alle Gruppen in 7z (A")
auflésbar sind und als Ordnung eine Potenz von p hat.

Ist M (L) auflésbar, so auch all seine Untergruppen, und somit auch alle Gruppen in 7y, (A”™). Angenommen
M (L) ist nicht auflésbar. Aus Lemma 3.5 folgt, dass fiir alle Sprachen K € NC', K <gtrong (L) gilt.
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Daraus folgt, dass NC' C ACC(q) und folglich NC!' = ACC(q) ist, was Lemma 3.3 widerspricht.
Folglich sind fiir alle » > 0 alle Gruppen in 7 (A") auflosbar.

Nehmen wir an, dass es ein 7 > 0 gibt, sodass i, (A") eine Gruppe enthilt, deren Ordnung ¢ nicht eine
Potenz von p ist. Durch ein Argument dhnlich dem im Beweis von Satz 3.2 kénnen wir dann zeigen,
dass MOD,; < «a(L) ist. Daraus folgern wir, dass MOD,; € ACC(q) liegt, was wiederum Lemma 3.3
widerspricht. O

Ob die Aussagen aus Satz 3.4 auch gelten, wenn wir einen beliebigen Modul zulassen, ist noch ungelGst.
Diese offene Frage ist dquivalent zu den Vermutungen iiber CC(q) und ACC(q) in Kapitel VIII:

Satz 3.6. Seiq > 0.
1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Vermutung VIII.2.6: Seien p,q > 1. Wenn q einen Primfaktor hat, der p nicht teilt, dann
gilt MOD, ¢ ACC(p).

(b) (FO+ MOD(q))[N]N Reg(A) = (FO + MOD(q))[Rey]
2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Vermutung VIII.2.6
und Vermutung VIII.2.11: 1* ¢ CC.

(b) MOD(q)[N]N Reg(A) = MOD(q)[Reg]

4 Weitere Spezialfille der zentralen Vermutung

Die Hauptvermutung 3.1 wurde schon in einer Vielzahl an Spezialfillen bewiesen, wobei in der Beweis-
methode auf komplexititstheoretische untere Schranken zuriickgegriffen wurde, wie wir es im Satz 3.2 im
vorhergehenden Abschnitt gesehen haben. Das wirft die Frage auf, ob diese Vermutung nicht iiber einen
direkteren Weg bewiesen werden kann, der die Eigenschaften endlicher Automaten anstatt asymptotische
untere Schranken fiir Schaltkreise verwendet. Tatséchlich ist es in einigen Spezialfillen der Vermutung
gelungen, diese durch kombinatorisch-algebraische Methoden zu beweisen. Bei diesen Fillen ist entweder
die Struktur der Quantoren oder die der numerischen Pradikate besonders einfach.

Ein solcher Spezialfall ist der jener Sprachen in A*, welche durch geschlossene Formeln in ¥,[C]
beschrieben werden, wobei C eine beliebige Klasse numerischer Prédikate sei. Wir erinnern an dieser
Stelle an die Definition von Xg-Formeln: eine Formel ¢ in Pridikatenlogik erster Stufe ist eine Y-
Formel, wenn in ihrer Prifixform zu Beginn k& maximale homogene Blocke von Quantoren stehen, und

der Block links auflen aus Existenzquantoren besteht.
Satz 4.1. X;[N]N Reg(A) = X;[Reg].

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Straubing] S. 170ff. Dieser Satz scheint nicht direkt
aus Satz 3.2 oder der Hauptvermutung 3.1 zu folgen, da diese keine Aussage dariiber treffen, wie sich
die Komplexitéit der Quantoren verdndert, wenn wir von beliebigen zu reguldren numerischen Pridikaten
ibergehen. H. Straubing vermutet, dass fiir geschlossene Formeln erster Stufe die Komplexitit bei diesem
Ubergang immer erhalten bleibt und stellt folgende Behauptung auf:
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Vermutung 4.2. X;[N]N Reg(A) = X¢[Reg] fir alle k > 0.

Ein weiterer Spezialfall der zentralen Vermutung 3.1 kann bewiesen werden, indem man die zugelassenen
numerischen Pridikate einschrénkt. Sei M die Klasse der numerischen Pridikate, welche aus der Ordnung
< und beliebigen monadischen (also unéren) Priadikaten besteht. Wir bezeichnen mit FO[M)] die Klasse
jener Sprachen, welche durch geschlossene Formeln erster Stufe mit numerischen Pridikaten aus M
beschrieben werden. Analog definieren wir (FO + MOD(q))[M] und MOD(q)[M].

Satz 4.3. Sei q > 0. Dann gilt Folgendes:

1. (FO + MOD(q))M]N Reg(A) = (FO + MOD(q))[Reg].

2. MOD(q)[M]N Reg(A) C MOD(q)[Reg].

Das bedeutet, dass die reguldren Sprachen in (FO+MOD(q))[M] und M OD(q)[M] unter ausschlieklicher
Verwendung von reguliren numerischen Pradikaten definiert werden konnen. Der Beweis erfordert einige
zusitzliche algebraische Resultate und kann in [Straubing] S. 172-176 nachgelesen werden.
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