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1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Diese Seminararbeit beruht zu groflen Teilen auf dem Buch Models of Peano Arithmetik von
Richard Kaye [2] und diskutiert vor allem die Resultate aus Kapitel 10. Es wird gezeigt, dass die
Untertheorien 1Y, und BY,, von PA (Peano Arithmetik) eine Hierarchie bilden. Daraus kann
unter anderem gefolgert werden, dass PA nicht endlich axiomatisierbar ist. Diverse grundlegende
Begrifflichkeiten und Definitionen der Pradikatenlogik und der Modelltheorie werden fiir den
folgenden Text vorausgesetzt, diese werden in den meisten Fachbiichern fiir Pridikatenlogik erster
Stufe und/oder Modelltheorie, wie zum Beispiel in [1] oder [2, Kapitel 0], eingefiihrt. In folgenden
Unterkapiteln werden die wichtigsten Definitionen und Notationen, die dariiber hinausgehen,
angefiihrt. Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung sei an dieser Stelle auf Kapitel 1-5, 7 und 9 von [2]
verwiesen.

1.1 Vorbemerkungen

Die Sprache der Arithmetik £, ist jene Sprache erster Ordnung welche, abgesehen von den
logischen Symbolen —, 3 und V, aus den Konstantensymbolen 0 und 1, dem binéren Relationssymbol
< und den bindren Funktionssymbolen + und - besteht.

L-Strukturen (auch: £-Modelle) fiir eine gegebene Sprache erster Ordnung £ werden mit
M, N, R bezeichnet. Da wir uns stets mit £ 4-Strukturen beschéftigen nennen wir diese fortan
schlichtweg Modelle (oder Strukturen), auler es ist explizit von einer bestimmten Sprache die Rede.
Auflerdem werden wir nicht strikt zwischen einem Modell 9, also einer nicht-leeren Grundmenge
(Universum) M und der zugehorigen Interpretation I, und dem Universum des Modells M selbst
unterschieden und notieren daher beide mit M. Aus dem Kontext ist meist klar, welches Objekt
gemeint ist

Unterstrukturen (auch: Untermodelle) M von einem weiteren Modell N in derselben Spra-
che sind Modelle deren Grundmenge von M eine Teilmenge von N ist, die alle Konstanten von
N enthilt und abgeschlossen beziiglich der Funktionen von (dem Modell) N ist. Auerdem sollen
alle nicht-logischen Symbole in der zugrundeliegenden Sprache entsprechend der Einschrinkung
der Interpretation von I des Modells NV auf M interpretiert werden. Dieser Zusammenhang wird
mit M C N notiert - es ist meist aus dem Kontext klar wann die Teilmengenrelation zwischen den
Universen der Modelle oder die Unterstrukturrelation gemeint ist.

Vereinfachte Notationen werden dariiber hinaus fiir endliche Folgen von Elementen eines
Modells (also seiner Grundmenge) mit @,b,¢, ... bezeichnen. Mit @ € M meinen wir dann a =
(ai,...,a;) € M'. Analog notieren wir endliche Folgen von Variablen mit Z,7, Z, ... und schreiben
statt Jx13xo ... Jxy(...) einfach 3Z(...). Selbige Notation gilt auch fiir den Allquantor. AuBerdem
werden wir die Notation fiir die Giiltigkeit einer Formel unter einer bestimmten Variablenbelegung
b missbrauchlich verwenden. Wir schreiben fiir eine Formel ¢(Z), dass M F ¢(a) fiir ein a € M
gilt, wenn wir meinen, dass eine Belegung b (nimlich jene Belegung die Z auf a abbildet) gibt,
sodass M E ¢(Z)[b] - also das Modell die Formel ¢(Z) unter der Belegung b erfiillt. Wir fithren nun
folgende Abkiirzungen fiir die beschrinkte Quantifikation von Formeln ein. Sei ¢ ein Term in der
Sprache £, dann sind dz < ¢(...) und Vz < ¢(...) Abkiirzungen fiir die Formeln Jz(x < tA...) und
Va(x <t — ...). Analog verwenden wir die Abkiirzungen in denen z < ¢ mit « < ¢ ersetzt wird,
wobei z < y wiederum eine Abkiirzung fiir die Formel x < y V = y darstellt.

1.2 Definitionen

Standard- und Nichtstandardmodelle werden folgendermaflen unterschieden. Als Standard-
modelle werden in diesem Text jene Modelle bezeichnet, die isomorph zu dem Modell der natiirlichen
Zahlen sind. Dieses Modell wird oft als das Standardmodell bezeichnet und ist jenes Modell in
der Sprache L4, dessen Universum die Menge aller natiirlichen Zahlen umfasst und die iibliche
Interpretation von Konstanten, Funktionen und Relationen besitzt. Nicht-isomorphe Modelle zu N
werden als Nichtstandardmodelle bezeichnet. Von besonderem Interesse im Zusammenhang solcher
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Modelle ist das formale System der Peano Arithmetik PA. Dieses System besteht aus den Axiomen
der Basistheorie PA™ gegeben in [2, Kapitel 2] und den Induktionsaxiomen I,¢ (oder nur I wenn
klar ersichtlich ist welche Variable die Induktionsvariable ist) gegeben durch

Vy(p(0,9) AVa(p(z,9) = ¢z + 1,9)) = Vep(z, 7)) (1)

fiir £4-Formeln o(z, 7). Fir eine Menge von £ 4-Formeln T" ist IT' die Menge aller I mit ¢ € T
Ein weiteres wichtiges Axiomenschema ist das Prinzip der kleinsten Zahl (engl. least-number
principle), diese Formeln Ly sind gegeben durch

Vy(Jrp(z,y) = 3z(p(2,9) AVw < z29(w, 7)) (2)

fiir £4-Formeln ¢(z,y). Analog wie zuvor ist LT definiert.
Wir fiithren des Weiteren die sogenannten Sammlungsaxiome ein. Diese sind gegeben durch Formeln
By, diese sind definiert durch

VzZ, t(Ve < tIge(x, §,Z2) — IsVa < t35 < sp(x,§, 2)) (3)

fiir £4-Formeln ¢(z,7). Analog wie zuvor ist BT definiert.

Arithmetische Hierarchie. Die Menge aller £4-Formeln in denen alle Quantoren beschrankt
sind wird mit Ag = IIg = ¥ bezeichnet. Fiir alle n > 1 ist X,, definiert als die Menge aller Formeln
der Form 3z60(Z,y) mit 6(z,y) € II,,_1. Analog ist II,, definiert als die Menge aller Formeln der
Form Vz0(Z,y) mit 0(Z,y) € £,,—1. Wir erlauben in diesen Definitionen auch, dass ein Block von
Quantoren leer sein darf. Damit folgt sofort II,, UX,, C ¥, 11 NI, 11 = A, 41. Wir unterscheiden nun
zwischen strikter und nicht strikter Elementschaft von Formeln im Bezug auf die obigen Formelmen-
gen. Eine Formel liegt strikt in einer dieser Mengen wenn sie syntaktisch mit einer Formel wie oben
beschrieben iibereinstimmt. Gegebene eine Theorie T', dann liegt eine Formel ¢(&) nicht strikt in X,
oder II,,, wenn es eine Formel v(Z) die strikt in ¥,, respektive II,, liegt und T+ Va(p(a) < ¢(a)).
Es ist leicht zu zeigen, dass fiir alle n > 0 die Mengen X,, und II,, abgeschlossen unter A und V,
jedoch nicht gegeniiber — sind. Fiir eine Formel 0(Z) € %,, gilt —0(Z) € II,,, sowie fiir eine Formel
¥(z) € I, ¢(Z) € X&), gilt. Damit ist A,, abgeschlossen unter —. Insgesamt ergibt sich durch diese
Eigenschaften der obigen Formelmengen ein Hierarchie wie sie in [2, Abbildung 4] veranschaulicht ist.

In Kapitel 7 von [2] werden die Beziehungen zwischen I%,,, LY, BY,, IIL, LI, und BII,
diskutiert, der folgende Satz fasst die Beziehungen, die fiir diesen Text relevant sind zusammen. Im
wesentlich beschiftigt sich Kapitel 10 von [2] damit, zu zeigen, dass die vertikalen Riickrichtungen
des folgenden Satzes nicht gelten. Also, dass die genannten Untertheorien von PA eine Hierarchie
bilden.

Satz 1.1. Sein >0, es gilt

IZnJrl
4
BY,41 < BII,

i3
IS, < I, < LY, < LI, .

Eine sehr zentrale Definition, die in viele Resultate eingehen wird, weil sie den Zusammenhang
der Erfiillbarkeit von Formeln und Theorien in unterschiedlichen Unterstrukturen beschreibt, ist
die folgende.

Definition 1.2 (Elementare Unterstrukturen). Wir bezeichnen ein Modell M als elementare
Unterstruktur eines Modells N in der selben Sprache £, M < N, wenn M C N und

(M E0(a) < N E0(a), firalleaec M (4)

fiir alle Formeln 6(Z) in der gegebenen Sprache £. Analog sei fiir eine Formelmenge I" das Modell
M eine I'-elementare Unterstruktur von N, M <p N, wenn M C N und (4) fiir alle Formeln (%)
aus I' gilt.
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Satz 1.3 (Tarski-Vaught Test). Seien M C N Modelle der selben Sprache L, dann gilt M < N
genau dann, wenn

N E Jyp(a,y) = 3b € M, sodass N E p(a,b), fir alleae M
fiir alle L-Formeln o(Z,y).
Beweis. Per Induktion iiber die Formelkomplexitéat. ]
Bemerkung 1.4. Dieses Kriterium ist ein sehr niitzliches Hilfsmittel, um zu zeigen, dass Modelle

elementare Unterstrukturen voneinander sind. Es zeigt, dass es reicht die Erfiillbarkeit von Formeln
im Modell N zu priifen, nicht aber in M.

Definition 1.5 (Anfangssegmente). Seien M und N L 4-Strukturen und M C N, dann ist M ein
Anfangssegment von N, M C, N, wenn

NEy<z=yeM
fiir alle x € M und alle y € N. M heifit echtes Anfangssegment, wenn M # N.

1.3 Weitere wichtige Konzepte

Die Paarungsfunktion (engl. pairing function) ermdglicht es ein Tupel von Zahlen mit einer
einzigen Zahl eindeutig zu kodieren. Zu diesem Zweck wird in [2, Kapitel 5.1] die folgende Bijektion
angegeben

z+y)lze+y+1
(2,9) = (= +y)( d )
Die Wahl einer solchen Funktion ist nicht eindeutig, spielt aber fiir die Resultate in dieser Arbeit
nur eine untergeordnete Rolle. Die Paarungsfunktion kann auf n-Tupel verallgemeinert werden,
indem wir

+y

(X1, T, . xn) = (@1, (T2, ..., Tp))

definieren. Zusétzlich fithren wir die Funktion (x), mit

@ = (s n7I)

ein, wobei a und m eindeutige Zahlen sind mit « = (a,m) und die Formel (z), = z ist A¢ ist. Fiir
weitere Eigenschaften sei wieder auf [2, Kapitel 5.1] verwiesen.

Die Kodierungen von Folgen inklusive ihrer Linge erweist sich als weiteres wesentliches
Hilfsmittel. Dabei soll die Linge der Folge in der Kodierung gespeichert werden. Sei (z)o =
in PA dquivalent zu der Formel len(xz) = y, wobei len(z) als Linge der von = kodierten Folge

aufgefasst werden kann. Fiir eine beliebige Folge & = (¢, ..., ®,) existiert eine eindeutige Zahl
[0, ..., Tn—1] = z € N, ndmlich die kleinste Zahl, die diese Folge kodiert und len(z) = n erfiillt.
Die Formel [z, ...,z —1] = 2z ist Ag. Fiir eine genauere Diskussion sei wieder auf [2, Kapitel 9.1]
verwiesen.

Godel Nummerierung. In Kapitel 9.2 von [2] wird die sogenannte Gédel Nummerierung ein-
gefithrt. Dabei wird jeder Formel o in der Sprache der Arithmetik £4 eine eindeutige natiirliche
Zahl [o]zugeordnet.

3 ,-vollstandige und II,,-vollstindige Formeln werden mit den obigen Werkzeugen als For-
meln definiert, welche die Menge

Sr ={(0(v),a)|0(vo, ..., vp—1) €T und NE 8((a)1,...,(a)n)},

fir ' = ¥, oder I' = II,, in N definieren. Diese Formeln werden mit Sats, (z,y) respektive
Satn, (z,y) bezeichnet und im Zuge von Kapitel 9 in [2] definiert. Fiir die vorliegende Arbeit ist
wesentlich, dass fiir diese Formeln

PA FVa(e((a)1,...,(a)s) < Satr([e(vo, ..., vn-1)],a)
gilt mit I' = ¥, oder I = II,,. Weiters liegen diese Formeln in ¥, respektive II,,.
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1.4 Awussagen iiber Sammlungsaxiome

Wir notieren die Theorie
PA™ + {Byp|y ist eine L 4-Formel}

mit Coll und deren Untertheorien
PA™ + {By|y ist eine %,,-Formel}

mit Coll,,. Das folgende Resultat aus Kapitel 7 in [2] besagt, dass ¥,, und II,, in Coll,, abgeschlossen
unter beschrénkter Quantifikation sind.

Satz 1.6. Secien n € N, 6(z,g) € T und t(y) ein Lo Term. Dann gilt fir T' = X, dass Vo <
t(y)0(z,7) in L, (Colly) und fir I' =11, dass Jz < t(g)0(x,g) in X, (Colly).

Beweis. Siehe [2, Proposition 7.1]. ]
Im Zusammenhang mit den Hauptresultaten dieser Arbeit sei noch folgender Satz angefiihrt.

Satz 1.7. Sein > 1, dann gilt 1%, F CollX,,. Damit folgt insbesondere PA + Coll.

Beweis. Siehe [2, Proposition 7.2]. ]

2 Y,-definierbare Elemente

Definition 2.1. Sei M E PA~, A C M und n > 1. Die Unterstruktur K™ (M; A) C M ist gegeben
durch die Menge aller b € M, sodass

M E0(b,a) ANVz(0(z,a) =z =) (5)

fiir eine Formel 0(z,§) € ,, und ein @ € A. Des Weiteren bezeichnen wir die Elemente b € K™(M; A)
als X, -definierbare Elemente in M {iber A. K™(M;() und K™(M;{a}) notieren wir meist mit
K™(M) respektive K™ (M;a).

Wir konnen an dieser Stelle zeigen, dass es sich bei K™(M; A) tatséichlich um eine Unterstruktur
von M handelt. Sei hierfiir b,d € K™(M; A), die durch die Formeln n(x1,a) respektive &(xa,¢)
definiert sind, also n(z1,91),£(z2,9y2) € ¥, und n > 1. Das Element b 4+ ¢ kann nun durch die
Y ,,-Formel

A1, zo((x1,8) ANE(22,C) N = 21 + T2)
definiert werden. Damit gilt b+d € K™(M; A), also ist K™(M; A) abgeschlossen unter der Funktion

+. Analog kann auch gezeigt werden, dass K" (M;A) abgeschlossen beziiglich - ist. Damit ist
K™(M; A) eine Unterstruktur von M.

Als Vorbereitung fiir unser erstes Resultat in diesem Kapitel beweisen wir zunéchst eine verénderte
Variante des Tarski-Vaught Tests (Satz 1.3) fiir elementare Unterstrukturen.

Satz 2.2 (Tarski-Vaught Test fiir ¥,,-elementaren Unterstrukturen). Seien M C N L 4-Strukturen.
Es gilt M <s,, N genau dann, wenn

1. M <A, N

2. Fir jede L a-Formel ¢(Z,y) und jedes a € M gilt, dass aus 3x¢(z,a) in %y, und N F 33(Z, a)
auch folgt, dass ein b € M existiert, sodass N E (b, a).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass M <s, N gilt. Da Ag C 3, folgt daraus unmittelbar
M <A, N. AuBerdem, wenn 37¢(Z,a) in X, liegt und N F 379(7,a) gilt, folgt auch, dass
M E 3z¢(Z, a). Das heifit, es gibt ein b € M, sodass M E ¢(b,a). Da M C N gilt auch N E ¢ (b, a).

Fiir die andere Richtung sei n > 1, fiir n = 0 bleibt nichts zu zeigen. Sei zunéchst 1 (Z,a) € Ay.
Damit folgt aus N F 37¢(z,a), dass es ein b € M gibt, sodass N F ¢(b,a). Da M <, N gilt,
folgt damit auch M E ¢ (b, a) und daraus wiederum M F 3z (Z, a). Sei nun M E 3z (F,a), dann
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folgt ebenfalls, dass es ein b € M gibt, sodass M F ¢(b,a) und damit auch N F ¢(b,a), also
N E 3zy(z,a). Wir haben gezeigt, dass M <yx, N gilt. Damit folgt aber auch M <y, N, denn

ME—(Z) e MEY(T) = MEYE) < NE-9(T).

In analoger Weise kénnen wir aus M <y, , N auch M <y, N fiir n > k > 1 zeigen. Damit kann
man wie oben gezeigt, M <y, N folgern. Der Beweis kann iterativ fortgesetzt werden bis wir
M <y, N erhalten. ]

Bemerkung 2.3. Aus M <y, N folgt auch
ME—)(Z) & MFEp(z) & NFEYT) & NE ()

fiir alle ¥,, Formeln 9(Z). Da A abgeschlossen unter der Negation — ist folgt daher auch M <, N.

Der folgende Satz wird sich als hilfreiches Resultat fiir alle weiteren Sétze in diesem Kapitel
herausstellen.

Satz 2.4. Sei ACME IS, 1 undn >k >1. Dann gilt A C K"(M;A) <s, M.

Beweis. Wir zeigen zuniichst K™(M; A) <a, M. Sei ¥(z) eine Ag-Formel und b € K™(M; A). Aus
K™(M; A) E 4(b) folgt unmittelbar M & 1(b), da K™(M; A) eine Unterstruktur von M ist. Sei nun
3z < t(y)¢(x,y) eine Ag-Formel, sodass M F Iz < t(b)h(x,b) fiir ein b € K™(M; A). Da M F 1A,
und IAg F LA, folgt aus dem Prinzip der kleinsten Zahl, dass es einen kleinsten Zeugen ¢ € M
gibt der diese Formel erfiillt, also

M E ¢ < t(b) Ap(e,b) AVzz < c A (t(b) < xV —p(z,b))].

Diese Formel ist ebenfalls Ay und definiert ¢, also ist ¢ € K™(M; A). Damit folgt K™(M; A) F Jz <
t(b)y(z,b).

Fiir jedes a € A ist x = a eine Ag-Formel, daher auch eine X,,-Formel, die dieses Element definiert.
Es folgt also A C K™(M; A). Die verallgemeinerte Paarungsfunktion (z1,...,z;) mit [ > 2 ist eine
Bijektion zwischen M! und M und hat einen Ag Graph ((x1,...,7;) = y ist eine Ag-Formel) in
allen Modellen M E IAq. Seien nun z,§ € M mit = (y1,...,y) € K™(M; A). Das bedeutet es
gibt eine 3, -Formel ((z,a), die z mit @ € A definiert. Die Formel

Hxayla"'7yi717yi+17"'7yl(c(x7a) Nx = <y15"'7yl>)

ist ebenfalls in ¥,, und definiert damit y;. Es gilt also auch y; € K™(M; A) fiir alle ¢« < n. Um nun
zu zeigen, dass K™(M; A) <y, M, reicht es mit Hilfe des Tarski-Vaught Tests fiir ¥, -elementare
Unterstrukturen (Theorem 2.2) zu zeigen, dass aus b € K" (M; A) und ¢(z,b) € Iy

M & Jzp(z,b) = Ic € K™(M; A), sodass M F ¢(c,b)

folgt. Wobei wir die verallgemeinerte Paarungsfunktion (y) verwenden, um eine II;_1-Formel 6(Z, b)
mit einer dquivalenten Formel ¢(x,b), gegeben durch

vy < x(x = (g) = 0(7,b)),

zu ersetzen. Angenommen b = (by,...,b) € K"(M;A) und ¢(z,b) € II;_1. Es gelte auBBerdem,
dass M F 3zp(z,b) und die b;’s seien definiert durch die %,,-Formeln 7;(v;, @) mit a € A.

Laut Voraussetzung gilt M F I¥,_; und da I¥,_1 - LIIx_; (Satz 1.1) folgt aus dem Prinzip der
kleinsten Zahl fiir ¢(x,b), dass

M E z[p(z,b) AVu < z=p(u, b)].

Fiir k = 1 ist Yu < 2= (u,b) eine Ag-Formel. Fiir k > 2 folgt aus Satz 1.7, dass IX, 1 = BYg_1.
Da —p(u, b) eine Xi_1-Formel ist, folgt mit Satz 1.4, dass Vu < z—p(u, b) dquivalent in M zu einer
Yk—1 Formel ist. Insgesamt gilt also

M E Az3vy, ..., /\ n(vi,a) A p(z,0) AVu < z—p(u, b)
i=1
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Die Formel in den eckigen Klammern ist eine Konjunktion von ¥,,-,II;_1- und ¥ _1-Formeln und
ist daher eine X,,-Formel. Seien v,z € M Zeugen dieser Formel, so folgt v; = b; fiir alle 4. Damit
definiert die Formel
l
Fv,..., /\ n(vi,a) A ¢(z,0) AVu < z=p(u, b)
i=1
das eindeutige Element z und es gilt z € K™ (M; A) sowie M F ¢(z,b). |

Bemerkung 2.5. Man kann das Modell M, A und n so wiihlen, dass K™(M; A) nicht-standard ist.
Sei beispielsweise A = (), n = 1 und gelte M E PA+ 3z (z), wobei x(x) € Ag, sodass N E Vz—x(z).
Ein solches Modell M existiert aufgrund des Unvollstéindigkeit Satzes [2, Korollar 3.10]. Da K (M)
insbesondere ein Modell von PA™ ist, folgt aus [2, Theorem 2.2], dass wir N als Anfangssegment von
M identifizieren kénnen, also N C, K*(M). Aufierdem existiert aufgrund dem Prinzip der kleinsten
Zahl ein kleinstes © € M, sodass M F x(z). Laut Satz 2.4 gilt aber N <o, M und damit kann nicht
r =n € N sein, da sonst N F y(n) gilt. Also ist z nicht-standard und damit auch K'(M), weil es
durch eine Y {-Formel definiert wird.

Satz 2.6. Seien A endlich, n > 1 und M E PA derart, dass K™(M; A) nicht-standard ist. Dann
gilt K"(M; A) ¥ PA.

Beweis. Sei ¢ € K™(M; A), dann existiert ein e € N, sodass
M E Sats,, (e, [a, c]) AVy(Sats, (e, [a,y]) — y = c).

Dieses e ist genau jene Godelnummer die die X,,-Formel kodiert, die ¢ definiert. Diese Formel ist
eine Konjunktion aus einer ¥,, und einer II,, Formel. Damit folgt aus Satz 2.4 und Bemerkung 2.3,
dass

K"(M;A) E Sats, (e, [a, c]) AVy(Sats, (e, [a,y]) =y = c).

Damit folgt weiters fiir alle nicht-standard Elemente d € K™(M; A) auch
K™"(M; A) EVcde < d[Sats, (e, [a, c]) AVy(Sats, (e, [a,y]) — y = ¢)].

Angenommen K™(M;A) E PA, dann gébe es ein kleinstes nicht-standard dy € K™ (M; A), sodass
die obige Formel in K™ (M; A) erfiillt ist. Es folgt, dass dy € N, da dj kleiner oder gleich als alle
nicht-standard Elemente sein muss. Aus der obigen Formel folgt damit aber auch, dass K™(M; A)
nur endliche viele Elemente besitzt - ein Widerspruch, denn N kann als Anfangssegment in K™ (M; A)
identifiziert werden. |

Satz 2.7. FEs gibt keine endlich axiomatisierbare Erweiterung von PA.

Beweis. Sei T eine konsistente Erweiterung von PA, PA C T', und nehmen wir an diese Erweiterung
wire endlich axiomatisierbar. Damit existiert ein hinreichend grofies n € N, sodass alle Axiome von
T in I1,, liegen. Sei aulerdem M F T ein nicht-standard Modell und a ein nicht-standard Element
in M. Aus Satz 2.4 und Bemerkung 2.3 folgt K" (M;a) <p, M. Also gilt auch K™ (M;a) F T und
damit auch K"(M;a) E PA. Das kann aber laut Satz 2.6 nicht sein, da K™ (M;a) nicht-standard
ist - ein Widerspruch. [ ]

Satz 2.8. Sein>k>1, M F IX, und AC M. Dann gilt K™(M; A) E IX.
Beweis. Sei b€ K™(M;A) und 0(z,b) eine ¥j-Formel. Angenommen es gelte
K™(M; A) E 6(0,b) AVx(0(x,b) — 0(x +1,b)),
dann folgt, da diese Formel eine IIj ;-Formel ist und K"(M; A) <,,, M,
M E 60(0,b) AVx(0(x,b) — 0(z + 1,b)).

Da M die Induktionsaxiome I3, erfiillt, gilt auch M k Va6(z,b). Aus K™(M; A) <n, ., M folgt,
weil Vzd(x,b) eine II,,11-Formel darstellt, auch K™ (M; A) E Vz6(z,b). Damit gilt

K™(M;A) E 6(0,b) AVz(0(x,b) — 0(x +1,b)) — Vb (x,b)
fiir alle Y;-Formeln 6(z,b), also K™(M; A) E I3, [ ]
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Lemma 2.9 (Das Taubenschlagprinzip der Arithmetik). Sei i eine beliebige L 4-Formel, dann gilt

PA R Va,sVe < s+ 13y < syp(z,y,a) —
Jr1, w2 < s+ 13y < s(z1 # 22 AYP(21,9,0) AY(22,9,0))]-

Das folgende Resultat zeigt, dass der Satz 2.8 in gewisser Hinsicht nicht verstérkt werden kann,
also nicht K™(M; A) E BY.,, geschlossen werden kann, fiir Modelle K™(M; A) wie in Satz 2.8. Selbst
dann nicht, wenn man M F PA fordert.

Satz 2.10. Sei M E PA, A C M endlich und n > 1, sodass K™(M; A) nicht-standard ist. Dann
gilt K™"(M; A) ¥ BY,,.

Beweis. Jedes b € K™(M; A) ist definierbar durch eine Formel 3z¢(x, z,a) mit ¢ (x, z,a) € 11,4
und a € A. Mit der Paarungsfunktion kénnen wir b auch durch die Formel

FVz(y = (2) = 6(, 2, a))]

definieren. Wobei die Formel in den eckigen Klammern wieder in II,, _; liegt, und damit die gesamte
Formel in %,,. Wir notieren die Formel in den eckigen Klammern fortan mit v(z,y,a).

Wir erkennen, dass fiir jedes b € K"(M;A) ein e € N existiert, ndmlich die Godelnummer
e = [y(z,y,a)], sodass

M E Ju[Fuguy (v = (ug,u1)) Aug = b A Satn,_, (e, [uo, u1, a)A
Vz < uVzg, 21 < 2(z = (20, 21) = ~Satn,_, (e, [20, 21, a]))].

Diese Formel besagt, dass es ein kleinstes u gibt, sodass u = (ug, u1) mit ug = b und

Satn, , (e, [uo, u1,a)) erfilllt ist. Saty, , ist eine II,,_;-Formel und daher —Saty, , eine ¥,_1-
Formel. Da ¥,,_1 abgeschlossen unter beschrinkter Quantifikation in PA ist, folgt, dass die Formel
in den eckigen Klammern in PA dquivalent zu einer X,,-Formel A(a, b, e, u) ist. Sei nun ¢t € K™ (M; A)
nicht-standard, dann gilt

n—1

M E Je < tFuA(a, b, e, u)
fiir alle b € K™(M; A). Da diese Formel in ¥,, liegt, folgt aus Satz 2.4 auch
K"(M;A) E Je < t3uA(a,b, e, u).
Da diese Formel fiir alle b € K™(M; A) gilt folgt damit auch
K"(M;A) EVb < t+ 13e < t3uA(a, b, e, u).

Diese Formel ist eine 3,-Formel angefiithrt mit einem beschrinkten Allquantor. Angenommen
K™(M;A) E BY,, dann folgt weiters auch M F BY,, und damit ist in beiden Modellen ¥,
abgeschlossen unter beschriankter Allquantifizierung. Also ist obige Formel in beiden Modellen
dquivalent zu einer X,,-Formel. Aus Satz 2.4 folgt

ME 3 <t+ 13e < tJuA(a,b, e, u).

Dies steht aber im Widerspruch zum Traubenschlagprinzip in M, Lemma 2.9, denn jedes b € M ist
eindeutig durch jedes e bestimmt, welches die Formel Jul(a, b, e, u) erfiillt. Es gilt ndmlich b = wug
fiir das kleinste u = (ug,u1) € M das Satn,_, (e, [20, 71, a]) erfiillt. Aus dem Taubenschlagprinzip
wiirde jedoch

M E 3z1, 22 < t+13e < t[r1 # x2 A JuN(@, z1, e, u) A FVA(G, 22, €,v)]
folgen - ein Widerspruch, also gilt K™(M; A) ¥ BY,,. [ ]

Bemerkung 2.11. Satz 2.10 zusammen mit Satz 2.8 zeigt, dass X, ¥ BY,, 1 fir alle n > 0. Also
ist die zweite (vertikale) Implikation von Satz 1.1 strikt.
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3 X,-elementare Anfangssegmente

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass es Modelle gibt die BY,, erfiillen aber nicht IY,,. Hierfiir
werden wir zunédchst passende Y, _1-elementare Anfangssegmente fiir Modelle von PA konstruieren
und in weiterer Folge fiir diese ein analoges Resultat zu Satz 2.4 beweisen.

Definition 3.1. Sei M £ PA~, A C M und n > 1. Das Anfangssegment I"™(M; A) von M ist
gegeben durch die Menge aller Elemente ¢ € M, sodass

MEc<b (6)
fiir ein b € K™(M; A). Wir bezeichnen I"™(M;0) und I"(M;{a}) mit I" (M) respektive I"(M;a).

Es ist leicht zu zeigen, dass es sich bei I"(M; A) um eine £ 4-Struktur handelt. Fiir zwei Elemente
c1,co € I"(M; A) gibt es auch zwei Elemente by,by € K™(M; A), sodass M E ¢; < b; fiir i = 1,2
gilt. Daraus folgt M Ecy +co <by+byund M Ecy-cyg < by-by. Da by +by,by - by € K”(M;A)
folgt damit auch by + ba, by - by € I™(M; A).

Lemma 3.2. Sein > 1 und I' C BIl,, die Menge aller Formeln
Va, tAsVe < t(Vy—p(z, §,a) V IZ < sp(z, Z,a))
mit p(z,g,a) € ,—1. Dann gilt I, - T.
Beweis. Siehe [2, Lemma 10.6]. ]
Satz 3.3. Sei ACMEIX, 1 undn >k >1. Dann gilt I"(M;A) <x, _, M.

Beweis. Da I™(M; A) ein Anfangssegment von M und abgeschlossen unter + und - ist, folgt
unmittelbar I™(M;A) <a, M. Sei nun n > 2. Aus dem Tarski-Vaught Test fiir 3,-elementare
Unterstrukturen (Satz 2.2) folgt, dass wir lediglich zeigen miissen, dass wenn b € I"(M; A), 6(%,b) €
I, und M F 3z6(,b), es ein & € I"(M; A) gibt, sodass M F 0(¢,b). Mit der Paarungsfunktion
kénnen wir, analog wie im Beweis fiir Satz 2.4, die II,,_»-Formel (z, b) mit

Va, v((u) =z A (0) = b — 0(u,v))

ersetzen, und miissen daher nur II,,_o-Formeln 6(z,b) in Betracht ziehen.

Sei also 0(x,b) € II,,_o, M F 3z6(x,b) und b € I"(M; A). Es gibt also ein ¢ € K™ (M; A), welches
durch eine ¥,, Formel 7(x, @) mit @ € A definiert ist und b < ¢. Nach Lemma 3.2 gibt es ein d € M,
sodass

M EVy < c(Fz < db(x,y) VVz—0(z,7)). (7)

Diese Formel ist aus II,,_; und es gibt ein kleinstes d € M, sodass obige Formel erfiillt ist. Mit
diesem d gilt
M E Fc[n(e,a)AVy < e(Fz < di(z,y) VVz-0(z,y))A
Yo < dy < e(Ve < v—=0(x,y) A 320(z,y))],

wobei, diese Formel aus 3, ist und damit auch d definiert. Alsoist d € K™(M; A). Aus M E 3x6(z,b)
und b < ¢ folgt mit (7) auch Iz < df(z, b). Damit gibt es auch ein « € I"(M; A) mit M E 6(z,b). W

Satz 3.4. Seienn>1, M EIX, 1 und I C. M ein X, _1-elementares echtes Anfangssegment von
M, welches abgeschlossen unter + und - ist. Dann gilt I F B%,,.

Beweis. Sei a € I und 0(z,§) € II,_1 mit I F Vo < a3gf(z,y). Da I C, M, gilt fir jedes x € M
mit < a auch x € I. Damit gibt es auch § € I, sodass 6(z,§) wahr ist in I, und daher auch in M,
weil I <y, | M. Wir folgern aus I C, M, dass

M EVz < ady < b0(x, )
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fiir alle b € M \ I. Diese Formel ist dquivalent zu einer II,,_; Formel. Aus dem Prinzip der kleinsten
Zahl LII,,_, folgt, dass es auch ein kleinstes by € M gibt, sodass

M EVr < a3y < bob(z,7)

gilt. Da die Formel fiir alle b € M \ I gilt und I C. M ist folgt by € I. Also gilt fiir jedes z < a,
dass es ein § < by gibt, sodass M E 0(x, 7). Aus I C, M folgt auBerdem, dass diese  und § aus I
sind. Damit gilt wegen I <5, , M auch I F 6(z,y), und daher auch

I EVz < ady < bob(x, 7).

Also folgt insbesondere
I E3dsVe < ady < s6(x, 7).

Satz 3.5. Sein>1, AC M und M F BY,,. Auflerdem bezeichne 1,11 — Th(M,a)zc 4 die Menge
aller I1,,+1-Formeln 0(a) mit Parametern a € A, die in M erfillt sind. Dann gilt

In(M, A) = H7L+1 - Th(M, d)aeA.
Beweis. Siehe [2, Theorem 10.8]. ]

Definition 3.6 (Konservativitit). Seien T und S, sodass T+ S und I eine beliebige Formelmenge.
Dann ist T I'-konservativ iiber S, wenn fiir alle ¢ € T’

TFo=SkFo
gilt.
Korollar 3.7. Sein >0, dann gilt
I¥,Foe BY,11Fo

fir alle 0 € I, 4o. Also BX,, 11 insbesondere 11,1 o-konservativ tiber I3, ist.

Beweis. Die Implikation von links nach rechts folgt aus Satz 1.1. Fiir die andere Richtung sei o der
Form VZ3gy(z,§) mit ¥(Z,§) € I,12, sodass I3, ¥ 0. Sei a € M und M F IS, + Vg (a,y). Wir
konstruieren zunéchst ein Modell M’ fiir das M < M’ und I"*Y(M;a) # M’ gilt.

Sei £ die Sprache die £4 erweitert indem fiir jedes b € M eine Konstante b hinzugefiigt wird und
zusitzlich eine weitere Konstante ¢. Sei nun M’ eine £-Struktur, sodass

M' E {6(b)|b € M E (b) fiir eine L 4-Formel} U {3lan(z,a) — Iz < en(x,a)|n € Spi1}-

Das Redukt von M’ auf die Sprache L 4 erfiillt nun alle geforderten Eigenschaften, da das Element
in M’, welches die Konstante ¢ realisiert, nicht in I"*1(M’;a) liegt. Nach Satz 3.3 folgt a €
I"t(M',a) <5, M'. Also folgt mit Satz 3.4, dass I"1(M’,a) F B, 1. Laut Annahme fiir M’
gilt aber auch M’ E Vg—)(7,a), also M’ E —)(a,b) fir alle b € I"T1(M’,a). Damit folgt, weil
I"tY(M’,a) eine X,-elementare Unterstruktur von M’ ist, dass I"*1(M’,a) F Vy—(y,a). Wir
schliefen damit, dass I"**(M’,a) - BY, 11 + —o und damit BY,, 11 ¥ 0. [ ]

Bemerkung 3.8. Korollar 3.7 zeigt, dass I3,, und BIl,,;; im Sinne der in Bemerkung 2.11 und
Satz 1.1 besprochenen Hierarchie ,n&her“ zusammen liegen, als BII, 1 und I1I, ;1. Beispielsweise
ist con(I%,,) in I3, 1 beweisbar, aber nicht in BY,, ;1. Wobei con(I3,,) ein I1;-Satz ist, der zum
Ausdruck bringt, dass I3, konsistent ist. Es reicht also fiir beliebige n > 0 die Formelmenge II;
aus, um Y, und BY,, 1 zu trennen. Damit ist hier gemeint, dass BY,, 11 nicht II;-konservativ
itber 1Y, 11 ist. Wir haben in Korollar 3.7 gezeigt, dass fiir I3,, und BIl, ;1 hierfiir mindestens
II,,+3, also mit n wachsende Formelmengen, notwendig wéren.

Das folgende Resultat vollendet den Beweis, dass die vertikalen Implikationen aus Satz 1.1 nicht
in die umgekehrte Richtung gelten und daher die besprochenen Theorien eine Hierarchie bilden.



Satz 3.9. Sei A C M endlich, n > k>1 und M F IX,_1. Wenn I™(M; A) nichi-standard ist,
dann gilt I"(M; A) E BY,, und I"(M; A) ¥ I%,,.

Beweis. Die erste Aussage, I["(M;A) E BY,, folgt direkt aus Satz 3.4. Sei nun A = {a} und
b e I""(M; A) nicht-standard. Ziel ist es nun eine ¥,-Formel 6(z, w) und ein w € M mit w < b zu
finden, sodass

reN&I"(M;A)F0(x,w)

gilt. Damit folgt zunéichst I™(M; A) # N und daher auch I"™(M; A) ¥ I,.6.
Wir beobachten zunéchst, dass fiir alle x € N

M E Jw < bl|len(w) > x

Alwlo = [[z = 01]
AV < len(w)(Jw]; < max([z = 0],i) A JySatn, , ([w]s, [y, a]))
AV <len(w)(i >0 — ([w]; = [w]i—1 A (-32Satm, _, (4, [z, a])
v vy(Satm, _, ([wli-1, [y, a]) = 3z < ySatn, , (i [2,a]))))
V ([w]; =i A 3JzSatn,_, (4, [z,a])

AVz(Satn, , (i, [z,a]) = Jy < zSatm,_, ([w]i—1, [z,d]))))]

gilt. Diese Formel bedeutet, dass w die Folge [w]o, [w]1, ..., [w],—1 kodiert, sodass [w]y = [[z = 0]]
und fiir alle 0 < i < x entweder

1. [w]; = 4, wenn i die Godelnummer von einer II,,_;-Formel 6(vg, o) ist, sodass das klein-
ste w € M mit M E 6(u,a) existiert und grofer ist als das kleinstes u € M mit M F
SatHn—l([w]i—la [uv d]); oder

2. [w]; = [w];—1, wenn obige Eigenschaft nicht zutrifft.

Nach dem Overspill Lemma [2, Lemma 6.1] gibt es ein Element w < b in M, sodass die obige
Formel in den eckigen Klammern erfiillt ist fiir ein nicht-standard = € I"™(M; A). Dieses w kodiert
nun eine Folge von II,,_;-Formeln, die in M erfiillt sind. Das kleinste y, welches die Formel, die von
[w]; kodiert wird, erfiillt ist grofer oder gleich dem kleinsten z, das jene Formel erfiillt, die von
[w];—1 kodiert wird, fiir standard ¢ € M.

Sei w wie eben beschrieben gewihlt und ¢ € I (M; A) beliebig. Wir zeigen nun, dass ¢ € N genau
dann, wenn

I"(M; A) E JySatn,_, ([w]e, [y, al).
Sei also ¢ € N, dann gilt
M & JySaty, _, ([wle, [y, al).

Es gilt aber [w]. < max(c, [vp = 0]) und damit [w]. = k € N. Da aber die Formel [w]. = k aus Ay
ist, gilt I"(M; A) E [w]. = k und damit auch M E JySatn, _, (k, [y, a]). Nach Satz 3.5 gilt daher
auch I"(M; A) F JySatn, _, (k, [y, a]), also I"(M; A) E Satn,_, ([w]e, [y, a]).

Fiir die andere Richtung seien ¢,y € I"(M; A), sodass

I"(M; A) & 3ySatn, _, ([we, [y, al),

daraus folgt auch M F JySatn, _, ([wle, [y,a]), weil I"(M; A) <x, _, M. Day € I"(M; A), gibt es
ein d € M mit y < d, welches durch eine Formel 306(d, v,a) ¥,,-definiert ist, wobei 6 € II,,_;. Sei
nun ¢ (vg,?) die II,,_;-Formel Vr, 3((r,3) = vg — 0(r,5,0)) und i = [¢)(vg,v)]. Fiir jedes v € M,
das nun ¢ (v, a) erfiillt gilt v > d > y. Aus Induktion iiber j in M folgt damit

MEVYj) >i(j <len(w) = Yu(Satm, _, ([w];, [u,a]) = u > y)).
Dies zeigt, dass ¢ < ¢ und damit gilt ¢ € N. ]

Bemerkung 3.10. Satz 3.9 zeigt nun, dass BY,, ¥ I3, gilt und damit auch gezeigt ist, dass die
zweite Implikation aus Satz 1.1 strikt ist, also die Riickrichtung nicht gilt. Damit ist gezeigt, dass
die in Satz 1.1 genannten Untertheorien von PA eine Hierarchie bilden.
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