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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit wurde im Rahmen des Seminars aus Logik im WS2020/21 an der Tech-
nischen Universitidt Wien verfasst und basiert groitenteils auf Kapitel 8 des Buches "Models of
Peano Arithmetik’ von Richard Kaye [3].

Es hat sich dabei sehr gut ergeben den dort bewiesenen Satz (Omitting Types Theorern dem
bekannteren Resultat, hier Satz, gegeniiberzustellen.

Im letzten Kapitel geht es um elementare Enderweiterungen von Modellen der Peano Arithmetik.

2 Voraussetzungen

Wir bezeichnen mit £, die Sprache der Arithmetik. Sie enthéilt Konstantensymbole 0,1, zwei-
stellige Funktionssymbole +, -, und ein zweistelliges Pradikatensymbol <.

Ist A eine Menge an Variablensymbolen, so bezeichnet £(A) die Sprache, die aus £ entsteht,
wenn man ihr die Symbole aus A als Konstanten hinzufiigt. PA bezeichnet die Axiome der
Peano Arithmetik. Wir werden spéter Lemma 4.2 aus 3] benétigen, ndmlich

Lemma 2.1. PA beweist alle Instanzen L,¢ des Prinzips der kleinsten Zahl
Hierbei bezeichnet fiir eine £ 4-Formel ¢(x,y) L,¢ den Satz

Vy(Fee(z,§) = 2(¢(2,9) AVw < z # d(w, 7))

2.1 Codieren von Tupeln

Um Tupel zu codieren gehen wir vor wie in |2, Abschnitt 1.3], bzw. 3, Kapitel 5], und definieren

(z+y+1)(z+y)
2

(x,y) = +y
und (zq,...,%,) = (@1, (Ta,...)).
Um Folgen zu codieren hilft uns Gédels Lemma (3, Lemma 5.9] :

Lemma 2.2 (Godels Lemma). Sei M = PA, n € N mit xg,...,2,—1 € M. Dann ezistiert
u € M, sodass
M= (u); = x;

mit (u); == (m), wobei a,m durch x = {a,m) eindeutig gegeben sind.

2.2 Elementare Untermodelle

Definition 2.1. Sei £ eine Sprache in Pradikatenlogik erster Stufe, M, N £-Modelle, so ist M
ein Untermodell von N (M < N), falls die Doméne von M eine Teilmenge jener von N ist, alle
Konstanteninterpretationen von M enthélt, unter den Funktionen von N abgeschlossen ist, und
die Interpretationen aller Pradikaten- und Funktionensymbole von £ in M die Einschriankungen
jener von N auf die Doméne von M ist.

Weiters ist M ein elementares Untermodell von N (M < N), falls M < N und fiir alle £-Formeln
¢(z) und alle a € M

M= ¢(a) & N = ¢(a)

Satz 2.1 (Tarski-Vaught). Sei £ eine Sprache in Prddikatenlogik erster Stufe, M < N L-
Modelle. Dann ist dquivalent:



(i) M <N
(i1) Fiir jede L-Formel ¢(Z,y) und fir alle a € M

N |= 3yg¢(a,y) = es existiert b € M, sodass N = ¢(a,b)

Beweis. Ist M ein elementares Untermodell von N, so gilt [(ii)] nach Definition
Es gelte umgekehrt Wir beweisen, dass fiir jede £-Formel ¥ (g) in Prénexform, a € M

M |=4(a) < N |=y(a) (1)

per Induktion iiber die Anzahl an Quantoren in ).
Ist v quantorenfrei, so gilt , da alle Konstanten-, Funktionen-, und Priadikatensymbole einge-
schréankt auf M gleich interpretiert werden wie in V.
Es gelte die Aussage fiir Formeln ¢ in Prinexform mit n Quantoren, und ¢ = Jx¢(g, x), wobei
¢ von ebendieser Form sei. Gilt die rechte Seite N = Jz1(a, x), so gibt es nach ein b in M,
sodass N | 1(a,b). Nach Induktionshypothese gilt dann auch M = ¢(a, b), also M = Jzi(a, ).
Gilt umgekehrt M = ¢(a), so gibt es ein b € M, sodass M = (a,b), daher nach Induktionshy-
pothese N = (a,b), also N = ¢(a)
Formeln der Form ¢(j) = Va) (g, «) sind durch Negation erklirt.

O

Definition 2.2. Seien M, N Modelle der Sprache £. Eine Funktion h : M — N heifit Fin-
bettung von M nach N, falls h injektiv, und ein Homomorphismus beziiglich der Konstanten-
und Funktionensymbole in £ ist, der fiir jedes n-stellige Relationensymbol R von L fiir a; ... a,
M E R(ay ...a,) genau dann, wenn N = R(h(aq) ... h(ay)) erfillt.

Bemerkung 2.1. Im Falle £ = £, bedeutet das, dass h ein monotoner (0, 1, +, -)-Homomorphis-
mus ist.

Definition 2.3. Seien M, N, L, h wie oben. Ist h[M] < N, so heifit h elementare Einbettung von
M nach N.

3 Primmodelle

Definition 3.1. Sei M ein £-Modell, A C M. Ein Element b € M heif3t definierbar in M iiber
A, gdw es eine L-Formel 6(z,y) und ein Tupel a € A gibt, sodass M = 3laf(z,a) und b € M
dieser eindeutige Zeuge ist, also M |= (b, a). Weiters bezeichnen
K(M;A) :={be€ M|b ist definierbar iiber A}
K(M;ay,...,a,) := K(M;{a1,...,an})
K(M) := K(M;0)
Bemerkung 3.1. Da jedes a € A durch die Formel x = a definierbar ist, folgt A C K(M; A).
Proposition 3.1. Ist M ein L-Modell, A C M, dann ist K(M;A) < M

Beweis. Jede Konstanteninterpretation ist definiert durch die Formel z = ¢, ¢ ein Konstanten-
symbol von L. Fiir jedes Funktionssymbol f(x;...z,) von L gilt: Sind b =by,...,b, € K(M;A)



durch die Formeln n;(z,a), i € {1...n}, definiert, so erfiillt f(b) als einziges Element von M die

Formel .

3b(/\ mi(bi,a) A f(B) = z)

i=1
Dabher ist f(b) € K(M;A) und K(M; A) abgeschlossen unter Funktionen. O
Satz 3.1 ( [3] 8.1). Sei M ein La-Modell, M = PA und A C M. Dann ist K(M;A) < M.
Unmittelbar folgt

Korollar 3.1. Mit den obigen Voraussetzungen gilt K(M; A) = PA O

Beweis. Nach Propositionist K(M;A) < M. Nach dem Tarski-Vaught-Test, Satz geniigt
es nun zu zeigen, dass fiir beliebige L£4-Formeln ¢(z,9), ¢ = ¢1...¢, € K(M;A) aus M =
Jzg(x, ) die Existenz eines d € K(M; A) folgt, sodass M = ¢(d, ¢):

Sei jedes ¢; definiert vermoge der Formel 7;(z,§) und a € A, also

n

M &= 32,5\ mi(yi,a) A é(x,9))

i=1

Da PA alle Instanzen des Prinzips der kleinsten Zahl beweist folgt

M3z ((ag N\ 7i(i,a) A ¢, ) AVz < avo( J\ ni(wi, a) — ﬁgi)(z,zb)))
i=1

=1

Der Zeuge der Formel in der groflen Klammer d ist vermoge ebendieser Formel iiber A definiert,
also ein Element von K(M; A) mit M = ¢(d, ¢). O

Satz 3.2 ( 3] 8.2). Sei T D PA eine vollstindige, konsistente Theorie, M, N |= T. Dann gibt
es eine eindeutige elementare Einbettung h : K(M) — N. Fir diese Einbettung gilt h[K(M)] =
K(N)

Beweis. Wir zeigen zuerst Existenz, dann Eindeutigkeit

Existenz: Da T vollstindig ist mit N = 7' und K (M) = T (Satz[3.1)) gilt fiir alle £ 4-Formeln
0:
N | 3z6(x) gdw T + Jazb(z) gdw K (M) | 3ab(x)

Nun sei fiir jedes a € K(M) 0,(z) eine Formel, die a in M definiert (so eine Formel existiert
nach Definition von K(M)), und

h(a) := der eindeutige Zeuge von Jlzf,(x) in N
Nun ist A injektiv da, falls K (M) | (a1 # a2) auch

K(M) =V, y(0a, (2) Ao, (y) = = # y)
bzw. T =V, y(0a, (x) A ba, (y) — x # 1)
und weiter N |= Va, y(04, () A b, (y) = = # y)

bzw. N |= (h(a1) # h(az))



gelten muss. Genauso gilt mit + = o1 und - = o fiir ¢ € {1,2}, falls K(M) E a1 0; a2 = a3

K(M) =Vz,y, 2(00, () Aoy (y) Algy(2) = 05y = 2)
T = Vz,y, 2(0a, (2) Aoy (Y) A bay(2) = z 0y = 2)
N =Vz,y,2(00, () Aoy (y) A Ooy(2) = 20y = 2)

also N = h(ay) o; h(az) = h(as), und, falls K(M) | a1 < ag, dann

K(M) EVz,y(0a, (2) Aoy (y) = © < y)
T V2, y(la, (x) Aba,(y) = <y)
N E V2, y(0u, (2) A, (y) — x < y)

also N |= h(a1) < h(az). Daher ist h eine Einbettung.

Es bleibt die Elementaritéit zu zeigen:
Da, nach Definition von h alle Bildelemente von h iiber N definiert sind, ist

hK(M)] € K(N) 2)

Es ist sogar h[K(M)] = K(N):

Fiir b € K(N) gibt es eine Formel ¢(x), sodass N = ¢(b) und N |= 3lzé(x). Daher gilt, da
M und N dieselbe Theorie modellieren, M |= Jlag(x). Also gibt es genau ein a € M mit
M = ¢(a). Da

M EVz,y(d(x) A ba(y) = = =y)

gilt dieselbe Formel auch in N und h(a) = b.

Eindeutigkeit: Seien h, k : K(M) — N elementare Einbettungen. Da fiir allea € K(M) K(M) =
0.(a) und k eine elementare Einbettung ist, folgt N = 6,(k(a)). Da allerdings N |= 3lz0,(x)
muss k(a) = h(a) sein.

O
Hieraus folgt direkt

Korollar 3.2. Sei T O PA wollstindig, konsistent, und seien M,N = T Modelle derselben
Theorie. Dann sind K(M) und K(N) isomorph.

Beweis. Nach Satz ist die eindeutige elementare Einbettung h : K (M) — N surjektiv auf
K(N). O

Daher kénnen wir sinnvoll definieren

Definition 3.2. Es sei T' D PA eine konsistente, vollstéindige Theorie. Dann bezeichnet
Ky :=K(M)

mit einem Modell M =T von T, das - bis auf Isomorphie - eindeutige Primmodell von T

Die Bezeichnung ist durch folgendes Korollar gerechtfertigt



Korollar 3.3. Sei T O PA wollstindig, konsistent. Gilt fir ein Modell M M < Krg, so ist
M = Krp.

Beweis. Da M = T gibt es nach Satz eine eindeutige, bijektive, elementare Einbettung
h:Kpr— K(M) =< M < Kr. Insbesondere ist h eine elementare Einbettung von K7 nach Kr,
also die Identitdtsfunktion und Ky = K(M) = M. O

Eine weitere schone Eigenschaft ist

Korollar 3.4. Fir eine vollstindige, konsistente Theorie T' D PA ist die Identititsfunktion der
einzge Automorphismus auf K.

Beweis. Ein Automorphismus auf K ist eine elementare Einbettung von K in sich selbst, also
die Identitatsfunktion. O

Bemerkung 3.2. Ist T = Th(N), so ist Kr = N, da das Standardmodell N keine elementaren
Unterstrukturen hat.

4 Vermeiden von Typen

Definition 4.1. Sei £ eine Sprache der Priadikatenlogik erster Stufe, Z = z; ...z, endlich viele
Variablensymbole. Ein Typ iiber den Variablen Z ist eine konsistente Menge ¥(z) an £-Formeln
o(Z) in den Variablen Z.

Ist T eine L-Theorie, so heifit ein Typ X(Z) konsistent mit T, falls T U X(Z) eine konsistente
L({z1...zy})-Theorie ist. Genauso nennen wir eine Formel ¢(Z) konsistent mit T, falls {¢}
konsistent mit 7 ist.

Ist ein Typ X(Z) konsistent mit einer Theorie T', so folgt aus dem Godelschen Vollsténdigkeitssatz,
dass T'U X(Z) ein Modell M hat. Da das Redukt von M auf £ ein Modell von T ist, definieren
wir entsprechend

Definition 4.2. Ein Modell M realisiert einen Typen X(Z), falls es @ € M gibt mit M = o(a)
fiir alle 0(Z) € X(Z). Wir schreiben auch M = 3(Z).
Ist dies nicht der Fall, vermeidet M den Typen X(Z).

Bemerkung 4.1. Aus dem Kompaktheitssatz folgt, dass T' ein Modell hat, welches ¥ = ()
realisiert, genau dann wenn jede endliche Teilmenge von 3 mit T konsistent ist.

Um die Frage zu kldren wann T ein Modell hat, welches ¥ vermeidet ist die Idee des lokalen
Realisierens zentral:

Definition 4.3. Sei ¥ = X(Z) ein £-Typ. Eine £-Theorie T realisiert ¥ lokal in einer Formel
(), gdw es eine L-Formel ¢(Z) gibt, sodass

(i) ¢ konsistent mit 7" ist, und
(ii) Fir alle 0(z) € X(2), T F ¢(Z) — o(z).
T vermeidet ¥ lokal, falls T X nicht lokal realisiert.

Proposition 4.1. Sei T eine vollstindige L-Theorie, ¥ = 3(Z) ein L-Typ. Hat T ein Modell,
welches Y3 vermeidet, so vermeidet T' X lokal.



Beweis. Realisiert T' ¥ lokal vermoége der Formel ¢, so gilt T ¢. In jedem Modell M von T
gibt es ein Tupel a € M, welches die Konstanten Z interpretiert. Damit gilt M = ¢(a), und fiir
alle 0 € X gilt M = o(a). Daher realisiert jedes Modell von T' den Typen X. O

Der folgende Satz erklédrt die umgekehrte Richtung in dem Fall, dass £ eine abzdhlbare Sprache
ist
Satz 4.1. [Omitting Types [1]] Sei L eine abzihlbare Sprache, () ein Typ. vermeidet T 3

lokal, so hat T ein abzdhlbares Modell, welches ¥ vermeidet.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen gehen wir davon aus, dass ¥ (z) nur Formeln in einer
Variablen enthélt. Sei C' = {cp,c1,...} eine abzihlbare Menge neuer Konstantensymbole, und
L' = L(C). Dann ist L’ ebenfalls abzihlbar. Wir kénnen also alle £’ Formeln auls ¢, ¢1, . . .
auflisten.

Ziel des weiteren Beweises wird sein induktiv eine Folge an konsistenten £’-Theorien

T=1Tyclic---CcTy, C...

zu definieren, die endliche Erweiterungen von T sind, und fiir alle m € N die folgenden Eigen-
schaften erfiillen:

(i) Entweder ¢y, € T),41 oder (—=¢m) € Tt

(ii) Ist ¢y, = Jxp(x) € Tppt1, dann ist P(c,) € Thpt1, wobel ¢, die erste Konstante in C' ist,
die weder in T}, noch in ¢,, vorkommt.

(iii) Es gibt eine Formel o(z) € X(z), sodass =0 (¢n) € Timt1

Haben wir dies bewerkstelligt kénnen wir T, := J,,cy T setzen. Diese Theorie ist nach dem
Kompaktheitssatz konsistent, und nach vollstdndig, hat also ein abzdhlbares Modell M mit
Interpretationen der Konstanten bg, by,--- € M.

Fir K := K(M,{b; | : € N}) gilt:

e Nach Proposition B.1]ist K < M
e Mit dem Tarski-Vaught-Test, Satz und ist sogar K < M

e Jedes a € K ist definiert als einziger Zeuge einer Formel der Form ¢,,(z) = Jzip(x).
Nach ist ¢ (by,) € T, und aufgrund der Eindeutigkeit des Zeugen ist a = b,,. Also ist
K = {bo,b1,...}

Da K <M ET, ¢gilt K ET,, also K | T. Weiters stellt sicher, dass jedes b; € K eine
Formel o € ¥ verletzt, K also den Typ X vermeidet.

Es bleibt also die Konstruktion von T;,7 € N zu tun:

Wir konstruieren Ty, 11 aus T,,, wie folgt: Fiir T;,, = TU{6p,...,0,},r > 0seid := 0, A---Af,, und
n > m so grof}, dass alle Konstanten aus C in 6 und alle Variablen in z1, ..., z, enthalten sind.
Dann ersetzen wir fiir ¢ < n jedes Vorkommen von x; durch z;,, danach jedes Vorkommen von
¢; durch z; und setzen 3z, ..., 3Ty 1, ITm41 - . - Iz, vor die Formel. Diese neue Formel ' (z,,)
ist konsistent mit T, also gibt es nach Voraussetzung ein o(z) € X(x), sodass 0'(z,,) A —0(xm,)
konsistent mit T ist. Ist 0,11 := =0 (¢p) € Trq1 SO ist ist erfiillt.

Wir erfiillen |(i)| indem wir, falls ¢, mit T;,, U {—o(cp,)} konsistent ist, ¢, € Thpi1, ansonsten
“@m € Tt sicherstellen. Sei 0,42 entsprechend gleich ¢, oder —¢,,. Ist weiters ¢,, = Jx(x)
und konsistent mit T, U {-0(cy,)}, stellen wir sicher indem wir ¢(c,) € Th11 verlangen. Es
sei also Tryy1 :=T U {0, ..., 0042} U{¥(x) | ¢y = Fztp(x)} Da ¢, noch nicht verwendet wurde,
bleibt T}, dadurch konsistent, und die Konstruktion erfiillt alle Voraussetzungen. O



Fiir Theorien die PA enthalten erhalten wir mit einer &hnlichen Konstruktion auch ein Resultat,
falls £ iiberabzihlbar ist.

Definition 4.4. Es sei T eine L£-Theorie. Ein £-Typ ¥ = X(Z) heifit vollstindig iber T, falls
T U X(Z) eine vollstindige £({Z})-Theorie ist.

Proposition 4.2. Ist T eine L-Theorie, 3(Z) ein vollstindiger, mit T konsistenter L-Typ, so
realisiert T () lokal in ¢(T) genau dann, wenn

(i) TUX(Z) - ¢(Z) als L(T)-Theorie
(ii) Fiir alle o(z) in X(z), T+ (¢(Z) = o(T))

Beweis.”<": Nach Voraussetzung ist T UX(Z) eine konsistente £(z-Theorie, daher folgt aus|[(i)}
dass T'U ¢(Z) ebenfalls eine solche ist. Mit realisiert T' ¥ lokal in ¢.

"=": Da T'UX(Z) eine vollstdndige £(Z)-Theorie ist, ist entweder

o(x) € TUX(T) oder
—¢(Z) € TUX(Z).

Setzen wir nun voraus, dass T' ¥ lokal in ¢ realisiert, so ist ¢(Z) U T eine konsistente L-
Theorie. Daher folgt aus dem zweiten Fall mit der Konsistenz von T'U3 (und insbesondere
T), dass —¢(Z) € X(Z), und nach Definition des lokalen Realisierens, dass

TF ¢(Z) = ().

FEin Widerspruch zur Konsistenz von T
Es kann also nur der erste Fall gelten. Aus diesem folgt sofort
O

Satz 4.2 ( [3] Corollary 8.5 (Omitting Types - PA-Version)). Sei C eine (mdglicherweise
tiberabzihlbare) Menge an Konstantensymbolen (disjunkt zu {0,1}), Lo = L4(C), und T D PA
eine konsistente, vollstindige Lo-Theorie. Dann gibt es ein Modell K von T, sodass fir jeden
vollstindigen Typen X(T) dber T

K realisiert () gdw T realisiert X(Z) lokal

Beweis. Da T konsistent ist gibt es ein Modell M = T'. Es sei A C M die Menge jener Elemente,
die die Konstantensymbole C realisieren, und K := K(M;A). Da nach Satz K < M gilt
KET.

Sei nun X(Z) ein vollstdndiger Typ iiber T.

Sei ¥(Z) von @ = ay ...a, € K realisiert. Dann ist jedes a; iiber eine Formel n;(x,7) und b € A
definiert, wobei b Konstantensymbole ¢ realisieren, also

K= 353(/\ ni(zi,¢)),
und fiir alle ¢(Z) € X(%)
K V2 (/\ mi(i,¢) — ¢(m)>

i=1



Aus der ersten Formel folgt mit der Vollsténdigkeit von X(z), dass T U X(Z) b AL, ni(i, ¢).
Daraus folgt mit aus der zweiten Formel und Proposition dass T X(Z) lokal realisiert.
Realisiert T umgekehrt X(Z) lokal in 6(Z), so gilt

T+ 3z76(z),

da T vollsténdig und T'U 6(Z) eine konsistente £(Z) Theorie ist. Also gilt K = 3z6(z), und K
realisiert 3(7), da fir allec € ¥, T+ ¢ — 0. O

5 Enderweiterungen

Als Anwendung der schonen Eigenschaften der definierbaren Elemente eines PA Modells zeigen
wir, dass jedes PA-Modell eine echte elementare Enderweiterung hat.

Definition 5.1. Sei T eine £4-Theorie, T D PA, M =T, N = T. N ist eine Enderweiterung
von M, falls fiir alle b€ M, a € N

NEa<b=aeM

Definition 5.2. Es seien 7', M, N wie oben. Eine Enderweiterung N von M heifit konservative
Erweiterung, falls es fir jedes b € N, und jede L 4-Formel 6(u,v) ein @ € M und eine Formel
¥(u, w) gibt, sodass

(WeN|NEOwHYNM={ueM|M &= pu,a)l,

, also wenn alle in N definierbaren Teilmengen eingeschriankt auf M bereits in M definierbar
sind.

Proposition 5.1. Jede konservative Erweiterung ist eine Enderweiterung.

Beweis. Sei N eine konservative Erweiterung von M. Ist ¢ € M, b € N mit b < a, so ist
S:={ueN|NEu<binNM definierbar in M, S ={ue M | M = ¢(u,a)} mit ¢ € L4, und
ainM . Das Prinzip der kleinsten Zahl gibt uns nach Anwendung auf —¢ das Maximum e von S.
Wire e < b, so wire e € M, also auch in S. Daher ist e=b€ S C M. O

Satz 5.1. (|9, Theorem 8.8] - Gaifman 1976) Jedes Modell M von PA hat eine echte konser-
vative Frweiterung K mit M < K.

Daraus folgt Unmittelbar

Korollar 5.1. ( [3, Theorem 8.6] - MacDowell, Specker 1961) Jedes Modell von PA hat eine
echte elementare Enderweiterung. O

Eine derartige Enderweiterung hétte (da M =< K) die Eigenschaft, dass fiir ¢ € K\M, jede
Formel ¢(x, ), und jedes b € M

K = ¢(c,b) = M = Vz3z(x > 2 A ¢(z,b))
also, dass ¢(x,b) fiir beliebig groBe 2 in M gilt. Dies wollen wir notationell abkiirzen:
Definition 5.3. Fiir eine Formel ¢(z,b) schreiben wir Qué(z,b) fiir Vz3z(x > 2 A ¢(x,b)).

Um Satz zu beweisen bendtigen wir folgendes Lemma:



Lemma 5.1. Sei ¢(x) eine L (M)-Formel, sodass M = LAU{Qxz¢(x)}, und sei 6(x,y) eine
beliebige L o(M)-Formel. Dann existiert eine dritte £ (M )-Formel (x), sodass

(i) M = Quy(x)
(i) M =V (y(z) — ¢(2))
(#i3) fir allea € M,
entweder: M = FyvVe(z > y A(x) — 0(z,a))
oder: M = yve(xz >y ANip(x) — —0(x,a))

Beweis. Wir nehmen wieder an, dass das Tupel § nur aus einer Variable besteht, indem wir
gegebenenfalls das Tupel codieren. Dann verwenden wir das Tupling von Godels Lemma, Lemma
und definieren die £4(M)-Formel x(x,y, s) als

o) A ¥ < y(((s)u = 0 = Oz, u)A
(s)u # 0= ~0(w,u)))
und §(z,y) als
3s (Y < y(Q2(x(2,u, ) A B(z,w)) > (s)u = 0) Ax(z.9,9))
Wir stellen ein paar Eigenschaften fest:

e Fiir feste z,u hingt x(z,u, s) nur von (s)g ... (s), ab, daher

e konnen wir fiir x,y € M s € M induktiv so wihlen, dass
M = Vu < y(Qz(x(z,u,s) A (6(2,u))) > (s)u = 0)

Diese Wahl von s ist auf den ersten y Stellen eindeutig, also gilt, falls s und s’ die obige
Formel erfiillen

M EVu<y((s)u =0+ (s')u = 0)

Daher gilt mit diesen s, s’

M EVu < y(x(z,u,8) < x(z,u,s"))

Nun zeigen wir mit Induktion, dass fiir alle y € M, M = Qxd(z,y):

Da 6(z,0) = 3sx(x, 0, s) = ¢(z), gilt nach Voraussetzung M = Qzd(z,0).

Nehmen wir nun an, dass M = Qzd(z,y). Wiirde weder M | Qz(d(x,y) A 0(x,y)) noch M =
Qx(d(x,y) N —0(x,y)) gelten, so wiirde M beide Formeln

JwVz(d(z,y) AN O(z,y) = < w)
Jw'Vr(6(z,y) A —0(z,y) = = < w'),

also auch —=Qxzd(z, y) erfiillen, ein Widerspruch zur Induktionshypothese.
1. Fall Falls M = Qz(d(z,y) A 0(z,y)), dann wihle s’ € M mit

M = Vu <y((s)u = (s)u) A(s')y =0
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2. Fall Falls M | Qx(6(z,y) A —0(z,y)), wihle s’ mit
M | Vu <y((s)u = (s)u) A(s')y =1
Da fiir alle u <y (8)y = (8')u, gilt M E Va(x(z,y,s) & x(z,y,s")), und daher je nach Fall

M E=Vz(o(z,y+1) ¢ x(z,y,8) ANO(z,y)) bzw.
M E=Vz(d(z,y+1) < x(z,y,8) A=0(z,y))

und daher, wie gewollt M | Qzdé(x,y+1), denn mit unserer Wahl von s ist M | Va(x(z,y, s) <

¢(x)), und nach Voraussetzung gilt M | Qz¢(x).
Nun definieren wir v(x,y) als "z ist das (y + 1)ste Element mit 6(x,y)”:

aw(a((w)o,y) AV < (w)o=6(v, y)A
Vi < y(6(Ww)ur1,y) AV < (W)ura (8(0,9) = v < (W)a)) Aw = (w),)

. Da fiir alle y M = Qxd(x,y),

M | Vy3lzy(z,y)
Sei nun 9 (x) die Formel Jyvy(z,y).
Nun gilt es die geforderten Eigenschaften nachzupriifen:

(i) Da M = Vz,y(6(z,y+1) — 6(z,y)) folgt aus M = v(x,y), dass es hochstens y+1 Elemente

w < x gibt mit M | §(w,y + 1). Daher
M EVr,y, z(y(z,y) Av(z,y+ 1) = 2> x)
und insbesondere folgt M = QxIyy(z,y).
(ii) Folgt direkt aus M = Vz(d(x,0) <> ¢(0)) und M = Ve, y(0(z,y + 1) — d(x,y))

(iii) Sei @ € M beliebig, und y € M mit M | ~v(y,a). Wir miissen nun zeigen, dass der

Wahrheitswert von
x>yAY(x) — 0(z,a)

konstant bleibt.

Ist M =2 >y und M | ¢(x), dann gibt es nach |3| ein w > a mit M = y(z,w), daher
M = 6(z,y). Nach Definition von ¢ gilt dann M = 0(x, a) genau dann, wenn (s), = 0 fiir
den Zeugen s des Existenzquantors von §. Dieser Wert &ndert sich, wie wir oben festgestellt
haben, nicht bei grofler werdendem w, und der Wahrheitswert ist konstant in x.

O

Wir kénnen nun den Satz beweisen

Beweis (Satz. Sei ¢ ein neues Konstantensymbol. Wir zdhlen alle Formeln der Sprache
L. := La({c}) auf als Oy(c,71),01(c,§2),.... Weiters konstruieren wir induktiv £ 4-Formeln

do(x), d1(z), ..., sodass fiir alle i € N: M = Qrg;(x).

do(x) sei x = z. Gegeben ¢;(x) mit M = Qz¢;(x) wenden wir Lemma [5.1] auf ¢; und 6; an und

erhalten ¢;;1 mit

o M= Quoiti(z)
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o M =Va(pip1 — ¢ilx))

o fiir alle a € M gilt entweder

M |= V(x> y A pip1(x) — 0;(x,a))
M E yVe(z > y A ¢ipa(x) = —6;(x,a))

Wir erhalten nun ein Modell N mit ¢ € N, welches alle ¢;(z) erfiillt, indem wir die Theorie
T={6(a) | M =6(a) und 0(a) ist ein Lo(M)-Satz} U{c>a|a € M} U{p;(c)|i € N}

betrachten. T' ist nach dem Kompaktheitssatz konsistent, hat daher ein Modell N. Da alle Ele-
mente von M durch Konstantensymbole reprisentiert wurden, und die Theorie von M eine
Teilmenge von T ist, konnen wir M kanonisch in N einbetten. Sei nun ¢ € N die Interpretation
des Konstantensymbols c.

Wir definieren K := K(N; M U{c}) = N (nach Satz[3.1). Es ist M U {c} C K und, da fiir alle
L 4-Formeln 0(z) und alle a € M:

N E6(a) gdw K E6(a)
ist M < K. -
Um zu sehen, dass K eine konservative Erweiterung von M ist betrachten wir b=5b;...b, € K,
wobei fiir alle j € {1,...,n}, b; definiert ist vermdge der Formel n;(v,a,c) mita = a1 ...a, € M,

und eine beliebige £ 4-Formel 8(x, vy, . ..,v,). Wir behaupten, dass K = (d,b) gdw

MEJuwve | 2> wA ¢ipi(x) — 30 /\nj(vj,d,x)/\ﬂ(d,ﬁ) firde M

j=1
Ist die Formel in M wahr, so gibt es ein w in M, sodass, da K eine elementare Erweiterung ist,
n
KEVYr|xz>wA ¢ipi(z) — 30 /\ n;(vj,a,x) A 6(d, D)
j=1

Setzen wir = = ¢, so reduziert sich die Aussage auf K |= 0(d, b).

Es gelte umgekehrt K |= 6(d, b). Es gibt ein i, sodass die Formel
v /\ ’I’]](U],g,ﬂf) /\H(y()v@)
j=1

gleich 6;(z,yo, 7) ist. Gilt (d, b), so gilt K = 0;(c,d, a). Nach Konstruktion von ¢; 1 ist entweder

M = JuwVz(x > w A ¢ip1(z) — 6;(z,d,a)), oder
M = JuwVz(x > w A ¢ip1(z) = —0;(x, d, a))

aber der zweite Fall kann nicht eintreten, da fiir allew € M, M < K = ¢ > wA¢;+1(c)N\0;(c, d, a).
O
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