Ordungstypen von Nichtstandardmodellen
der Peano-Arithmetik

Leo Brauner

28. Oktober 2020

Diese Arbeit ist im Rahmen des Seminars aus Logik 2020W an der Technischen
Universitdt Wien entstanden und basiert grofiteils auf dem sechsten Kapitel aus
Richard Kayes Buch Models of Peano Arithmetic.

Hauptresultat dieser Arbeit ist der Satz, dass jedes abzéhlbare Nichtstandardmodell
M der Peano-Arithmetik den Ordungstyp N+ Q- Z hat; salopp gesagt: die Ordnung
von M besteht aus einer Kopie von N, gefolgt von Q Kopien von Z. Wir zeigen dies
sogar etwas allgemeiner fiir abzéhlbare Nichtstandardmodelle der Theorie IAy.

Als Zwischenresultat erhalten wir, dass jedes Modell von PA™, einer schwicheren
Theorie als die Peano-Arithmetik, welche keine Induktionsaxiome enth#lt, den Ord-
nungstyp N + L - Z hat, wobei L eine lineare Ordnung ist.
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1 Vorbemerkungen

Wir setzen bei Leserin und Leser Wissen iiber mathematische Grundbegriffe und
Grundlagen der Logik, inklusive dem Gdédelschen Vollstandigkeitssatz voraus.

Die Notation in dieser Arbeit orientiert sich an [K]|. Ebenso werden wir geldufige
Abkiirzungen (wie etwa z < y fir < yVa = y) verwenden oder uns milden “abuse
of notation” erlauben (wie z.B. M | ¢(a) mit a € M anstatt (M,I,b) E ¢(z)
mit entsprechender Interpretation I und Variablenbelegung b). Auch zwischen einer
Struktur und ihrer Tragermenge wollen wir nicht immer strikt unterscheiden.

Wir nennen %4 := {+,0,-,1, <} die Sprache der Arithmetik, mit Konstantensym-
bolen 0,1, bindren Funktionssymbolen +,- und einem bindren Relationssymbol <.
Wir fokussieren uns in dieser Arbeit auf Theorien und Modelle der Sprachen .Z4

und {<}.

In [K, §2.1] wird eine .Z4-Theorie PA~ durch 15 Axiome definiert, welche wir hier
nicht explizit aufzdhlen. Im Wesentlichen beschreibt die Theorie PA™ folgendes:

e + und - sind assoziativ, kommutativ und distributiv; 0 und 1 sind zugehorige
neutrale Elemente; Vz(z - 0 = 0).

< definiert eine strikte lineare Ordnung.

+ und - sind vertriglich mit der Ordnung <.

VaVyle <y — 3z 1z + 2z =y).

0 ist bzgl. < minimal; 0 < 1; Vz(x >0 — = > 1).

Offensichtlich ist N ein Modell fiir PA™. Fiir eine handliche Klassifizierung aller
PA™-Modelle erweist sich folgende Begriffsbildung als niitzlich:

Ein diskret geordneter Ring ist eine Struktur (R, 4,0, —,-, 1, <), fiir die gilt:
e (R,+,0,—,-,1) ist ein kommutativer Ring mit Eins.
¢ (R, <) ist eine strikte lineare Ordnung.
e + und - sind vertriglich mit der Ordnung <.

e 0 <1 und fiir jedesr € Rgilt: r >0=1r > 1.

Fiir einen diskret geordneten Ring R setzen wir RT := {r € R | r > 0}.

Lemma 1.1. Eine Z4-Struktur M ist genau dann ein Modell von PA™, wenn es
einen diskret geordneten Ring R gibt, sodass M = R | Zy.



Offenbar ist Z ein diskret geordneter Ring und Z* = N. Ein weiteres Beispiel fiir
einen diskret geordneten Ring ist der Polynomring Z[X], wobei die Ordnung < wie
folgt definiert ist:

n
Fiir p =Y a; X' € Z[X],a, #0: p>0:<=a, >0.
=0
Fir p,q € Z[X] : p<qi<=q—p>0.

Nach obigem Lemma ist dann Z[X]* ein Modell von PA~.

Fiir eine Z4-Formel p(x,y) definieren wir das Induktionsaziom auf x in p(x,y) als
den Satz Iy definiert durch

Vij(e(0,9) AVz(e(z,y) = ¢(z 4+ 1,9)) = Vao(z, 7).
Ist T" eine Menge von .Zs-Formeln, so definieren wir
IT := PA™ +{L,p | ¢(z,y) € T'}.

Ist T' die Menge aller .Zs-Formeln, so ist PA := IT" die Peano-Arithmetik. Es ist
unschwer einzusehen, dass diese Definition von IA,,, IY,, IIl,, n € N, dquivalent
dazu ist, wie wenn man oben PA~ etwa durch Robinsons Minimalarithmetik @
ersetzt.

2 Ordnungstypen von PA™-Modellen

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung iiber die Ordnung von P A~-Modellen.

Definition 2.1. Eine lineare Ordnung (L, <) heifit diskret, falls gilt:

o Fiir jedes a € L, das kein Maximum ist, gibt es ein kleinstes b € L mit a < b.
e Fiir jedes a € L, das kein Minimum ist, gibt es ein grofites b € L mit b < a.

Lemma 2.2. Fliir jedes PA™-Modell M ist M [< eine diskrete lineare Ordnung mit
Minimum und ohne Mazimum.

Beweis. Sei M ein PA™-Modell. Nach Lemma 1.1 gibt es dann einen diskret ge-
ordneten Ring R mit M = R | Z4. Insbesondere ist dann (M <) = (R [<).
Offenbar ist RT |< eine lineare Ordnung mit Minimum 0 und ohne Maximum (denn
fiir jedesa € Rt ista+1€ R" und a+1 > a).



Um zu sehen, dass RT |< diskret ist, sei @ € R" kein Minimum von R™, also a > 0.
Dann ist @ > 1 und somit auch b := a — 1 € R™. Zudem ist b < a und fiir jedes
c € R gilt:

c<a — a—c>0 — a—c>1 — c<a—1=hb,

d.h. b ist mit der Eigenschaft b < a auch maximal in R™.

Analog zeigt man, dass es fiir jedes a € L ein kleinstes b € RT mit a < b gibt. W

Motiviert durch obiges Lemma mochten wir nun alle diskreten linearen Ordnungen
mit Minimum und ohne Maximum klassifizieren. Dazu benétigen wir drei weitere
einfache Definitionen.

Definition 2.3. Eine Abbildung f : Ly — Lo zwischen zwei linearen Ordnungen
(L1,<1), (Le,<2) heiit Ordnungsisomorphismus, falls f bijektiv ist und fir alle
a,b e L gilt:

a<ib <= fla) <2 f(b).

Wir sagen, zwei lineare Ordnungen L; und Ly sind (ordnungs)isomorph oder vom
selben Ordnungstyp, wenn es einen Ordungsisomorphismus f : Ly — Lo gibt, und
schreiben dafiir L1 & Lo.

Definition 2.4. Seien (L1, <1), (L2, <2) zwei lineare Ordnungen und seien zusétzlich
Ly, Ly disjunkt. Dann ist die Summe (L1, <1)+ (L2, <2) definiert als die lineare Ord-
nung (L, <) mit L := L; U Ly und

(a € Ly und b € Lo) oder
a<b <= (a,b€ Ly und a <1 b) oder
(a,b € Ly und a <3 b).

Definition 2.5. Seien (L1, <1), (L2, <2) zwei lineare Ordnungen. Dann ist das Pro-
dukt (L1,<7) - (L2, <2) definiert als die lineare Ordnung (L, <) mit L := Ly X Lo
und
) a1 <1 b1 oder
(a1,a2) < (b1,b2) = { (a1 = by und a3 <» by).

Intuitiv entsteht L; + Lo dadurch, indem man Ly an L; “hinten dranhéngt” und
Li-Lo, indem man “L; viele” Kopien von Lo aneinanderhéngt. Insbesondere ist zum
Beispiel L + L = 2 - L, wobei 2 eine zweielementige lineare Ordnung bezeichnet.

Satz 2.6. M ist genau dann eine diskrete lineare Ordnung mit Minimum und ohne
Mazimum, wenn es eine lineare Ordnung L gibt, sodass M 2 N+ L - Z.

Fiir je zwei lineare Ordnungen L, L' gilt:

L~ <+ N+4+L-Z=N+L-Z



Beweis. N+ L -7 ist offenbar eine diskrete lineare Ordnung mit Minimum und ohne
Maximum. Diese Eigenschaft bleibt unter Ordnungsisomorphismen erhalten.

Sei nun M eine diskrete lineare Ordnung mit Minimum 0" und ohne Maximum.
Dann kann man auf natiirliche Weise eine Nachfolger- und Vorgéngerfunktion auf
M definieren:

S(a) := das kleinste b € M mit a < b, ae M.
das grofite b € M mit b < a, a€ M,a+#0M,
Pla) = oM a=0M,

Definiere nun fiir a,b € M:
a~b <= Esgibt ein n € N, sodass b = P"(a) oder b = S"(a).

Fir a € M, k < n € N ist offenbar P*(S"(a)) = S" *(a) und S¥(P"(a)) =
P"F(a), falls a > S"*(0M). Mit diesen Identititen lisst sich zeigen, dass ~ ei-
ne Aquivalenzrelation auf M ist.

Betrachten wir nun M /~. Offenbar ist [0] = {0™, S(0M), S2(0M),...} = N (ord-
nungsisomorph) und [a] = {..., P*(a), P(a),a,S(a),S*(a),...} 2 Z fiir a € M,a #
0M. Man beachte auBerdem, dass es aufgrund der Definition von S und P keine
a,b € M gibt mit S"(a) < b < S"T!(a) oder P""!(a) < b < P"(a). Daher folgt aus
a',a” € [a] und o/ < b < a” stets b € [a].

Wir zeigen nun, dass ~ mit < vertriglich ist. Seien dazu a,a’,b,V/ € M, a ~ d,
b~b,asb, a<b Wir miissen nun @’ < b’ zeigen. Angenommen, es wire b < a’.
Dann wiire b € (a,d’] C [a], im Widerspruch zu a ¢ b. Daher ist ¢’ < b. Wire nun
b < d/, dann wire o € [b/,b) C [b], im Widerspruch zu a’ ~ a # b. Folglich ist
a <b.

Daraus folgt, dass < auf der Quotientenmenge M/~ eine lineare Ordnung <. er-
zeugt, die gegeben ist durch [a] <. [b] < (a ¢ bund a < D).

Definiere nun die lineare Ordnung L := (M\[0M])/~. Dann folgt aus unserer vorigen
Uberlegung und der Minimalitéit von 0¥ unmittelbar, dass M = N+ L - Z.

Es bleibt die Isomorphieaussage zu zeigen. Fiir zwei lineare Ordnungen L, L’ mit
L = L' ist offenbar auch N+ L -Z =2 N + L’ - Z. Umgekehrt kénnen wir auf zwei
diskrete lineare Ordnungen M, M’ mit Minimum 0™ bzw. 0M" und ohne Maxi-

~

mum obige Konstruktion anwenden und erkennen so, dass L := ((M\[0M])/~) =
((M\[Oar])/~) =2 L u
Aus Lemma 2.2 und Satz 2.6 erhalten wir daher unmittelbar:

Korollar 2.7. Fir jedes [abzihlbare] Modell M von PA™ gibt es eine bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmte [abzihlbare] lineare Ordnung L mit (M [<) = N+L-Z.



Beispiel 2.8. Das Standardmodell N ist ordnungsisomorph zu N+ L - Z mit L = ().

Beispiel 2.9. Wie in Abschnitt 1 erwéhnt, ist Z[X]* ein Modell fiir PA™. Fiir n €
N, definiere Z[X]™ := {p € Z[X]* | degp = n}. Dann ist Z[X]* ordnungsisomorph
zu

Z[X]© + zZ[xX]M + z[x]® + ...
Offenbar ist Z[X](® = N und Z[X]"Y) = {X - p+k | p € Z[X]™ k € Z}. Es
ist daher unschwer einzuschen, dass Z[X]("*1) ordnungsisomorph zu Z[X]™ - Z ist.
Induktiv folgt:

(Z[X]T 1<) 2*N+N-Z+N-Z-Z+N-Z-Z-Z+---
“N+(N+N-Z+N-Z-Z+---)-Z.

Insbesondere ist Z[X]" ordnungsisomorph zu N + Z[X]* - Z.

3 Das Overspill-Lemma

Um aus unserer ordungstheoretischen Aussage iiber PA™-Modelle eine stéirkere Aus-
sage iiber I1Ag-Modelle zu gewinnen, miissen wir die in einem IAg-Modell erfiillten
Induktionsaxiome geschickt ausnutzen. Die dafiir notwendige Technik tritt in Form
des Overspill-Lemmas in Erscheinung, welches wir in diesem Abschnitt formulieren.
Dazu brauchen wir folgende wichtige Definition:

Definition 3.1. Ein Schnitt ist eine nichtleere Teilmenge I eines PA™-Modells
M, die nach unten abgeschlossen ist (d.h. a < b € I = a € I) und unter der
Nachfolgerfunktion abgeschlossen ist.

Ist M ein PA™-Modell, so ist offenbar N (die Menge der Standardzahlen von M)
ein Schnitt von M und jeder Schnitt von M enthélt N.

Beispiel 3.2 (Fortsetzung von Beispiel 2.9). Fiir p := Y " ja; X" € Z[X]*, n > 0,
und 0 < k < n, definiere

Ly = {Z biX' e Z[X])*"

=0

Zn:biXi < Zn:ale} .
=k i=k

Dann ist I, offenbar ein Schnitt von Z[X]*. Es ist umgekehrt nicht schwer zu
zeigen, dass alle Schnitte von Z[X]|" diese Form haben.

Bemerkung 3.3. Mit Hilfe von Korollar 2.7 kénnen wir leicht eine bessere Vorstellung
von Schnitten erlangen. Seien M ein PA™-Modell und L jene lineare Ordnung, sodass
(M <) 2N+ L-Z. Fiir a € M schreiben wir [a] fiir die im Beweis von Satz 2.6
definierte Aquivalenzklasse von a.



Ist I ein Schnitt von M, dann ist die Menge J(I) := {[a] | a € I}\{[0]} C L
wohldefiniert und nach unten abgeschlossen. Ist J eine (moglicherweise leere) nach
unten abgeschlossene Teilmenge von L, dann ist I(J) := [0]W {a € M | [a] €
J} ein Schnitt von M. Wegen I(J(I)) = I und J(I(J)) = J ist dadurch eine
natiirliche Bijektion zwischen den Schnitten von M und nach unten abgeschlossenen
Teilmengen von L gegeben.

Sei im Folgenden I' eine Menge von .Z4-Formeln, welche in IT unter beschréinkten
Quantoren abgeschlossen ist. Beispiele fiir solche Mengen I" sind etwa X, n € N,
oder die Menge aller Z4-Formeln (vgl. [K, §7.1]).

Lemma 3.4. Sei M ein IT-Modell, o(z,) € T, b € M und I ein Schnitt von M
mit

I={aeM|ME (b},
Dann ist I = M.

Beweis. Da I ein Schnitt von M ist, gilt:

M E 9(0,6) und M [=Vo(e(z,b) — o(z +1,b)).
Da M ein IT-Modell ist, gilt auch

M = ©(0,b) AVz(p(x,b) — p(x +1,b)) — Yap(x,b).

Daher ist M = ¢(a,b) fiir alle a € M, d.h. I = M. [

Dieses Lemma kann als eine Art “modelltheoretisches Induktionsprinzip” betrachtet
werden, oder alternativ als die Aussage, dass echte Schnitte von IT-Modellen nicht
I-definierbar sind. Als Konsequenz erhalten wir nun das angekiindigte Overspill-
Lemma.

Dieses besagt, dass in einem IT-Modell eine auf einem echten Schnitt erfiillte I'-
Formel auch auf einem echt grofleren Anfangssegment erfiillt ist. Es gilt sozusa-
gen, dass der Bereich, auf dem die I'-Formel erfiillt ist, aus jedem echten Schnitt
“liberlauft”. Insbesondere ist etwa in einem IAg-Modell jede Ag-definierbare Eigen-
schaft, die auf allen Standardzahlen erfiillt ist, auch auf einer Nichtstandardzahl
erfiillt.

Lemma 3.5 (Overspill). Sei M ein IT-Modell, p(z,5) €T, b € M und I ein echter
Schnitt von M, sodass B
M = ¢(a,b)  fir allea € 1.

Dann g¢ibt es ein ¢ > I, sodass

M = ¢(a,b)  fiir alle a < c.



Beweis. Wegen unserer Voraussetzung an I' gibt es eine Formel ¢(z,7) € T' mit
M EVy(Ve < ze(z,7) <> ¥(z,79)). Da I nach unten abgeschlossen ist, gilt:

M = (a,b) fiir alle a € 1.

Wegen I # M gibt es nach dem vorigen Lemma dann ein ¢ > I mit M = ¢(c, b),
womit M = Vz < cp(x,b). Daraus folgt die Behauptung. [

4 Ordnungstypen von [Aj-Modellen

Wir sind nun in der Lage, eine stirkere Version von Korollar 2.7 fiir 1Ap-Modelle
zu beweisen.

Definition 4.1. Eine lineare Ordnung (L, <) heifit dicht, wenn es fiir alle a,c € L,
a<c,einbe L mita<b<cgibt.

Beispiele fiir dichte lineare Ordnungen sind Q, QN (0,1), QU {v/2}, R\Q und R.

Satz 4.2. Fir jedes [abzihlbare] Nichtstandardmodell M von IAg gibt es eine
[abzihlbare] dichte lineare Ordnung L ohne Endpunkte mit (M [<) 2N+ L -Z.

Beweis. Ist M ein Nichtstandardmodell von A, dann gibt es nach Korollar 2.7 eine
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte lineare Ordnung L mit (M [<) =N+ L-Z.
Es bleibt also zu zeigen, dass die lineare Ordnung L dicht ist und keine Endpunkte
besitzt.

Wir verwenden dazu wieder die Konstruktion von L aus dem Beweis von Satz 2.6,
d.h. fiir a,b € M definieren wir
a~b < EsgibteinneN,sodass M =b=a+nVa=b+n

Wir haben gezeigt, dass ~ mit < vertréglich ist und daher auf L := (M\[0])/~ eine
lineare Ordnung induziert, welche gegeben ist durch [a] < [b] < (a % b und M =
a <b).

Als erstes zeigen wir, dass L keine Endpunkte besitzt. Sei dazu [a] € L. Dann ist
a € M eine Nichtstandardzahl, d.h. M = n < a fiir alle n € N. Folglich gilt auch
M Ea+n <a+a=2-aund damit [a] <. [2-a]. Dies zeigt, dass L kein Maximum
besitzt.

Um einzusehen, dass L auch kein Minimum besitzt, definiere () als die Ag-Formel

Jy<z2-y=zxzV2-y+1l=ux).



Man sieht schnell ein, dass PA™ die Formeln ¢(0) und Vz(p(z) = ¢(z+1)) beweist.
Weil IA( auch I, beweist, folgt IAg F Vap(z). Fiir die Nichtstandardzahl a € M
gibt es daher ein b € M mit

MEb<an(2-b=aV2-b+1=a).

Offenbar ist auch b eine Nichtstandardzahl und es folgt analog wie oben [b] <. [a].

Es bleibt zu zeigen, dass die lineare Ordnung L dicht ist. Seien dazu [al, [¢] € L mit
[a] <~ [c]. Dann gilt:

METJy<cla+n<y<y+n<c) firalleneN.

Um dies einzusehen, wihle man etwa y = a + n + 1. Definiere ¢(z,u,v) als die
Ag-Formel
Jy<vut+z<y<y+z<ov).

Dann gilt also M | ¢(n,a,c) fir alle n € N. Nach dem Overspill Lemma gibt es
daher ein d > N, sodass M = ¢(d,a,c). Folglich gibt es also ein b € M, sodass
MEb<cund M EFa+d<b<b+d<c. Wegen d > N erhalten wir schlielich:

MEa+n<b<b+n<c furalleneN.

Dabher ist [a] <. [b] <~ [c] und wir sind fertig. [ |

Es stellt sich nun die Frage, ob wir dichte lineare Ordnungen ohne Endpunkte auf
einfache Weise klassifizieren kénnen. Im {iberabzihlbaren Fall ist dies nichttrivial.
So gibt es etwa 280 viele nichtisomorphe dichte lineare Ordnungen ohne Endpunkte
der Kardinalitit 2% (vgl. [R, §9.2]).

Im abzahlbaren Fall hingegegen gibt es bis auf Isomorphie nur eine einzige dichte
lineare Ordnung ohne Endpunkte. Dieses Resultat mag zwar vielleicht intuitiv sein,
ist aber nichttrivial, da es etwa die Existenz eines Ordnungsisomorphismus zwischen
Q und QU{v/2} impliziert. Der Beweis beruht auf der induktiven Konstruktion eines
Ordnungsisomorphismus nach einem sogenannten “Back-and-forth”-Argument.

Satz 4.3 ([R, Theorem 2.8]). Jede abzdihlbare dichte lineare Ordnung ohne End-
punkte ist isomorph zu Q.

Beweis. Sei L eine abzahlbare dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte. Sei a1, as, . . .
eine Abzdhlung von L und gq1, g9, ... eine Abzdhlung von Q. Wir behaupten nun,
dass es aufsteigende Mengenfolgen (A,,), in L und (B,,), in Q sowie eine Folge von
einander fortsetzenden Abbildungen (f, : A, — By), gibt, sodass:

e A, ist endlich und {aq,...,a,} C A,.



e B, ist endlich und {q1,...,q,} C By.

e f,: A, — B, ist ein Ordnungsisomorphismus.

Wir zeigen die Behauptung mittels induktiver Konstruktion der A,, B, und f,.
Fiir den Induktionsanfang, sei Ag := B := () und fy : Ag — By die leere Funktion.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir die Existenz von A,,, B, f» mit den gewiinschten
Eigenschaften an. Sei nun a = a; € L\ A,, mit Index & > n minimal. Dann gibt es
drei Falle:

(1) a < Ay
(2) An, <a
(3) Es gibt ein grofites a; € A, und kleinstes a; € A, mit a; < a < a;.
Je nach eingetretenem Fall kénnen wir nun ein ¢ € Q\B,, wihlen, sodass
(1) ¢ < By, (2) B, <q, oder (3) fu(a;) <q< fulay).
Definiere nun
An-i—% = Anu{a}aBrﬁ_% = BnU{q} und fn+% = fnU{(a7 CI)}

Dann ist fn-&-% : An_% — Bn+% bijektiv. Sei nun ¢’ = gy € @\BM_% mit Index £ > n
minimal. Dann gibt es wieder drei Félle:

(1) ¢ < Bn—i—%
(2" Bn—&—% <q
(3") Es gibt ein grofites ¢; € Bn+% und kleinstes ¢; € Bn+% mit ¢; < ¢’ < gj.

Da L eine dichte lineare Ordnung ohne Minimum und Maximum ist, konnen wir je
nach Fall ein o’ € L\A, 1 wihlen, sodass
2

(1) d <Ay, (2) 4,1 <d, oder (3) f;j%(qi) <d < f;j%(qj)
Definiere nun

An+1 = An U {a7 a/}v Bn+1 = Bn U {q7 q/} und fn-‘,—l = fn U {(CL, Q)7 (a,v q/)}

Dann ist offenbar A, C An+1, By C Bp+1, fot+1 @ Ant1 — Bpyr mit fop1 2 fa,
und A, 11, By sind wieder endlich. Wegen unserer speziellen Wahl von a und ¢’
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ist ap+1 € Apt1 und gny1 € By und wegen unserer speziellen Wahl von ¢ und o
ist fne1: Apyr1 — Bpy1 ein Ordnungsisomorphismus.

Dies beweist unsere Induktionsbehauptung. Definiere nun die Abbildung f := (J,,cy fn
als die minimale gemeinsame Fortsetzung der f,,. Dann ist dom f = |J,cy An = L
und g f = U, ey Bn = Q, d.h. f bildet L auf Q ab. Um einzusehen, dass f : L — Q
ein Ordnungsisomorphismus ist, seien a,a’ € L und n € N sodass a,a’ € A,. Dann
gilt:

a<d = o)< fald) = fla) < f(d).

Dies zeigt insbesondere die Injektivitit von f und wir sind fertig. |

Bemerkung 4.4. Dieser Satz zeigt insbesondere, dass die Theorie Tpr,o der diskreten
linearen Ordnungen ohne Endpunkte (in der Sprache {<}) vollstéindig ist. Um dies
zu zeigen, sei o ein Satz in der Sprache {<}, sodass Tpro / 0. Dann ist Tpro+{—0c}
konsistent und hat daher ein abzihlbares Modell. Dieses ist nach Satz 4.3 aber
isomorph und zu Q, womit Q = —o. Dieses Argument zeigt Q = o = T F 0. Da fiir
jeden {<}-Satz o entweder Q = o oder Q |= —o gilt, sind wir fertig.

Aus Satz 4.2 und Satz 4.3 erhalten wir nun unmittelbar:

Korollar 4.5. Jedes abzdihlbare Nichtstandardmodell von IAg ist vom Ordnungstyp
N+Q-Z.

Insbesondere ist auch jedes abzihlbare Nichtstandardmodell der Peano-Arithmetik
vom Ordnungstyp N+ Q - Z.

Korollar 4.6. Ein abzihlbares Nichtstandardmodell von IAg hat 280 viele verschie-
dene Schnitte.

Beweis. Nach obigem Korollar ist ein solches Modell M ordnungsisomorph zu N+Q-
Z. Wie wir in Bemerkung 3.3 festgestellt haben, gibt es dann eine natiirliche Bijekti-
on zwischen den Schnitten von M und den nach unten abgeschlossenen Teilmengen
von Q. Die Abbildung

r—{qeQ|qg<r}

ist eine natiirliche Bijektion zwischen R und den nichttrivialen nach unten abge-
schlossenen Teilmengen von Q (sogenannte Dedekind-Schnitte). Das Modell M hat
daher |R| viele verschiedene Schnitte. [

Vergleiche dies etwa mit dem PA~-Modell Z[X]*, welches nur abzihlbar viele
Schnitte hat, wie wir in Beispiel 3.2 gesehen haben.

Indem man die Argumentation etwas modifiziert, erhilt man:

Satz 4.7. Fin abzihlbares Nichtstandardmodell von IX hat 2%0 viele Schnitte, wel-
che unter + und - abgeschlossen sind.
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Beweisskizze. Wir stiitzen uns darauf, dass die Exponentialfunktion f : N> — N :
f(z,y) := z¥ beweisbar rekursiv in I3; und auch die bekannten Potenzrechenregeln
und Monotonieeigenschaften der Exponentialfunktion in I¥; beweisbar sind (vgl.
[H, §3.7]; [K, §5.3])

Definiere dann fiir a,b € M:
a~b <= EsgibteinneN,sodass M Fa< (b+2)"Ab< (a+2)".

Man kann nun analog wie im Beweis von Satz 2.6 zeigen, dass dies eine mit <
vertragliche Aquivalenzrelation definiert. Diese induziert auf L := (M\[0])/~ eine
lineare Ordnung <., die gegeben ist durch [a] <~ [b] & a ¢ bund M |=a < b.

Man kann nun zeigen, dass (L, <.) eine dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte
ist. Um die Dichtheit zu zeigen, seien [a], [c] € L, [a] <~ [¢]. Dann gilt:

ME((a+2)" <y< (y+2)" <c) firallen N

Das Overspill-Lemma (angewandt auf I' = 31) zeigt dann die Existenz von b,d > N,
sodass
ME@+2)%<b< (b+2)%<ec

Daraus folgt [a] <~ [b] <~ [c]. Ahnlich zeigt man, dass (L, <.) keine Endpunkte
hat. Aus Satz 4.3 folgt dann, dass es einen Ordnungsisomorphismus f : L — Q gibt.
Definiere fiir r € R die Menge

I :=[0]U{a € M\[0] | f([a]) <r}.

Es ist dann nicht schwer zu zeigen, dass die Mengen I, r € R, paarweise verschiedene
Schnitte von M sind, welche abgeschlossen unter + und - sind. |
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