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Die mathematische Logik nimmt in der Mathematik eine Sonderstellung ein.
Sie ist erstens ein mathematisches Gebiet wie alle anderen, in dem mit ma-
thematischen Methoden mathematische Objekte untersucht werden; wegen des
Charakters der von ihr untersuchten Objekte kann man die Logik aber auch
als ,Metamathematik“ bezeichnen. Anders als zB in der Gruppentheorie, in der
Definitionen, Séitze und Beweise behandelt werden, die sich mit Gruppenele-
menten, Gruppen, Normalteilern, Automorphismen etc beschéiftigen, werden in
der mathematischen Logik Definitionen, Séatze und Beweise betrachtet, die sich
selbst wieder mit Definitionen, Sétzen und Beweisen beschiiftigen. Wenn auch
jeder Mathematiker genau versteht, was ein Beweis ist, so ist es doch in der
ynaiven® (also nicht selbstreflektierenden) Mathematik uniiblich, Beweise als
eigensténdige mathematische Objekte zu untersuchen.

Der Goédelsche Vollstindigkeitssatz zeigt, dass der zunéchst informel-
le Begriff des Beweises tatséichlich addquat formalisiert werden kann; erst da-
durch wird eine mathematische Untersuchung von Beweisen moglich. Insbeson-
dere wird dadurch auch die Unbeweisbarkeit mathematisch fassbar: Neben den
in der Mathematik iiblichen Ergebnissen, dass ein vermuteter Satz A entweder
bewiesen oder widerlegt wird (dass also —A bewiesen wird), gibt es in der ma-
thematischen Logik noch eine dritte Moglichkeit: es kommt vor, dass man die
Unbeweisbarkeit beider Sétze A und —A mathematisch exakt beweisen kann.

1 Pradikatenlogik als universelle Sprache

Eine pridikatenlogische Sprache wird durch ein Alphabet festgelegt, das ist eine
(meist endliche) Menge von Relations-, Funktions- und Konstantensymbolen,
wobei jedem Funktions- und Relationssymbol eine endliche Zahl (in der Praxis
oft 1 oder 2) als ,Stelligkeit“ zugeordnet wird. Weiters ldsst man eine (meist
abzihlbare) Menge von Variablen zu.
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Als Terme bezeichnet man nun erstens alle Konstantensymbole und alle Va-
riablen, sowie alles, was man durch (wiederholte) Anwendung von Funktions-
symbolen auf Variable und Konstantensymbole bekommt. (,, Anwendung® ist
hier ein rein syntaktischer Vorgang, der etwa von den formalen Ausdriicken
x (Variable) und ¢ (Konstantensymbol) zum formalen Ausdruck f(z,c) fiihrt,
wenn [ ein zweistelliges Funktionssymbol ist.)

Als Atomformeln bezeichnet man alle relationalen Ausdriicke der Form R(t1, ...

(wobei R ein n-stelliges Relationssymbol und die ¢; Terme sind), sowie Aus-
driicke der Form ¢; = t5. Formeln erhilt man aus Atomformeln durch (wieder-
holte) Anwendung der Booleschen Junktoren A, V, -, —, <, ... sowie durch (wie-
derholte) Anwendung der Quantoren V und 3. (Siehe die untenstehenden Bei-
spiele. Manchmal erweist es sich aus technischen Griinden als praktisch, offiziell
nur eine kleinere Anzahl von Junktoren zuzulassen und alle anderen Junktoren
als Abkiirzungen anzusehen, also z.B. die Formel A < B nicht als eigenstéindige
Formel sondern als Abkiirzung fiir (A — B) A (B — A) anzusehen.)

Eine ,geschlossene Formel® (oder auch ,Satz“) ist eine Formel, die keine
freien Variablen enthéilt; das heifit, dass in so einer Formel alle Variablen durch
Quantoren gebunden sind.

Fine Struktur 9 fiir eine vorgegebene Sprache bzw. fiir ein vorgegebenes
Alphabet besteht aus einer nichtleeren Menge M sowie aus Interpretationen
der Funktions-, Relations- und Konstantensymbole. Funktionssymbole miissen
hier als Funktionen auf M geeigneter Stelligkeit interpretiert werden, etc. Die
Interpretation eines Funktionssymbols f in der Struktur 9t wird oft mit f™
bezeichnet. Vom Gleichheitssymbol ,=%“ verlangt man iiblicherweise, dass es
durch die tatsdchliche Gleichheit (also durch die Menge {(m,m) : m € M})
interpretiert wird.

Die Semantik (oder ,,Bedeutung®) einer geschlossenen Formel erkliirt, in wel-
chen Strukturen die betrachtete Formel gilt; sie wird in natiirlicher Weise defi-
niert (siehe die folgenden Beispiele; die Formel Vy 3z f(z) = y gilt zum Beispiel
in allen Strukturen 9 = (M, f™), in denen das Funktionssymbol f durch eine
surjektive Funktion f™ von M nach M interpretiert wird).

Charakteristisch fiir die erststufige Pridikatenlogik ist, dass Quantoren sich
immer nur auf Elemente von M beziehen, also nicht etwa auf Teilmengen, Funk-
tionen, etc.

Beispiel: Sprache der Gruppentheorie

Die Sprache der Gruppentheorie verwendet ein zweistelliges Operationssymbol
* und (je nach Geschmack) auch ein weiteres einstelliges Funktionssymbol ~*
und ein Konstantensymbol 1.

Beispiel fiir einen formulierbaren Satz der Gruppentheorie: ,,Wenn alle Ele-
mente einer Gruppe Ordnung héchstens 3 haben, dann ist die Gruppe kommu-
tativ:

Ve(z=1Vzxx=1V(zxx)xz=1) > VaVy(z*xy=y=*x)



Dieser Satz ist gilt nicht in allen Gruppen; er beschreibt also eine Eigenschaft
von gewissen Gruppen.

Man stoBt aber bald auf Eigenschaften von Gruppen (oder deren Elemen-
ten), die nicht durch Sétze (bzw Formeln) der Priadikatenlogik erster Stufe aus-
driickbar sind, wie zum Beispiel Endlichkeit oder Einfachheit.

Beispiel: Sprache der angeordneten Korper

Hier verwenden wir die Funktionssymbole +, —, % sowie das Relationssymbol
<, und je nach Geschmack auch / (siehe die untenstehende Bemerkung iiber
partielle Funktionen) und die Konstantensymbole 0 und 1).

In dieser Sprache ist zum Beispiel das folgende Packungsproblem (das iibrigens
eine wahre Aussage ist) ausdriickbar:

»In eine Kiste mit den Maflen 3 x 4 x 5 passen mindestens 2 Kugeln
mit Radius 1“:

Er besagt niimlich, dass es zwei Punkte im R3 gibt (gegeben durch Koordinaten
x1,Y1,21 und o, ¥yo, 22), die gewisse Beziehungen erfiillen, wie etwa 0+ 1 < z;
und z; +1 <5, oder

(1 —22) % (v1 —22) + (Y1 —y2) * (Y1 —y2) + (21 — 22) ¥ (21 —22) > 1+ 14+1+1
Dies lisst sich durch eine erststufige Formel

ausdriicken.

Achtung: In dieser Sprache kann wieder nur iiber alle Kérperelemente quan-
tifiziert werden, nicht auch iiber die natiirlichen Zahlen. Zum Beispiel ist die
Eigenschaft eines angeordneten Korpers, archimedisch zu sein (das heifit, dass
jedes Korperelement kleiner als eine der Zahlen 1,1+ 1,... ist), nicht in dieser
Sprache ausdriickbar.

Varianten: mehrsortige Strukturen, partielle Funktionen

Oft erweist es sich als praktisch, eine Variante der Pradikatenlogik zu verwen-
den, in der wir Variable mehrerer ,,Sorten“ unterscheiden; den Relations- und
Funktionssymbolen sind dann nicht nur Stelligkeiten sondern fiir jede Stelle auch
eine Sorte zugeordnet, und eine Struktur hat dann nicht nur eine Grundmenge
M sondern eine Menge M; fiir jede Sorte s (sowie wie vorhin Interpretationen
der Funktions-, Relations- und Konstantensymbole).

Statt einer formalen Definition ist ein Beispiel illustrativer: In der Sprache
der Vektorrdaume unterscheiden wir die beiden Sorten ,Skalar® (der die Varia-
blen, A, y, ... zugeordnet sind) und ,Vektor“ (mit den Variablen z, y, ...).
Jeder Quantor bezieht sich immer nur auf eine Sorte, zB V) quantifiziert tiber
alle Skalare der betrachteten Struktur.



Ebenso ist es moglich (etwa durch Auszeichnung eines speziellen Elements
yundef“ der betrachteten Struktur), mit erststufigen Formeln Strukturen mit
partiellen Operationen zu beschreiben. (Die partielle Operation der Division in
einem Korper K konnte man zum Beispiel durch eine totale Operation auf der
Menge K U{undef} ersetzen, indem man in allen Féllen, wo x/y undefiniert ist,
den neuen Wert undef verwendet.)

Diese Anderungen der Sprache ist aber rein kosmetischer Natur; die unten
genannten Resultate iiber Axiomatisierbarkeit und Entscheidbarkeit gelten fiir
die mehrsortige genauso wie fiir die einsortige Logik.

Pridikatenlogik zweiter Stufe

Es wurde in den Beispielen erwéhnt, dass ganz einfache Eigenschaften von Struk-
turen (zB Endlichkeit oder Einfachheit einer Gruppe) nicht durch Formeln der
Pradikatenlogik erster Stufe ausgedriickt werden konnen. Eine natiirliche Erwei-
terung dieser Sprache ist die Prédikatenlogik zweiter Stufe. In dieser Sprache
stehen neben den ,,Objektvariablen® z,y, ... auch ,Relationsvariable* XY ...
zur Verfiigung; jeder Relationsvariable ist wiederum eine Stelligkeit zugeordnet
(die meist nicht explizit angefiihrt wird, sondern sich aus dem Kontext ergibt).
Im Vergleich mit der Pradikatenlogik erster Stufe kommen folgende Konstrukte
hinzu:

e Atomformeln sind nun auch Formeln der Form X (¢1,...,t,), wobei die t;
wiederum Terme sind, X eine n-stellige Relationsvariable.
(Fiir einstellige Relationenvariablen X schreibt man statt X (¢) oft auch
suggestiver t € X.)

e Neben den Quantoren Vzx, dz iiber Objektvariable sind auch Quantoren
VX, 3X tber Relationsvariable zugelassen.

Die Semantik ist wiederum ,,natiirlich“; ein Quantor 3X, wobei X eine k-stellige
Relationsvariable ist, wird als ,es gibt eine Teilmenge X von k-Tupeln® inter-
pretiert.

Beispiel

In der zweitstufigen Sprache der Gruppentheorie kann man etwa durch den Satz
VX : [(X ist Normalteiler) = Vy (y € X) VVy(y € X =y =1)]

die einfachen Gruppen beschreiben (wobei die Formulierung von , X ist Nor-

malteiler® hier dem Leser iiberlassen wird).

2 Folgerungsbegriff und der Vollstindigkeitssatz

Ein Satz (das heifit, eine Formel ohne freie Variable) in einer vorgegebenen
pridikatenlogischen Sprache heifit ,,wahr“ (oder besser ,,allgemeingiiltig*), wenn



er in jeder Struktur gilt, die diese Sprache interpretiert. So ist zum Beispiel der
Satz
Gruppenaxiome A Vz (zxx=1) = VaVy(zxy=yx*2x)

allgemeingiiltig. Die Notation = ¢ bedeutet, dass ¢ allgemeingiiltig ist, oder
dquivalent: dass es keine Struktur 9t gibt, in der —¢p gilt. Die Aussage £~ ¢
bedeutet dann, dass es mindestens eine Struktur gibt, in der —¢ gilt.

Wenn ¢ freie Variable enthilt, etwa die Variablen x,y, ..., dann soll | ¢
dasselbe wie |=VzVy - - ¢ bedeuten.

Interessanter ist der Folgerungsbegriff, eine Art ,bedingte* Allgemeingiil-
tigkeit: Sei X eine Menge von Sitzen in einer festgehaltenen Sprache, sogenannte
,hichtlogische Axiome*, und sei ¢ ein weiterer Satz. Dann bedeutet

Yo,

dass jede Struktur, in der alle Sdtze in ¥ gelten, auch den Satz ¢ erfiillt, oder
anders ausgedriickt, dass es keine Struktur 9 gibt, in der alle Sétze aus U{—p}
gelten.

Fiir ¥ = () ist dies gerade der vorhin genannte Begriff der Allgemeingiil-
tigkeit. Fiir endliche Mengen ¥ ist ¥ |= ¢ dquivalent zur Allgemeingiiltigkeit
der Formel (A X) — ¢, zum Beispiel gilt

{h1,92} = ¢ genau dann, wenn = (1 A o) — @

(sofern wenn 1; und 3 Formeln ohne freie Variable sind).

Betrachten wir nun eine Sprache, in der es nur endlich viele Relations-,
Funktions- und Konstantensymbole gibt (mindestens aber ein Relations- oder
Funktionssymbol welches mindestens zweistellig ist!); dann kann die mathema-
tische Logik folgenden fundamentale Aussagen machen:

(1) Es gibt keinen Algorithmus, der von jeder vorgelegten Formel entscheiden
kann, ob sie allgemeingiiltig ist oder nicht.
Das heifit: Die Funktion, die jedem Satz 1 zuordnet, wenn er allgemeingiiltig
ist, und 0 sonst, ist nicht berechenbar.

(2) Es gibt eine berechenbare Funktion B, die auf den natiirlichen Zahlen defi-
niert ist, und deren Wertebereich genau die Menge aller allgemeingiiltigen
Sétze ist.

Aquivalent dazu: Es gibt einen Algorithmus, der, angewendet auf einen be-
liebigen Satz ¢

e wenn ¢ allgemeingiiltig ist: nach endlicher Zeit terminiert und ,,¢ ist
allgemeingiiltig“ ausgibt.

e wenn ¢ nicht allgemeingiiltig ist: nicht terminiert.

IDer Fall einer Sprache mit nur einstelligen Relationssymbolen und ohne Funktionssymbole
wird bereits in der aristotelischen Logik behandelt; er ist sehr einfach.



Die Aussage (1) folgt aus Ergebnissen von Tarski, aber auch aus dem Gédelschen
Unvollstéindigkeitssatz. Die Aussage (2) ist bereits eine Version des Godelschen
Vollstandigkeitssatzes, der unten noch eingehender beschrieben wird.

In der Rekursionstheorie driickt man den durch (1) und (2) beschriebenen
Sachverhalt so aus: Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist zwar ,,rekursiv
aufzéhlbar“, aber nicht ,rekursiv® (nicht , berechenbar®, nicht , entscheidbar*).

3 Der syntaktische Folgerungsbegriff

Man kann in der Menge aller Formeln (einer vorgegebenen Sprache der Pridikatenlogik
erster Stufe) in folgender Weise die Menge der ,ableitbaren® (oder ,,formal be-
weisbaren“) Formeln auszeichnen:

Zunéchst bezeichnen wir alle Formeln der folgenden Form als logische Axio-
me (wobei A, B, C fiir beliebige Formeln stehen)

1 — (B— A)

A
2) [A=(B=C)—=[(A=B)— (A=)

(1)

(2)

) (FA—-B) = (B—4)

(4) Ve(A — B) — (Vx A — Vz B)

(5) A — Vo A (wenn x in A entweder gar nicht vorkommt oder bereits in A
durch einen Quantor gebunden wird)

(6) (Vz A(z)) — A(t) (fiir beliebige? Terme t)

sowie alle Formeln, die aus diesen Axiomen durch Voranstellen von universellen
Quantoren entstehen.

In diesem System betrachten wir Formeln AV B als Abkiirzung von (A —
B); &hnlich kann man A und 3 als Abkiirzungen auffassen.

Weiters sei Modus Ponens die folgende ,Regel“ (das heifit hier: partielle
Funktion auf den Formeln):

— MP(A, (A — B)) = B fiir alle Formeln A, B
— MP(A, C) ist undefiniert, wenn C' nicht die Form A — B hat.

SchlieBlich nennen wir eine Formel , ableitbar“, wenn sie durch (wiederholte)
Anwendung von Modus Ponens auf Axiome entsteht; die Menge der ableitbaren
Formeln ist also die kleinste Menge, die alle Axiome enthilt und unter der
partiellen Funktion MP abgeschlossen ist.

Fiir eine beliebige Menge ¥ von Formeln sei die Menge der ,,aus ¥ ableitbaren
Formeln® die kleinste Menge, die alle Axiome enthélt, 3 umfasst, und unter der
partiellen Funktion MP abgeschlossen ist.

2eine kleine technische Bedingung muss allerdings erfiillt sein: ¢ darf keine Variablen ent-

halten, die in A(t) durch Quantoren gebunden wéren



Wir schreiben - ¢, wenn ¢ ableitbar ist, und X F ¢, wenn ¢ aus ¥ ableitbar
ist.

Aus der induktiven Definition der Menge der ableitbaren Formeln kann man
leicht sehen, dass diese Menge rekursiv aufzéhlbar ist (also die unter (2) genann-
ten Eigenschaften hat).

Man kann sich auch leicht von folgenden Eigenschaften iiberzeugen:

e Alle logischen Axiome sind allgemeingiiltig.
e Wenn A und A — B allgemeingiiltig sind, dann ist auch B allgemeingiiltig.
Daraus folgt natiirlich, dass alle ableitbaren Formeln allgemeingiiltig sind:

Wenn F ¢, dann | .
Allgemeiner gilt: Wenn X F ¢, dann 3 | ¢.

Der Godelsche Vollsténdigkeitssatz ist die Umkehrung dieser Aussage:
Wenn ¥ = ¢, dann ¥ F .

Links steht die Folgerung = (also ein semantischer Begriff, fiir dessen Versténdnis
infinitare Uberlegungen notwendig sind; er ist der grundlegende Begriff der Mo-
delltheorie), rechts das Ableitungssymbol - (ein syntaktischer Begriff, bei dem
es nur um endliche Manipulationen von endlichen Formeln geht; er wird in der
Beweistheorie untersucht).

Anmerkung 1: es gibt viele Moglichkeiten, ableitbare Formeln durch ver-
schiedene Systeme von logischen Axiomen und Regeln zu definieren. Godel hat
in seinem Beweis nicht das oben beschrieben System betrachtet, sondern ein
geringfiigig anderes. Er bezieht sich bereits im ersten Satz seiner Dissertation
explizit auf die Systeme, die in den ,,Principia Mathematica®* von Russell und
Whitehead und in den , Grundziigen der theoretischen Logik* von Hilbert und
Ackermann vorgestellt werden. Alle diese System sind jedoch dquivalent in dem
Sinn, dass der durch sie definierte Ableitungsbegriff - ¢ derselbe ist, und der
Vollsténdigkeitssatz somit fiir alle diese Systeme gilt.

Anmerkung 2: Mit dem vorgestellten Axiomensystem gilt der oben zitierte
Vollstandigkeitssatz nur fiir ,, Logik ohne Gleichheit®, also nur fiir solche Formeln
p, die das Gleichheitssymbol nicht enthalten. Wenn man ,,Logik mit Gleich-
heit* betrachtet, muss man die hier angestellten Betrachtungen geringfiigig mo-
difizieren, um zu einem Vollstéindigkeitssatz (also einer Aquivalenz von Allge-
meingiiltigkeit und Ableitbarkeit) zu gelangen; zum Beispiel kénnte man die
Axiomenmenge um einige natiirliche Gleichheitsaxiome, (wie zum Beispiel x =
y — y = x) erweitern.

4 Beweisskizze

Der Hauptteil von Godels Dissertation ist dem Beweis der Implikation



Wenn = ¢, dann - ¢

(fiir gewisse Formeln ¢ in besonders einfacher Form) gewidmet; man darf an-
nehmen, dass ¢ die Form — hat, und muss zeigen, dass

F =) oder p£ -

gilt: jede Formel ¢ ist entweder widerlegbar (das heifit, die Negation von ) ist
beweisbar) oder erfillbar (gilt also in einer geeigneten Struktur).

Der allgemeinere Vollstandigkeitssatz besagt in dieser Umformulierung, dass
jede Menge ¥ von Formeln

e entweder inkonsistent ist — das soll heiflen, dass bereits die Konjunktion
iiber eine endliche Teilmenge von ¥ widerlegbar ist:

Es gibt ¢1,...,¢, in ¥, sodass F =(o1 A+ A @y).

e oder erfiillbar ist — das heifit, es gibt eine Struktur 9, in der jede Formel
der Menge ¥ gilt. (So eine Struktur heifit auch ,Modell von ¥“.)

Die Aufgabe besteht also darin, zu einer beliebigen konsistenten Menge X
ein Modell zu konstruieren.

Sowohl in Godels urspriinglichem Beweis wie auch in dem spéter von Le-
on Henkin gefundenen Beweis sind die Elemente des gesuchten Modells neue
Konstantensymbole, die durch eine Art ,freier Konstruktion zur vorliegenden
Sprache adjugiert werden. Auflerdem erweitert man die vorgegebene konsistente
Menge X zu einer Menge Y’ mit der Eigenschaft, dass es fiir jede Formel der
Form 3z ¢(z) in ¥’ eine Konstante ¢ gibt, sodass auch ¢(c) in ¥’ ist. Entschei-
dend ist hier, dass dies méglich ist, ohne im Schritt von ¥ zu ¥’ die Konsistenz
zu verlieren.

Diese Konstanten ¢ werden spéter , bezeugen®, dass 3z () im konstruierten
Modell auch gilt.

Schliefllich kann man die Menge der Konstanten in der erweiterten Sprache
durch geeignete Interpretation der Funktions- und Relationssymbole (Konstan-
tensymbole werden durch sich selbst interpretiert) zu einem Modell der Menge
Y’ machen, somit auch zu einem Modell der Menge %; wenn in den betrachteten
Formeln auch das Gleichheitssymbol vorkommt, muss man allerdings zunéchst
gewisse dieser Konstanten identifizieren.

Wenn man von einer Sprache mit endlich oder abzédhlbar unendlich vielen
Symbolen ausgeht, erhélt man sogar fiir jede konsistente Menge von nichtlogi-
schen Axiomen ein Modell, das hochstens abzéhlbar ist. Der Henkinsche Beweis
des Vollstéindigkeitssatzes erlaubt es, diesen auch fiir iiberabzéhlbare Sprachen
zu beweisen; daraus kann man schlielen, dass aus der Existenz eines unendlichen
Modells die Existenz von Modellen jeder grofleren Kardinalitdt folgt.



5 Anwendungen

Kompaktheit

Aus dem finitdren Charakter der Definition von F ergibt sich sofort die folgende
Eigenschaft:

> F ¢ genau dann, wenn es eine endliche Menge ¢ C X mit ¥ F ¢
gibt,

also insbesondere: Eine Menge ¥ ist genau dann konsistent, wenn jede endliche
Teilmenge konsistent ist.

Die modelltheoretische Ubersetzung liefert bereits einen nichttrivialen Satz:
Eine Menge ¥ hat genau dann ein Modell 9, wenn jede ihrer endlichen Teil-
mengen ein Modell hat.

Dieser sogenannte Kompaktheitssatz spielt in der Modelltheorie eine funda-
mentale Rolle und ist weiters die Grundlage fiir das Gebiet der Nonstandard
Analysis, einer Formulierung der Analysis, in der ,infinitesimale® Elemente als
tatséichliche Objekte betrachtet werden und nicht nur als Umschreibung eines
Grenzwertprozesses.

Man kann diesen ,, Kompaktheitssatz* auch fiir negative Resultate verwen-
den; so kann man etwa zeigen, dass die Eigenschaft ,, Charakteristik ist 0¢ von
Korpern nicht durch einen Satz der erststufigen Prédikatenlogik ausgedriickt
werden kann. Wire namlich ¢q so ein Satz, dann hétte die Menge

{K, =0, 14+1#0,1+1+1#0,...}

(wobei & fiir die Kérperaxiome steht) kein Modell, obwohl jede ihrer endlichen
Teilmengen ein Modell (etwa GF'(p), fiir geniigend grofles p) hat.

Algebraisch abgeschlossene und reell abgeschlossene Kor-
per

Betrachten wir die Theorie (Menge von Sétzen) Tp in der oben erwihnten Spra-
che der Korper, die neben den Korperaxiomen und den Axiomen 1 + 1 # 0,
1+14+1#0,...fir jedes n > 1 die Formel

Gn: Nz Ve, dz:ia"+z %™ P42, =0

enthélt; diese Theorie heifit ,, Theorie der algebraisch abgeschlossenen Korper
der Charakteristik 0“. Man zeigt in der Algebra, dass jedes Modell dieser Theo-
rie durch seinen Transzendenzgrad iiber dem Primkorper Q bestimmt ist, jedes
tberabzihlbare Modell daher bereits durch seine Kardinalitét. Aus der erwahnten
Verschirfung des Vollstandigkeitssatzes folgt nun, dass Ty eine , vollstindige
Theorie* sein muss, also fiir jede geschlossene Formel ¢ entweder Tj F ¢ oder
To b = gelten muss (denn sonst wiren sowohl Ty U {¢} also auch Ty U {—p}
konsistent, und hétten beide ein Modell einer fixen iiberabzihlbaren Kardina-
litét).



Diese Uberlegung liefert einen Algorithmus, der fiir jede Formel ¢ (der be-
trachteten Sprache) entscheiden kann, ob sie im Korper der komplexen Zah-
len gilt oder nicht: man kann n&mlich (im Prinzip) systematisch alle Formeln
aufzéhlen, die aus den logischen Axiomen sowie aus Ty mit Hilfe von Modus
Ponens herleitbar sind; nach der obigen Bemerkung iiber die ,, Vollstédndigkeit“
der Theorie Ty muss man bei diesem Prozess irgendwann auf ¢ oder auf —p
stoflen; an diesem Punkt sicht man, ob ¢ oder —¢ in C gilt.

Eine #hnliche Uberlegung trifft auf die Theorien 7}, der algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik p zu, sowie auch auf die Theorie T;..f
der reell abgeschlossenen Korper. Die Theorie T;..¢ ist eine Menge von abge-
schlossenen Formeln in der Sprache der angeordneten Korper, die neben den
Korperaxiomen und der Monotonie von Addition und Multiplikation verlangt,
dass alle Polynome ungeraden Grades eine Nullstelle haben (7., enthélt al-
so von den oben definierten Formeln G,, nur die Formeln G, Gj, Gs, etc.).
Auch diese Theorie ist vollstindig, und stimmt daher mit der Menge aller in
(R,+,-,0,1, <) giiltigen Formeln iiberein.

Insbesondere kann somit die Wahrheit von Formeln wie dem oben erwédhnten
konkreten Packungsproblem rein mechanisch herausgefunden werden. (Aller-
dings nur im Prinzip; man kann beweisen, dass der skizzierte Algorithmus auch
fiir relativ kurze Formeln sehr lange Laufzeit haben kann.)

6 Andere Logiken

Die Formulierung = ¢ < F ¢ suggeriert, dass der Vollstindigkeitssatz ein
einfacher und ganz natiirlicher Satz ist. Dass die Wahrheit aber facettenreicher
ist, sollen die folgenden Beispiele belegen:

Endliche Modelle

Definieren wir =g, ¢, wenn ¢ in allen endlichen Strukturen (welche die gerade
betrachtete Sprache interpretieren) gilt.

Dann kann man zeigen (wenn wiederum die Sprache mindestens ein 2-stelliges
Relationssymbol enthilt):

Die Menge {¢ : =an @} ist nicht rekursiv aufzéhlbar.

Daher gibt es auch keine Moéglichkeit, einen dquivalenten Ableitungsbegriff
Fan (mit einer entscheidbaren Menge von Axiomen und einer endlichen Men-
ge von berechenbaren Funktionen) zu definieren. (Dies mag paradox anmuten,
denn der Begriff =gy, der sich ja nur auf endliche Mengen bezieht, scheint von
einfacherer Natur zu sein als der Begriff |=.)

Fiir den analogen Begriff ina, (der durch die Beziehung

Einin © < © gilt in allen unendlichen Strukturen der betrachteten
Sprache

definiert ist), folgt hingegen aus dem Vollsténdigkeitssatz sofort:
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Einfin ¢ gilt genau dann, wenn ¢ mit Hilfe von Modus Ponens aus
den logischen Axiomen zusammen mit der folgenden Menge Inf her-
leitbar ist:

Inf:={VeIy(y #x), VeVyIz (z £ x Az #vy),...}

Logik zweiter Stufe

Viele wichtige und grundlegende Konzepte sind erst in der Logik zweiter Stufe
ausdriickbar; insbesondere kénnen die Mengen der natiirlichen und der reellen
Zahlen in dieser Logik durch eine Formel vy bzw g charakterisiert werden.

Nun kann man aber mit Hilfe des Godelschen Unvollstandigkeitssatzes zei-
gen, dass bereits die Menge Th(N) der in N giiltigen erststufigen Formeln sicher
nicht rekursiv aufzihlbar ist (in Wirklichkeit liegt sogar eine ganze Hierarchie
von Komplexitéiten zwischen den rekursiv aufzéhlbaren Mengen und der Menge
Th(N)). Da die Menge

Th(N) = {¢ : ¢ ist Formel erster Stufe, ¥ = ¢}

also sehr kompliziert ist, muss auch die Relation |= in der zweitstufigen Logik
sehr kompliziert sein. Einen Vollstindigkeitssatz (im Sinne einer Aquivalenz
zwischen der zweitstufigen Folgerungsrelation = und einem Kalkiilbegriff +)
kann es hier also nicht geben.

7 Die Rolle der Mengenlehre

Beweise in der Logik erster Stufe konnen wegen des Vollstindigkeitssatzes (im
Prinzip) immer auf ein allgemein anerkanntes® besonders einfaches System zu-
riickgefiihrt werden, sodass also (im Prinzip) kein Zweifel dariiber méglich ist,
was nun ein giiltiger Beweis ist. Weiters ist durch den Vollsténdigkeitssatz garan-
tiert, dass alle allgemeingiiltigen Aussagen, auch wenn sie unendliche Gesamt-
heiten betreffen, in endlicher Zeit mit finitdren Mitteln unzweifelhaft beweisbar
sind.

Die Logik zweiter Stufe (und erst recht eine Logik hoherer Stufe) hat den
Vorteil, dass sie viel ausdrucksstérker als die Logik erster Stufe ist, hat aber
den Nachteil, dass es keinen anerkannten (und jedenfalls keinen rekursiven, das
heifit entscheidbaren) Begriff des , Beweises“ gibt.

In einem naiven Zugang kénnte man versuchen, zweitstufige Logik durch eine
zweisortige (oder mehrsortige) erststufige Logik zu simulieren: die eine Sorte sind
die Objekte des Interesses (etwa die natiirlichen oder reellen Zahlen), die anderen
Sorten werden als Teilmengen oder Relationen interpretiert, und ein spezielles
Relationssymbol e gibt die Zugehorigkeit an. In dieser Logik kann man allerdings
nicht formulieren, dass man nur an jenen zweisortigen Strukturen (Mi, Mo, .. .)

3Hier ignoriere ich allerdings die kleine Gruppe der Intuitionisten und Anhinger von ver-
wandten nichtklassischen Logiken, die das Axiom (-A — —B) — (B — A), oder noch einfa-
cher die Formel ——A — A nicht als allgemeingiiltig akzeptieren.
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interessiert ist, in denen die zweite Sorte aus allen Teilmengen der ersten Sorte
besteht.

Die Mengenlehre kann nun (allerdings nur riickblickend, und in véllig ahi-
storischer Auslegung) als ein Versuch gesehen werden, die gute Fassbarkeit der
Logik erster Stufe mit der Ausdrucksstéirke der Logiken héherer Stufe zu kombi-
nieren. Formal betrachtet ist die Mengenlehre in einer Logik erster Stufe formu-
liert, in der es nur ein einziges Relationssymbol ¢ gibt; inhaltlich reprasentieren
die Elemente der mengentheoretischen Universen (das heifit, der in der Men-
genlehre betrachteten Strukturen) aber Mengen, also Objekte hoherer Stufe:
Wenn 9 = (M, ™) eine Struktur dieser Sprache ist (also: M ist eine nichtleere
Menge, €™ eine zweistellige Relation auf M), so repriisentiert jedes x € M die
Menge {y € M :y ™ x}.

Da es keine Bijektion zwischen der Potenzmenge von M und der Menge
M gibt, kbnnen wir nicht erwarten, dass alle Teilmengen des Universums auch
durch Elemente des Universums représentiert werden. Die Axiome der Men-
genlehre verlangen nun, dass zumindest gewisse Teilmengen des Universums
auch durch Elemente reprisentiert werden. (Zum Beispiel verlangt das Null-
mengenaxiom

JyVz ~(z e y),

dass es ein Objekt y € M gibt, welches die leere Menge reprisentiert.)

Die mehr als hundertjihrige praktische Erfahrung mit den mengentheore-
tischen Axiomen zeigt, dass sie ausreichen, um fast alle mathematischen Kon-
struktionen, die scheinbar die Ausdrucksstérke der zweitstufigen Logik bendtigen,
auf Grundlage der erststufig formulierten mengentheoretischen Sprache durch-
zufiihren.

Neben der gerade beschriebenen Funktion der Mengenlehre als universelle
Sprache der Mathematik hat sie aber noch eine andere (nicht minder wichti-
ge) Rolle: Die im System ZFC (Zermelo-Fraenkel) zusammengefassten Axiome
konnen fast alle in der Mathematik betrachteten Sitze entscheiden (also be-
weisen oder widerlegen) — dies ist allerdings nur eine Erfahrungstatsache und
kein mathematischer Satz. Fast alle ,, working mathematicians“ betrachten die
ZFC-Axiome insofern als Grundlage ihrer Arbeit, als sie alle ihre Sétze aus den
ZFC-Axiomen herleiten; umgekehrt gelten (aufler in der Mengenlehre selbst,
wo auch andere Axiomensysteme untersucht werden) nur solche mathemati-
schen Sitze als bewiesen, die aus den ZFC-Axiomen herleitbar sind. (Dies gilt
natiirlich nur im Prinzip; vielen Mathematikern ist die Rolle der ZFC-Axiome
gar nicht bewusst.?)

4

J: Quoi 7 Quand je dis: «Nicole, apportez-moi mes pantoufles, et me donnez mon bonnet
de nuit», c’est de la prose ?

M: Oui, monsieur.

J: Par ma foi ! Il y a plus de quarante ans que je dis de la prose sans que j’en susse rien.
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Moglichkeit und Wirklichkeit

Der Godelsche Unvollstindigkeitssatz zeigt (dhnlich wie das Russellsche Para-
doxon, das ebenfalls durch Diagonalisierung bewiesen wird), dass allzu naive
Erwartungen an die Mathematik nicht erfiillt werden koénnen. Er gibt also eine
obere Schranke fiir die erfiillbaren Hoffnungen der Mathematiker an: You can’t
always get what you want ...

Der Vollsténdigkeitssatz hingegen (dhnlich wie das mengentheoretische Axio-
mensystem von Zermelo-Fraenkel) gibt eine untere Schranke fiir das garantiert
Machbare an: But if you try ... you get what you need.

Als philosophische Aussage kann der Vollstédndigkeitssatz ,,jede widerspruchs-
freie Theorie hat ein Modell“ auch als eine Bestéitigung des hilbertschen Ideals
der Mathematik gesehen werden:

Alles, was denkmoglich ist, existiert auch.

Quellengeplitscher

Einen Beweis des Vollstindigkeitssatzes (und zwar so gut wie immer in der
Henkinschen Version, nie den urspriinglichen Godelschen Beweis) findet man
in den meisten Lehrbiichern der mathematischen Logik, etwa in den Biichern
von Ebbinghaus+Flum+Thomas (1978/1994) Goldstern+Judah (1998), Ender-
ton (2001) oder Hinman (2005).

Historische und philosophische Betrachtungen zum Vollsténdigkeitssatz fin-
det man in den Kommentaren von Dreben und van Heijenoort, die im ersten
Band von Gdodels ,,Collected Works® (herausgegeben von Feferman, 1986) einen
Neuabdruck von Goédels Dissertation begleiten.

Lesenswert sind auch die Arbeiten von Baaz+Zach bzw Buldt iiber den Hin-
tergrund und das historische Umfeld des Vollstédndigkeitssatzes bzw des Kom-
paktheitssatzes, die beide im zweiten Band von ,, Wahrheit und Beweisbarkeit*
(herausgegeben von Buldt et al, 2002) publiziert sind.

Die beiden englischen Sétze stammen von den Rolling Stones, das franzosische
Zitat ist Molieres Komdodie ,,Der Biirger als Edelmann entnommen,
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