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Kapitel 1

Algebraische Strukturen

1.1 Operationen

1.1.A Stelligkeit und Typ

1.1.1 Definition. Sei A eine Menge, n € Ny, dann heifit eine Abbildung w : A™ — A eine
n-stellige! (oder n-dre) Operation auf A, d. h.,
fir n € N:
A=A
W { (T1,...,Tp) — wry ...y oder w(xy,. .., x,)

fir n = 0:
A=)
1 0 wh = w.
Wichtigster Fall: n = 2. Eine 2-stellige oder bindre Operation ist eine Abbildung
_ A% 5 A
" (z,y) — way oder w(z,y).
Meist bezeichnen wir 2-stellige Operationen mit Symbolen wie o, +, *, x statt mit Buchsta-
ben wie w; fiir diese Symbole verwenden wir dann meist ,, Infixnotation* statt Prafixnotation
(siehe Abschnitt 1.2), also
A2 > A
O :
(z,y) = zoy.
1.1.2 Beispiele. 1) + und - sind 2-stellige Operationen auf N, Ny, Z, Q, Q*, R, RT und
C, — ist 2-stellige Operation auf Z, Q, R und C, + auf Q*, R*, Q\ {0}, R\ {0}, C\ {0}.
2) + und - (im tblichen Sinn) sind 2-stellige Operationen auf M,,(C), der Menge aller
quadratischen n x n-Matrizen iiber C (analog mit Z, Q, R statt C).
3) Seien M und N Mengen. Mit N bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von M
nach N: NM .= {f | f: M — N}.
Fiir M = N ist die binire Operation o auf N wie folgt definiert: (f o g)(x) := f(g(z)) fiir
alle z € M (Komposition oder Verkettung von Funktionen). Wir erhalten also:

O'{ MM x MM — pM
L (f,9) e ey

4) M sei eine Menge und P(M) := {T"| T C M} die Potenzmenge von M. N, U sind binére
Operationen auf P(M).

Ln heifit auch ,,Stelligkeit“ oder ,, Aritéit“ der Operation, englisch ,,arity*



Weiterer wichtiger Fall: n = 1. Eine einstellige (unéire) Operation ist eine Abbildung

{ A— A

w:

T — W

1.1.3 Beispiele. 1) —: { ;(:::Sr ist einstellige Operation auf C.

2) — ist auch einstellige Operation auf Z, Q, R, M,,(C).
3) z +— 1/z ist einstellige Operation auf Q \ {0}, Q*, R\ {0}, R*, C\ {0}.
4) T — M\ T =: T’ ist einstellige Operation auf der Potenzmenge B (M).

1.1.4 Anmerkung. Das Symbol ,,—* wird sowohl fiir die einstellige Operation des ,,Nega-
tivmachens“ (oft: Multiplikation mit —1) als auch fiir die zweistellige Operation ,,Differenz*
verwendet. Der Kontext entscheidet, ob die einstellige oder zweistellige Operation gemeint
ist.
In den Gleichungen

r—y=r+(~y), zT—-(-y)=z+y

bezeichnet das erste ,,—* jeweils die zweistellige Operation, das zweite die einstellige.

1.1.5 Definition. Sei A eine Menge, n € Ny, D C A™, dann heif3t eine Abbildung w : D —
A eine n-stellige partielle Operation auf A.
1) — ist eine zweistellige partielle Operation auf N.

2) x +— 1/x ist einstellige partielle Operation auf Q, R, C (D =Q\ {0},...).

Sei A = {aq,...,a,} eine endliche Menge und o eine bindre Operation auf A. Dann kann
diese durch eine Operationstafel, die sog. Cayley-Tafel angegeben werden. Die Tafel weist
im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte das Element a; o a; auf.

1.1.6 Definition. Sei A Menge, I (Index-)Menge. Fiir i € I sei w; eine n;-stellige Operation
auf A, n; € Ny. Dann heifit 2 := (A, (w;)icr) eine (universelle) Algebra mit der Grundmenge
A und der Operationenfamilie (w;)ier =: 2.

Haufig ist I endlich, etwa I = {1,...,n}. In diesem Fall schreibt man
(A, Q) = (A, (wi)ie{l,...,n}) = (Aawla s >wn)'

Die Familie (n;);c; heiBt der Typ der Algebra (A,Q). Algebren desselben Typs heiflen
,ihnlich“. Oft? verwenden wir fiir eine Algebra und ihre Grundmenge dasselbe Symbol,
also A = (A, Q), sofern keine Verwechslung moglich ist.

1.1.7 Beispiel. (Z,+,—,0) ist eine Algebra vom Typ (2,1,0), (Z,+,—,0,-,1) ist eine
Algebra vom Typ (2,1,0,2,0).

2In der Logik und auch in der universellen Algebra verwendet man oft ein Symbol (4, B, ..., oder auch
einen komplizierteren Ausdruck wie A’, By, ...) fiir die Grundmenge einer Algebra und ein entsprechendes
Symbol aus einem anderen Zeichensatz (2, A, <7, analog B1, ...) fiir die Algebra. Man kann auch die
Algebra selbst als das fundamentale Objekt betrachten, und bezeichnet dann die Algebra z.B. mit A, die
Grundmenge mit |A| oder univ(A), die Operationen mit w;®.



1.1.B  Kommutativitit, Assoziativitit, Distributivitit

1.1.8 Definition. Sei A Menge, o binére Operation. o heifit assoziativ genau dann, wenn
das so genannte Assoziativgesetz gilt:

Ve,y,z€ A: (xoy)oz=xo(yoz).

1.1.9 Beispiel. +, - auf C und M,,(C) sind assoziativ, ebenso o auf M und N, U auf P(M).
Dagegen sind —, + im allgemeinen nicht assoziativ!®

1.1.10 Definition. Die binére Operation o auf A heifit kommutativ <
Ve,y € Aixoy=yox (Kommutativgesetz)

1.1.11 Beispiel. Nicht kommutativ sind: — auf C, + auf C\ {0}, - auf M, (C) fir n > 2,
o auf MM fiir |[M| > 2.

1.1.12 Definition. Sind +, - bindre Operationen auf A, dann heif3t - distributiv iber + &
es gelten die Distributivgesetze:

Ve,y,2€ A:x-(y+z2)=x-y+x-z (Linksdistributivgesetz)
Ve,y,z€ A:(y+z2)-v=y-x+z-x (Rechtsdistributivgesetz)

1.1.13 Anmerkung. Um Klammern zu sparen, verwenden wir die Konvention: ,, Punkt-
rechnung wird vor Strichrechnung ausgefiihrt.“

1.1.14 Beispiel. - ist distributiv iiber 4+ in C, M,,(C). In B(M) ist U distributiv iiber N
und N distributiv iber U.

1.1.C Neutrale und inverse Elemente

1.1.15 Definition. Sei A Menge, o eine bindre Operation auf A. Sei e € A, dann heifit e
— ein Linkseinselement oder linksneutrales Element beziiglich o : & Ve € A:eox =,
— ein Rechtseinselement oder rechtsneutrales Element beziiglich o 1< Vo € A : xoe = x,
— ein Finselement oder neutrales Flement beziiglich o .V € A:eox =x0e=r1.

1.1.16 Anmerkung. Universell quantifizierte Gleichungen zwischen Termen (also Glei-
chungen, die die Form t¢i(x,y,z2,...) = ta(z,y,2,...) mit geeigneten Termen ¢1,ty haben
und fiir alle Elemente einer Algebra erfiillt sein sollen, wie z. B. Vo € A : eox = z),
heilen Gesetze.

Um deutlich zu machen, dass nicht die Terme ¢; und ¢ qua* formale Objekte gleich sind,
sondern nur ihre Auswertungen an allen Elementen der betrachteten Algebra (zum Beispiel
enthilt der Term z -2~ ! die Variable x zwei Mal, der Term 1 enthélt sie gar nicht), schreibt
man Gesetze oft nicht in der Form ¢; = t3 sondern verwendet die Notation t1 & t9.

3Ein weiteres Beispiel aus der Umgangssprache: Nach dem 2.Weltkrieg waren Lebensmittel in Osterreich
rationiert, und man konnte sie offiziell nur gegen Marken oder ,, Punkte® eintauschen, die man am Anfang des
Monats von einer Behérde erhielt. Diese (Lebensmittel)punkte standen fiir viele im Lebens(mittelpunkte).
4qua=in ihrer Eigenschaft als



1.1.17 Beispiele. 1) Sei A = C mit der Operation o = +. Dann ist 0 neutrales Element.
2) Sei A = C mit der Operation o = -. Dann ist 1 ist neutrales Element. (Wir sagen: ,1 ist
neutral beziglich Multiplikation, 0 ist neutral beziiglich Addition.*)

0 ... 0
3)Sei A = M,(C). Dannist | : -. ! | neutrales Element beziiglich Addition,
0O ... 0

O =

ist neutrales Element beziiglich (Matrizen-)Multiplikation.

4) Sei A = MM mit o = Komposition. Dann ist idy; (die identische Abbildung) neutrales
Element.

5) Sei A = P(M). Dann ist M ist neutrales Element beziiglich der Operation N, denn
X NM =X fiir alle X € B(M). Die leere Menge () ist neutrales Element beziiglich U.

1.1.18 Satz. Sei o bindre Operation auf A, e; Linkseinselement und e Rechtseinselement.
Dann gilt: e; = e, und e1(= e3) ist Finselement.

Beweis. e = e 0ey = es. O
1.1.19 Folgerung. Es gibt hochstens ein Einselement.

1.1.20 Definition. Sei A Menge, o binédre Operation, e Einselement, z € A; dann heif3t
ein Element y € A linksinvers zu x :& y o x = e, rechtsinvers zu x < x oy = e, invers zu
TS rxoy=yox =e.

1.1.21 Beispiel. Menge Operation Element Inverses
C + x —x
C . x#0 1/x
My(C) + (aij) (—aij)
M, (C) : (aij) mit det(a;;) #0  (a;j)~!
MM o bijektives f -1
B(M) N M M
B(M) U 0 0
7 . +1 +1

1.1.22 Definition. z heiflt invertierbar :< es gibt ein Inverses zu x.

1.1.23 Satz. o sei assoziative bindre Operation auf A, v € A, y1 linksinvers zu x, 3o
rechtsinvers zu x beziiglich des neutralen Elementes e. Dann gilt: y1 = ys.

Beweis. y2:60y2:(ylox)oy2:ylo(ajoy2):yloe:yl' O

1.1.24 Folgerung. Bei einer assoziativen Operation gibt es zu jedem Element x héchstens
ein Inverses.

Schreibweise fiir das Inverse von x: 2! (beziiglich o, -) oder —x (beziiglich +). Ein neutrales
Element beziiglich + wird meist mit 0 bezeichnet.



1.1.D Regulire und invertierbare Operationen

1.1.25 Definition. o heifit nvertierbar auf A &
Y(a,b) € A2 I(z,y) € A’ :aox=bund yoa =b.

1.1.26 Satz. Sei A # () und o eine assoziative Operation auf A. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

a) o ist invertierbar auf A.

b) Es gibt ein neutrales Element e beziiglich o, und jedes x € A ist invertierbar, d. h.,
Jye Atzoy=yox =e.

Beweis. b) = a): Fiir z € A bezeichne z~! das Inverse von z. Seien a,b € A. Dann gilt:
ao(a tob)=(aoca')ob=cob=>bund (hoa)oa=bo(a toa)=boe=0.

a) = b): Sei a € A beliebig, aber fest. Dann gilt: Jej,e2 € A :ej0oa = a = ao ey (setze
b=a,y=ey, x=e). Fiir beliebiges b € A gilt dann:

JreA:b=aox=eob=¢ejo(aox)=(e10a)ox=aox =D,
Jye A:b=yoa=boey=(yoa)oeg=yo(aoey) =yoa=h.

Also ist e; Linkseinselement, es Rechtseinselement und daher e; = e1 oes = €9 =: e
Einselement.

Nun ist noch zu zeigen, dass zu jedem x € A ein Inverses y existiert. Da o invertierbar, gilt:
Jy,yp € A:zvoy; =eund ypox = e.

Also ist y; Rechtsinverses, yo Linksinverses von x, woraus y; = yo =: y folgt und somit y
invers zu x ist. O

1.1.27 Anmerkung. In dem eben bewiesenen Satz haben die Gleichungen a o x = b und
yoa = b genau eine Losung z,y. Aus aox; = b = a o x3 folgt nimlich a™! o (a0 zy) =
a~!o(aomxy) und daraus (mit Hilfe des Assoziativgesetzes) x1 = xo. Analog fiir die zweite
Gleichung.

1.1.28 Definition. Die Operation o auf A heifit reguldr oder kiirzbar < Va, x1,z2,y1, Yo €
A:(aoxy=aoxg=x1 =x2) und (y30a =y20a = y1 = Y2).

Die Gleichungen aoz = b und yoa = b haben also bei einer kiirzbaren Operation o hdchstens
eine Losung, bei einer invertierbaren assoziativen Operation o genau eine Losung.

In der Operationstafel: kiirzbar < jede Zeile (Spalte) enthilt jedes Element hdchstens ein-
mal, invertierbar < jede Zeile (Spalte) enthilt jedes Element mindestens einmal.

Fiir endliches A gilt: o invertierbar < o regulir (Ubung).

Nach obiger Anmerkung gilt: o ist invertierbar und assoziativ = o ist regulér.

1.1.29 Beispiel. +,- auf N sind regulér, aber nicht invertierbar.



1.1.E Abschluss

1.1.30 Definition. Sei A eine Menge, und sei w eine partielle (moglicherweise auch totale)
einstellige Operation auf A, also eine partielle Funktion von A nach A.

Eine Teilmenge B C A heifit abgeschlossen unter w, wenn aus b € B stets w(b) € B folgt.
Sei allgemeiner w : A™ — A eine n-stellige Operation (n > 1), dann nennen wir B , abge-
schlossen unter w*, wenn fir alle by,...,b, € B auch w(by,...,b,) € B gilt.

B heifit abgeschlossen unter der nullstelligen Operation w, wenn der (einzige) Wert von w
in B liegt.

1.1.31 Lemma.
1. A ist unter jeder partiellen Operation auf A abgeschlossen.

2. Firn > 1 ist die leere Menge unter jeder partiellen n-stelligen Operation abgeschlossen
(aber unter keiner nullstelligen Operation).

3. Der Durchschnitt von beliebig vielen unter w abgeschlossenen Mengen ist selbst unter
w abgeschlossen.

4. Zu jeder Menge S C A gibt es eine kleinste Obermenge, den ,,Abschluss von S unter
w® S C A, die unter w abgeschlossen ist, nimlich den Durchschnitt aller abgeschlos-
senen Mengen, die S enthalten.

Der Abschluss S von S kann auch so konstruiert werden: Sei Sy := S. Induktiv definieren
wir nun eine aufsteigende Folge von Mengen so:

Ska1 1= S U {w(bl, coybp) | b1, b € Sk, (br, ..., bg) € dom(w)}.

Wir setzen Soo := ey Sk. Dann kann man einerseits (induktiv) zeigen, dass Sy C S gelten
muss, somit auch Ss, C S, andererseits sieht man leicht, dass Ss unter w abgeschlossen ist,
somit S C S... Daher ist So, der Abschluss von S.

Dieses Argument zeigt auch den folgenden Satz:

1.1.32 Satz. Sei S C A hdchstens abzihlbar, das heifit: endlich oder abzdihlbar. Dann ist
der Abschluss von S unter w auch héchstens abzihlbar (weil ndmlich die Mengen Sy alle
hochstens abzdhlbar sind und die Vereinigung von abzdihlbar vielen héchstens abzdhlbaren
Mengen wieder hochstens abzihlbar ist).

Sei nun (2 eine Familie von (partiellen) Operationen auf der Menge A. Dann definieren wir
die Begriffe ,,5 C A ist abgeschlossen unter Q“ und ,, Abschluss von S unter * ganz analog:
S heifit abgeschlossen unter €2, wenn S unter jeder Operation w € €} abgeschlossen ist; der
Abschluss von S ist die kleinste Menge S C A, die S als Untermenge enthélt und unter €2
abgeschlossen ist.

1.2 Prafix und Postfix

1.2.A Prifix, Infix, Postfix

Es gibt verschiedene Arten, bindre Operationen anzuschreiben.

Sei o eine bindre Operation auf der Menge A, also o : A x A — A. Die Operation o ordnet
jedem Element von A x A (d.h., jedem geordnetem Paar (x,y) mit x,y € A) ein Element z
aus A zu.

®Diese Menge nennen wir auch ,die von S erzeugte Unteralgebra von (A, w)“

oder (S)., an, sieche Abschnitt 2.1.

und schreiben sie als (S)

10



e Wenn wir Infiznotation verwenden, schreiben wir das Ergebnis z dieser Operation als
x oy oder (zoy) an.
Diese Notation wird vor allem dann verwendet, wenn wir die zweistellige Operation
als ein abstraktes Symbol (wie o, 4, *, etc.) anschreiben.

e Wenn wir Prdfiznotation (auch ,,polnische Notation“, Lukasiewicz-Notation) verwen-
den, schreiben wir das Ergebnis z dieser Operation als ozy oder o(z,y) an.
Diese Notation wird vor allem dann verwendet, wenn wir die zweistellige Operation
durch einen Buchstaben (wie f oder g) oder eine Buchstabengruppe (wie ggT) re-
préasentieren. Insbesondere werden daher benutzerdefinierte Funktionen in Program-
miersprachen meist in Préifixform geschrieben. Auch fiir einstellige Funktionen wird
meistens Préfixnotation verwendet (z.B. sinz). Die Programmiersprache LISP betont
diese Notation (z.B. (cons a b)).

e Wenn wir Postfiznotation (auch ,umkehrte polnische Notation*, ,reverse Polish no-
tation“, RPN) verwenden, schreiben wir das Ergebnis z dieser Operation als zyo an.
Diese Notation wird in manchen Programmiersprachen verwendet (FORTH, Post-
Script) sowie auf manchen Taschenrechnern.

Kompliziertere Terme lassen sich ebenfalls in Infix-, Préifix- oder Postfixnotation schreiben.
Den Term (z - y) + (a - b) kann man

e in Prifixnotation als +-xy-ab ausdriicken, das kann man von links nach rechts so lesen:

+ die Summe von

- erstens dem Produkt aus
T
Y
- und zweitens dem Produkt aus

a
b

e in Postfixnotation als xy-ab-+ ausdriicken, das kann man von links nach rechts als
einen Algorithmus fiir die Berechnung des Terms lesen. ,Man nehme x,y und bilde
das Produkt; dann nehme man a und b und bilde das Produkt. SchliefSlich bilde man
die Summe der beiden letzten Zwischenresultate.“

Auch Terme, in denen nicht nur bindre Operationen sondern auch Operationen mit anderen
Stelligkeiten vorkommen, lassen sich in Préfix- oder Postfixnotation schreiben. Der Term
(—x) * (—y) (wo ,—* eine unére Operation ist) sieht in Préfix- bzw Postfixnotation so aus:

Terme in Prifix- und Postfixnotation lassen sich ohne Verwendung von Klammern anschrei-
ben. Natiirlich muss hier die Stelligkeit der Operationen vorgegeben sein. Wenn etwa f und
g zweistellig sind, dann ist mit fz gy z der Term f(z,g(y,z)) gemeint. Wenn hingegen f
dreistellig und ¢ einstellig ist, so ist mit fz gy z der Term f(x, g(y), z) gemeint.

11



1.2.B Baumdarstellung

Terme in Prifix- und Postfixnotation lassen sich leicht in Baumdiagramme {ibersetzen. Ein
Term t, der eine Summe darstellt (also t1+to, bzw +(t1,t2) bzw t1 t3 +), wird in einen Baum
transformiert, dessen Wurzel (die traditionell oben geschrieben wird) mit dem Symbol +
markiert ist; von der Wurzel fithrt ein Zweig nach links und einer nach rechts; an diesen
beiden Zweigen héngen die Baume 77 und 75, die ¢; und 9 représentieren:

+

P
AT b

Der Term (x - y) + (a - b) wird durch den Baum

+
/\

P PN
r y a b

dargestellt, der Term (a + b) * f(x,y, —z) durch den folgenden Baum:

*
/\
+ f
P
a b €T Yy —
|
z
Umgekehrt kann man aus der Baumdarstellung leicht Préfix-, Postfix- und Infixdarstellung
ablesen. Wenn etwa der oben dargestellte Baum fiir ¢; 4+ to gegeben ist, iibersetzt man

zunéichst (rekursiv) die Baume 7 und 75 in Infixnotation ¢; und to; der Ausdruck (t1)+ (t2)
ist dann die Infixnotation fiir den gesamten Baum.

1.2.C Gemischte Darstellung

Ein Element y, das (beziiglich einer zweistelligen Operation *) invers zu z ist (also z xy =
y* x = e erfiillt, mit e neutral), bezeichnet man oft mit z~!. Das Symbol ! kann man hier
als einstelliges Operationssymbol auffassen, das immer in Postfixnotation geschrieben wird.
Es ist iiblich, die Postfixnotation fiir ~!' auch dann anzuwenden, wenn fiir die anderen
Symbole Préfix- oder Infixnotation verwendet wird. Die Terme mit Baumnotation

+ f

/\ /\
xr -1 r -1

| |
Y Y

schreiben wir also z +y~! (Infix, gemischt mit Postfix) bzw. f(x,y 1) (Prifix, gemischt mit
Postfix).
Ahnliches gilt fiir manche anderen einstelligen Operationen, wie z.B. die Operation z — 22
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1.2.D Terme

Im vorigen Abschnitt haben wir 6fters den Ausdruck ,, Term® verwendet, aber was genau
bedeutet das? Statt einer formalen Definition geben wir eine informelle Beschreibung;:

1.2.1 Definition. Ein ,Term® (in Préfixnotation) ist ein Ausdruck, der sich in sinnvoller
Weise aus Variablen und/oder Operationssymbolen zusammensetzt. Jede Variable ist bereits
ein Term; wenn %1, ..., tx Terme sind und w ein k-stelliges Operationssymbol ist, dann ist
auch der ,,String“®

Wty -t

wiederum ein Term. Uberdies entstehen alle Terme durch wiederholte Anwendung (endlich
oft) der gerade genannten Regeln.

Analog kann man einen Term in Postfix- oder Infix-Notation definieren. Auch Terme in
Baumdarstellung lassen sich dhnlich beschreiben.

1.3 Einige wichtige Typen von Algebren

1.3.1 Definition. Eine Algebra (A,-) vom Typ (2) heifit ein Gruppoid.

Schreibweise: a - b =: ab,a,b € A.
1.3.2 Definition. Ein Gruppoid (H,-) heiit eine Halbgruppe” :< - ist assoziativ.

1.3.3 Beispiel. (MM, o) ist eine Halbgruppe, die so genannte symmetrische Halbgruppe
von M.

1.3.4 Definition. a) Eine Halbgruppe (H, -) heifit Monoid vom Typ (2) :< es existiert ein
neutrales Element e. (Es kann hochstens ein neutrales Element geben.)

b) Eine Algebra (H,-,e) vom Typ (2,0) heit Monoid vom Typ (2,0) :& die folgenden
Gesetze gelten fiir alle x,y, 2z € H:

1) 2(yz) = (zy)z,

2) ex =z, re = x.
Oft sprechen wir einfach von einem Monoid, ohne festzulegen, ob wir nun ein Mono-
id vom Typ (2) oder ein Monoid vom Typ (2,0) meinen. Dadurch kénnen aber kaum

Missverstéindnisse entstehen, da sich jedes Monoid vom Typ (2) in eindeutiger Weise als
Monoid vom Typ (2,0) interpretieren ldsst, und umgekehrt.

1.3.5 Definition. a) Ein Monoid (G, ) mit neutralem Element e heiit eine Gruppe vom

Typ (2) :& jedes x € G ist invertierbar, d. h., Ve € G Iz~ € G ox =27 lz =c.

b) Eine Algebra (G,-,e, ') vom Typ (2,0, 1) heiit eine Gruppe vom Typ (2,0,1) < die
folgenden Gesetze gelten fiir alle z,y, z € G:

1) z(yz) = (zy)z,

SWir begniigen uns hier mit der anschaulichen Vorstellung eines Strings oder einer Zeichenkette: Strings
bestehen aus Symbolen, die aneinander gereiht werden; Strings konnen miteinander ,,verkettet* werden und
ergeben so einen neuen String. Aus der Verkettung von abc und zyz entsteht abcryz. Wenn wir uns mit
freien Halbgruppen beschiftigen, werden wir dieses Konzept noch genauer untersuchen.

Tenglisch: semigroup
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2) ex =z, re =,
3) xxl=e a7z =

c) Eine Gruppe (G, ) bzw. (G, -, e, ~!) heifit kommutativ oder abelsch < Vx,y € G : xy =
Y.

1.3.6 Anmerkung. (G,-) ist Gruppe < G # 0, - assoziativ und invertierbar.

1.3.7 Definition. a) Eine Algebra (R, +,-) vom Typ (2,2) heifit ein Ring vom Typ (2, 2)
=

1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
2) (R,-) ist eine Halbgruppe,

3) - ist distributiv iiber +.

b) Eine Algebra (R, +,0,—,-) vom Typ (2,0, 1,2) heifit ein Ring vom Typ (2,0,1,2) 1<
1) (R,+,0,—) ist eine abelsche Gruppe,
2) (R,-) ist eine Halbgruppe,
3) - ist distributiv iiber +.

Das Element 0 heifit ,Nullelement“ des Ringes. Weiters vereinbaren wir die Schreibweise:
x—y:=x+(—y).

Ahnlich wie bei Monoiden ,identifizieren“® wir oft eine Gruppe vom Typ (2) mit der ent-

sprechenden Gruppe vom Typ (2,0, 1), ebenso einen Ring vom Typ (2,2) mit dem entspre-
chenden Ring vom Typ (2,0,1,2).

1.3.8 Lemma. Sei (R,+,0,—,-) ein Ring. Dann gilt fir alle x,y,z € R:
a) 0 =0 = Oz,
b) x(—y) = (—2)y = —(zy),
¢) (=x)(-y) = =y,

d) 2(y —z) =2y —xz, (v —y)z =22 — yz.

8Wenn wir sagen, dass wir X und Y identifizieren®, dann bedeutet dies Folgendes: X und Y haben
gewisse gemeinsame Eigenschaften; solange es nur um diese Eigenschaften geht, ist es egal, ob wir von X
oder von Y sprechen. Wir lassen es sogar zu, dass wir von X sprechen, tatséchlich aber Y meinen. Wenn wir
zum Beispiel sagen, dass die Gruppe der ganzen Zahlen kommutativ ist, dann spielt es keine Rolle, ob wir
von der Gruppe (Z,+) (vom Typ (2)) oder von der Gruppe (Z,+,0,—) (vom Typ (2,0, 1)) sprechen. Auch
hat eine Gruppe vom Typ (2) dieselben Untergruppen wie die entsprechende Gruppe vom Typ (2,0, 1).

Allerdings hat die algebraische Struktur (Z,+) mehr ,,Unteralgebren® (siche Abschnitt 2.1, Seite 25fT)
als die Struktur (Z, 4,0, —), denn die natiirlichen Zahlen bilden eine Unteralgebra (=Unterhalbgruppe) von
(Z,+), nicht aber eine Unteralgebra (=Untergruppe) von (Z,+,0,—), weil sie ja nicht unter der unéren
Operation ,,—“ abgeschlossen sind. Wenn es also um Untergruppen geht, diirfen wir (Z,+,0, —) mit (Z,+)
yidentifizieren; wenn es um Unteralgebren geht (was selten der Fall ist), nicht.
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Beweis. a) 0 =040 = 20 =2(04+0) = 20 + 20 = 20 — 20 = 20 + 20 — 20 = 0 = 0.
Analog fiir 0 = Oz.

b)y+(-y) = 0= zy+a(-y) =20 =0 = zy+ (=(vy)) + z(-y) = 0+ (=(2y))
= x(—y) = —(xy). Analog fir (—z)y = —(zy).

c) folgt aus b) und —(—=z) = z.

d)z(y—2)=z(y+(—2)) =zy + x(—2) = 2y + (—(22)) = xy — xz. Analog fir (z —y)z =
Tz — Y=Z. ]

1.3.9 Beispiele. (Z,+,0,—,-) und (M, (C),+,0,—,-) sind Ringe.

1.3.10 Definition. a) Eine Algebra (R,+,0,—,-,1) vom Typ (2,0,1,2,0) heifit ein Ring
mit Einselement (oder auch unitdrer Ring) 1<

1) (R,+,0,—,") ist ein Ring,
2) 1 ist neutrales Element beziiglich -, d. h.,, Va € R : 1-2 = z-1 = z. (1 heifit
,Einselement® des Ringes.)
b) Ein Ring (R, +,0, —, ) heiit kommutativ :< Vr,y € R : xy = yx.
c) Eine Algebra (R,+,0, —, -, 1) heiit ein kommutativer Ring mit Einselement :<
1) (R,+,0,—,-) ist ein kommutativer Ring,
2) 1 ist neutrales Element beziiglich -.

1.3.11 Beispiel. (Z,+,0,—,-,1) ist kommutativer Ring mit Einselement; ebenso jeder
Korper (s. u.).

1.3.12 Definition. Ein kommutativer Ring mit Einselement (R, 4,0, —,+, 1) heifit ein In-
tegrititsbereich? <

1) R\ {0} #0 (d. h., 0 # 1),

2) Vz,y € R: Wenn x # 0 und y # 0, dann xy # 0. Oder in dquivalenter Form: Wenn
xy = 0 ist, dann muss x = 0 oder y = 0 gelten.

1.3.13 Lemma. Ist (R,+,0,—,-,1) ein Integrititsbereich, dann ist - regulir auf R\ {0}.

Beweis. Es seien z,y,z # 0. Dann gilt: 2y =2z = zy—22=0=z(y—2)=0=y—2=0
=y==z ]

1.3.14 Anmerkung. In einem Integrititsbereich ist (R \ {0},-, 1) ein kommutatives Mo-
noid.

1.3.15 Beispiel. (Z,+,0,—,-, 1) ist ein Integritidtsbereich.

Yenglisch: integral domain
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1.3.16 Definition. a) Ein Ring mit Einselement (R, +,0, —,-, 1) heiBt ein Schiefkdrper!®
=

1) 041,
2) (R\ {0}, ") ist eine Gruppe.

b) Ein kommutativer Ring mit Einselement (R, +,0, —, -, 1) heifit ein Korper'! :<
1) 041,
2) (R\ {0}, ") ist eine abelsche Gruppe.

1.3.17 Beispiele. 1) (Q,+,0,—,-,1), (R,+,0,—,-,1), (C,+,0,—,-,1) sind Korper.
2) Ohne Beweis: Jeder endliche Schiefkorper ist Korper (Satz von Wedderburn).

3) Ist p Primzahl, dann ist (Z,,+,0, —, -, 1) Korper (mit p Elementen). (Zur genauen Defi-
nition des Restklassenrings (Z,, +,0, —, -, 1) modulo n siehe Abschnitt 2.2.B)

1.3.18 Anmerkung. Z,, Kérper < n prim < Z,, Integritétsbereich. (Siehe Abschnitt 5.3.)

1.3.19 Satz. Jeder Kérper ist ein Integrititsbereich. Jeder endliche Integritdtsbereich ist
etn Korper.

Beweis. Die erste Aussage ist klar.

Sei nun R = {ay,...,a,} endlicher Integrititsbereich = - ist eine assoziative, regulire
Operation auf der endlichen Menge R\ {0} = - ist invertierbar = (R \ {0}, ) ist abelsche
Gruppe. O

1.3.20 Definition. Sei (K, +,0,—,, 1) ein Korper, I = {a,b,c} UK mit a,b,c ¢ K, a,b,c
paarweise verschieden. Eine Algebra (V, (w;)icr) vom Typ (2,0, 1, (1)xex) heiit Vektorraum
iiber'? K &

1) (V,wq,wp,we) =: (V,+,0,—) ist eine abelsche Gruppe,

2) Ve,y e V,\,pe K :
wr(z +y) = wr(z) + wr(y),
Wr+u(7) = wa(@) + wpu(z),
wxu(®) = wx(wu()),
wi(x) = x.

Im folgenden schreiben wir statt wy(x) einfach A - 2 oder nur'® \z. setzen wir wy =: A und
schreiben fiir den Vektorraum (V, +,0, —, K). Die Gesetze unter 2) lauten dann: A(z +y) =
Az + Ay, A+ p)r = Az + pz, (Ap)z = Mpz), lo = .

Yenglisch: skew field oder division ring

Henglisch: field

2englisch: vector space

3Dadurch wird also eine Abbildung (X, z) — wx(x) von K x V nach V definiert, die ,,Multiplikation mit
Skalaren®. Man beachte, dass diese (so genannte ,externe“) Verkniipfung zwar dhnlich notiert wird wie die
Multiplikation in K, ndmlich durch das Symbol - oder durch Nebeneinanderschreiben, aber dennoch keine
,Operation (in unserem Sinne) auf der Menge V' ist, denn Operationen miissen von einer endlichen Potenz
von V (z.B. von V oder von V?) nach V abbilden. In der Gleichung (X - u) - = A (u - ) kommt links
zunéchst die Operation - des Korpers und dann die externe Verkniipfung vor, rechts zweimal die externe
Verkniipfung.
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1.4 Die komplexen Zahlen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die komplexen Zahlen zu definieren; sie fithren alle auf
isomorphe Strukturen. Im Kapitel 6 werden wir die komplexen Zahlen als Faktorring des
Polynomrings R[x] nach dem von 2% + 1 erzeugten Ideal wiederfinden. In diesem Abschnitt
skizzieren wir eine Konstruktion, die sich auf Vorkenntnisse aus der linearen Algebra stiitzt.

10

1.4.1 Definition. Sei F = ( 0 1

undsei]z(? _01>

Sei(C::{aE+bI|a,b€IR}:{(Z _ab> | a,b € R}.

> die 2 x 2-Einheitsmatrix {iber den reellen Zahlen,

Fiir a,b € R nennen wir die Wurzel aus der Determinante von z := aF + bl, also die
nichtnegative Zahl va? 4+ b2, den ,absoluten Betrag“ von z, abgekiirzt |z|. Offenbar gilt
|z| = 0 genau dann, wenn z = 0. Weiters ist |aE| der absolute Betrag (im iiblichen Sinn)
der reellen Zahl a.

1.4.2 Satz. 1. C (mit der tblichen Addition und Multiplikation von Matrizen) ist ein
Unterring (siehe Abschnitt 2.1) des Rings der 2 x 2-Matrizen.

2. Die Nullmatriz O ist neutral beziiglich Addition, die Matriz E ist neutral beziiglich
Multiplikation. Weiters gilt 1> = —E.

3. C ist Korper; wenn aE + bl # 0, dann ist (aE +bl)(aE —bl) = (a® + b*)E, somit ist

ﬁE + ﬁ[ das multiplikative Inverse zu ald + bl.

4. Die Abbildung a — aF ist ein Isomorphismus zwischen R und einem Unterkorper
von C.

Wir schreiben ab jetzt statt aF + bl einfach a + bi; das heiflt, wir identifizieren ab jetzt jede
reelle Zahl a mit der Matrix aF, und wir verwenden fiir die Matrix I einen Kleinbuchstaben,
um von der Tatsache abzulenken, dass I eine Matrix ist, und um zu betonen, dass man mit ¢
wie mit einer Zahl rechnen kann. In dieser Schreibweise iibersetzt sich I? = —F in 2 = —1.

1.4.3 Satz.

(1) Der absolute Betrag ist multiplikativ: |z - y| = |x| - |y| fir alle x,y € C.

(2) Wenn |a+bi] =1, (— sin(p,COS(p)/

dann gibt es einen
eindeutig bestimmten
Winkel ¢ € [0,27) mit
a = cosy, b=singp. (cos ¢, sin )
Die Matriz aF + bl ,

cosp —sing
sinp  cosp >
stellt in diesem Fall
eine Drehung um den
Winkel ¢ dar.

also

(3) Matrizenmultiplikation entspricht einer Hintereinanderausfihrung von Drehungen, das
heifit: (cosp + i sinp) - (cosy + i sin)) = cos(p + ¥) + @ sin(p + ).
Insbesondere ist die Multiplikation auf der Menge C kommutativ.
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(4) ¢ werhdlt sich also wie ein Logarithmus der Zahl cos@ + i siny. Da die Funktion
f() = cosp + i sing die Differentialgleichung f'(p) = —sinp + i cosp =i - f(p) mit

der Anfangsbedingungs f(0) = 1 erfiillt — ebenso' wie die Funktion ¢ — € — ist die
Schreibweise € fiir cos ¢ + i sin @ sinnvoll.*
(5) ezt =4, €™ = —1, 2™ = 1. Weiters gilt €¥ = e genau dann, wenn die Differenz

o — 1 ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist.

(6) Jedes Element z € C\ {0} ldsst sich eindeutig in der Form z =r-e'* mitr € R, r > 0,
@ € [0,2m) darstellen.
Fiir die Multiplikation gilt re'® - se™ = (rs) - eilety),

(7) Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Dann hat die Gleichung 2™ = 1 genau n Ldsungen in
den komplexen Zahlen:

27i0 27i 2mi(n—1)

=1 ze{l=en ,en,...;,e n }L

Die Liosungen dieser Gleichungen heiffen n-te Einheitswurzeln.

(8) Sei s - €' eine beliebige komplexe Zahl # 0, s eine positive reelle Zahl, ) € [0,27).
Dann hat die Gleichung 2™ = se™¥ genau n Lisungen in C; eine Lisung ist die Zahl
{L/Eei%, die weiteren Lisungen erhdlt man durch Multiplikation dieser Ldsung mit den
Einheitswurzeln:

"=se¥ o Ie{0,....n—1}z= {L/Eeiw

Beweis. (1) ist leicht nachzurechnen. (2) setzen wir als aus der Analysis bekannt voraus.
(3) folgt direkt aus der geometrischen Anschauung oder aus den Additionstheoremen fiir
die trigonometrischen Funktionen.

(5) ergibt sich durch Einsetzen, z.B. ¢/™ = cos7 +isint = —14+0-7 = —1.

Die Beziehung e’¥ = ¢ gilt genau dann, wenn ¥ e~ = 1 ist, also wenn cos(p — ) = 1
ist.

(6) Man muss offenbar r := |z| wéhlen; Existenz und Eindeutigkeit von ¢ folgt aus (2)
und (5).

(7) Jede Losung der Gleichung 2™ = 1 in den komplexen Zahlen muss |z|" = 1, also |z| =1
erfiillen, hat also die Form e%?. Weiters gilt 2" = €!*" = 1, daher muss ipn von der Form
2mik mit k € Z sein, also ¢ = % Fiir ¢ € [0,27) muss k € {0,...,n — 1} gelten.

(8) folgt aus (6) und (7). O

1.5 Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilungen

1.5.1 Definition. Fiir Mengen A, B bezeichnen wir mit A x B die Menge aller ,,geordneten
Paare® (a,b), die a € A und b € B erfiillen.
Insbesondere ist A x A die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a,b € A.

Wenn A und B endliche Mengen mit k& bzw. n Elementen sind, dann hat A x B n - k
Elemente.

Die Frage, wie diese Funktion definiert ist, und ob die Ableitung erstens existiert und zweitens die
iiblichen Regeln erfiillt, iiberlassen wir der Analysis

'5Je nach Zugang bzw. nach Geschmack kann man die Beziehung e’ = cosy + i sing als abkiirzende
Schreibweise, als wichtige Eigenschaft der Exponentialfunktion (die man etwa mit Hilfe der Reihendarstellung
beweisen kann) oder als Teil der Definition der Exponentialfunktion auf den komplexen Zahlen sehen.
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1.5.2 Definition. Ist M eine Menge, dann heifit jede Teilmenge R von M x M eine bindre
oder zweistellige Relation auf M. (Eine binédre Relation ist also eine Menge von geordneten
Paaren.)

Statt (z,y) € R schreibt man meist xRy.

Eine einstellige (undre) Relation ist einfach eine Teilmenge von M.

Spezielle Relationen: apy := M x M heifit Allrelation, 1y == {(z,2) | * € M} heifit
identische Relation, Gleichheitsrelation oder Diagonale.'
Die leere Menge ist eine Relation (auf jeder Menge M).17

1.5.3 Definition. Eine Relation R C M x M heif3t:

1) reflexiv (auf M) < 1py C R, d. h., Vx € M : zRx.

2) symmetrisch = Vr,ye M : xRy = yRx.

3) antisymmetrisch = VYx,y € M : (xRy und yRzx) = = = y.

)
)
)
)

4) transitiv & Vr,y,z € M : (xRy und yRz) = zRz.

Eine Relation mit 1), 2) und 4) heifit A quivalenzrelation, eine mit 1), 3) und 4) Halbordnung
oder partielle Ordnung.

1.5.4 Beispiele. aj; und ¢y sind stets Aquivalenzrelationen. < auf R, C auf B(M) und |
(,,teilt”) auf N sind Halbordnungen.

Fiir Aquivalenzrelationen verwenden wir meistens die griechischen Buchstaben 6, 7, p, o,
oder aber Symbole wie ~, =, =, etc. Die Symbole sind vor allem dann praktisch, wenn
wir die Aquivalenzrelation als Prédikat betrachten, also uns dafiir interessieren, welche
Elemente zu einander in Relation stehen: a ~ b, a +¢ ¢, etc. Buchstaben sind hingegen dann
typographisch passender, wenn wir uns fiir die Aquivalenzrelationen als Objekte und fiir die
Beziehungen zwischen diesen Relationen interessieren, z.B. 6 # w4, p C o, etc.

Wenn 6 eine Aquivalenzrelation auf der Menge M ist, a ein Element von M, dann nennen
wir die Menge

[alg . ={x e M |z 0a}

die ,,(Aquivalenz-)Klasse von a“. Statt [a]g schreibt man manchmal nur [a], manchmal
auch a/6.

1.5.5 Definition. Sei M eine Menge. P C B(M) heifit Klasseneinteilung oder Partition
=4

2) 0 ¢P,
3) ABeP = A= Boder ANB = (d. h., die Mengen in P sind paarweise disjunkt).

Die Elemente der Partition P (die also alle nichtleere Teilmengen von M sein miissen)
heilen Klassen von P.

'“Die Allrelation bezeichnet man manchmal auch mit wa oder V4, die Gleichheitsrelation mit ,=*

oder A 4.

"Der leeren Menge wird entweder keine Stelligkeit zugeordnet, oder aber eine Stelligkeit, die sich aus
dem Kontext ergibt. Gelegentlich wird auch zwischen der einstelligen® leeren Menge ) C M und der
szweistelligen® leeren Menge ) C M? unterschieden.
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1.5.6 Satz. Sei m Aquivalenzrelation auf der Menge M, a € M und M/7 = {[a]. |
a € M} die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich w. (M/7 heifit auch Faktor- oder
Quotientenmenge von M nach w.)

Dann ist M /m Klasseneinteilung von M.

Ist umgekehrt P eine Klasseneinteilung von M und 7 definiert durch a w b < AC € P :
a,b € C, dann ist w eine Aquivalenzrelation auf M, und es gilt M/m = P.

7 — M/7 ist eine bijektive Abbildung von der Menge aller Aquivalenzrelationen von M auf
die Menge aller Klasseneinteilungen von M. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch obige
Vorschrift P — .

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.5.7 Satz. Seien M,N Mengen, f : M — N eine Abbildung und x 7y y :& f(x) = f(y).
Dann gilt:

a) my ist eine Aquivalenzrelation auf M, genannt der Kern von f.

b) Die Abbildung
{ M/np— f(M) = {f(x) |z € M} C N
[@]x; = f()
ist wohldefiniert und bijektiv.

Umgekehrt gilt: Sei 6 eine beliebige A quivalenzrelation auf M. Dann gibt es eine Menge
N (ndmlich M/6) und eine Abbildung f : M — N (die so genannte kanonische
Abbildung) sodass § = my.

Kurz gesagt: Jede Abbildung induziert eine Aquivalenzrelation, ihren Kern; umgekehrt wird
jede Aquivalenzrelation durch ihre kanonische Abbildung induziert.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.5.8 Anmerkung. Der in obigem Satz beschriebene Sachverhalt lédsst sich durch das
folgende kommutative Diagramm veranschaulichen:

f
M

f(M)C N

M/my

Hier ist
{ M — M/my
v:
T — [m]ﬂf

die kanonische oder natiirliche Abbildung und g die Abbildung

{ M/my — f(M)
[#]mp = f(2).

Es gilt: f=gov.
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1.6 Partielle Ordnungen und Verbinde

1.6.1 Definition. Eine ,partielle Ordnung® ist eine Menge P zusammen mit einer zwei-
stelligen Relation R auf P, die antisymmetrisch, transitiv und reflexiv ist (siehe 1.5.3).

Fiir die Relation R verwendet man meistens eines der Symbole <, C, =, ...; damit ergibt
sich die iibliche Schreibweise x < y (statt (z,y) € < oder <(z,y)).

1.6.2 Definition. Sei (P, <) partielle Ordnung, A C P, s € P. s heifit obere Schranke fiir
A, wenn a < s fiir alle a € A gilt. s heif3t ,, grifites Element von A“, wenn s erstens obere
Schranke fiir A und zweitens sogar Element von A ist.

Analog sind die Begriffe ,,untere Schranke“ und , kleinstes Element® definiert.

Die kleinste obere Schranke einer Menge A (so etwas muss nicht existieren; es kann zum
Beispiel sein, dass A gar keine obere Schranken hat, oder auch, dass die Menge der oberen
Schranken kein kleinstes Element hat) nennen wir sup A. Die groite untere Schranke heifit
inf A.

Man beachte: Eine obere Schranke fiir A kann (muss aber nicht) in A liegen. Weiters gilt:
Jedes Element s € P ist obere Schranke fiir die leere Menge, und jede einelementige Menge
ist (durch ihr einziges Element) beschréinkt.

1.6.3 Beispiel. Sei P ={1,2,3,4,6}. Die Relation
| = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(6,6)} U{(1,2),(1,3),(1,4),(1,6), (2,4),(2,6),(3,6)},

die man iiblicherweise als ,, Teilbarkeitsrelation“ bezeichnet, ist eine partielle Ordnung auf P.
Beziiglich dieser Ordnung gilt: Die Menge {1, 2} ist nach oben beschrinkt, sowohl durch 2
als auch durch 4 als auch durch 6. (2 ist die kleinste aller dieser oberen Schranken.)

Die einzige (und daher auch kleinste) obere Schranke der Menge {2, 3} ist die Zahl 6.

Die Menge {3,4} hat keine obere Schranke.

1.6.4 Definition. Sei (P, <) partielle Ordnung. P heifit ,, Verband“,'®:1° wenn jede zwei-
elementige Teilmenge von P sowohl eine kleinste obere als auch eine grofite untere Schranke
hat.

Schreibweise: x V y := sup{z, y}. x Ay := inf{x, y}.

P heif3t wvollstindiger Verband, wenn jede Teilmenge von P sowohl eine kleinste obere als
auch eine grofite untere Schranke hat.

1.6.5 Satz. Sei P eine partielle Ordnung, in der jede Teilmenge eine grofite untere Schranke
hat. Dann hat in P auch jede Teilmenge eine kleinste obere Schranke.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.6.6 Beispiel. Sei X eine Menge, und sei V eine Familie von Teilmengen von X, die
unter beliebigen Schnitten abgeschlossen ist, mit X € V. Dann ist (V, C) ein vollstindiger
Verband, denn fiir jede?” Teilmenge T'C V ist Z := (T :=(\yr Y in V. Nach Definition
ist Z untere Schranke fiir 7' (d.h., Z C Y fur alle Y € T, und es ist auch klar, dass Z die
grofite untere Schranke ist.

Konkrete Beispiele fiir diese Situation: V' kénnte die Menge aller Untergruppen einer Gruppe
sein (siehe Abschnitt 2.1) oder die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen eines topologi-
schen oder metrischen Raums auf der Grundmenge X.

Benglisch: lattice

9Genauer: Verband im ordnungstheoretischen Sinn. Spiter werden wir eine algebraische Version dieser
Definition kennenlernen.

20F{ir T = () definieren wir (|7 := X; mit dieser Definition treffen die nun folgenden Uberlegungen auch
auf diesen Fall zu.
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1.7 Grundbegriffe der Gruppentheorie

1.7.1 Definition. Sei (G,-) ein Gruppoid, ai,...,a, € G (n € N), dann ist das Produkt
aj - - - ay induktiv definiert durch aj ---a, = (a1 - ap—1)an.

1.7.2 Beispiel. ajasazas = (ajazas)as = ((a1a2)as)ay.

1.7.3 Definition. Sei (G, ) ein Gruppoid, a € G, dann sind die Potenzen?' von a definiert
durch: a' := a, a"*! := (a")a (n € N).

1.7.4 Anmerkungen. 1) Beim Rechnen mit Produkten in einer Halbgruppe diirfen Klam-
mern beliebig eingefiithrt werden. (Ubungsbeispiel)

2) In einer kommutativen Halbgruppe gilt: ai---an = ar(1) - ar(n), Wann immer m eine
Permutation der Menge M = {1,...,n} ist.

1.7.5 Satz. Sei (G, -, e, ') eine Gruppe, a,b € G. Dann gilt (ab)~! = b~ 1a=1.
Beweis. (ab)(b~la™!) = a(bb™)a ! = aea™! = a(ea™!) =aa"' =e. O
--ay ' (Induktion nach n).

1.7.6 Folgerung. (a1---a,) " =a

1.7.7 Definition. Sei (G,-, e, 1) eine Gruppe, a € G. Fiir n € N sei a” wie oben definiert.
Weiters sei a” := e und a™" := (a~!)", n € N.

1.7.8 Satz (Rechenregeln fiir Potenzen in Gruppen). Fir alle a,b € G, n,m € 7 gilt:
a) a"a™ = a"*t"™,
c¢) (ab)™ = a™b"™, falls - kommutativ ist.

Beweis. Durch Fallunterscheidungen. Z. B. b) fiir n > 0:

n mal
—
(am)n =agm...q"m" = am+---+m = g™V,
——
n mal

1.7.9 Anmerkung. Diese Regeln gelten fiir m,n € N auch in Halbgruppen.
1.7.10 Definition. Sei (G, -, e, ~!) eine Gruppe, a € G. Dann heifit
{a® =e,al,at 0% a2} = |{d" | k € Z}|
die Ordnung®® von a, symbolisch o(a).
1.7.11 Anmerkung. o(a) € N oder o(a) = |N| = Rg(= o0).

1.7.12 Beispiele. 1) In (Z, +,0, —) schreiben wir (ebenso wie in allen Gruppen, bei denen
»+¢ als Operationszeichen verwendet wird) na anstelle von a™. Die obigen Rechenregeln
lauten dann: (i) ma + na = (m + n)a, (ii) n(ma) = (mn)a, (iii) n(a + b) = na + nb.
(,Additive Schreibweise“.) Es gilt 0o(0) = 1, o(k) = oo fiir alle k € Z, k # 0. (In jeder
Gruppe gilt o(e) = 1.)

2Lenglisch: power
2Zenglisch: order
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2) In der Gruppe (C \ {0},-,1, 1) gilt: o(1) = 1, o(—1) = 2, o(i) = o(—i) = 4.

1.7.13 Anmerkung. Die additive Schreibweise (G, 4,0, —) wird meist nur fiir kommuta-
tive Gruppen verwendet, die multiplikative Schreibweise (G, -, 1, ~!) fiir beliebige Gruppen.

1.7.14 Definition. Sei (G,-,e, ~!) eine Gruppe. Dann heifit |G| (die Michtigkeit von G)
die Ordnung der Gruppe. Allgemeiner heifit fiir eine Algebra (A, (w;)icr) die Méchtigkeit
|A| die Ordnung der Algebra.

Fiir alle a € G gilt: o(a) < |G|.

1.7.15 Lemma (Division mit Rest).
Vk,1E€Z: <l7é0:>5|q,r€Z:0§r< || undkzlq—l—r).

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall £ > 0, [ > 0. Die Menge
{neNy|l-n<k}

kann nur Zahlen n < k enthalten (weil fiir n > k auch [-n > k gilt). Daher ist diese Menge
endlich (und sicher nicht leer), hat also ein maximales Element ¢ := max{n € Ng | [-n < k}.
Dannist l-¢ <k <l-(g+1),also 0 <k —Ilg<I. Seir:=k—Ilq, dann ist k = lq + r mit
0<r<l.

Die anderen Félle (k < 0, und/oder [ < 0) kénnen auf den ersten Fall zuriickgefiihrt werden.
Wenn zum Beispiel £ < 0 und [ > 0 gilt, dann kénnen wir das Ergebnis des ersten Falls
auf —k und [ anwenden und erhalten —k = lq + r; wenn r = 0 ist, dann erhalten wir die
Darstellung k = —lg = l¢' + 7' mit ¢ :== —¢q, ' := 0; wenn 0 < r < [, dann erhalten wir
k=—lg—r=Il(—gq—1)+1l—r=Il¢d+r mit ¢ :=—q—1,7":=1—r. O

1.7.16 Definition. Fiir n € Ny, r,s € Z ist r = s mod n (,,r kongruent s modulo n*) &
n|(r —s) (n teilt (r — s)).

Es gilt: 1) r = smodn < r = s+ kn, k € Z < r,s haben denselben Rest bei Division
durch n.

2) = mod n ist eine Aquivalenzrelation (siche spiter).
1.7.17 Satz. Sei (G,-,e, ') eine Gruppe und a € G.
a) Ist o(a) = o0, so sind die Potenzen von a paarweise verschieden.

b) Ist o(a) =n €N, dann gilt n = min{m € N | " = e} und {a* | k € Z} =
{a® =e,a',..., a"'}. Weiters ist a” = a® < r = s mod n.
Beweis. a) Sei o(a) = co. Annahme: 3r,s € Z: 7 > s und a" = a®. Fir m:=r —s € N gilt
dann @™ = e. Sei k € Z. Dann ist k = mqg+ [ mit ¢ € Z, l € Ng und 0 <[ < m. Daraus
folgt a* = a™mit! = (a™)%a! = e%a! = d!, also {a* | k € Z} = {e,a,...,a™ '}. Widerspruch!

b) Ist o(a) = n € N, dann gibt es nach a) ein m € N mit a™ = e, und weiters gilt
{a* | k € Z} = {e,a,...,a™ '}. Sei ng = min{m € N | @™ = e}. Dann ist a"° = e und
n < ng. Die Elemente e, a, . ..,a™ ! sind paarweise verschieden. Denn wiire dies nicht der
Fall, also a" = a® fiir 0 < s < r < ng, dann wiirde gelten a"* = e fiir 0 < r — s < ng
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— Widerspruch zur Minimalitit von ng. Also gilt auch n > ng und damit n = ny. Es gilt
somit {a* | k € Z} = {e,a,...,a""'}.

Wir zeigen nun noch " = a® < r = s mod n.

=:a"=a’,r>s=>ad " =er—5>0,r—s=ng+1,0<l<n=ec=a"°=(a")d =
edal =al = 1=0=r—s=nqg=r=smodn.
<:r=smodn=r—s=ng=ad *=a""=(a")1=e= a" =d° O

1.7.18 Beispiel. Sei M Menge und Sy := {f : M — M | f bijektiv}. (Sar,o,idas, 1)
ist eine Gruppe, die symmetrische Gruppe auf M (Ubungsbeispiel). Die Elemente von Sy
heilen auch Permutationen von M. Ist M = {1,2,...,n}, schreibt man S,, anstelle von
Snr. Es gilt: |S,| = n!. So ist z. B.

5, = {(123) , <123> , <123> 7 (123) ’ <123) ’ <123>},
123 231 312 132 321 213
in Zyklenschreibweise:
Sz = {(1), (123), (132), (23), (13), (12)}.
Die geraden Permutationen bilden die alternierende Gruppe A,,. So ist z. B.
As ={(1),(123), (132)}.

(Zur Definition von geraden und ungeraden Permutationen siehe die Vorlesung ,Lineare
Algebra I¢.)

Die Ordnungen der Elemente der Ss:

Es gilt: Jedes Element der .S, lisst sich als Produkt elementfremder Zyklen darstellen. Diese
Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Zyklen eindeutig. Z. B. besitzt die Permutation

(123456789
™6 98541327

aus der Sy die Zyklendarstellung (16)(29738)(45). Es ist o(r) = 2 -5 = kgV(2,5,2). Allge-
mein: Ein Zyklus der Liange k hat die Ordnung k. Die Ordnung eines Produkts element-
fremder Zyklen ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen der Faktoren.
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Kapitel 2

Grundlegende algebraische
Methoden

2.1 Unteralgebren

2.1.1 Definition. Sei A eine Menge, w : A™ — A eine n-stellige Operation auf A (n € Ny),
T C A, dann heifit T abgeschlossen beziiglich w < w(T") C T (d. h., t1,...,t, € T =
wti ...ty €T;im Falln =0: w e T).

2.1.2 Definition. Sei A = (A, (w;)ier) eine Algebra vom Typ (ni)ier, T’ C A, dann heifit
T abgeschlossen beziiglich (w;);er :< T abgeschlossen beziiglich w; fiir alle i € I. In diesem
Fall wird durch w}zy... 2y, = wiz1... 2y, (21,...,2y,) € T™, eine n;-stellige Operation
w; auf T definiert: w = w;[T™. Die Algebra (T, (w]);cr) heifit dann eine Unteralgebra von
2. Meist schreiben wir: w; =: w;, das heif}t, wir identifizieren' die Operation w; mit ihrer
Einschrankung w;.

2.1.3 Anmerkung. Oft heifit auch nur die Menge T selbst eine Unteralgebra von 2.

2.1.A Unteralgebren spezieller algebraischer Strukturen

1) Sei (H,-) eine Halbgruppe. T'C H ist eine Unteralgebra von (H,-) < (z,y € T = zy €
T). Es ist dann - = [T x T eine binére Operation auf 7', und (7', -) ist eine Halbgruppe,
denn das Assoziativgesetz gilt in H und damit erst recht in 7. (Allgemein: Wenn in einer
Algebra eine Operation ein Gesetz erfiillt, so hat die auf eine Unteralgebra eingeschriankte
Operation natiirlich auch diese Eigenschaft.)

(T, -) heiBBt Unterhalbgruppe von (H,-).

2) Sei (G, -) eine Gruppe vom Typ (2) und (7',-) Unterhalbgruppe von (G, -). Dann ist im
allgemeinen (7)) keine Gruppe!

2.1.4 Beispiel. (G,:) = (Z,+), (T, ) = (N, +).

3) Sei (G, -, e, 1) eine Gruppe vom Typ (2,0,1). T C G ist Unteralgebra

z,yel =zyeT {T#@ }
= .

& eeT _
reT=z1eT nyeT=ay €T

1Siehe FuBinote auf Seite 14.
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Da die definierenden Gesetze einer Gruppe vom Typ (2,0,1) in G und damit auch in 7" gel-
ten, ist die Unteralgebra (T, -, e, ~!) wieder eine Gruppe, genannt Untergruppe von (G, -, e, ~1).

4) Ist (R,+,0,—,-) ein Ring vom Typ (2,0, 1,2), dann ist jede Unteralgebra (T, +,0,—, ")
wieder ein Ring, genannt Unterring von (R, +,0, —, -). Dies gilt nicht fiir Ringe vom Typ (2, 2).

2.1.5 Beispiel. (N, +, ) ist Unteralgebra von (Z,+,-), aber nicht Unterring.

5) Sei (K, +,0,—,+,1) ein Kérper vom Typ (2,0,1,2,0) und (7, +,0, —, -, 1) eine Unteralge-
bra (d. h. ein Unterring mit demselben Einselement). Ist (7, 4,0, —, -, 1) selbst ein Kérper,
so heifit dieser ein Unterkdrper von (K,+,0,—,-,1). Es gilt: T ist Unterkorper

z,2yel =x+yeT
0eT

zelT =—xeT
zyel =zyeT
1eT
reT,x#0=>z"1cT.

2.1.6 Beispiel. (R,+,0,—,-,1) ist Unterkoérper von (C,+,0,—,-,1), aber (Z,+,0,—,-,1)
ist kein Unterkorper.

6) Sei (V,+,0,—, K) ein Vektorraum iiber K und (7, 4,0, —, K) eine Unteralgebra, d. h.,

z,ye€ETl =z4+yeT
0eT
re€l = —xeT
AeKxeTlT = el

Dann ist auch (7', +,0, —, K) ein Vektorraum iiber K, genannt ein Unter-(Vektor-)Raum.

7) Betrachten wir das Monoid M = ({0,1},-). Jede Teilmenge von {0,1} (insbesondere
also auch die leere Menge) ist eine Unterhalbgruppe der Halbgruppe ({0, 1},-). Die Un-
terhalbgruppen ({0},-), ({1}, ) und natiirlich ({0,1},-) sind iiberdies Monoide. Allerdings
bezeichnen wir nur die Unterhalbgruppen ({1},-) und ({0,1},-) als Untermonoide, weil nur
diese dasselbe neutrale Element wie M haben. Wenn wir von Untermonoiden eines Monoids
M sprechen, interpretieren wir M immer als Monoid vom Typ (2,0).

2.1.7 Satz. Sei (A, Q) eine Algebra und (T});c; eine Familie von Unteralgebren. Dann ist
(jes I ebenfalls eine Unteralgebra.

2.1.8 Anmerkung. Der in diesem Satz auftretende allgemeine Durchschnitt ist definiert
durch ;c; T :={z € A|Vje J:zeT;}. Fir J=0ist ;c,;T; = A.

Beweis. Sei Q = (w;);er, w; eine n;-stellige Operation und 7' := ﬂjeJ Tj. Sei i € I mit
n; > 0, und seien x1,...,x,, € T. Dann gilt: Vj € J 1 x1,..., 2y, €Tj = wix1... 2y, €T}
= wi1... oy, €ET. Firn; =0gilt:Vje J:w, €T = w; €T. O

2.1.9 Satz. Sei (A, Q) eine Algebra und S C A, dann ist
(S) = ﬂ{T | T 2 S und T ist Unteralgebra von (A,Q)}

die kleinste Unteralgebra von (A,Q), die S enthdlt.
((S) ist der Abschluss von S unter allen Operationen in S), siehe 1.1.E.)
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2.1.10 Definition. (S) heifit die von S erzeugte Unteralgebra von (A,€). S heifit ein
Erzeugendensystem von (S).

2.1.11 Satz. Sei (G,-, e, ) eine Gruppe, v € G, S = {x} dann gilt:
(x) :=(S) = {aF | k € Z}.

Beweis. Zu zeigen: (x) = {2¥ |k € Z} = T.

C: T ist eine Untergruppe von (G,- e, '), denn seien zF 2t € T, k,1 € Z. Dann gilt:
rFaxl = b € T (wegen k +1 € Z); 2° € T (wegen 0 € Z); (2%)™' = 27F € T (wegen
—k € Z). Weiters gilt = 2! € T, also {z} C T, woraus (z) C T folgt.

D: Sei U eine Untergruppe von (G, -, e, ') mit {x} C U, d. h., z € U. Dann gilt: 2" € U
meN),e=2"cU,2"=>a")'teU=TCU=TC (z). O

2.1.12 Definition. (z) heifit die von x erzeugte Untergruppe von (G, -, e, ~1).
2.1.13 Anmerkungen. 1. Analog gilt? fiir Vektorriume:

o, oan}) ={ D Nwi | A1, A € K

1<i<n

2. Ist (G, -, e, 1) eine abelsche Gruppe, dann gilt:
a1,y en) = {abab ok | By R, € Z).
Schreibt man die abelsche Gruppe in der Form (G, +,0, —), dann gilt:

{x1,...,zn}) = {k121 + koxa + - - - + kpzy | ki € Z fiir alle i}.

3. Fiir nichtabelsche Gruppen gilt z. B.:
{z1, w0}y = {atrahrzghoghe o ghmighne |y e N Ky € 7).

4. Allgemein gilt:

({x1,...,zn}) = {t(z1,...,2y) | t ist ein beliebiger n-stelliger Term
in der Algebra (A4,Q)}.

2.1.14 Definition. Eine Gruppe (G, -, e, ') heiit zyklisch :< 3x € G : G = (z). = heift
dann erzeugendes Element.

2.1.15 Lemma. Sei (G,-, e, ') eine zyklische Gruppe und (x) = G. Dann gibt es zwei
Falle:

a) Ist o(x) = co, dann ist auch G unendlich, und es gilt G = {e,x,x~ 1, 2%, 272, .. }.
b) Ist o(z) =n €N, dann ist |G| = n, und es gilt G = {e,x,2%,... 2" 1}
In beiden Fdllen sind die angefiihrten Potenzen paarweise verschieden.

2.1.16 Beispiel. Zu a): Fiir (Z,+,0,—) gilt Z = (1) = (—1).

Zub): Fir (Zy,,+,0,—) (Operationen modulo m, siche Abschnitt 2.4) gilt Z,, = (1) = (k)
mit ggT(m, k) = 1 (Ubungsbeispiel).

2Die leere Summe Zie{} xz; definieren wir als 0. Dadurch gilt erstens die Gleichung ZieAuB Tr; =
DieaTi T+ Z]EB x; fir alle disjunkten Mengen A, B, und zweitens passt dann die angefiihrte Formel zur
Tatsache, dass der von der leeren Menge erzeugte Vektorraum genau aus dem Nullvektor besteht: ({}) = {0}.
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2.1.B Nebenklassenzerlegung einer Gruppe nach einer Untergruppe

Bezeichnung: Falls kein Irrtum moglich ist, setzen wir im folgenden hiufig G := (G, -, e, 71)
bzw. G := (G, -), d. h., wir bezeichnen eine Gruppe mit demselben Symbol wie ihre Grund-
menge. In weiterer Folge wird dies auch fiir Ringe getan.

2.1.17 Satz. Sei (G, -, e, ') eine Gruppe und (H, -, e, ') eine Untergruppe von G. Sei wei-
ters m auf G definiert durchx 7wy = "'y € H, x,y € G. Dann ist 7 eine Aquivalenzrelation

auf G.

Beweis. 1) 7 ist reflexiv: Vo : x 7 2, denn 2~ 'z = e € H.

2) 7 ist symmetrisch: z 1y = 27 'y e H = (™) ' =y 2 e H=yna.

3) mist transitiv: x my, ymz = lyc Hyy 2 c H= (a7 (y '2)=2"2¢ H =
T Tz, O

1

2.1.18 Anmerkung. Analog gilt: durch zpy :< xy~' € H ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation
auf G definiert.

2.1.19 Definition (Komplexprodukt). Sei (G, e, ') Gruppe, A,B C G. Dann heiBt
AB :={ab|a € A, be B} das Komplexprodukt von A und B.

Spezialfélle: A = {a}: AB =: aB = {ab | b € B}, B = {b}: AB =: Ab = {ab | a € A}.
Fiir eine Untergruppe H von G heifit aH eine Linksnebenklasse von G nach H und Ha eine
Rechtsnebenklasse von G nach H (a € G fest, aber beliebig).

2.1.20 Lemma. Sei G Gruppe, H C G, a € G.
Dann gilt fiir alle x € G:axr € aH <z € H.
Weiters gilt fiir alley € G:y € aH < a 'y € H.

Beweis. Wenn = € H ist, dann ist (nach Definition von aH) ax € aH. Wenn umgekehrt
ax € aH ist, muss ax = ah fiir ein h € H gelten; durch Multiplikation mit a=! (oder: weil
die Gruppenmultiplikation regulér ist) erhalten wir x = h € H.

Fiir die zweite Folgerung schreiben wir y = aa~'y = ax mit x := a~'y.

Dann gilt y € aH © ax € aH ©x € H < a 'y € H. O

2.1.21 Satz. Seien m, o die oben definierten Aquivalenzrelationen. Dann gilt fiir alle a € G:
[alr = aH (alsobma << beaH) und [a], = Ha.

Beweis. b€ [al, ©anbsa'be H<beaH.
Der Beweis von [a], = Ha verlduft analog. O

2.1.22 Folgerung. {aH | a € G} ist eine Klasseneinteilung von G, genannt Linksneben-
klassenzerlegung von G nach H. Entsprechend nennt man {Ha | a € G} die Rechtsneben-
klassenzerleqgung von G nach H.

2.1.23 Beispiel. G = S5 = {(1), (123), (132), (12), (23), (13)}, H = {(1), (23)}.

(1) H=H H(1)=H
(123)H={(123), (12)}  H(123)={(123), (13)}
(132)H={(132),(13)}  H(132)={(132), (12)}

Im allgemeinen gilt also Ha # aH! Fiir a = e gilt jedoch stets He = eH = H. In abelschen
Gruppen gilt Ha = aH fiir alle a € G.
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2.1.24 Satz. Sei (G, -, e, ') eine Gruppe, H eine Untergruppe, a,b € G, dann ist durch
i { aH — bH

ar — bz
eine bijektive Abbildung definiert.

Beweis. 1) i ist wohldefiniert: az; = axy = x1 = 9.
2) i ist injektiv: i(ax1) = i(axs) = bxy = bre = 1 = x9.
3) i ist surjektiv: jedes bx € bH ist Bild von az € aH. O

2.1.25 Folgerung. Va,b € G : |aH| = |bH| = |H|. (Analog: Va € G : |Ha| = |H|.)

2.1.26 Satz. Durch aH — Ha™', a € G, ist eine bijektive Abbildung © von der Linksne-
benklassenzerlegung auf die Rechtsnebenklassenzerlegung von G nach H definiert.

Beweis. 1) o ist wohldefiniert: aH = bH = arb=a"'b€ H=a 'ob"' = Ha ' = Hb™ 1.
2) ¢ ist surjektiv: Va € G : p(a™'H) = Ha.

3) ¢ ist injektiv: p(aH) = ¢(bH) = Ha ! = Hb*' = alop' = abe H=anb
= aH =bH. 0

2.1.27 Definition. Die Anzahl aller verschiedenen Linksnebenklassen (Rechtsnebenklas-
sen) von G nach H heifit der Indexr von H in G, in Zeichen: [G : H| := [{aH | a € G}| =
{Ha|ae€ G}

2.1.28 Satz (von Lagrange). Sei (G,-, e, ') eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe,
dann gilt:
G :H]-|H| =G|

2.1.29 Anmerkung. Der Satz von Lagrange gilt auch fiir unendliche Gruppen.
2.1.30 Folgerung. a) |H| teilt |G|.

b) x € G = o(z) = |[{z" | n € Z}| = |(z)| teilt |G|. ,Die Ordnung jedes Elements ist
Teiler der Gruppenordnung,.

¢) |G| = p Primzahl, H Untergruppe = H = {e} oder H = G. Fiir z € G, x # e, ist
daher (x) = G, also G zyklisch.

2.2 Isomorphismen und Homomorphismen
2.2.1 Definition. Seien A = (A, (w;)ier) und A* = (A%, (w)icr) Algebren vom selben Typ

(ni)ier. Eine Abbildung f : A — A* heiflt Homomorphismus von 2 nach A* :&
1) fir i € I mit n; > 0 gilt Vi, ..., 2, € A f(wizr ... 2p,) = w! f(x1) ... f(zn,),

2) firi € I mit n; =0 gilt f(w;) = w}.

7

2.2.2 Lemma. Scien (G,-,e, 1) und (H,- e, ') Gruppen, f : G — H. Dann gilt: f ist
Homomorphismus von (G, -,e,”') nach (H,- e, ') < f ist Homomorphismus von (G, ")

nach (H,-).

Beweis. = trivial.

<: Voraussetzung: f(zy) = f(z)f(y). Zu zeigen: f(e) =e, f(z~1) = (f(x))~ .

ce =e = f(e)f(e) = fe) = f(e) =e.

vt =e= f(a)f(z7!) = fle) =e=f(@)(f(2)) ™" = fla™h) = (f(2)) " 0



2.2.3 Folgerung. 1) Seien U = (V,+,0,—, K) und 20 = (W, +,0, —, K) Vektorrdume iiber
demselben Koérper K und f : V — W. Dann gilt: f ist Homomorphismus von ¥ nach 90 <
f ist lineare Abbildung, d. h., Vz,y e V : f(x+y) = f(z)+ f(y), VA€ K,z € V : f(A\z) =
2) Seien (R, +,0, —, ) und (S,+,0,—,-) Ringe, f : R — S, dann gilt: f ist Homomorphismus
von (R, +,0,—,-) nach (S,+,0,—,-) < f ist Homomorphismus von (R, +,-) nach (S, +, ).

2.2.4 Definition. Seien A = (A, (w;)ier) und A* = (A", (w])icr) Algebren vom selben Typ
(ni)ier und f: A — A* ein Homomorphismus von 2 nach 2*. f heifit

1) Isomorphismus, falls f bijektiv (in diesem Fall sagt man: 2 ist isomorph zu 2*, in
Zeichen: A = 2A*),

2) Endomorphismus, falls 2 = 2A*,

w

Automorphismus, falls 2l = A* und f Isomorphismus,

=

Epimorphismus, falls f surjektiv (in diesem Fall heifit 2A* homomorphes Bild von ),

)
)
)
)

5) Monomorphismus, falls f injektiv (in diesem Fall heifit 2 isomorph eingebettet in 2A*).

2.2.5 Lemma. a) Seien 2, A*, A** Algebren vom selben Typ, f Homomorphismus von A
nach A*, g Homomorphismus von A* nach A**. Dann ist g o f Homomorphismus von 2
nach A**. Sind f,g beide Isomorphismen, so ist auch go f ein Isomorphismus.

b) Ist f Isomorphismus von 2 nach A*, so ist f~1 Isomorphismus von A* nach 2A.

Beweis. Ubung. O

Bilder und (vollsténdige) Urbilder von Unteralgebren bei Homomorphismen sind wieder
Unteralgebren (Ubung). (Ist f : A — A* Abbildung, U* C A*, so heifit f~1(U*) := {x €
A | f(z) € U*} vollstindiges Urbild von U*.)

2.2.A Homomorphismen und Gesetze

2.2.6 Satz. Sei (H,-) eine Halbgruppe, (H*,-) ein Gruppoid und f : H — H* ein Homo-
morphismus. Dann ist die Unteralgebra (f(H),-) von (H*,-) eine Halbgruppe.

Beweis. Seien z,y,z € f(H). Dann gibt es a,b,c € H mit f(a) =z, f(b) =y und f(c) =
Da (H,-) Halbgruppe, gilt a(bc) = (ab)c und damit f(a)(f(b)f(c)) = (f(a)f(b))f(c), also
2(yz) = (zy)z. O

2.2.7 Anmerkung. Seien (A4, (w;)icr) und (A*, (w})icr) Algebren vom selben Typ, f: A —
A* ein Epimorphismus (d. h., A* ist homomorphes Bild von A). Gilt mit geeigneten Termen
t1,ty in A eine Gleichung (ein Gesetz) Va,b,c,...: ti(a,b,c,...) = ta(a,b,c,...), so ist we-
gen t1(f(a), f(b), f(c),...) = f(ti(a,b,c,...)) = f(ta(a,b,c,...)) = ta(f(a), f(b), f(c),...)
das Gesetz auch in A* giiltig. Die Terme sind dabei aus endlich vielen Variablen und Ope-
rationssymbolen (fiir A bzw. A*) aufgebaut.

Y
)f

2.2.8 Anmerkung. Ist (A, (w;);cr) Algebra, so nennt man (w;);er die fundamentalen Ope-
rationen, Terme dagegen abgeleitete Operationen.
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Interpretation des letzten Satzes: Jedes homomorphe Bild einer Halbgruppe ist eine Halb-
gruppe. Analog zeigt man: Jedes homomorphe Bild

1) einer (abelschen) Gruppe ist eine (abelsche) Gruppe,

2) eines (kommutativen) Ringes ist ein (kommutativer) Ring,

3) eines Ringes mit Einselement ist ein Ring mit Einselement,

4) eines Verbandes ist ein Verband?,

5) einer Booleschen Algebra ist eine Boolesche Algebra,

6) eines Vektorraumes iiber K ist ein Vektorraum iiber K.

Sei (A,-), A={a1,...,a,}, ein Gruppoid, (A*, o) ein weiteres Gruppoid mit |A*| =n, f :

A — A* Isomorphismus, A* = {a],...,a}} mit af = f(a;), 1 <i < n. Die Operationstafeln
der beiden Algebren sehen dann so aus:

* *

‘ ap ... ap o ‘ aj o ay
a1l | a1 ... ajan aj |ajoa] ... ajoa;
an | anal ... apanp ay |ayoaj ... aoay

Ist (links) a;a; = ay so ist (rechts) aj o a} = aj. Vom Standpunkt der Algebra ist daher
ein Isomorphismus lediglich eine ,, Umbezeichnung®. Isomorphe Algebren sind ,als gleich zu

betrachten*.

Algebraische Figenschaften sind solche, die bei Isomorphismen erhalten bleiben. So sind
etwa alle Gesetze algebraische Eigenschaften, da sie nach obiger Anmerkung sogar bei Epi-
morphismen erhalten bleiben.

Oft ist es moglich, algebraische Strukturen ,,bis auf Isomorphie* zu charakterisieren. So sind
z. B. alle endlich-dimensionalen Vektorrdume iiber K bis auf Isomorphie gegeben durch K",
n € Ny (mit den iiblichen Operationen). Analoge Aussagen werden wir fiir endliche Kérper
und endliche Boolesche Algebren kennenlernen. Ein weiteres Ergebnis in diese Richtung ist
der folgende

2.2.9 Satz (Darstellungssatz von Cayley). Sei (G, -, e, ') eine Gruppe, dann ist G iso-
morph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe (Sg,o,idg, ~1).
Kurz: Jede Gruppe ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.

Beweis. Wir konstruieren eine Einbettung (Monomorphismus) 7 : G — Sg, a — m,, auf
folgende Weise:
Vg € G:ma(g) = ag.

1) mq € Sg, d. h., m, ist injektiv und surjektiv (injektiv: 7,(g1) = 74(g2) = ag1 = aga =
g1 = go; surjektiv: h € G = h = m4(a"1h)).

2) 7 ist injektiv: my, = e, = T, (€) = Ma,(€) = a1e = aze = a1 = as.

3) Tab = Tq 0 T Map(g) = (ab)g = a(bg) = ma(bg) = Ta(m(9)) = (Ta © 7)(9)- O

2.2.10 Anmerkung. Ein analoger Satz gilt auch fiir Monoide.

3Verbinde und Boolesche Algebren werden wir in einem spéteren Kapitel als algebraische Strukturen
kennen lernen.
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2.2.B Kongruenzrelationen und Faktoralgebren

2.2.11 Definition. Sei A = (A, (w;)iecr) eine Algebra vom Typ (n;)icr; weiters sei m
Aquivalenzrelation auf A. 7 heifit Kongruenz(relation) auf 2 <
fiir alle ¢ € I mit n; > 0, a1,...,an,;,b1,...,b,, € A gilt:

a1 m™by,...,ap, ™hy, = wiayr...ap, Twiby ... by,.

3

2.2.12 Beispiel. Sei A = (Z,+,0,—,+,1) der Integrititsbereich der ganzen Zahlen und
n € Ny fest (n heiit Modul). 7 sei definiert durch:

amb:sdceZ:a—b=cn, a,be’Z.

Im folgenden schreiben wir — wie bereits in Abschnitt 1.3 — a = b mod n anstelle von
a m b. Es gilt: = modn ist Kongruenzrelation, denn:

1) = modn ist Aquivalenzrelation: ¢« = a mod n wegen a —a = 0 = On; a = bmod n
=a—-b=cmm=>b—a=(—c)n =>b=amodn; a = bmodnund b = cmodn =
a—b=dmnund b—c=don = a—c=(d; +dz)n = a = cmod n.

2) Operation +: a; = by mod n und ag = b modn = a; —b; = cin und ag — by = con =
(a1 + az) — (b1 + b2) = (c1 + c2)n = (a1 + az) = (b1 + by) mod n.

3) Operation —:a =bmodn = a—b=cn = (—a)—(—=b) = (—c)n = (—a) = (—b) mod n.
4) Operation -: a3 = by mod n und ay = by mod n = a1 = by + ¢in und ag = be + con =
ajaz = bybe + (bica + bacy + crcan)n = ajas = biby mod n.

Zugehorige Klasseneinteilung: Es ist [a] = {a + kn | k € Z}. Fir n = 0 gilt [a] = {a} fiir
alle a € Z (= modn ist dann die Gleichheitsrelation). Fiir n # 0 gilt: Z,, := Z/ = modn =
{la] [a €Z} = {0]....]n— 1]}

2.2.13 Satz. Sei A = (A, (wi)icr) eine Algebra und m eine Kongruenz auf A. Dann sind
durch

wilatlr ... [an|x = wia1 ... an;lx, 1 >0, ar,...,an, € A,
wi = [wilx, ni =0,

Operationen auf der Quotientenmenge A/ definiert.

Beweis. Die Operationen sind wohldefiniert:*

[a1]r = [bi]x aymhy
: = : = wWiay ... Qp, Twiby ... by,.
[an; ]z = [bn;]x Qn,; Ty,
Daher ist [wja; ... an;]x = [wib1 ... by, ]x. O

“Was heiBt es, dass eine Funktion wohldefiniert ist? Wenn wir eine Funktion f auf einer Menge X
durch eine Rechenvorschrift (etwa einen Term) ¢ definieren, also f(z) := t(z) setzen, dann bedeutet das
Wort ,,wohldefiniert* nur soviel, dass die Rechenvorschrift ¢ tatséichlich fiir jede Eingabe z ein Resultat ¢(x)
ausgibt.

Wenn wir aber f durch eine Formel

() flt(z)) = t2(x)
definieren, enthélt diese ,,Definition“ implizit die Behauptung, dass es tatsdchlich eine Funktion gibt, die
jedem Element der Form ¢, (z) das Element ¢3(x) zuordnet. Notwendig und hinreichend fiir die Giiltigkeit
dieser Behauptung ist die Implikation

(k) Va,y (B(z) = t(y) = t2(2) = L2(y))-

Wenn wir also eine Funktion f durch eine Vorschrift (x) definieren, miissen wir uns immer erst vergewissern,
dass (xx) erfiillt ist.
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2.2.14 Definition. Die so erhaltene Algebra /7 = (A/7, (w])icr) heilt Faktoralgebra
von 2 nach der Kongruenz 7. Oft setzt man w; := w;.

2.2.15 Beispiel. 2 = (Z,+,0,—,-,1), # = = modn. Die Faktoralgebra /7 ist dann
gegeben durch (Zj,,+*,0*, —*,-*, 1) mit [a] +* [b] = [a+b], 0* = [0], —*[a] = [—al, [a] -* [b] =
[ab], 1* = [1] (d. h., man rechnet mit den Représentanten der Klassen). Im folgenden wird
¢ bei den Operationen weggelassen. Es gilt (siehe folgender Satz): (Z,,+,0,—,-, 1) ist ein
kommutativer Ring mit Einselement, genannt der Restklassenring modulo n.

2.2.16 Satz. Sei A = (A, (wi)icr) eine Algebra, m eine Kongruenz auf A. Dann ist die

Abbildung
{ A—Alm
v
a— la]x
ein surjektiver Homomorphismus von A auf A/7, der so genannte natiirliche Homomor-
phismus.
Beweis.

v(wial ... ap,) = [wia1 ... an,lx = wilai]r ... [an, ]z = wiv(a1) ... v(an,), n; >0,
v(wi) = [wilr =wi, ni=0.

2.2.17 Folgerung. a) /7 ist ein homomorphes Bild von 2.
b) Jedes Gesetz, welches in 2 gilt, gilt auch in /7, insbesondere ist also

i) jede Faktoralgebra einer Halbgruppe eine Halbgruppe,
ii) jede Faktoralgebra einer (abelschen) Gruppe eine (abelsche) Gruppe,

iii) jede Faktoralgebra eines Vektorraumes ein Vektorraum (vgl. den Begriff ,, Quotienten-
raum® aus der Linearen Algebra),

iv) jede Faktoralgebra eines (kommutativen) Ringes ein (kommutativer) Ring,
v) jede Faktoralgebra eines Ringes mit Einselement ein Ring mit Einselement,

vi) jede Faktoralgebra eines Verbandes (bzw. einer Booleschen Algebra) ein Verband
(bzw. eine Boolesche Algebra).

2.2.18 Anmerkung. Eine Faktoralgebra eines Integritétsbereiches braucht kein Integritétsbereich
zu sein, wie das Beispiel (Z,, +,0,—, -, 1) zeigt.

2.2.19 Satz (Homomorphiesatz). Seien 2 = (A, (w;i)ier) und A* = (A*, (w))icr) Algebren

i
vom selben Typ (n;)ier und f: A — A* ein Homomorphismus. Dann ist der Kern 7y eine
Kongruenz auf 2, und es gibt genau einen injektiven Homomorphismus g von /7y nach

A*, sodass f = gov (v ist die natiirliche Abbildung).

Beweis. 1) 7y ist eine Aquivalenzrelation, und es gibt eine injektive Abbildung g : A/ T —
A* mit f = gov (siehe Abschnitt 1.5).

2) 7y ist Kongruenz: Sei i € I, n; > 0. Wir haben:
a1 by fla1) = f(b1)
: = : = wif(a1) ... flan;) = Wi f(b1) ... f(bn,)
QT fbn, f(am) = f(bm)
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= f(wiar...apn,) = f(wib1...by,;) (f Homomorphismus!) = wja; .. .ap,,

i T°f wibl .. bn, Die
Eindeutigkeit von g ist trivial: g([a],) = g(v(a)) = (gov)(a) = f(a).

3) g ist ein Homomorphismus: Sei i € I, n; > 0, dann gilt:

g(wi[al]ﬂf ce [ani]ﬂ'f) = g([wiar . .. a’ni]ﬂ'f) = f(wiai ... ap,)
=wj f(a1)... flan,) = w’zkg({al]ﬂ'f) o -9([an¢]7rf)-

Analog gilt fiir n; = 0: g(wi) = g([wi]x,) = f(wi) = ] O

2.2.20 Folgerung. Fiir die Unteralgebra (f(A), (w])icr) von A* gilt (f(A), (w})ier)
/7y, also ist jedes homomorphe Bild einer Algebra isomorph zu einer Faktoralgebra.

2.2.21 Anmerkung. Die Gleichheitsrelation ¢ = {(z,z) | = € A} und die Allrelation
a = A x A sind stets Kongruenzen auf 2, genannt die trivialen Kongruenzen auf 2. Es gilt:
A/t =2 A und |A/al < 1. A/t und A/« sind die trivialen Faktoralgebren.

2.2.22 Definition. Eine Algebra 2 heifit einfach®, wenn sie nur die trivialen Kongruenzen
besitzt.

2.2.23 Anmerkung. Die Algebra 2l ist einfach genau dann, wenn sie nur triviale homo-
morphe Bilder hat (d. h., jeder Homomorphismus h : A — B ist entweder konstant oder
injektiv).

2.2.C Kongruenzrelationen auf Gruppen
2.2.24 Satz. Sei (G, e, ') eine Gruppe und 7 eine Aquivalenzrelation auf G. Dann gilt:
a) 7 ist Kongruenz auf (G,-,e, 1) < m ist Kongruenz auf (G,-).
b) Ist 1 Kongruenz auf (G,-) und [e]x =: N, dann gilt:
i) N ist Untergruppe von (G, - e, 1).

i) eNax~t = {anz=' |n € N} C N fiir alle x € G.
iii) xmy < "y € N fir alle z,y € G (d. h., [z]; = xN fir alle v € G).

Beweis. a) = trivial. <:

-1 —1
TTY e =xxr "TYT 1 -1 -1 1
= T = .
2 lrp1 } = { y—lﬂ,y—l } Y Yy yx x

b) i) e € N wegen eme. x,y € N = xme und yre = zymee =e = xy € N.
re€N = zme =z 'rtet=e=2a2"1€N.
i)y e N = yre = :ny:n_lwxeaz_l =e = J:y;v_l € N.
iii) =: zmy = e =2 larz~ly = 27y € N.
<~ x_ly eN = :U_lyﬂ'e =y = :E:L“_lyﬂ'xe =x. ]

2.2.25 Lemma. Sei (G,-,e, ) Gruppe und x € G. Dann ist die Abbildung®

'{G—>G
o

g xgx_l

ein Automorphismus von (G,-,e, 1), genannt ein innerer Automorphismus von G. Wir
nennen diese Abbildung Konjugation mit x.

Senglisch: simple
SStatt @,—1(g) schreibt man oft ¢g*. In dieser Schreibweise gilt dann: (g)¥ = g*V.
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Beweis. Ubung. O

2.2.26 Anmerkung. Die Eigenschaft ii) in obigem Satz ist dann gleichbedeutend mit:
wz(IN) C N fiir alle z € G.

2.2.27 Definition. Zwei Elemente g, h € G heiflen , konjugiert” zu einander, wenn es ein
x mit 7 gz = h gibt; Konjugiertheit ist offenbar eine Aquivalenzrelation.

2.2.28 Definition. Sei N eine Untergruppe von (G, -, e, 1), dann heit N eine invariante
Untergruppe oder ein Normalteiler” von G:< xNx~! C N fiir alle z € G.

Statt ,,U ist Untergruppe von G* schreiben wir U < G die Notation N <1 G bedeutet, dass
U Normalteiler von G ist.

2.2.29 Anmerkung. In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler. Fiir
nicht abelsche Gruppen ist dies nicht der Fall. Z. B. gibt es Untergruppen der Sj3, die nicht
Normalteiler sind, ndmlich: {(1), (12)}, {(1), (13)} und {(1), (23)}.

2.2.30 Lemma. Fir eine Untergruppe N einer Gruppe G sind folgende Aussagen dquivalent:
a) N ist Normalteiler von G.
b) Ve € G: pz(N)=N.
¢) Ve G:xNz~! = N.
d) Vx € G: Nx =xN, d. h., Rechtsnebenklasse = Linksnebenklasse.

Beweis. a) = b): N Normalteiler = Vo € G : aNz ! C N = Vzr € G: 27 !Nx C N =
VeeG:N=zx 'Nex ' CaoNz ' = Ve € G: 9, (N)=xNz~'=N. O
b) = a) und b) < c¢) sind trivial.

¢c) e d):aNo ' =N = aN=2Nzx 2 = Nv = xNx ! = Nez~! = N fiir alle x € G.

2.2.31 Satz. Sei (G, -,e, ') eine Gruppe, N < G und © durch 7y = v 'y € N, z,y € G
definiert. Dann ist w eine Kongruenzrelation auf G mit [e]r = N.

Beweis. T ist eine Aquivalenzrelation und [z], = *N = Nz. 7 ist Kongruenz:

mimyr | [ o =ym mit n; € N (da x1 € y1 N)
ToTTYo x9 = noys mit ng € N (da z2 € Nya)
= x1x2 = Y1maneye € Yy1Ny2 = y1y2N = z122mY1Y2.

Weiters gilt [e], = eN = N. O

2.2.32 Satz. Durch 7+ [e|, ist eine bijektive Abbildung von der Menge der Kongruenzen
auf der Gruppe G auf die Menge aller Normalteiler von G definiert. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch N — 7 mit xmy = 2 'y € N.

Beweis. Die beiden Zuordnungen sind invers: 7 + [e]; =: N + 7 mit xmy & 2 1y €
N < zmy, d. h., m = m;. Umkehrung: N — 7+ [e] = N. O

Tenglisch: normal subgroup
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Um — bis auf Isomorphie — alle homomorphen Bilder einer Gruppe G zu finden, kann man
daher alle Normalteiler N von G bestimmen und mit den entsprechenden Kongruenzen die
Faktoralgebren G /7 bilden. Entspricht dem Normalteiler N die Kongruenz 7, so schreiben
wir G/N := G/m = {xN | x € G}. Eine solche Faktoralgebra heifit Faktorgruppe von G.

In der Faktorgruppe G/N wird wie folgt gerechnet: (zN)(yN) = (zy)N, eN = N ist
Einselement, (xN)™! = 27! N.

Den trivialen Kongruenzen ¢ = {(z,z) | z € G} und a = G x G entsprechen die so genannten
trivialen Normalteiler {e} und G. Daher gilt: G ist einfach < G hat nur die beiden trivialen
Normalteiler.

2.2.33 Beispiele. 1. Jede zyklische Gruppe G = (x) mit o(z) = p (Primzahl) ist einfach
(Satz von Lagrange). Umgekehrt gilt: Jede einfache abelsche Gruppe G mit |G| > 1
ist zyklisch und von Primzahlordnung (Ubung).

2. Die alternierende Gruppe A, = {m € S,, | sign(m) = 1} ist einfach fiir n # 4. (Wichtig
fiir die Theorie der algebraischen Gleichungen.)

3. Die symmetrische Gruppe S,, ist fiir n > 3 nicht einfach, denn es gilt: A,, < S,,. Die
Links(Rechts)nebenklassenzerlegung von S, nach A,, ist gegeben durch {4,,, S, \ A},
und es ist [Sy, : Ap] = 2 (Index von A, in Sy,).

2.2.34 Satz. Sei G Gruppe, U Untergruppe mit [G : U] = 2. Dann gilt U < G.
Beweis. x €U = aU=Uxz=U.2¢U = 2U=Uzx=G\U. O

2.2.35 Anmerkung. Auch fiir Vektorrdume gilt ein dhnliches Ergebnis wie fiir Gruppen:
Durch 7 + [0]; ist eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von der Menge aller Kongruenz-
relationen des Vektorraumes (V, +, 0, —, K) auf die Menge aller Unterrdume von V' definiert
(Beweis wie bei Gruppen).

Ist U Unterraum von V', so ist V/U = {z + U | x € V'} (Faktorraum) mit den Operationen
(z+U)+(y+U)=(x+y)+U,04+U =U (neutrales Element), —(x +U) = (—z) + U,
Me+U)=x)+U,z,yeV, N\ € K.

2.2.36 Anmerkung. Wir haben fiir eine beliebige Abbildung f : A — B den Kern von f
als die von f induzierte Aquivalenzrelation ~:= {(x,y) | f() = f(y)} definiert.

Wenn f : G — H aber ein Gruppenhomomorphimus ist, mit Ny := f~Y(e), dann wissen
wir, dass die durch f induzierte Partition genau die Nebenklassenzerlegung von G modulo
Ny ist; es gilt ndmlich

T~y yeorlyc Ny.
Da also Ny (zusammen mit den Gruppenoperationen) den Kern ~; von f definiert, nennt
man auch meistens die Menge Ny selbst den Kern von f; statt Ny schreibt man oft ker(f).
Dies ist einerseits praktisch, weil Normalteiler (als Teilmengen von G) einfachere Objekte
sind als Kongruenzrelationen (als Teilmengen von G x G), ist aber andererseits eben nur
auf Gruppen (somit auch auf Ringe und Vektorrdume) anwendbar, nicht aber auf andere
algebraische Strukturen (wie z.B. Verbénde).
In dieser Notation lasst sich der Homomorphiesatz also so schreiben:

2.2.37 Satz. Seien G, H Gruppen, f : G — H ein Epimorphismus. Sei N der Kern von
f, und sei k: G — G/N die kanonische Abbildung g — gN.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus h : G/N — H mit hok = f.
Fiir jedes y € H ist f~'(y) € G/N (d.h. Nebenklasse von N in G), und h bildet diese
Nebenklasse auf y ab.
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2.2.D Isomorphiesitze fiir Gruppen

Wir zeigen zunéchst die folgende Verschéarfung des Homomorphiesatzes:

2.2.38 Satz. Seien G, Hy, Hy Gruppen, f1 : G — Hy und fo : G — Hy Epimorphismen,
mit Kernen N1 und No. Dann gilt Ny C Ny genau dann, wenn es einen Homomorphismus
(oder sogar: Epimorphismus) h : Hy — Hy gibt mit ho fi = fa.

G > HlﬁG/Nl

H2 >~ G/N2

Beweis. Die Richtung ,,<=“ ist klar.

Wir definieren h(fi(z)) = fa(z). Wir miissen nun nur zeigen, dass h wohldefiniert ist;
die Homomorphie-FEigenschaft von A und die Eigenschaft h o fi = fo folgen dann direkt
aus der Definition und der Homomorphiebedingung fiir f1 und fy (etwa h(f1(z) - f1(y)) =
h(fi(z-y)) = fa(x-y) = fa(x) - f2(y) = h(fi(x)) - h(fi(y))), ebenso die Surjektivitét von h.
Die Wohldefiniertheit ist ebenfalls leicht: Fiir alle xz,2’ mit fi(z) = fi(2’) gilt ndmlich
fi(z7ta’) = e, also 2712’ € N1 C N, also fo(x~1a') = e, somit fo(x) = fo(a'). O

Wenn G, G1, Gy Gruppen sind und f1 : G — Gy, fo : G1 — G surjektive Homomorphis-
men, dann ist auch fs o f; surjektiver Homomorphismus.

G

o Gy

/ o />6G2
/

/

Sei N1 := fi'(eqy), M = fy'(ecy), No = fi ' (f5 ' (ey)) = fi (M) = (f20 1) (ec,)-
Dann sind N; und Ny Normalteiler von GG, und Ny C N» ist iiberdies Normalteiler von Ns.
Aus dem Homomorphiesatz wissen wir, dass G zu G/Np isomorph ist, daher nehmen wir
zur Vereinfachung der Notation G; = G/N; an. Da der Normalteiler M < G; genau aus
jenen Klassen x Ny mit © € Ny besteht, gilt M = Ny /Nj.

Die Gruppe G ist nun einerseits zu G1/M isomorph, andererseits zu G/Na. Daher gilt
G1/M = G/Na, also:

(G/N1)/(N2/N1) = G /Ns.
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Der zweite® Isomorphiesatz beschreibt diesen Sachverhalt, ohne die Abbildungen f; explizit
zu erwahnen, nur mit Hilfe der Normalteiler:

2.2.39 Satz. Sei G cine Gruppe, und seien N1, No Normalteiler von G mit N1 C Ns.
Dann gilt:

1. Njp ist Normalteiler von Ns.

2. No/Ny (die Menge der Nebenklassen von Ny in der Gruppe N3) ist eine Untermenge
von G/Njy.

3. N /Ny ist nicht nur Teilmenge, sondern Untergruppe und sogar Normalteiler von G /Ny .
4. G/N2 = (G/Nl)/(NQ/Nl)

Beweis. 1. Ny < G bedeutet 27! Nyz C N fiir alle z € G. Ny < Ny bedeutet 2 1 Nz C
Ni fiir alle z € Ny. Daher gilt Ny < G = N1 < No.

2. Die Elemente von Ny/Nj sind von der Form xNj, mit € Na. Jedes solche Element
ist eine Nebenklasse von N7 in G.

3. Seien f; und f die kanonischen Abbildungen von G nach G/N; bzw G/Nj. (Also
fi(x) = zN; fir i = 1,2.) Nach der gerade bewiesenen Verschirfung des Homomor-
phiesatzes gibt es einen Homomorphismus h : G/N; — G/Ny mit ho fi = fa. Sei
M <1 G/Np der Kern dieses Homomorphismus. Dann ist fiir g € G:

gN1 € M < fi(9) € M < h(fi(g9)) = N2 < fa(g) = N1 < g € Ny < gN; € No/Nj.
Also ist NQ/Nl =M< G/N1

4. Folgt aus der obigen Rechnung und aus dem Homomorphiesatz (weil No /Ny = ker(h)).
O

Wir erinnern an das auf Seite 28 definierte Komplexprodukt: Fiir beliebige Untermengen
A, B C G einer Gruppe (oder Halbgruppe) G ist das ,, Komplexprodukt“ A - B, oft auch
durch AB abgekiirzt, durch

AB:={abla € Abe B}

definiert. Man sieht leicht, dass das Komplexprodukt das Assoziativgesetz erfiillt. (Im All-
gemeinen aber nicht das Kommutativgesetz, denn zum Beispiel ist {a} - {b} = {ab}.)

2.2.40 Satz. Sei G Gruppe, U < G Untergruppe und N <@ G Normalteiler. Dann gilt:
1. NU=UN.

2. Die Mengen NU und N NU sind Untergruppen von G. (NU ist die kleinste Unter-
gruppe, die N und U umfasst, N NU die grifste, die in N und U enthalten ist.)

3. N < NU.
4. NNUQU.
5. NU/N = U/(NNU).

8Diese Nummerierung ist nicht kanonisch. Der Satz 2.2.40, insbesondere Teil 2.2.40(5), heifit manchmal
»erster Isomorphiesatz“, der hier angefiihrte Satz ,zweiter“. Manchmal wird auch der Homomorphiesatz

2.2.19 als ,erster” Isomorphiesatz bezeichnet, unsere beiden Isomorphiesétze bekommen dann die Nummern
2 und 3.
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U U/(NNU)

Beweis. °

1. NU = U,y Nu = Uyey ulN = UN.

2. Fiiru € U,n € N ist (nu)™! =u"ln"! € UN = NU, daher ist NU unter Inversen
abgeschlossen.
Fiir u,u’ € U, n,n’ € N ist (n’v’)(nu) € (NU)(NU) = (NU)(UN) € NUN =
NNU C NU, daher ist NU unter Multiplikation abgeschlossen. Also ist NU Unter-
gruppe von G.

Es ist klar, dass N N U Untergruppe von G (und ebenso von N und U) ist.
3. Fiir alle g € G, somit erst recht fiir alle g € NU, gilt g~'!Ng = N, daher ist N <t NU.

4. Firu € U, n € N ist v 'nu € u'Nu = N. Wenn n iiberdies noch in u liegt, gilt
u'nu € NNU. Daher gilt NNU < U.

5. Sei f: G — G/N die kanonische Abbildung. Wegen U C NU ist die Identitéit idy auf
U ein Homomorphismus von U nach NU. Die Abbildung h := foidy : U — NU/N
ist surjektiv auf NU/N, denn fiir jede Klasse (nu)N gilt (nu)N = uN = h(u).

Nach dem Homomorphiesatz (sowie seiner Folgerung) gilt also NU/N = U/kern(h).
Nun ist aber kern(h) = {u € U | h(u) = N} ={u e U |u € N} = NNU. Also
NU/N = U/(NNU).

O]

9Die wichtigste Aussage des Satzes ist die Isomorphie NU/N = U/(N NU). Der tiefere Grund fiir diese
Isomorphie ist einfach zu verstehen: Die , Vergroferung” der Gruppe U zur Gruppe NU wird durch die
Wegfaktorisierung von N annulliert.
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2.2.41 Beispiel. Sei V endlichdimensionaler Vektorraum, und seien N und U Unterrdume.
Dann ist (N + U)/N zu U/(N N U) isomorph. (Als Gruppe, und sogar als Vektorraum.)
Wenn néamlich dim N = n, dim U = u, dim(NNU) = d, dann hat N+U Dimension n+u—d;
(N +U)/N und U/(N NU) haben Dimension u — d und sind daher isomorph.
2.2.E Kongruenzrelationen auf Ringen
2.2.42 Definition. Sei (R, +,0,—,-) ein Ring und / Unterring von R. Dann heifit I

- ein Linksideal von R = Vr € R:rl:={ri|ie I} C1I,

- ein Rechtsideal von R & Vr € R: Ir = {ir |[ie I} C I,

- ein Ideal von R (in Zeichen: I Q R) < Vr € R:rI C [ und Ir C I.
2.2.43 Beispiele. 1) {0} und R sind stets Ideale von R, die so genannten trivialen Ideale.
2) In (Z,+,0,—,-) ist {nk | k € Z}, n € Z, ein Ideal. Dies sind bereits alle Ideale in Z.
(Beweis siehe Abschnitt 5.4.)

2.2.44 Lemma. Sei (R,+,0,—,+, 1) ein Ring mit Einselement und I ein Ideal von R. Dann
gilt: 1 e I < I = R.

Beweis. trivial. O
2.2.45 Satz. Jeder Kérper hat nur die trivialen Ideale.

Beweis. Sei I Ideal des Korpers (K, +,0,—,-,1) und I # {0}. Dann gibt es x € I mit x # 0
und wegen 1 =z 'z cx ' I Clist [ = K. O

2.2.46 Satz. Sei (R,+,0,—,-,1) ein kommutativer Ring mit Einselement, der nur die
trivialen Ideale besitzt. Dann ist R ein Korper oder R = {0}.

Beweis. x € R, x # 0 = R = {xr | r € R} ist ein Ideal von R (analog zu Z) mit
x=zl€zR=2R# {0} = xR=R= 3r € R:1=2xr = x besitzt ein Inverses. O

2.2.47 Folgerung. Ein kommutativer Ring R mit Einselement und R # {0} ist ein Korper
< R besitzt nur die trivialen Ideale.

2.2.48 Satz. Sei (R,+,0,—,-) ein Ring.
a) Ist w eine Kongruenz auf R, dann ist I := [0]; ein Ideal von R, und es gilt: R/m =
R/I ={z+ 1|z € R}.

b) Ist I Ideal von R und w definiert durch zmy = y—x € I, x,y € R, dann ist
Kongruenz auf R und [0], = I.

c) v [0]; definiert eine bijektive Abbildung von der Menge aller Kongruenzen auf R
auf die Menge aller Ideale von R. Die Umkehrabbildung ist definiert durch I — m

gemdj3 b).
Beweis. a) i € [ und r € R = inw0 und rar = irn0r = 0 und rinr0 =0 = ir,ri € I.

b) zimy; und xemys = y1 = x1 + 41 und yo = x9 + d9, 1,02 € I = y1y2 = T1xe + i mit
1= T1lg + 1119 + 1199 € [ (I Ideal') = T1T2TY1Y2.

c)m— [0l =1+ 7w, I — m [0]; = I (analog zum entsprechenden Beweis fiir Normal-
teiler). O
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Ist I Ideal von R, dann ist die Faktoralgebra (R/I,+,I,—,-) ein Ring, genannt der Faktor-
oder Restklassenring von R modulo I. Die Operationen in R/I sind: (x + 1)+ (y + 1) =
(x + y) + I (deckt sich mit der Komplexsumme A+ B = {a+b | a € A, b € B}),
(x+I)(y+ 1) =xy+ I (deckt sich nicht mit dem Komplexprodukt AB = {ab|a € A, b€
B}), —(x+1) = (—z)+ I, 0+ I = I ist Nullelement.

2.2.49 Beispiel. Z,, = Z/I mit [ = {kn | k € Z}, denn: z € [ & z = Omodn <
x—0=2x = kn, k € Z. Also entspricht das angegebene Ideal I der Relation = modn.
Schreibweise: I =: (n).

2.2.50 Anmerkung. Ein Ring R ist einfach < R besitzt nur die trivialen Kongruenzen
< R besitzt nur die trivialen Ideale {0} =: (0) und R.

2.2.51 Satz. Ein kommutativer Ring R mit Einselement und R # {0} ist einfach genau
dann, wenn er ein Kdrper ist.

2.2.52 Beispiel. Jeder Matrizenring M, (K) iiber einem Kérper K ist einfach (Ubung).

2.3 Direkte Produkte von Algebren

2.3.1 Definition. Seien 2, = (A, (wl(k))iej), k € K, Algebren vom selben Typ (n;)ier
und A := [, Ar = {(ar)rer | ax € Ar} das cartesische Produkt aller Mengen Aj. Die
Elemente von A sind K-Tupel; wir bezeichnen Elemente von A auch manchmal als Vektoren
a=(ar: ke K).

Fiir alle 7 € I sei die Operation w; auf A , komponentenweise“ so definiert:

e Wenn n; = 0 ist (d.h. die Abbildungen wi(k) sind nullstellige Operationen bzw. Kon-
(k)

stante), dann kennen wir bereits die ausgezeichneten Elemente w; "’ € Aj;, und kénnen

sie zu einem K-Tupel in A zusammenfassen:

Wi = (wz(k))kEK'

(k)

e Wenn n; =n > 0 ist, dann ist jede Operation w;"’ auf Ay n-stellig. Fiir Vektoren

al) = (a,(gl):k‘EK)GA
i = (@":keK)eA

definieren wir

wi@V,...,a™):=b=(b,: ke K)ec A,

® @M. alM) ist.

wobei by, == w; " (a; ...,

In der k-ten Komponente wenden wir also die Operation wi(k) auf Elemente von Ay an.
Die Algebra (A, (w;)ier) heifit das direkte Produkt der Algebren 2 und wird mit [ [, o 2
bezeichnet.

2.3.2 Beispiel. K = {1,2}, 2, = (él,-,e,_l), Ao = (A2, +,0,—) seien Gruppen. Dann
wird in 2y x Ay = (A1 x As,0,(e,0), ) folgendermaflen gerechnet:

(a1,a2) o (by,b2) = (a1b1, a2 + ba),
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(a1,a2) = (a7, —a).

Es gilt: 21 x Ay ist eine Gruppe. Assoziativgesetz: ((a1,ag2)o (b1, b2))o(c1,c2) = (a1bicy, as+
by +c2) = (a1, a2)o((b1,b2)o(c1,c2)); (e,0) ist neutrales Element: (e, 0)o (a1, a2) = (ear, 0+
az) = (a1,a2) = (are,a2 + 0) = (a1,a2) o (e,0); (a1, a2) ist Inverses von (a1, a2): (ai,az) o
(a1,a2) = (a1,a9) o (afl,—ag) = (alafl,ag + (—az2)) = (e,0), analog (a1, az) o (a1,as) =
(e,0).

2.3.3 Satz. Gilt mit geeigneten Termen t1,te ein Gesetz der FormNay, ...,z : t1(x1,. .., 2p) =
ta(x1, ..., 2n) in allen Algebren Ay, k € K, so gilt es auch in [ Ap.

Beweis. Induktion nach der ,,Stufe“ der Terme t1, to. O

2.3.4 Folgerung. Direkte Produkte von Halbgruppen (Gruppen, Vektorrdumen iiber dem
selben Korper K, Ringen, Booleschen Algebren) sind wieder Halbgruppen (Gruppen, Vek-
torrdume iiber K, Ringe, Boolesche Algebren).

Achtung! Das direkte Produkt von (mindestens zwei) Integritéitsbereichen ist nie ein Inte-
gritéitsbereich, denn (0,1) - (1,0) = (0,0). (Beachte: 0 # 1.)

2.3.5 Anmerkungen. 1. Das direkte Produkt ], s ist — bis auf Isomorphie —
unabhéngig von der Reihenfolge. Z. B.: 21 x Ao = A5 x ;.

2. Man kann Produkte ,zusammenfassen®. Z. B.: 21 x 20y x A3 = (A3 x Ay) x A3 =
52[1 X (QlQ X ng)
Allgemein: Wenn die Indexmenge I eine disjunkte Vereinigung I = | J,c s J ist, dann
ist das Produkt tiber I kanonisch isomorph zu einem Produkt (iiber der Indexmenge

K) von Produkten:
HAZ = H Bk mit Bk = H Aj.
i€l keK =

3. Wenn die Indexmenge K nur ein einziges Element kg enthilt, dann ist [[, . Ax
formal die Menge aller Funktionen f : {ko} — A,. Die Abbildung, die jeder solchen
Funktion ihren Wert an der Stelle kg zuordnet, ist eine Bijektion zwischen den Mengen
[Lc {ko} Ay und Ay, bzw. ein Isomorphismus zwischen den Algebren [, (ko} A und

ko -

4. Wenn die Indexmenge K zwei Elemente hat, sagen wir K = {3,5} dann ist [ [, Ax
formal die Menge aller Funktionen f auf {3,5}, die f(3) € Az und f(5) € As erfiillen.
Die Abbildung, die jeder solchen Funktion f das Paar (f(3), f(5)) zuordnet, ist ein
Isomorphismus zwischen er (3.5} ;. und Az x A5.10

5. Wenn die Indexmenge K leer ist, dann definieren wir [], 4%l als die einelementige
Algebra.

2.3.6 Satz. Seien C),, bzw. C,, zyklische Gruppen der Ordnungen n bzw. m. Dann gilt:
Cp x Cy, ist zyklisch < ggT(m,n) = 1.

00t wird zwischen As x As, As x As und Hi€{3 51 Ai nicht unterschieden, da es kanonische Isomor-
phismen zwischen diesen Strukturen gibt, und daher diese Strukturen insbesondere die selben algebraischen
Eigenschaften haben.
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Beweis. Sei Cp, = (z), Cp, = (y).

= (indirekt): ggT(n,m) > 1 = k :=kgV(n,m) < nm (wegen kgV(n,m) = nm/ggT(n,m))
und (2%, y/)* = (2 y*7) = (e, e) (wegen n|ki und m|kj) = o(z?,4’)|k < nm = die Ordnung
aller Elemente von C), x C,, ist kleiner als nm = |C,, x Cy,| = C), x Cy, ist nicht zyklisch.
<: Wir zeigen, dass C,, x Cp, = {((z,y)) gilt. (z,y)! = (e;e) = 2! = eund ¢! = e =
n|t und m|t = kgV(n,m) = nm|t (wegen ggT(n,m) = 1). Andererseits gilt: (z,y)"™ =
(™ y"m) = (™)™, (y™)") = (e, e). Also ist o(x,y) = nm. O

2.3.7 Folgerung. Ist n = p{'---p;* die Primfaktorzerlegung von n € N, dann gilt C), =
Cpil X - X Cka

2.3.8 Satz (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Ist G = ({z1,...,Zm})
eine von den Elementen x1, ...,z erzeugte abelsche Gruppe, dann gilt:

G=CF xCph x-xChp,,
wobei k >0 (CY = {e}), n; €N, r > 0. Dabei gilt: G endlich < k = 0.

(Cx bezeichnet eine unendliche zyklische Gruppe; sie ist isomorph zur additiven Gruppe
Z.)

Den Beweis dieses Satzes werden wir spéter kennenlernen.

2.3.9 Beispiel. 1) Alle abelschen Gruppen mit 12 Elementen sind — bis auf Isomorphie
— gegeben durch Cio (2 C5 x C4) und Cy x Cg (=2 Cy x Cy x Cs).

2) Alle abelschen Gruppen mit 8 Elementen sind — bis auf Isomorphie — gegeben durch
Cg, CQ X C4 und CQ X CQ X Cg.

Zur nichsten Definition vgl. den Begriff ,,direkte Summe®* V =Uy ® Us & - -- ® U, aus der
Linearen Algebra (Uy,Us, ..., U, Unterrdume eines Vektorraumes V).

2.3.10 Definition. Sei G Gruppe, und seien U,V Untergruppen von G. G heifit inneres
direktes Produkt von U und V genau dann, wenn die Abbildung

JUXV =G
| (w,v) = uw

ein Isomorphismus von U x V auf G ist.

2.3.11 Beispiel. Seien G; und G9 Gruppen mit neutralem Element e; bzw es. Dann sind
U := G x{e2} und V := {e1} x G2 Untergruppen von G := G1 x G2, und G ist das direkte
Produkt von U und V.

Wir verallgemeinern diese Definition auf das Produkt von endlich vielen Gruppen.

2.3.12 Definition. Sei G Gruppe, Uy, ..., U, Untergruppen von G. Dann heif3t G inneres
direktes Produkt von Uy, ..., U, genau dann, wenn die Abbildung

{le--~><Un—>G
p:

(Upy ey Up) > Up e Uy,
ein Isomorphismus von Uy X --- x U, auf G ist.

2.3.13 Anmerkung. G =2 Gy X --- X G, < es gibt Untergruppen U; von G mit U; = G,
i=1,...,n, sodass G inneres direktes Produkt von Uy, ..., U, ist. (Beweis: Ubung.)
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2.3.14 Anmerkung. Je nachdem, ob wir die Gruppe G additiv oder multiplikativ schrei-
ben, verwenden wir die Notation G = Uy ® Uy oder G = Uy ® U, fiir die Aussage ,,G ist
inneres direktes Produkt von U; und Us.“

2.3.15 Definition. Sei [ eine endliche oder unendliche Menge, und sei (G;);cs eine Familie
von abelschen Gruppen. Dann schreiben wir @, ; G; fiir die Menge aller & = (2;)icr €
HZEI Gr“ dle

supp(¥) :={i € I | z; # 0;} endlich

erfiillen (wobei 0; das neutrale Element der Gruppe G; bezeichnet). Man sieht leicht (Ubung),
dass @, G eine Untergruppe von [[;.; G; ist.

Sei (G, +,0,—) eine abelsche Gruppe, und seien U; (fiir ¢ € I) Untergruppen von G. Fiir
jedes Element & = (z;)ic; € ;s U; bezeichnen wir mit ) # die Summe aller z; mit i €
supp(Z); fir & = (0);er sel Y & = 0. Wir sagen, dass G die direkte Summe der Untergruppen
U; ist, wenn die Abbildung &+ }_ 2’ eine Isomorphismus von €, ; U; auf G ist.

2.3.16 Anmerkung. Wenn I endlich ist, dann ist @,.; U; = [[;c; Ui, und die gerade
gegebene Definition des inneren direkten Produkts stimmt mit der vorigen iiberein.

2.3.17 Satz. Sei G Gruppe, Uy,...,U, Untergruppen von G. Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
a) G ist inneres direktes Produkt von Uy, ..., U,.

b) i) Die oben definierte Abbildung ¢ : Uy X --- x Uy, — G, (u1,...
ist bijektiv und

aun) = Up - Unp,

it) firl <i<j<n,xeU,yecU; gilt stets vy = yx.

Beweis. a) = b): i) gilt, da ¢ Isomorphismus.
Zuii): Firz e U;,y € Uj, 1 <i < j<ngilt

xy =(e,...,e, _x e....e) e ..., e, Yy ,e...,e)=
~~~ ~—
i—te Stelle j—te Stelle
:(70((65 , €, Xz €, 56)'(67 €, Yy 767”'76)):
~~ ~—
i—te Stelle j—te Stelle
= @(e? 767 T ’67' 767 y 767 76) -
~~ ~—
i—te Stelle j—te Stelle
=o((e...,e y  e...,e)-(e...,e, T e ...,e))=
j—te Stelle i—te Stelle
= €,...,€ e,...,€ e e X & e) =
SO( b M ) y M ) ) ) SO( b ) M \ ; ) )] b )
j—te Stelle i—te Stelle
= yx.

b) = a): Da ¢ bijektiv ist, muss nur mehr gezeigt werden, dass ¢ Homomorphismus ist.
Fir @ := (a1,...,an), b:=(b1,...,by) € Uy x -+ x U, gilt:

(@) = plarby, ... anby) = aiby - apby = ay -+ anby -+ by = @(@)p(b).
Die mit * bezeichnete Gleichheit gilt wegen ii). O

2.3.18 Satz. Sei G Gruppe, Uy, ..., U, Untergruppen von G. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
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a) G ist inneres direktes Produkt von Uy, ..., U,.

b) I) G=Uy---Up=Aur---uy | u; € U;} (d. h.,  ist surjektiv),
1) (Ul-nUi)ﬂUZ'_H:{e} firi=1,...,n—1,
) U; < G firi=1,...,n.
Beweis. a) = b): I) ist erfiillt.
Zull):ae (Uy---U)NUiy1 = a=ay---aje---e=e---eajrie---e mit a € Uy =

ap =+ =a; = a;+1 = e (da ¢ injektiv).
Zulll): Fir g€ G, g =ay - an, a; € Uy, gilt:

* kok *
gUi=ay---a,U; = a1 -+ - a;Usai41 - -an = a1 - - a;1Usa; - - - ap, = Ujay - - a,, = Usg

(dabei gilt * wegen ii) im vorigen Satz und **, weil a; € U;).
b) = a): Wegen I) ist ¢ surjektiv. Wir zeigen nun ii) (im vorigen Satz): Fiir 1 <i < j <n,
a; € U, a; € Uj, gilt

—1 -1 -1
aiaj(aja;)” " = aaja; a;

=ai- (qa;'a;) = (aaja7') eyt €UiNU;

—_———
eU;,dalU; <G GUj,danQG

Wegen U; NU; C (Uy---U;---Uj—1) NU; = {e} ist aiaj(ajai)*l = e woraus a;a; = a;a;
folgt.

Abschlieflend zeigen wir i) (im vorigen Satz), d. h., dass ¢ injektiv ist: Sei aq - - - ap = by - - - by,
a;, b; € U;. Dann gilt b;il . -bl_lal e @p_1 = bya,t, woraus (mit ii)) bl_lal e b;ilan_l =
bpa,t € (Uy---U,_1)NU, = {e} folgt. Damit ist a,, = b,,. Analog erhiilt man a,_1 = b,_1,
Ly, A1 = bl. O

Spezialfall: Seien U, V Normalteiler von G. Dann ist G genau dann das innere direkte
Produkt von U und V, wenn UV = G und U NV = {1} gilt.

2.3.19 Definition. Sei R ein Ring, Uj,...,U, Unterringe von R. Dann heifit R innere
direkte Summe von Uy, ..., U, genau dann, wenn die Abbildung

{le---xUn—>R
P

(Upy ooy Up) = U+ + up
ein Ring-Isomorphismus ist.

2.3.20 Satz. Sei R ein Ring, Uy, ...,U, Unterringe von R. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) R ist innere direkte Summe von Uy, ..., U,.

b) i) ¢ (von oben) ist bijektiv und
ii) firl <i#j<mn,xeU;,yeU gt stets xy = 0.
¢c) I) R=U+---+Upy,
II) (U1+"'+Ui)ﬁUi+1:{O}fﬁri:1,...,n—1,
II1) Jedes U; ist Ideal, d. h., U; < R firi=1,...,n.
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Beweis. a) = b): 1) ist erfiillt.

Zuii): Fir x € Us, y € Uj, i # j gilt

. v
i—te Stelle j—te Stelle

woraus — nach Anwendung von ¢ — xy = 0 folgt.

b) = c¢): I) und II) folgen aus dem zweiten Satz {iber Gruppen. Zu III): Fiir b, € Uj,
r=a+---+a, € R gilt

rb; = (a1+---+an)b; = arbj+- - -+a;bi+- - -+anb; =04+ -+0+a;b;+0+---+0 = a;b; € U;.

Analog zeigt man b;r € U.

c) = a): Da ¢ nach I) und II) bijektiv ist (folgt aus dem Satz tiber Gruppen), muss nur
mehr gezeigt werden, dass ¢ Homomorphismus ist. Beziiglich + folgt dies ebenfalls aus dem
Satz iiber Gruppen, beziiglich - gilt:

o((ar,...,an)(bi,...,by)) = @(aiby, ..., apby) =
=aiby +- -+ apby = (a1 + - +ap)(by + -+ b,) =

= p(ar,...,an)e(b1, ..., by).

Die hierbei verwendete Beziehung aiby + - - -+ anby, = (a1 + -+ -+ a,) (b1 +- - -+ by,) folgt aus
IT) und III): Fiir ¢ < j ist a;b; € U; (wegen U; <t R) und a;b; € U; (wegen Uj < R), d. h.,
abj € (Ur +---+Uj—1) NU; = {0}, woraus a;b; = 0 folgt. Analog erhélt man a;b; = 0
fiir ¢ > j. O

2.4 Aufsteigende Vereinigungen und direkter Limes

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur nichtleere'! Algebren eines festen Typs. Um die No-
tation zu vereinfachen, betrachten wir hier nur Algebren (A, +,’,¢) vom Typ (2,1,0) (aber
die Definitionen und Uberlegungen lassen sich in offensichtlicher Weise verallgemeinern).

2.4.A Aufsteigende Vereinigungen

2.4.1 Definition. Sei (I, <) eine lineare Ordnung; fiir jedes i € I sei 2; = (A4;, +4,", ¢;)
eine Algebra, wobei die Beziehung

1< = A <A

gelten moge. (Das heifit: Fiir i < j ist 2; Unteralgebra von 2;, also 4; C Aj, ¢; = ¢,
z't =2l fur alle z € A;, und z +; y =z +; y fiir alle z,y € 4;.)
Wir definieren den ,, direkten Limes* (auch , injektiven Limes* oder ,, Vereinigung®) lim;er 2A;

oder h—nI;QlZ der Familie (2;);er so:
1€

e Die Grundmenge von lim; 2; ist die Menge J;c; 4.

e Die Operationen +,’, ¢ sind auf | J;.; A; in ,natiirlicher Weise“ definiert, das heift:

"Wir kénnten auch leere Algebren zulassen, das wiirde nur einige notationelle Modifikationen verlangen;
auch miisste man dann Satz 2.4.3 umformulieren, indem wir die leeren Faktoren vom Produkt ausnehmen.
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— ¢ sei der gemeinsame Wert aller ¢;.

— Wenn z € [J;c; Ai, dann muss es ein g geben'? mit z € A;,. Alle Werte /7,
die auch definiert sind (d.h., fiir die x € A; gilt), stimmen mit dem Wert z'i
iiberein; diesen gemeinsamen Wert definieren wir als z’.

~ Wenn z,y € [J;c; Ai, dann ist wiederum die Menge {j | x,y € A;} nicht leer.
Fiir alle j in dieser Menge stimmen die Werte  +; y iiberein; den gemeinsamen
Wert definieren wir als x + y.

2.4.2 Lemma. Fir die gerade definierte Algebra 1111}152[1 = (A,+,",¢) = A gilt A; <A fiir
1€

alle i.
Weiters gilt: Wenn ein Gesetz in allen Algebren 2; gilt, dann gilt es auch in 2.

—

2.4.3 Satz. llin? 2; ist isomorph zu einer Unteralgebra von [ [;c; Ui /~, mit einer geeigneten
1€
Kongruenzrelation ~.

Beweis. Auf der Menge [[;.; A; definieren wir die folgende Aquivalenzrelation:
(ai)ier ~ (bi)ier & FigVj > io(a; = bj).

Man sieht leicht (Ubung), dass diese Relation sogar eine Kongruenzrelation ist.
Wir definieren eine Abbildung ) : llir? A; — Tl;er Ai wie folgt: (b) = (ai)ier, wobei gilt
1€

e wenn b € A;, dann a; = b,

e wenn b ¢ A;, dann a; = ¢; (oder ein beliebiges Element von A;).

Weiters sei k : [[;c; Ai — [[;c; Ai/~ die kanonische Abbildung, die jeder Familie (a;)icr
ihre ~-Aquivalenzklasse zuordnet.

Fiir by # by gibt es ein ¢ mit by, by € A;, daher stimmen (b)) und ¥ (b2) an der Stelle i (sowie
auch an allen folgenden j > i) nicht {iberein, somit ist ©(b1) ¢ ¥(bs), also (ko )(b1) #
(kow)(be). Also ist ko) injektiv. Man rechnet leicht nach, dass ko ein Homomorphismus
ist.13

Das Bild von lzlen? A in J[,c; Ai/~ ist also eine Unteralgebra von [[;.; A;/~, die zu IZIGHII A;

isomorph ist. O

Nach dem gerade bewiesenen Satz ldsst sich also ein direkter Limes als Kombination von
Produkt, Quotient und Unteralgebra schreiben.

2.4.B Direkter Limes eines Systems kommutierender Abbildungen

In den Ubungen werden wir eine Verallgemeinerung des gerade betrachteten Begriffs be-
trachten (die man auch , direkten Limes* nennt). Der vorhin betrachtete Fall der aufstei-
genden Vereinigung ergibt sich als Spezialfall, wenn alle vorkommenden Homomorphismen
Inklusionsabbildungen sind (also die Identitét auf ihrem Definitionsbereich).

2.4.4 Definition. Sei (I, <) eine lineare Ordnung'; fiir jedes i € I sei A; = (A, +4,", ¢;)
eine Algebra. Weiters sei (hi;); jer,i<; eine Familie von Abbildungen, die die folgenden
Bedingungen erfiillen moge:

12 Achtung: es muss nicht unbedingt ein kleinstes oder groéBtes solches ig geben.

13 Achtung! ¢ ist im Allgemeinen kein Homomorphismus.

1 0Oder allgemeiner: eine nach oben gerichtete partielle Ordnung, das heifit: eine partielle Ordnung, in der
jede zweielementige (und daher jede endliche) Teilmenge nach oben beschrinkt ist.
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o hjj: A — Aj ist ein Homomorphismus.
e Iiir ¢+ < j < k gilt immer hj, o hij = hg.

Das System aller Algebren (;);cr zusammen mit den Homomorphismen (h;j)i<j, i jer be-

zeichnen wir mit . Wir definieren den ,, direkten (,,injektiven®) Limes lim < so:
Sei B :={(i,z) | x € A;,i € I}. Auf der Menge B definieren wir eine Aquivalenzrelation ~
durch

(Dies bedeutet anschaulich, dass wir ein Element x € A; mit seinem Bild h;(z) € Ag
identifizieren.)
Die Klasse von (i, z) bezeichnen wir mit [z, z]~.

e Die Grundmenge von lim & sei B/~.
e Die Operationen +,’, ¢ sind auf B/~ in ,natiirlicher Weise“ definiert, das heif}t:

— Fiir alle + < j gilt (¢,¢;) ~ (J,¢j). Daher liegen alle (4, ¢;) in der selben Klasse.
Diese Klasse definieren wir nun als den Wert von c.

— Die Operation ' definieren wir durch [i, 2] := [i,2/i].. (Hier muss man nach-

priifen, dass die Operation ’ tatsiichlich wohldefiniert ist: Wenn (i,z) ~ (4,y),
dann (i,2') ~ (j,27).)

— Schliefllich definieren wir die Operation +: Seien [i, x|~ und [j, y]~ Elemente von
B/~. Wir finden zunéchst ein k mit 4,j < k; dann gilt (i,2) ~ (k, hi(x)) und
(4,y) ~ (k, hji(y)); wir definieren also die Summe in natiirlicher Weise als

(i, 2]~ + s Yl = [k hir ()]~ + (R, Ry ()]~ o= R han(2) + hik(y)]~-

Man muss nun nachpriifen, dass diese Definition nicht von der Wahl von k
abhéngt.

2.4.5 Satz. Sei &7 = ((Ay)icr, (hij)i<; ) ein System wie in der Definition 2.4.4. Dann gilt:
1. h?ruz/ ist wohldefiniert.
2. Jedes Gesetz, das in allen Algebren 2; gilt, gilt auch in thJzi

3. Fiir jedes i ist die Abbildung h; : A; — hTI;JZf, die durch hi(x) = [i,z| definiert ist,
ein Homomorphismus.

4. Fiir alle © < j gilt hy = hj o h;j.
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Kapitel 3

Freie Algebren

Wir betrachten in diesem Kapitel Algebren eines beliebigen (aber festen) Typs 77 = (1;)ier-
Wenn wir also von einer Algebra sprechen, meinen wir immer eine Algebra vom Typ 7.
Wir unterscheiden in der Notation oft nicht zwischen einer Algebra und ihrer Grundmenge;
eine Algebra (A, (w;)ier) bezeichnen wir also auch mit A.

Fiir jedes ¢ € I verwenden wir nun ein Symbol w;. In jeder Algebra A wird das Symbol
w; durch eine n;-stellige Operation interpretiert; diese Operation bezeichnet man meist
ebenfalls mit w;. Um aber die Funktion vom reinen Symbol zu unterscheiden, bezeichnen
wir sie manchmal auch mit wlA; um zu betonen, dass w; nur ein Symbol ist, schreiben wir
statt w; gelegentlich wj.

Wir beginnen mit einem mengentheoretischen Lemma:
3.0.6 Lemma.

1. Fiir jede Menge A gibt es eine Menge B, die zu A disjunkt ist, aber gleichmdchtig
mit A.

2. Fir alle Mengen Ay, As gibt es eine Menge B und eine Bijektion f : Ay — B mit
BnNAy=0.

Beweis. (1) Den Beweis iiberlassen wir den Mengentheoretikern.!
(2) Sei CN (A1 UA2) =0, g: A1 UAy — C eine Bijektion (laut (1)), dann kénnen wir
B := g(A;) wihlen. O

3.0.7 Satz (Prinzip der isomorphen Einbettung). Seien 4 = (U, (w¥)icr), B = (B, (wP)icr)
Algebren vom selben Typ (n;)icr, und sei f ein Monomorphismus von i nach 5.

Dann gibt es eine Algebra 2% = (A, (w)ier) und einen Isomorphismus g : A — B, sodass i
Unteralgebra von A und g eine Fortsetzung von f ist.

Statt einer Einbettung von 4 in die Algebra 2B haben wir also 4 als Unteralgebra einer zu
% isomorphen Algebra realisiert. Aus der Einbettung f : U — B wird dann die identische
Einbettung id[U : U — A.

Wenn wir zusétzlich noch voraussetzen, dass U zu B disjunkt ist, dann kénnen wir A\ U =
B\ f(U) verlangen, und g als die Identitdtsabbildung auf der Menge A\ U wéhlen. In diesem
Fall wird also in der Algebra 9B einfach die Unteralgebra f(U) durch ihre isomorphe Kopie
U ersetzt.

!Beweisskizze: Es gibt eine Menge C, die nicht injektiv nach A eingebettet werden kann, zum Beispiel
C = PB(A). Fiir jedes a € A kann die Menge {a} x C keine Teilmenge von A sein, es gibt also ein ¢, € C
mit (a,cq) ¢ A. Sei nun B := {(a,c.) | a € A}. (Die Anwendung des Auswahlaxioms kann bei geschickterer
Wahl von C auch vermieden werden.)
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Beweis. Sei D eine zu B\ f(U) gleichméchtige Menge, die zu U disjunkt ist, und sei A :=
UUD. Sei h: D — B\ f(U) Bijektion, dann definieren f und h zusammen eine Bijektion
g:=fUhvon A=UUD auf B= f(U)Uh(D). Auf A gibt es eine eindeutig bestimmte
Algebra A = (A, (w)ser), sodass g ein Isomorphismus von 2 nach 9B ist. In dieser Algebra
2 ist Ll Unteralgebra. O

3.0.8 Beispiel. Sei (R,+, ) der Korper der reellen Zahlen, und seien die Operationen +
und - auf R x R definiert durch:

(a1,a2) + (b1,b2) := (a1 + b1,a2 + b2), (a1,a2) - (b1,b2) := (a1bi — a2bz, arby + azby).

Dann ist auch (R x R, +, ) ein Kérper und f : R — R x R, f(x) := (z,0), ein Monomor-
phismus. Wendet man auf diese Situation das Prinzip der isomorphen Einbettung an, so
erhélt man den Korper (C, +, ) der komplexen Zahlen, der isomorph ist zu (R xR, +, -) und
(R, +,-) als Unterkorper enthélt. Nach Konstruktion ist daher: C := (R x R) \ f(R)) UR,
und mit ¢ := (0,1) gilt C = {a+bi | a,b e R}.

3.1 Termalgebra

Sei X eine Menge von ,, Variablen“. Ein Term (in den Variablen aus X)) ist ein formaler Aus-
druck, den man durch sinnvolles Kombinieren von Operationssymbolen w; mit den Variablen
x € X bekommt. Anders ausgedriickt: Ein Term baut sich aus Variablen und Konstanten-
symbolen (=Symbolen fiir 0-stellige Operationen) mit Hilfe der anderen Operationssymbole
auf.

Diese informelle Definition kann man wie folgt formal fassen:

3.1.1 Definition. Sei S = S(X) die Menge aller , Strings* (Zeichenketten), die man durch
Aneinanderreihen von Variablen und Operationssymbolen erhélt.?

Fiir jedes Operationssymbol w; definieren wir eine n;-stellige Funktion auf S, die jedem
n;-Tupel (s1,. .., Sp,) den neuen String w;sy - - - s, zuordnet. (Fiir n; = 0 ist das einfach der
String w;.) Diese Funktion bezeichnen wir mit w? oder einfach mit w;.

Die Menge S wird dadurch zu einer Algebra vom Typ 7.

Die Menge T(X) aller Terme ist nun die durch die Menge X erzeugte Unteralgebra von S(X).
Meistens ist X eine endliche Menge {z1,...,x,}. Statt T({z1,...,2,}) schreiben wir dann
T(x1,...,20).

2Formal ist ein ,,String® der Linge n eine Funktion von {0,...,n — 1} in die Menge aller Variablen und
Operationssymbole. Wir werden im Allgemeinen aber nicht zwischen einem String der Lange 1 und dem in
diesem String verwendeten Symbol unterscheiden.
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Da man bei gewissen Symbolen (wie +, ) traditionellerweise Infixnotation verwendet, ver-
einbaren wir, dass der Ausdruck x + y eine inoffizielle Schreibweise fiir den Term +xy ist;
bei komplizierteren Termen miissen wir in der Infixnotation Klammern einfiihren.

Die Menge X ist meistens eine ,geniigend grofie“ endliche Menge, gelegentlich auch die
abzdhlbare Menge {z1,x2,...}. Jeder Term verwendet natiirlich nur endlich viele dieser
Variablen. Wenn es nur endlich viele oder hochstens abzéhlbar viele Operationssymbole gibt
(d.h., wenn die Menge I hochstens abzihlbar ist), dann ist die Menge T(X) eine abzihlbare®
Menge.

3.1.2 Lemma (Einsetzungshomomorphismus mit festem Parameter). Sei A Algebra, und
seid=(ay,...,a,) € A™.

Dann gibt es einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus vz : T(z1,...,2,) — A, der
jeder Variablen xy das Element aj, zuordnet.

3.1.3 Schreibweise. Wennt € T(z1, ..., z,) ein Term ist, schreiben wir oft statt ¢ den Aus-
druck t(z1,...,z,), um zu betonen, dass in ¢ nur die Variablen x1,...,z, (moglicherweise
aber nicht alle) vorkommen. Das Element ¢z(t) bezeichnet man dann meist mit t(aq, ..., ap)
oder t(a).

3.1.4 Definition. Sei A eine Algebra. Fiir jede Menge J ist die Menge A7 aller Funk-
tionen von J nach A (oder ,,J-Tupel“) ebenfalls eine Algebra. Die Operationen wZAJ sind
komponentenweise definiert.

Wenn J die Menge A™ aller n-Tupel ist, nennen wir A7 = A4" die ,n-stellige Funktionen-
algebra auf A“.

Die Abbildung 7} : A" — A, die durch 7}(a1,...,a,) = aj definiert ist, heifit ,k-te Pro-
jektion“. Sie ist ein Element von A4".

3.1.5 Lemma (Auswertung bei @). Sei @ = (a1,...,a,) € A"™. Dann ist die Abbildung
E; AV = A, f— f(@) ein Homomorphismus.

3.1.6 Lemma (Einsetzungshomomorphismus mit variablem Parameter). Sei A Algebra,
A" die n-stellige Funktionenalgebra.

Dann gibt es einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus ¢ : T(z1,. .., z,) — A4, der
jeder Variable xy, die k-te Projektion m zuordnet.

® ®
T(z1,...,2,) — AA" Lj T}
~ E-
Pa lEa Yz l @
A aj

3.1.7 Anmerkung. o(t) ist in 44", d.h. eine Funktion von A” nach A. Sei @ € A". Dann
koénnen wir ¢(t) an der Stelle @ = (aq, ..., a,) auswerten und erhalten ¢(t)(a@) = @z(t).

Dies kann man mit Induktion nach Aufbau des Terms t zeigen; wir begniigen uns hier mit
dem Induktionsanfang:

Wenn ¢ der Term xy, ist, dann ist (t) = 7}, also ist p(t)(@) = ax.
Aber pgz(xy) ist (nach Definition) ebenfalls ay.

3Nur in den folgenden beiden Fillen, die aber so gut wie nie auftreten, ist T(X) endlich: wenn X endlich
ist und es nur endlich viele nullstelligen Operationen und keine Operationen w; mit n; > 0 gibt, dann besteht
T(X) nur aus den Variablen und den nullstelligen Operationen; wenn X leer ist und es keine nullstelligen
Operationen gibt, dann ist T(X) = 0.
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3.1.8 Anmerkung. Den Einsetzungshomomorphismus ¢ (,mit variablem Parameter*)
konnen wir auch als Spezialfall des Einsetzungshomomorphismus mit festem Parameter
sehen; A4" ist ja eine Algebra, die unter anderem die Projektionen 7, ..., m, enthilt.
Wenn wir das n-Tupel (77, ..., 7)) mit 7 bezeichnen, dann ist ¢ genau die Abbildung ¢z.

3.1.9 Schreibweise. Statt () schreibt man meistens t4: wir nennen t4 € 44" die ,,durch
t(x1,...,x,) induzierte n-stellige Termfunktion®.

Statt oz(t) schreiben wir t4(@) oder t4(ay,...,a,); dieses Element von A heiBt ,der Wert
von t an der Stelle a.*

3.1.10 Lemma. Sei h: A — B eine Homomorphismus (zwischen zwei Algebren desselben
Typs), und sei t(xy,...,zy,) ein Term. Dann gilt fir alle aq,...,a, € A:

h(tA(ay,. .. a,)) = tP(h(ay), ..., hiayn))

Beweis. Sei b; := h(a;). Die Abbildung ¢y ist ein Homomorphismus von T(z1,. .., z,) nach
B, ebenson wie die Abbildung h o vz. Da diese beiden Homomorphismen auf der Erzeu-
gendenmenge von T(x1,...,z,) iibereinstimmen, stimmen sie auf der ganzen Termalgebra
tiberein, insbesondere an der Stelle t: h(pz(t)) = ¢5(t). O

3.2 Varietaten

3.2.1 Definition. Ein ,,Gesetz* ist eine allquantifizierte* Gleichung zwischen Termen. (Die
Terme miissen aus Variablen und den Operationen des betrachteten Typs aufgebaut sein.)

Sei I" eine Menge von Gesetzen. Mit Mod(I") bezeichnen wir die Klasse aller Algebren, die
alle Gesetze in I' erfiillen.

3.2.2 Definition. Jede Klasse der Form Mod(I') bezeichnen wir als gleichungsdefinierte
Klasse.?

3.2.3 Satz. Sei V eine gleichungsdefinierte Klasse, und sei A = (A, (w;)icr) ein Objekt
V. Dann gilt:

o Jede Unteralgebra von A ist ebenfalls in V.
e Jede zu A isomorphe Algebra ist in V.

e Jedes homomorphe Bild von A ist ebenfalls in V. (D.h., wenn f: A — B surjektiver
Homomorphismus ist, dann ist auch B in V. Anders gesagt: Fir jede Kongruenzrela-
tion 0 auf A gilt A/§ €V.)

Weiters gilt:

o Sei (Aj)jes eine Familie von Algebren in V. Dann ist auch [[;c; A; in V. (Dies gilt
fiir beliebige Mengen J; insbesondere muss J nicht unbedingt endlich oder abzdhlbar
sein. )

o Sei (J,<) eine lineare Ordnung. Sei (Aj)jcy eine Familie von Algebren in V, die
i <j = A; < Aj erfillt. Dann ist auch die Vereinigung | J; A; (das heif$t, der direkte
Limes dieser Algebren, siehe 2.4.1) in V.

40ft schreibt man die Allquantoren nicht explizit an; statt Ya Vy (zy = yx) oder Vz (z * z~! =€) schreibt
man also kiirzer zy = yx bzw z*x ' = e, auch wenn man das allgemeine Gesetz und keine konkrete Instanz
meint.

Senglisch: equationally defined class
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Beweis. Man rechnet leicht nach, dass alle Gesetze, die in A gelten, ,erst recht* in Unter-
algebren und in homomorphen Bildern gelten.

Die Giiltigkeit von Gesetzen in einem direkten Produkt rechnet man komponentenweise
nach. Da jede aufsteigende Vereinigung von Algebren homomorphes Bild einer Unteralgebra
des direkten Produkts dieser Algebren ist, iibertriagt sich die Giiltigkeit von Gesetzen auch
auf aufsteigende Vereinigungen. O

3.2.4 Definition. Wir nennen® eine Klasse von Algebren Varietit’, wenn sie unter ho-
momorphen Bildern (speziell also auch unter Isomorphie), Unteralgebren und Produkten®
abgeschlossen ist.?

3.2.5 Anmerkung. Nach dem obigen Satz gilt also: Jede gleichungsdefinierte Klasse ist
eine Varietét. Es gilt aber auch die Umkehrung: Jede Varietét K ist eine gleichungsdefinierte
Klasse. (Satz von Birkhoff) 1°

Die einelementige Algebra

Zu jedem Typ gibt es eine (bis auf Isomorphie eindeutige) einelementige Algebra dieses
Typs. Diese Algebra liegt in jeder Varietét. Sie tritt als Produkt der leeren Familie (d.h.,
einer Familie (4;) e mit J = 0) auf.

Wenn die Menge I' das Gesetz x = y enthilt, dann enthédlt Mod(I") nur einelementige
Algebren. Solche Varietiiten nennen wir ausgeartet.!!

Gelegentlich werden wir ,,ohne Beschrankung der Allgemeinheit* solche Varietédten von unse-
ren Uberlegungen ausschlieBen, oder genauer: nur nicht-ausgeartete Varietiiten betrachten,
und den (meist uninteressanten) Fall der ausgearteten Varietéten dem Leser iiberlassen.
Sobald eine Varietdt nicht nur einelementige Algebren enthélt, enthélt sie bereits beliebig
groBe Algebren. Wenn némlich A mindestens 2 Elemente hat, dann hat []._, A = A7 mehr
Elemente als die Menge J.

jeJ

3.3 Beispiele von freien Algebren

3.3.A Die frei von einem Element erzeugte Gruppe

Die Gruppe Z wird vom Element 1 erzeugt, ist also zyklisch.

Sei G eine beliebige zyklische Gruppe, d.h., G wird von einem Element g erzeugt: G = (g).
Dann lisst sich jedes Element von G als g™ (mit einem n € Z) darstellen, und die Abbildung
n — ¢" ist ein Homomorphismus von (Z, +) auf G, wobei der Erzeuger 1 der Gruppe Z auf
den Erzeuger g der Gruppe G abgebildet wird.

In gewissem Sinn ist also Z die allgemeinste zyklische Gruppe.

5 Achtung! In der algebraischen Geometrie wird das Wort ,, Varietiit fiir einen anderen Begriff verwendet,
namlich fiir die Menge aller Losungen eines polynomialen Gleichungssystems.

Tenglisch: variety

8Das leere Produkt [L;c; Ai wird als die einelementige Menge {0} definiert, die nur das leere ()-Tupel
enthélt; sie ist Element jeder Varietdt. Gelegentlich wird auch explizit gefordert, dass Varietdten nicht leer
sind; als homomorphes Bild jeder Algebra sind die einelementigen Algebren dann Elemente jeder Varietiit.

9Fiir eine Klasse K von Algebren bezeichnet man mit HK die Menge aller homomorphen Bilder von
Elementen von K, analog sei SK die Menge aller Unteralgebren von Elementen von K, und PK die Menge
aller Produkte von Algebren in K. Eine Varietit ist also eine Klasse von Algebren, die unter H, S und P
abgeschlossen ist.

19Dje Nomenklatur ist nicht immer eindeutig. Das Wort ,, Varietit“ wird manchmal fiir gleichungsdefinierte
Klassen verwendet, und umgekehrt werden gleichungsdefinierte Klassen manchmal als Klassen von Algebren
definiert, die unter H, S und P abgeschlossen sind.

Henglisch: degenerate
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3.3.B Die frei von zwei Elementen erzeugte kommutative Gruppe

Die kommutative Gruppe Z x Z wird von den beiden Elementen (1,0) und (0, 1) erzeugt.
Sei nun (G,+) eine kommutative Gruppe, die von 2 Elementen ¢g; und go erzeugt wird:
G = ({g1,92}). Dann ist die Menge {n1g1 +n2gs | n1,ne € Z} unter + und — abgeschlossen,
also eine Untergruppe von G. Da diese Menge ¢g; und go enthélt, muss sie ganz G sein.
Die Abbildung (n1,n2) € Z X Z — n1g1 + nags ist also surjektiv von Z x Z auf G. Man sieht
leicht, dass diese Abbildung ein Homomorphismus ist, wobei die beiden Erzeuger (1,0) und
(0,1) der Gruppe Z x Z auf die Erzeuger g; und gy der Gruppe G abgebildet werden.
Fine nichtkommutative Gruppe H ldsst sich natiirlich nicht als homomorphes Bild von Z x Z
schreiben, weil das Bild einer kommutativen Gruppe wieder kommutativ sein muss.
Allgemein gelten im homomorphen Bild einer Algebra A immer zumindest alle Gesetze, die
auch in A gelten — moglicherweise aber mehr. Wenn h : A — B ein surjektiver Homomor-
phismus ist, dann ist also A in dem Sinn ,freier* als die Algebra B, dass in A eher weniger
Gesetze als in B gelten. In dieser Sprechweise ist also Z x Z die freieste aller 2-erzeugten
kommutativen Gruppen.

Analog kann man zeigen, dass Z" von den n ,Einheitsvektoren® (1,0,...,0),...,(0,...,0,1)
frei erzeugt wird.

3.4 Definition der freien Algebra

Ab jetzt betrachten wir in diesem Kapitel immer nur Klassen K von Algebren, die unter
Unteralgebren abgeschlossen sind: Wenn A € K und B < A, dann B € K.

3.4.1 Definition. Sei K eine Klasse von Algebren des gleichen Typs. Sei B C F und F € K.
Wir sagen, dass F' ,frei (in K)* iiber B ist, wenn gilt:

e Fiir jede Algebra C € K lisst sich jede Abbildung j : B — C zu einem eindeutigen
Homomorphismus h : F' — C fortsetzen.

3.4.2 Anmerkung. Die obige Definition besagt, dass fiir jede Abbildung j : B — C zwei
Bedingungen erfiillt sein miissen:

(1) Es gibt mindestens einen Homomorphismus von F' nach C, der j fortsetzt.
(2) Es gibt hochstens einen Homomorphismus von F' nach C, der j fortsetzt.

Oft verwendet man die folgende #quivalente Definition (wir werden die Aquivalenz gleich
nachpriifen, siehe 3.4.3 und 3.4.6):

Die Algebra F € K ist genau dann frei'? iiber B C F, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Fiir alle Algebren C' € K und alle Abbildungen j : B — C gibt es mindestens einen
Homomorphismus von F' nach C, der j fortsetzt.

(2’) (B) = F, d.h. B erzeugt F.

Die Eigenschaft (2’) ist leichter nachzupriifen als (2), da (2’) sich nur auf die Algebra F
bezieht. Aus (2’) folgt sofort (2), wie aus dem folgenden Hilfssatz hervorgeht:

3.4.3 Hilfssatz. Wenn Ay, As Algebren in K sind, E C Ay ein Erzeugendensystem, dann
ist jeder Homomorphismus f : A1 — As durch fIE eindeutig bestimmit.

12Wegen dieser Charakterisierung sagen wir statt , F' ist in K frei iiber B¢ auch oft: ,F wird in K von B
frei erzeugt®.
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Beweis. Sei g : Ay — Ag ein Homomorphismus mit g[E = f[E. Dann ist {x € A; | g(x) =
f(x)} eine Unteralgebra von Aj, die ganz E enthélt, muss also ganz A; sein. OJ

3.4.4 Beispiel. Sei K ein Korper, und sei V die Klasse der K-Vektorrdume. (Wir verwenden
eine nullstellige Operation 0, eine einstellige Operation —, eine zweistellige Operation +,
und fiir jedes Element k € K eine einstellige Operation, die Skalarmultiplikation mit k.) Sei
V eV, BCV. Dann gilt:

V ist frei iiber B < B ist Basis von V.

Beweis. Sei B Basis von V. Dann lasst sich jeder Vektor v € V' eindeutig als Linearkombi-
nation v = ) . \;b; von Elementen von B darstellen. Sei f : B — W eine Abbildung von B
in einen beliebigen K-Vektorraum W, dann ist die Abbildung

Z Aib; — Z Aif(bi)

erstens wohldefiniert auf ganz V', zweitens linear, daher drittens ein Homomorphismus von
V nach W, und viertens eine Fortsetzung der Abbildung f. Die Eindeutigkeit ist ebenfalls
leicht einzusehen.

Daher ist V frei tiber B.

Sei nun V frei iiber B. Wir wollen zeigen, dass B linear unabhéngig ist und ganz V auf-
spannt.

Sei W ein Vektorraum mit einer geniigend grofien Basis (oder jedenfalls linear unabhéngigen
Menge) C'; ,geniigend gro3* heifit hier, dass es eine injektive Abbildung f : B — C geben
soll. (So einen Vektorraum gibt es, z.B. K, die Menge aller Abbildungen von B nach K.)
Da V von B frei erzeugt wird, gibt es eine lineare Abbildung h : V' — W, die f fortsetzt.
Weil h linear und h[B injektiv ist, iibersetzt h jede nichttriviale Linearkombination von
Elementen von B in eine nichttriviale Linearkombination von Elementen von C. Da C
linear unabhéngig ist, muss B es also auch sein.

Wir zeigen nun, dass B bereits ganz V; erzeugt. (Dies folgt ganz allgemein im Lemma 3.4.6,
aber fiir den konkreten Spezialfall geben wir einen Beweis hier.)

Sei V; der von B aufgespannte Unterraum von V', und sei V5 ein Komplement von V; (d.h.,
Vo ist ein Unterraum mit V3 NV, = {0}, und V; U V5 spannt ganz V' auf). Wenn V5 nicht
trivial wére, dann hétte die Identitédtsabbildung ¢dp mehr als eine Fortsetzung zu einer
linearen Abbildung V' — V| ndmlich zum Beispiel die Identitdt und die Projektion auf Vi;
also muss V3 = V gelten, und B ist tatséchlich eine Basis. O

3.4.5 Lemma (Eindeutigkeit der freien Algebra). Sei K eine Klasse von Algebren. Mit
Wfrei meinen wir im Folgenden immer ,frei in K (gemdf 3.4.1).

(a) Sei F frei iber B. Dann gibt es aufler der Identitit auf F keinen Homomorphismus
h:F — F, der auf B die Identitdt ist.

(b) Sei Fy frei iber By, Fy frei iiber Bo, und sei j : By — Bso eine Bijektion. Dann gibt
es einen (eindeutig bestimmten) Isomorphismus h : Fy — Fy mit h[|By = j.

(¢) Wenn Fy und Fy beide frei iiber B sind, dann gibt es einen Isomorphismus h : F; —
Fy, der auf B die Identitdt ist.
Kurz gesagt: Wenn F' frei iiber B ist, dann ist F' bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmdt.
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Beweis. (a) Nach Definition gibt es genau einen Homomorphismus von F' nach F, der die
Identitat auf B fortsetzt, und die Identitéat auf F' ist so ein Homomorphismus.

(b) Sei h : Fi — F, der eindeutig bestimmte Homomorphismus, der j fortsetzt, und sei
h': Fy — Fy der eindeutig definierte Homomorphismus, der j~! : By — B fortsetzt.

Dann setzen sowohl h/oh : Fi — F} als auch idp, die Identitidt auf By fort; weil Fy frei iiber
By ist, muss b’ o h = idp, sein. Analog zeigt man hoh' = idp,. Daher ist h Isomorphismus.
(c) Spezialfall von (b) mit B; = Bs. O

3.4.6 Lemma. Sei F in K frei iiber B. Dann wird F' von B erzeugt, d.h., es gibt keine
echte Unteralgebra von F, die B enthdlt. (Damit haben wir gezeigt, dass (2’) aus (1) und

(2) folgt.)
(Statt ,F ist frei iber B* sagen wir daher auch: ,F wird durch B frei erzeugt®.)

Beweis. Sei Fy := (B) die von B erzeugte Unteralgebra. Fj liegt in K. Wir wollen zeigen,
dass Fy frei iiber B ist.

Sei C' € K, und sei j : B — C' eine beliebige Abbildung.

Sei h : FF — C ein Homomorphismus, der j auf ganz F fortsetzt, dann ist h[Fy Ho-
momorphismus von Fy nach C, der j fortsetzt; daher gibt es mindestens einen solchen
Homomorphismus.

Nach dem Hilfssatz 3.4.3 gibt es hichstens einen solchen Homomorphismus. Daher schlieflen
wir, dass auch Fy frei iiber B ist.

Nach dem vorigen Lemma 3.4.5 gibt es einen Isomorphismus h : Fy — F, der die Identitét
auf B und somit — wieder auf Grund der Eindeutigkeit — die Identitét auf Fy ist. Also ist
Fy=F. O

3.4.7 Lemma. Sei F' in K frei iiber B, und sei By C B.
Sei Fy := (By) die von By in F erzeugte Unteralgebra.
Dann ist Fy von By frei erzeugt.

Beweis. Sei C' € K, und sei jo : By — C. Gesucht ist ein Homomorphismus A : Fy — C
(die Eindeutigkeit folgt aus dem Hilfssatz 3.4.3: Fy = (By), daher ist jeder auf Fy definierte
Homomorphismus bereits durch seine Einschrankung auf By eindeutig bestimmt).

Der Fall, dass C = () ist, kann nur dann eintreten, wenn auch By = () ist und der Typ der
betrachteten Algebren keine nullstelligen Operationen enthélt. In diesem Fall ist By bereits
Unteralgebra von F, also Fy = By = ), und jo : By — C' ist bereits Homomorphismus.
Wir betrachten nun den (interessanteren) Fall, dass C' # () gilt. Dann kénnen wir jo zu einer
Abbildung j : B — C fortsetzen (j ist im Allgemeinen nicht eindeutig). Die Abbildung
j lédsst sich zu einem Homomorphismus h : F' — C fortsetzen; hg := h[F{ ist nun ein
Homomorphismus von Fy nach C, der jy fortsetzt. O

3.4.8 Beispiel. Sei G,, die Gruppe Z", und sei B,, := {b1,...,b,} die Menge der n ,Ein-
heitsvektoren®, d.h., by := (1,0,...,0), ..., b, := (0,...,0,1). Dann ist G,, die von B,, frei
erzeugte kommutative Gruppe.

Beweis. Sei H eine Gruppe, und sei f : B — H eine beliebige Abbildung. Wir behaupten,
dass die Abbildung h : G,, — H, die durch

h(zy,...,x,) = Zﬂfif(bi)
i=1
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definiert ist!?, erstens ein Homomorphismus von G, nach H ist, zweitens f fortsetzt, und
drittens der einzige Homomorphismus ist, der diese Bedingungen erfiillt. Alle drei Behaup-
tungen sind leicht nachzurechnen; die dritte folgt aus der Tatsache, dass (z1,...,z,) € Z"
sich als

n
(acl, c. ,wn) = Zl‘zbz
i=1

schreiben lasst. O

3.4.9 Lemma (Charakterisierung der freien Algebra). Sei K Klasse von Algebren.
1. Sei F € K von der n-elementigen Menge {a1,...,a,} in K frei erzeugt. Dann gilt

(%) Fiir alle Terme s,t € T(x1,...,zy,) und alle Algebren C' € K:
Wenn s (a1, ...,a,) = tF (a1, ..., ay),
dann gilt das Gesetz s ~t in C.
(Das heifit: fiir alle cy,...,c, € C gilt s9(c1,...,cn) =t%(c1,...,cn).)

2. Sei F e Kund F = ({a1,...,a,}). Wenn (%), gilt, dann wird F von {ay,...,a,} frei

erzeugt.

3. Analoges gilt fiir Algebren in K, die von unendlichen Mengen erzeugt werden: Wenn
F = {{a;|1€1}) €K (und alle a; verschieden sind), dann sind folgenden Bedingun-
gen dquivalent:

e Fiir alle n, alle Terme s,t € T(x1,...,xy,), alle iy,...,i, € I und alle Algebren
CekK:
Wenn s (ai,,...,a;,) = tF(ay, ..., a;,), dann gilt das Gesetz s ~t in C.

o F wird von {a; |i € I} in K frei erzeugt.

Beweis. 1. Seien c¢q,...,¢c, € C. Da F frei ist, gibt es einen Homomorphismus h : FF — C
mit A(a;) = ¢;. Wegen Lemma 3.1.10 gilt
s9@) = sC(h(ar), ..., han)) = h(sF(ar,...,an)) = h(tF (a1,...,an)) = --- = t9().

2. Sei j :{ai,...,an} — C eine beliebige Abbildung; sei ¢ := (j(a1),...,j(an)).

Wir definieren einen Abbildung h : F — C durch h(t(@)) := t(¢). Aus der Voraussetzung
(), folgt, dass h tatséchlich wohldefiniert ist. Wenn man fiir ¢ speziell den Term x; einsetzt,
der ja in jeder Algebra durch die i-te Projektion interpretiert wird, erhélt man h(a;) = ¢; =
j(a).

Zu zeigen ist noch, dass h Homomorphismus ist. Dazu verwenden wir h o oz = pz und das
folgende Lemma 3.4.10.

3. Ahnlich. O

3.4.10 Lemma. Seien A, B, C Algebren eines festen Typs, seien f: A — Bundg: A — C
Homomorphismen, und sei h : B — C eine Abbildung, die ho f = g erfillt. Wenn f surjektiv

ist, dann muss h Homomorphismus sein.

Beweis. Sei w eine k-stellige Operation, fiir die wir h(w? (b1, ..., b)) = wC(h(by), ..., h(bx))
iiberpriifen miissen. Wir kénnen @ = (ay,...,ar) mit f(a;) = b; finden; sei weiters ¢
(h(b1), .-, h(bk))- .

Dann ist wB(b) = f(w(d@)), weil f Homomorphismus ist. Weiters gilt h(w? (b)) = h(f(w?(a@)))
= g(w?(@)) = w° (@), da auch ¢ Homomorphismus ist. O

3Man beachte, dass die auf der rechten Seite auftretende Multiplikation z;f(b;) die in 1.3 definierte
Kurzschreibweise fiir wiederholte Addition ist.
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3.5 Die freie Halbgruppe

Sei B eine Menge von ,,Buchstaben®“. Mit BT bezeichnen wir die Menge aller nichtleeren
, Worte“ (oder ,,Zeichenketten®) aus diesen Buchstaben, d.h. die Menge aller endlichen Fol-
gen von Elementen aus B der Lénge > 0. (Eine Folge von Elementen von B der Lénge n
kann man entweder naiv als ,, Aneinanderreihung” (oder ,, Konkatenation“) von n Buchsta-
ben verstehen'*, oder als Abbildung von der Menge {0,...,n — 1} in die Menge B.)

Mit € bezeichnen wir die leere Folge, oder Folge der Liange 0. (Als Abbildung ist € die leere
Menge.) Wir setzen B* := BT U {e}.

Oft unterscheidet man nicht zwischen dem Buchstaben x und dem einbuchstabigen Wort x.
Auf der Menge B* ist eine natiirliche zweistellige Operation erklért, die ,, Verkettung* oder
Aneinanderreihung. Diese Operation ist assoziativ'®, mit neutralem Element e.

BT ist also eine Halbgruppe, B* ein Monoid. Tatsichlich ist BT die von B frei erzeugte
Halbgruppe, und B* ist das von B frei erzeugte Monoid. Jedes Element von BT lisst sich
namlich eindeutig als Produkt von Elementen von B schreiben, dadurch ergibt sich fiir
jede Abbildung f : B — H in eine beliebige Halbgruppe H eine natiirliche Fortsetzung
h: BT — H, von der man leicht zeigen kann, dass sie ein Homomorphismus ist.
Spezialfall: Sei B = {z}. Dann besteht die frei von B erzeugte Halbgruppe aus den Strings
{z,zz,zz2,...} ={2" | n=1,2,...}, und das freie Monoid enthélt zusitzlich das Leer-
wort.

3.6 Die Termalgebra als freie Algebra

Sei K die Klasse aller Algebren eines fixen Typs. Dann ist die Termalgebra T(z1,...,z,) in
K frei von {x1,...,x,} erzeugt.
Dies ist blof eine Umformulierung von Lemma 3.1.2.

Ebenso!6 ist T(z1,...,o,,...) frei von {z1,..., 2,,...} erzeugt. Die Algebra T(x1, ..., 2y, ...)
heifit manchmal auch ,,absolut freie Algebra®.

3.7 Die freie Gruppe

3.7.A Konstruktion der freien Gruppe

Sei B eine Menge von ,,Buchstaben®. Sei B eine zu B disjunkte Menge, die gleichmichtig
zu B ist, wobei x — Z eine Bijektion sein soll. Sei M = (B U B)*, das ist die Menge aller
Zeichenfolgen, die man mit den ,, Buchstaben® aus B und B bilden kann (inklusive der leeren
Folge).

Auf dem Monoid M definieren wir eine Relation ~, von der wir zeigen werden:

Mgtillschweigend wird hier immer vereinbart, dass Buchstaben selbst keine Folgen sind, und dass sich
jedes Wort eindeutig aus Buchstaben zusammensetzt; wenn nédmlich zum Beispiel die Buchstaben z, y, z in
Wirklichkeit die Folgen a, b, ab wéren, dann kénnte man nicht zwischen dem 2-buchstabigen Wort zy und
dem 1-buchstabigen Wort z unterscheiden.

5Wenn wir die Worte v und w als Funktionen von {0,...,n — 1} bzw {0,...,k — 1} nach B auffassen,
dann ist vw, die Verkettung von v und w, eine Funktion von {0,...,n + k — 1} nach B. Fiir ¢ < n ist ihr
Wert v(2), fiir n <4 < n+ k ist er w(i —n). Mit dieser Definition lésst sich die Assoziativitéit auch formal
beweisen, wir ziehen aber hier den anschaulichen Zugang vor.

Man konnte die Termalgebra auch iiber einer iiberabzihlbaren Menge von Variablen definieren und
wiirde dann eine Algebra erhalten, die in K frei iiber einer iiberabzihlbaren Menge ist. Meistens beschrankt
man sich aber auf abzidhlbare Mengen von Variablen, weil fiir Resultate iiber Gleichungen und Terme meistens
nur endlich oder abzihlbar erzeugte Algebren eine Rolle spielen.
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1. ~ ist Kongruenzrelation.
2. M/~ ist nicht nur Monoid sondern sogar Gruppe.

3. Die kanonische Abbildung k& von M nach M/~ ist auf der Menge B injektiv. (Aqui-
valent: Fiir alle b # b in B gilt b £ b'.)

4. M/~ ist die von k(B) frei erzeugte Gruppe.

Fiir zwei Worte w,w’ € M definieren wir w ~ w’ genau dann, wenn w’ aus w hervorgeht,
indem man in w einen Buchstaben x gegen sein , Inverses“ T ,kiirzt*. Genauer: w ~ w’ gilt
genau dann, wenn man w = uxzv (oder w = uZav) schreiben kann, und w’ = uv ist.

Mit ~ bezeichnen wir die reflexive symmetrische transitive Hiille von ~-, also die kleinste
Aquivalenzrelation, die ~» enthélt.

(Genauer: w ~ w' gilt genau dann, wenn w = w' ist, oder es eine endliche Folge (wy, . .., wy,)
gibt, fiir die w = wy gilt, w’ = w,,, und fiir alle ¢ < n: w; ~ w1 oder witq ~ w;.)

3.7.B Freiheit

Da ~~ mit der Konkatenation vertriglich ist, ist es auch ~ (Beweis mit Induktion), daher
ist ~ eine Halbgruppenkongruenz, somit ist M/~ eine Halbgruppe (und sogar ein Monoid).
Da 2% ~ ¢ ~ zz gilt, gibt es in M/~ zu jedem Element von B U B ein Inverses. Es
hat sogar jedes Element ein Inverses; das Inverse erhilt man, indem man die Reihenfol-
ge der Buchstaben umdreht und jedes b mit dem entsprechenden b vertauscht. Z.B. ist
(blebelbg)fl = byb1boboby.

Daher ist M/~ eine Gruppe.

Zu zeigen ist nun, dass fiir b # b’ niemals b ~ b gelten kann. Dazu ,zéhlen“ wir einfach,
wie oft b in jedem Wort vorkommt.

Genauer: Fiir jedes b definieren wir eine Abbildung || - ||: (BUB)* — Z, via Hilfsfunktionen
n;r und n; :

e n; (w) = Anzahl der Vorkommnisse von b in w
e n, (w) = Anzahl der Vorkommnisse von b in w
o Jwly :=ny (w) —n, (w)

Insbesondere ist ||b|, = 1, ||]|» = 0.

Offenbar sind die Abbildungen n;, n, (und daher auch ||-||,) mit der Verkettung vertréglich,
d.h. Monoidhomomorphismen von (BUB)* nach (Z, +). Fiir w ~ w’ gilt aber ||w]| = ||w’||s,
denn entweder ist n; (w) = n; (w’) und n; (w) = n, (w’), oder beide Werte (n; , n; ) werden
beim Ubergang von w zu w’ um 1 kleiner.

Daher gilt (Induktion) auch w ~ w' = ||w|[y = ||w'[|s. Fiir b # ¢ kann also nicht b ~ ¢
gelten, denn ||b||, = 1, ||c[[» = 0.

Die Abbildung k : B — M/~, definiert durch k(b) = b/~, ist also injektiv. Wir werden
zeigen, dass M/~ frei iiber k(B) ist. Mit dem Prinzip der isomorphen Einbettung erhalten
wir dann eine Gruppe, die B enthélt und frei iiber B ist.

Zu zeigen ist also, dass die definierende Eigenschaft der , Freiheit* erfiillt ist. Sei j : k(B) —
G eine beliebige Abbildung von k(B) in eine Gruppe G:

1. Zuerst definieren wir eine Abbildung j' : BU B — @ so:
7'(b) = j(k(b), 5'(b) = j(k(b))~".

2. j" kénnen wir zu einem Monoidhomomorphismus j” : (B U B)* nach G fortsetzen.
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3. j" erfiillt die Bedingung w ~ w’ = j"(w) = j"(w'). )
Wenn nédmlich w = ubbv und w’ = ww ist, dann ist j”(b)j”(b) = 1, also

J"(w) = 5" (u)j" (b)j" (b)j" (v) = 5" (w)5" (v) = j" (w').

Daher gilt auch w ~ v’ = j"(w) = 5" (w').

4. Also ist die Abbildung j* : (BU B)/~ — G, die durch j*([w].) = j”(w) definiert ist,
wohldefiniert.

5. j* ist ein Gruppenhomomorphismus. Die Eigenschaften j*(wiwz) = j*(w1)j*(w2) und
¥ (w™1) = j*(w) ! zeigt man zunichst fiir den Spezialfall, dass w1, wa, w in (BU B)
sind, dann mit Induktion fiir alle Elemente von (B U B)*.

6. Nach Definition ist j*(k(b)) = j”(b) = j'(b) = j(k(b)) fiir alle b € B.

3.7.C Normalform

Die Elemente der freien Gruppe sind Aquivalenzklassen von Elementen des freien Monoids.
Im Fall der Gruppen sind wir in der gliicklichen Lage, aus jeder Aquivalenzklasse einen
kanonischen Reprisentanten wihlen zu kénnen, nidmlich den kiirzesten. Fine solche Wahl
ist von der Theorie her nicht notwendig, erleichtert aber viele Rechnungen.

Wir nennen eine Element w € (BU B)* , reduziert“, wenn in w keine aufeinander folgenden
zu einander inversen Buchstaben vorkommen, d.h., wenn w weder die Form (---)bb(---)
noch (---)bb(---) hat; anders ausgedriickt: wenn es kein w’ mit w ~ w’ gibt.

Man kann zeigen, dass es in jeder Aquivalenzklasse ein eindeutiges reduziertes Wort gibt,
und dass der folgende Algorithmus zu jedem w € (B U B)* das eindeutig bestimmte redu-
zierte w’ mit w ~ w’ liefert.

1. Eingabe: w.

2. Wenn w redusziert ist, dann STOP. Ausgabe w.

3. Finde ein beliebiges!” Paar (b,b), sodass sich w als vbbv’ oder vbbv schreiben lisst.
4. Ersetze w durch w' := vv'. (Es gilt w ~ w'.)

5. Gehe zu 2.

3.8 Freie Algebren in Varietiten

3.8.1 Satz. Sei V eine Klasse von Algebren, die unter Unteralgebren, beliebigen Produkten
und isomorphen Kopien abgeschlossen ist. Nehmen wir an, dass es in V Algebren mit mehr
als einem Element ¢ibt, d.h. dass V ,nicht ausgeartet® ist.'®

Dann gibt es fiir jede Menge B eine Algebra F € V, die (in V) frei iber B ist.

3.8.2 Notation. Wir bezeichnen die von B frei erzeugte Algebra mit Fr(B), oder genauer
Fry(B). (Sie ist durch B bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.)
Fiir die iiber einer n-elementigen Menge freie Algebra schreiben wir auch Fr(n).

76der z.B.: das erste von links
18Der Satz gilt auch dann, wenn V ausgeartet ist; allerdings muss man fiir diesen Fall die Definition der
Lfreien Algebra“ etwas modifizieren.
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3.8.3 Anmerkung. Wenn V die Klasse aller Gruppen (aller abelschen Gruppen, aller
Monoide, aller Ringe, aller Ringe mit 1) ist, dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n # k:
Fr(n) 2 Fr(k) (Ubung; dies gilt in jeder Varietiit, in der es endliche Algebren mit mehr als
einem Element gibt).

Es gibt aber Varietiten V, in denen Fry(1) 2 Fry(2) ist (Ubung). In diesen Varietiten gilt
Fry(1) 2 Fry(n) fur alle natiirlichen Zahlen n > 0.

3.8.4 Beispiel. Sei V die Klasse aller Gruppen, oder allgemeiner: die Klasse aller Algebren
von einem festen Typ, die eine feste Menge von Gesetzen erfiillen.

Dann ist V unter Unteralgebren, Produkten und homomorphen Bildern abgeschlossen, also
eine Varietét, und es gibt in V viele freie Algebren.

Zunichst iiberlegen wir, dass wir, um die Freiheit einer Algebra F' iiber einer Menge B
zu {iberpriifen, nicht alle Algebren C' € K betrachten miissen, sondern nur Repriasentanten
jeder Isomorphieklasse brauchen.

3.8.5 Lemma. Sei K eine Klasse von Algebren, und sei IK die Klasse aller Algebren, die
zu einer Algebra in K isomorph sind. Wenn F in K frei von B erzeugt wird, dann auch
in IK.

Beweis. Sei C' € IK, und sei j : B — C eine Abbildung. Dann gibt es eine Algebra C’ € K,
C'=C. Sei k: C — (' ein Isomorphismus.

Sei j' : B — C’ durch j' = k o j definiert. Weil F' in K frei iiber B ist, und C” in K liegt,
ldsst sich 7 zu einen Homomorphismus b’ : F — C’ fortsetzen, der h’' O j' erfiillt.

Sei nun h := k~' ok : B — C. Als Verkniipfung von Homomorphismen ist h selbst
Homomorphismus, und fiir b € B gilt h(b) = k=LK' (b)) = k=1(j'(b)) = k™1 ( (ko j)(b)) =
j(b). O

Als néchstes zeigen wir, dass eine von einer Menge B erzeugte Algebra nicht viel grofier
sein kann als B selbst.

3.8.6 Lemma. Sei A = (B) eine Algebra, und sei T die Menge aller Terme in den Variablen
x1,T2,. .., und sei B* =J,2 | B" die Menge aller endlichen Tupel aus B.
Dann ist A isomorph zu einer Algebra, deren Trdgermenge Teilmenge von T x B* ist.

Beweis. Die Menge aller Elemente von A der Form p(t) = t4(by,...,b,) (mit t € T, n €
{0,1,...}, b1,...,b, € B) ist Unteralgebra von A, die ganz B enthiilt, also ganz A. Fiir jedes
a € Akonnen wir einen Term t, = to(z1,. .., 2,) und ein n-Tupel b = (b%,...,b%) € B™ mit
ta(b*) = a wihlen. Dadurch erhalten wir eine Bijektion zwischen A und {(t4,b%) | a € A}
und somit eine zu A isomorphe Algebra A’, deren Trigermenge Teilmenge von T x B*
ist. O

Nun schlieBen wir, dass bei der Uberpriifung der Freiheit einer von B erzeugten Algebra
F' die Fortsetzungseigenschaft nur fiir Abbildungen j relevant ist, die B in ,,wenige“ und
wrelativ kleine“ Algebren abbilden, genauer: In Algebren, deren Trigermenge Teilmenge
einer festen Menge Z = Z(B) ist.

3.8.7 Korollar. Sei K eine Klasse von Algebren, F' = (B) € K. Sei Z eine geniigend grofie
Menge, das soll heiflen:

T x B* C Z, oder es gibt zumindest eine injektive Abbildung von T x B* nach Z.

Dann ist F' genau dann frei iiber B, wenn fiir alle D € K, deren Triégermenge eine Teilmenge
von Z ist, gilt: Jede Abbildung j : B — D lasst sich zu einem Homomorphismus f: B — D
fortsetzen.
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Beweis. Sei C' in K beliebig, 7 : B — (. Wir suchen einen Homomorphismus A : F' —
C, der j fortsetzt. Sei Cy := (j(B)). Es geniigt, j zu einem Homomorphismus h : F —
Cy fortzusetzen, dieses h ist dann auch Homomorphismus von F' nach C'. Wegen unserer
Annahme, dass K unter Unteralgebren abgeschlossen ist, ist Cjy € K.

Laut 3.8.6 gibt es einen Isomorphismus k : Cy — C{, zu einer Algebra C{), deren Universum
Teilmenge von Z ist. Nach unserer Annahme lésst sich ko j : B — C{, zu einem Homo-
morphismus h : F' — C{ fortsetzen; wie in 3.8.5 ist dann k~! o h Homomorphismus von F
nach Cj. O

Beweis von Satz 3.8.1

Sei B eine Menge; gesucht ist eine iiber B freie Algebra.
Sei Z eine geniigend grofile Menge (siche 3.8.7). Sei 2 die Menge aller Algebren in V,
deren Tragermenge eine Teilmenge von Z ist. Wir betrachten nun die Menge aller Paare
(A7), sodass A € Z ist und j : B — A; wir indizieren diese Menge mit einer geeigneten
Indexmenge K:

{(AJ) | A€ 2, j:B— A} = {(Agji) | k€ KV,

Sei nun P := [[,cx Ax. Da V unter Produkten abgeschlossen ist, ist P € V.

Wir definieren nun eine Abbildung g : B — P so: ¢(b) = (jk(b))kex. Wenn wir mit 7, :
P — Aj die Projektion aus dem Produkt P auf den Faktor A bezeichnen, dann gilt also
TEog=Jk: B — A

Sei F' := (g(B)) die von g(B) erzeugte Unteralgebra von P. Wir behaupten, dass F' von
g(B) frei erzeugt wird, und dass g : B — g¢(B) injektiv ist. Mit Hilfe des Prinzips der
isomorphen Einbettung erhalten wir somit eine von B frei erzeugte Algebra.

Da F' Unteralgebra von P ist und P € V| ist auch F' € V.

Injektivitidt von g

Sei by # by. In V gibt es eine Algebra C' mit mindestens zwei Elementen; wir kénnen sogar
C € Z finden. Sei j : B — C eine Abbildung mit j(b1) # j(b2).
Das Paar (C, j) kommt in unserer Aufzihlung als (C,j) = (Ag+, jg+) vor. Nun ist

T (g(b1)) = Jr(b1) = j(b1) # j(b2) = me=(g(b2)),
daher g(b1) # g(b2).

Freiheit von F iiber g(B)

Sei C' eine beliebige Algebra in V, und j : g(B) — C eine Abbildung. Gesucht ist ein
Homomorphismus A : ' — C.

Nach Korollar 3.8.7 diirfen wir annehmen, dass die Tragermenge von C' eine Teilmenge von
Z ist. (Z ist ,geniigend grof“ im Bezug auf B, also auch im Bezug auf g(B).)

Wir betrachten nun die Abbildung jog : B — C. Das Paar (C,j o g) kommt in & vor,
sagen wir (C,j o g) = (Akgs Jky)-

Sei h := m, [F : F' — Ay,. Als Einschrénkung des Homomorphismus 7y, : P — Ay, auf die
Unteralgebra F' ist auch h ein Homomorphismus.

Sei nun b € B. Dann ist

hg(d)) = iy (9(D)) = ko (b) = (5 0 9)(b) = (9(D)),

also setzt h die Abbildung j auf g(B) fort.
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3.9 Freie Algebren aus Termen

Sei V eine Varietét. Fiir zwei Terme ¢1,ty € T(x1,...,x,) definieren wir ¢; ~y t2, wenn t;
und ¢ in allen Algebren A € V dieselbe Funktion liefern, d.h. (siehe Ende von Abschnitt 3.1):
4 = t4'. Expliziter formuliert:

t1 ~y ty & VAGVVal,...,anGAtl(al,...,an):tg(al,...,an)

3.9.1 Beispiel. Betrachten wir Algebren vom Typ (2), und sei t; = (z + y) + 2, to =
(y+ )+ 2z (beides sind Terme in den Variablen z,y, z, d.h. Elemente von T(x,y, z)). Wenn
G die Varietét aller Gruppen ist, dann gilt ¢; #¢ t2. Wenn aber A die Varietét aller abelschen
Gruppen ist, dann ist t1 &4 t9.

Man sieht leicht, dass fiir jede Varietiit V von Algebren die Relation ~y eine Aquivalenzrelation
ist, und sogar eine Kongruenzrelation auf der Algebra'® T(zy,...,z,).

Der folgende Satz zeigt, dass wir die Elemente der freien Algebra auch als Klassen von
dquivalenten Termen verstehen konnen.

3.9.2 Satz. SeiV eine Varietdt. Firn € {0,1,2,...} sei F,, die iberby, ..., b, freie Algebra,
und sei Ty, :=T(x1,...,2,).
Dann gilt F,, = T,,/~y.

Beweis. Jedes Element ¢ € F), ist von der Form ¢ = (b, ..., by,) fiir einen Term ¢ € T,,. Sei
h: F, — T, /~y durch h(t(b1,...,by)) :=t(x1,...,2z,)/~v definiert.
Im Folgenden schreiben wir abkiirzend b fiir (b1, ...,b,), und analog & := (z1,...,z,).

Wir iiberpriifen nun die folgenden Punkte:

e h ist wohldefiniert.
Wenn ¢(b) = t/(b) in der freien Algebra F gilt, dann gilt auch fiir alle Homomorphismen
g : F — C in eine beliebige Algebra C' € V:

t(g(bl)a s 7g(bn)) = t,(g(bl)v s ’g(bn))

Da g(b1),...,9(by) in C frei wihlbar sind, gilt ¢(¢) = t/(¢) fiir alle ¢ = (c1,...,¢,) in
C, daher t =y ', also t/~y =t/ /~y.

e h ist Homomorphismus: leicht nachzurechnen.

e h ist surjektiv: T,, wird von den Termen z1,...,x, generiert; alle x;/~y treten im
Bild von h auf, daher wird ganz T,,/~v erreicht.

e h ist injektiv: Wenn #(Z) ~y t'(Z), dann gilt die Gleichheit zwischen diesen beiden
Termen in allen Algebren in V, also insbesondere auch in F,,. Daher ist ¢(b) = t/(b).

0

Im Fall der Gruppen und Halbgruppen ist es moglich, aus jeder Klasse einen kanonischen
Reprisentanten zu wihlen; mit solchen Reprisentanten lisst sich oft leichter rechnen als mit
den Elementen der im vorigen Abschnitt konstruierten ,abstrakten freien Algebra (da diese
Elemente ja typischerweise Tupel mit einer sehr grofen Indexmenge sind). Die Konstruktion
der freien Algebra als Untermenge eines groflen Produkts war aber dennoch sinnvoll, da wir
in der Konstruktion T/~ nicht (oder jedenfalls nicht in offensichtlicher Weise) garantieren
konnen, dass T/~ tatséichlich in V liegt.

19Man beachte, dass die Termalgebra zwar denselben Typ hat wie alle Algebren von V, aber im allgemeinen
nicht in V liegt. Wenn wir etwa Algebren vom Typ (2) betrachten, ist die Termalgebra zwar ein Gruppoid,
aber nie Gruppe.
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3.10 Koprodukte; Untergruppen von freien Gruppen

Eine Algebra A in einer Klasse K heifit frei, wenn es eine Teilmenge B C A gibt, sodass A
frei iiber B ist.

Der Satz von Nielsen-Schreier besagt, dass jede Untergruppe einer freien Gruppe selbst frei
ist. Wir werden in diesem Abschnitt eine einfachere Variante dieses Satzes beweisen: Jede
Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist eine freie abelsche Gruppe.

Fiir den Beweis des Satzes wird der Begriff des Koprodukts niitzlich sein.

3.10.1 Definition. Sei K eine Klasse von Algebren, A;, Ay € K. Ein Tripel (C, i1, i2) heifit
Koprodukt in K?° der Algebren A;, A, wenn i; : A1 — C und iy : Ay — C Homomor-
phismen sind, C' € K gilt, und es fiir jede Algebra D € K und fiir alle Homomorphismen
fi:Ai — D und fs : Ay — D genau einen Homomorphismus b : C' — D gibt, der die
Bedingungen h o i, = fy fiir £ = 1, 2 erfiillt.

S

fi f2

I
>

Al 2:1 2

|
e
C
&
A

Ay

Liegt ein Koprodukt vor, so schreiben wir fiir die Algebra C (bzw. ihre Trigermenge)
Aq U As, auch die Schreibweise Ay @ A, ist iiblich. Die Abbildungen i; und is werden oft
nicht angegeben, wenn sie aus dem Kontext erschlossen werden kénnen.

3.10.2 Anmerkung. Wenn K zum Beispiel die Klasse der Gruppen ist, dann miissen die
in der Definition des Koprodukts vorkommenden Abbildungen i1, io injektiv sein (Ubung).
Es gibt aber auch Klassen, in denen Koprodukte zwar existieren, aber die entsprechenden
Abbildungen nicht injektiv sind (Ubung).

3.10.3 Anmerkung. Analog kann man ein Koprodukt von beliebig vielen Algebren de-
finieren. Man kann zeigen, dass in jeder Varietdt das Koprodukt beliebig vieler Algebren
existiert (und bis auf Isomorphie eindeutig ist).

3.10.4 Anmerkung. Man beachte, dass ein ,,Umdrehen* aller Pfeile in dieser Definition
eine Charakterisierung des Produkts liefert. Sei ndmlich P := A; x Ay, und seien 7, (£ = 1,2)
die beiden Projektionen von P, dann gibt es fiir jede Algebra @ und alle Homomorphismen
pe:Q — Ay (£ =1,2) genau einen Homomorphismus A : Q — P mit mypoh =p; ({ =1,2),
nidmlich den Homomorphisms h(q) := (p1(q), p2(q)).

Q
D1 i h P2

\

T 2

Al - Al X A2

Y
&

29manchmal auch Summe oder |, freies Produkt®
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3.10.5 Satz. Sei K eine Klasse von Algebren, und seien Fy, Fy frei (in K) tiber By bzw Ba.
Sei (C,i1,1i2) ein Koprodukt von Fy und Fy (in K). Dann ist C frei dber i(B1) Ui(Ba).

Im speziellen Fall der abelschen Gruppen ist es leicht, das Koprodukt zu konstruieren.

3.10.6 Lemma. Seien (G1,+), (G2,+) abelsche Gruppen. Sei iy : G1 — G1 x Go die
natirliche Einbettung x — (x,0), analog i2(y) = (0,y).
Dann ist (G1 x Ga,i1,12) Koprodukt von Gy und G (in der Klasse aller abelschen Gruppen).

Beweis. Offensichtlich sind 47 und 79 Homomorphismen. Sei D eine abelsche Gruppe, und
seien f; : Gy — D Homomorphismen.

Wenn es iiberhaupt einen Homomorphismus h : G; x Gy — D gibt, der die Bedingungen
hoiy = fy erfiillt, dann muss h(z,y) = h(x,0)+h(0,y) = h(i1(x)) +h(i2(y)) = fi(z)+ f2(y)
gelten; es kann also hochstens einen solchen Homomorphismus geben.

Man sieht aber leicht, dass die durch h(z,y) := fi(z) + f2(y) definierte Abbildung ein
Homomorphismus ist. (Beim Nachrechnen muss das Kommutativgesetz in D verwendet
werden.) O

3.10.7 Anmerkung. Ein Analogon des folgenden Lemmas ist aus der linearen Algebra
bekannt: Wenn 7 : U — V lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen ist, dann ist U =
ker(m) & 7 (U).

3.10.8 Lemma. Seien (G,+), (H,+) abelsche Gruppen, f : G — H surjektiver Homo-
morphismus mit Kern N. Wenn f ein Rechtsinverses hat (genauer: wenn es einen Homo-
morphismus g : H — G mit f o g = idg gibt), dann gibt es eine Untergruppe U < G,
U= H, sodass G = N @ U inneres direktes Produkt von N und U ist (also insbesondere:
G = ker(f) x f(G)).

Beweis. Sei g : H — G Homomorphismus mit f o g = idg. Sei U := g(H). g ist injektiv,
also Isomorphismus von H nach U. Wir miissen N +U = G und N NU = {0} tiberpriifen:

e Sei z € G. Dann ist f(xz) = f(g(f(x))), daher n := z — g(f(z)) € ker(f) = N, und
u:=g(f(x)) € g(H) = U, also kénnen wir z in der Form z =n+umitn € N,u € U
schreiben.

e Seiz € NNU, sagen wir z = ¢g(y) mit y € H. Dann ist f(x) = 0 wegen = € N, und
f(x) = f(g(y)) =y, also y = 0, daher = = g(y) = 0.

0
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() H

3.10.9 Anmerkung. Die Bedingung, dass f ein Rechtsinverses hat, ist sicher dann erfiillt,
wenn H frei ist, sagen wir {iber einer Menge W C H. Dann kann man ndmlich eine Ab-
bildung j finden, die j(w) € f~!'(w) fiir alle w € W erfiillt, somit f(j(w)) = w; diese
Abbildung ldsst sich dann zu einem Homomorphismus h fortsetzen, der dann f(h(y)) =y
fiir alle y € H erfiillen muss.

3.10.10 Lemma (Nachfolgerschritt). Sei G = G1 @ G inneres direktes Produkt der Un-
tergruppen G1 und Ga, wobei Gy = 7 gelten mdge. Sei V < G.
Dann gilt entweder V < Gy, oder es gibt Untergruppen Vi, Vo <V, sodass Folgendes gilt:

1. V1 =V naGy,
2. Vo =27,
3. V=Vl

Wenn tiberdies Vi frei diber einer Menge W1 ist, dann ¢ibt es ein c € V, sodass V' frei tiber

Wy U{c} ist.
Beweis. Sei ¢ : G — G x Gy der zur Abbildung
(x,y) e G1 xGo—xz+yed

inverse Isomorphismus, seien 7y : G1 x Go — Gy (¢ = 1,2) die beiden Projektionen, und sei
m: V — Gy die Einschrénkung von mg 0 ¢ auf V: m:= (mo¢p) [ V.

Es gilt ker(me) = G1, daher ker(7w) = V N Gy.

Im Fall V' < Gy ist nichts zu beweisen, also kénnen wir annehmen V' ¢ Gy, also ker(7) # V,
daher hat V5 := 7(V) C G2 mehr als ein Element. Also ist V5 isomorph zu Z.

Nach Anmerkung 3.10.9 kénnen wir einen zu 7 rechtsinversen Homomorphismus & : Vo — V
finden; nach Lemma 3.10.8 folgt V' = V; & k(V3). O

3.10.11 Folgerung. Sei b ¢ B, U < Fr(BU{b}). Wenn U N Fr(B) frei ist, dann ist
auch U frei. Uberdies kann jedes freie Erzeugendensystem von U N Fr(B) zu einem freien
Erzeugendensystem von U erweitert werden.
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Beweis. Fr(BU{b}) = Fr(B)®Fr(b), und Fr(b) = Z. Daher kénnen wir das vorige Lemma
anwenden. ]

3.10.12 Satz. Sei F' freie abelsche Gruppe mit freier Erzeugendenmenge B. Sei U < F
Untergruppe. Dann ist U frei.

Beweis fiir B endlich. Wir verwenden vollstéindige Induktion.

Fiir B =0 muss F' = U = {0} sein. Fiir B = {b} ist FF = (Z,+), und wir wissen, dass jede
Untergruppe von Z entweder {0} oder von der Form {noz | z € Z} fiir ein ng > 0 ist. Jede
Untergruppe von Z (somit auch jede von F') ist frei.

Sei nun F' = Fr(B U{c}), wobei ¢ ¢ B und B genau n Elemente hat. Sei U < F. Nach
Induktionsvoraussetzung ist U N F'r(B) frei, nach der Folgerung 3.10.11 also auch U. [

3.10.13 Anmerkung. Der Beweis zeigt eigentlich mehr:

(a) Sei F freie abelsche Gruppe mit freier Erzeugendenmenge der Grofie n. Sei U < F
Untergruppe. Dann ist U frei, mit hochstens n Erzeugenden.

(b) Sei G eine von n Elementen erzeugte abelsche Gruppe. Dann hat jede Untergruppe
von (G ein Erzeugendensystem mit héchstens n Elementen.

Beweis. Fiir (a) muss man nur den gerade gefundenen Beweis des Satzes 3.10.12 (fiir end-
liche Erzeugendenmengen) wiederholen. (Ubungsaufgabe)

Fiir (b): Sei G = ({g1,...,9gn}). Sei F frei von der n-elementigen Menge {z1, ..., z,} erzeugt,
und sei h : F' — G der (eindeutig bestimmte) Homomorphismus mit A(z;) = g; fiir alle i.
Sei U < G, und sei V := h=1(U). Dann ist V < F, wird also von hochstens n Elementen
erzeugt: V = {v1,...,ux}, k < n. Dann ist aber {h(v1),...,h(vg)} ein Erzeugendensystem
fiir L(V) =U. O

3.10.14 Anmerkung. Fiir nichtabelsche Gruppen gilt die vorige Anmerkung nicht. Zum
Beispiel hat die von zwei Elementen frei erzeugte Gruppe eine Untergruppe, die von keiner
endlichen Menge erzeugt wird.

Das Nachfolger-Lemma 3.10.10 hat uns gezeigt, wie wir unser Wissen iiber eine freie Grup-
pe verwenden konnen, um eine etwas grofere freie Gruppe (mit einem zusétzlichen freien
Erzeuger) zu verstehen. Um diesen Beweis auf Untergruppen von beliebigen freien Grup-
pen verallgemeinern zu kénnen, miissen wir verstehen, was passiert, wenn wir unendlich oft
einen neuen Erzeuger zu unserer Gruppe hinzufiigen.

3.10.15 Lemma (Limesschritt). Sei (I, <) eine linear geordnete Menge, seien (G;);cr abel-
sche Gruppen und (W;);er Mengen, sodass gilt:

1. G ist frei iber W;.
2. Fir il S ig 18t Wil g I/VZ'2 und Gi1 S Gi2.
Sei Woo := Ujer Wi, und Goo := ;e Gi (direkter Limes). Dann ist G frei diber W,

Beweis. Es ist klar, dass G eine Gruppe ist, und alle G; Untergruppen von G, sind. Fiir
alle x € G gibt es ein i € I mit x € G;, daher ist z € (Wy)a, = Wi)a., € (W), also
wird G durch W, erzeugt.

Sei j : Ws — H eine Abbildung von W, in irgend eine abelsche Gruppe H. Fiir alle i sei
ji == g [W;. Dann lésst sich j; zu einem Homomorphismus h; : G; — H fortsetzen.

Fiir iy < 49 ist h;, eine Fortsetzung der Abbildung j;,, also auch eine Fortsetzung der
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Abbildung j;,. Daher sind sowohl h;, als auch h;, [G;, Homomorphismen, die j;, fortsetzen,
miissen also iibereinstimmen.

Daher ist h := J;c; hi eine Abbildung. Man sieht leicht, dass h Homomorphismus ist und
j fortsetzt. O

Die Situation, die durch das Limes-Lemma 3.10.15 und das Nachfolger-Lemma 3.10.10 be-
schrieben wird, ist typisch fiir eine Anwendung des Zornschen Lemmas. Um zu zeigen, dass
eine vorliegende Untergruppe U einer freien Gruppe selbst frei ist, approximieren wir U
von innen durch freie Gruppen. Das Limes-Lemma kann verwendet werden, um zu zeigen,
dass es eine maximale Approximation gibt, und das Nachfolger-Lemma zeigt, dass diese
maximale Approximation schon ganz U sein muss.

Beweis von Satz 3.10.12 fiir beliebige Mengen B. Sei F' frei iiber B, und sei G < F. Jedes
Element von F' (also auch jedes Element von () lasst sich in eindeutiger Weise als Summe
Y beB, 20 (mit By C B endlich, alle z, in Z \ {0}) schreiben.

Fiir jede Menge E C B sei Gg := GN(FE). Wir wollen eine moglichst groie Menge E finden
(eigentlich wollen wir sogar E = B), sodass G frei ist. Dazu verwenden wir das Lemma
von Zorn.

Auf der Menge P := {(E,W) | Gg frei iiber W} definieren wir eine Halbordnung durch die
Definition
(El,Wl) < (EQ,WQ) = E1 - E2 und Wl - WQ.

Wir zeigen nun, dass diese Halbordnung die Voraussetzung im Lemma von Zorn erfiillt.
Sei also K C P eine Kette; wir suchen eine obere Schranke fiir . Wir definieren E* :=
U(E,W)elc E, und W* := U(E7W)E,C W. Aus dem Limes-Lemma folgt, dass (E*,W*) € P
ist; daher ist (E*, W*) obere Schranke.

Da in P also jede Kette beschriinkt ist, gibt es in P ein maximales Element (E,W). Die
Gruppe G ist frei iiber W; wir wollen Gz = G zeigen.

Wenn E = B ist, dann ist Gz = G, und wir sind fertig.

Sei also £ C B, und sei b € B\ E. Dann gilt G5 C Gp, (v}; Gleichheit kann hier nicht
gelten, sonst wére (E,W) < (EU{b},W) € P, was einen Widerspruch zur Maximalitét
von (E, W) bedeuten wiirde.

Die Gruppe G () ist eine Untergruppe von Fr(E U {b}) = F'r(E) & Fr({b}); weiters gilt

Es gilt Gy C (EU{b}) = Fr(EU{b}), und Gy = Gpugpy N (E). AuBerdem ist G frei
iiber W;Nwegen der Folgerung aus dem Nachfolger-Lemma kénnen wir schlieflen, dass es eine

Menge W D W gibt, sodass G pugpy frei tiber W ist. Damit ist (E, W) < (EU{b}, W) € P,
im Widerspruch zur Maximalitiit (E, W). O

3.11 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen besagt, dass jede endlich erzeugte
abelsche Gruppe ein Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen ist; die im Produkt
vorkommenden zyklischen Gruppen sind entweder isomorph zu Z oder selbst endlich.

Der Beweis sieht grob so aus:
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1. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G lésst sich als inneres Produkt G = G1 ® Go
schreiben, wobei G endlich und Gy endlich erzeugt und torsionsfrei ist (also auBer 0
nur Elemente der Ordnung oo hat).

(Satz 3.11.16(3))

2. Jede endliche abelsche Gruppe ist inneres direktes Produkt von p-Gruppen (siehe
Definition 3.11.1).
(Satz 3.11.9)

3. Jede endliche abelsche p-Gruppe, ist inneres direktes Produkt von zyklischen (endli-
chen) Gruppen.
(Korollar 3.11.7)

4. Jede endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe ist freie abelsche Gruppe. Insbe-
sondere trifft dies auf G5 zu.
(Satz 3.11.15)

5. Die endlich erzeugten freien abelschen Gruppen sind genau die Gruppen Z" (n =
0,1,2,...).
(Korollar 3.11.12)

Sei GG eine Gruppe. Wir schreiben G = 1, wenn G nur aus dem neutralen Element besteht.
In diesem Abschnitt betrachten wir (abgesehen von einigen Anmerkungen) nur abelsche
Gruppen; wir schreiben alle Gruppen additiv.

3.11.A p-Gruppen

3.11.1 Definition. Sei p eine Primzahl. G heifit p-Gruppe, wenn die Ordnung jedes Ele-
ments eine Potenz von p ist.

3.11.2 Lemma. Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n > 0. Dann gibt es fiir jeden
Teiler d von n genau eine Untergruppe der Ordnung d, namlich (5)G = {59 | g € G} =
{r € G|dr =0}

Insbesondere gilt: Wenn |G| = p™ fiir eine Primzahl p, dann gibt es fir jede natiirliche Zahl
k mit 0 < k < n genau eine Untergruppe der Ordnung p*.

Beweis. Ubung. O
3.11.3 Lemma. Wenn ord(z) = m, dann ord(kx) = m/ggT (k,m).
Beweis. Ubung. O

3.11.4 Lemma. Sei G endliche p-Gruppe, G # 1. Dann hat G eine Untergruppe der
Ordnung p.

Beweis. Sei g € G\ {0}. Die Gruppe (g) ist zyklisch von der Ordnung p¥, mit einem k > 1.
Nach dem vorigen Lemma hat p*~'g die Ordnung p. O

3.11.5 Lemma. Sei G endliche p-Gruppe, |G| > 1. Wenn G genau eine Untergruppe der
Ordnung p enthdlt, dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei U die einzige Untergruppe der Ordnung p. Sei |G| = p™. Fiir n = 1 ist die
Aussage wahr. Wir verwenden Induktion nach n.
Sei nun n > 1.
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Sei h : G — pG < G die Abbildung = — pz. Die Abbildung h ist ein Homomorphismus.
Jedes Element im Kern von h (ausgenommen 0) erzeugt eine Gruppe der Ordnung p, also
ist U genau der Kern von h.

pG ~ G /U ist eine Gruppe der Ordnung p nach dem Satz von Lagrange). pG hat genau
eine Untergruppe der Ordnung p (hochstens eine, weil pG < G; mindestens eine wegen des
vorigen Lemmas).

Nach Induktionsannahme ist also pG zyklisch. Sei g € G so, dass h(g) = pg die Ordnung
p"~! hat. Dann hat g die Ordnung p".

n—1 (

O]

3.11.6 Lemma. Sei GG endliche abelsche p-Gruppe. Sei a € G Element mit grifstmdéglicher
Ordnung. Dann gibt es eine Untergruppe U < G sodass G = (a) + U als inneres direktes
Produkt.

Als Folgerung sehen wir, dass sich G als direktes Produkt von zyklischen Gruppen darstellen
ldsst.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |G].
Wenn G zyklisch ist, dann ist (a) = G, und wir konnen U = 1 wihlen. Andernfalls gilt einer-
seits, dass es in (a) eine Untergruppe der Ordnung p gibt, und andererseits laut dem gerade
bewiesenen Lemma 3.11.5, dass diese nicht die einzige Untergruppe von G der Ordnung p
sein kann. Es gibt also eine Untergruppe P der Ordnung p, P Z (a), daher PN (a) = 1.
Sei k : G — G/ P die kanonische Abbildung. k ist injektiv auf (a), also hat die Nebenklasse
a+ P in G/P noch immer die selbe Ordnung wie in G; da die Ordnungen von anderen Ele-
menten entweder gleich bleiben oder kleiner werden, hat a + P in G/P maximale Ordnung.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Untergruppe V' < G/ P sodass (a+P)dV = G/P
als inneres direktes Produkt; jedes Element von G/P lisst sich also eindeutig als Summe
b + v schreiben, wobei b ein Vielfaches von a + P ist, und v € V.
Sei nun U = k=1 (V). Wir behaupten (a) ® U = G, also {(a) + U = G und (a) NU = 1. Aus
(aP) +V = G/P erhalten wir (a) + U + P = G. [Genauer: Sei g € G. Dann kénnen wir
g+ P in der Form (ka + P) + (u+ P) mit k € Z, u € U darstellen, also liegt g — ka — u in
P,dh. g =Fka+u+qmit g € P.] Wegen P < U gilt also (a) + U = G.
Wenn z € (a) NU ist, dann gilt in G/P: k(z) € (a + P) NV, daher k(z) = 0, also z € P.
Wegen P N (a) = {0} ist x = 0. Daher (a) N U = {0}.

O

3.11.7 Korollar. Jede endlich erzeugte p-Gruppe ist endliches Produkt von zyklischen
Gruppen.

Beweis. Sei G = (ay,...,a,), und p* = max(o(ay),...,o0(a,)) die maximale Ordnung aller
Erzeugenden. Jedes Element von G lisst sich dann in der Form 2?21 A;a; darstellen, mit
o< )\ < pk. Also ist G endlich.

Durch induktive Anwendung von Lemma 3.11.6 kénnen wir GG als inneres direktes Produkt
von endlichen zyklischen Gruppen schreiben. 0

3.11.8 Anmerkung. Eine endlich erzeugte nichtkommutative Gruppe, deren Erzeuger alle
endliche Ordnung haben, muss nicht endlich sein. (Siehe Ubungen.)

Es gibt sogar endlich erzeugte unendliche Gruppen, in denen alle Elemente endliche Ordnung
haben. (Diese sind unter dem Stichwort ,, Burnside-Gruppen® zu finden.)
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3.11.B Endliche abelsche Gruppen
3.11.9 Satz. Jede endliche abelsche Gruppe G ist

1. isomorph zu einem Produkt von p-Gruppen (d.h., es gibt Primzahlen py,...,pr und
Gruppen Hy, ..., Hy, sodass G = Hy X --- x Hy, ist, wobei H; eine p;-Gruppe ist);

2. isomorph zu einem Produkt von zyklischen Gruppen.

Beweis. Da sich jede p-Gruppe als Produkt von zyklischen Gruppen schreiben lésst, folgt
(2) aus (1).
Sei |G| = n. Fiir jeden Primteiler p von n sei

Gp:={2cG|3k: o(x) =p"} ={x G| Tk: p'z =0}.
Allgemeiner schreiben wir fiir jeden Teiler d von n:
Gi={xeG|3k: dz=0}.

Wenn d und d teilerfremd sind, dann ist Gg N Gy = 1, denn: Sei d¥z = 0, " = 0, dann
sind auch d* und @'* teilerfremd, also gibt es ganze Zahlen a, a’ mit ad® + a'd’ L 1, daher
r =1z = (ad® —i—a’d/k/)x =0+0=0.

G, ist eine Untergruppe von G, denn wenn pFz =0 und ply = 0 ist, und oBdA k < [ gilt,
dann ist p'(z +y) = 0, also ist o(x + y) ein Teiler von p'.

Seien nun py, ..., pi alle verschiedenen Primteiler von n. Mit Induktion zeigt man leicht:

(Gp, U---UGy,) < Gp.ep,, daher (G, U---UG),) NG, =1.

Pi+1

Daher ist G, + --- + Gj, ein inneres direktes Produkt, und offensichtlich sind alle G/,
pi-Gruppen.
Zu zeigen ist noch, dass die G, gemeinsam ganz G erzeugen. Sei g € G beliebig, mit

Ordnung o(g) = p{* pik Fiir ¢ = 1,...,k definieren wir p} := o(g)/p;*. Die Zahlen pj,
.., P, haben nun keinen gemeinsamen Teiler, daher gibt es ganze Zahlen n1, ..., nj mit

nipy + -+ ngpp = 1.

Dabher ist
9 =19 = (mpy + -+ mpp)g = nm(p1g) + - - - + nk(pig),
und die Ordnung von p}g ist pi’, also pfg € G,,. O

3.11.C Freie endlich erzeugte abelsche Gruppen

Wir haben bereits erwiahnt, dass die Gruppe Z" von den n Einheitsvektoren frei erzeugt
wird. Hier geben wir einen Beweis.

3.11.10 Definition. Sei (G, +) abelsche Gruppe. Wir nennen ein Tupel (g1, ...,gn) von
Elementen von G linear unabhdingig, wenn aus » . ; A\;g; = 0 (mit \; € Z;) folgt, dass alle
\; verschwinden.

3.11.11 Lemma. Sei (G,+) abelsche Gruppe, die von {g1,...,gn} erzeugt wird, wobei die
gi linear unabhingig sind. Dann ist ist G frei iber {g1,...,gn}
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Beweis. Jedes Element von G lésst sich in als endliche Summe der Form ), \;g; (mit
Ai € Z) darstellen, weil G von den g; erzeugt wird. Diese Darstellung ist iiberdies eindeutig,

weil aus >, Nigi = >, igi ja >_;(Ni — pi)gi = 0 folgt, also Vi : A\ = p;.

Sei nun j : {g1,...,9n} — H eine Abbildung in eine beliebige abelsche Gruppe, dann
ist die durch h(}_, Aigi) == >_; \ij(g;) definierte Abbildung erstens wohldefiniert, zwei-
tens ein Homomorphismus, und setzt drittens die Abbildung j fort. Daher ist G frei {iber

{91, -, 9n} O

3.11.12 Korollar. Z"™ wird frei von den Einheitsvektoren erzeugt.

Beweis. Sei g; der i-te Einheitsvektor. Offensichtlich ist (A1,...,\,) eindeutig als > \;g;
darstellbar. Aus dem Lemma folgt, dass Z" frei ist. O

3.11.D Torsionsfreie Gruppen

3.11.13 Definition. Sei G Gruppe. x € G heifit Torsionselement, wenn die von x erzeugte
Untergruppe endlich ist, d.h., wenn z endliche Ordnung hat. Mit GT bezeichen wir die
Menge aller Torsionselemente von G. Die Gruppe G heifit torsionsfrei, wenn GT = 1. Die
Gruppe G heiBt Torsionsgruppe, wenn G7 = G ist.

3.11.14 Lemma. Sei G abelsche Gruppe. Dann ist GT Untergruppe von G, und G/G" ist
torsionsfrei.

Beweis. GT < G folgt leicht aus der Kommutativitét.
Sei 24+G7T ein Torsionselement in G/GT, sagen wir n(z+G*) = GT mitn € {1,2,...}. Dann
gilt nz € GT, sagen wir k(nz) = 0, also ist 2 Torsionselement, daher = + GT = GT. O

3.11.15 Lemma. Sei G eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe. Dann ist G
freie abelsche Gruppe.

Beweis. Sei {g1,...,9n} eine minimale Erzeugendenmenge von G. (Insbesondere seien alle
9 #0.)
Wir ordnen die (paarweise verschiedenen) g; so an, dass g1, . .., gr unter den Erzeugern eine
maximale linear unabhéingige Menge sind, d.h.: {gi,..., g%} sind linear unabhéngig, aber
fir alle i € {k 4+ 1,...,n} gilt, dass {g1,..., 9k, g:} linear abhéngig ist.
k
Sei pigi = Y pijg; fiir i = k+1,...,n, wobei alle y1; # 0 sind. Sei p # 0 ein gemeinsames
=1

j=
Vielfaches der p;, dann gilt

Vie{k+1,...,n}: pgi € (g1,---,9%)

(Fur i € {1,...,k} gilt natiirlich erst recht pg; € (g1,-..,9%)-)
Wir betrachten nun die Abbildung f : G — G, die durch z — px definiert ist. Weil G
torsionsfrei ist, hat f trivialen Kern, daher ist

1(G) = G/ ker(f) = G.

Nun ist f(G) < (g1,...,9k). Die Gruppe (g1, ..., gx) ist (nach Lemma 3.11.11) frei.
Als Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist f(G) also auch frei.
Daher ist G frei. O
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Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen

3.11.16 Satz. Sei G endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt:
1. G" ist endlich erzeugte Torsionsgruppe.
2. GT ist endlich.
3. G/G7T ist endlich erzeugte torsionsfreie Gruppe (daher frei).
4. G=GT x (G/GT).

Insbesondere ist also jede endlich erzeugte abelsche Gruppe isomorph zu einem endlichen
Produkt von zyklischen Gruppen.

Beweis. (1) GT ist Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe, also ebenfalls
endlich erzeugt, nach Anmerkung 3.10.13.

(2) folgt aus (1).

(3) Wenn G von g1, ..., g, erzeugt wird, dann wird G/G* von g + GT, ..., g, + GT
erzeugt. Wir wissen bereits, dass G/GT torsionsfrei ist.

(4) Sei f : G — G/GT die kanonische Abbildung. G//G7 ist freie abelsche Gruppe, sagen
wir mit Erzeugern by,...,by. Daher gibt es einen Homomorphismus % : G/GT — G, der
jedem b; eines seiner Urbilder unter f zuordnet, d.h. h(b;) € f=1(b;), also f(h(b;)) = b;.
Da die b; ganz G/G' erzeugen, gilt f o h = id auf ganz G/GT. Daher ist G = G7 x
(G/GT). O
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Kapitel 4

Polynome

4.1 Konstruktion des Potenzreihenrings
und des Polynomrings

4.1.1 Definition. Sei (R,+,0,—,-,1) ein kommutativer Ring mit Einselement. Wir be-
trachten RN = {(apn)nen, = (ao,a1,az,...) | a, € R} und setzen (an)nen, = Y e @nx"

(Oo02 o anx™ heifit formale Potenzreihe). Wir wollen nun die Operationen +,0, —,-, 1 auf
RNo so definieren, dass (RNO, +,0,—,-,1) wieder ein kommutativer Ring mit Einselement
ist:
(o] oo o0 oo
Z anx”™ + Z by = Z(an + by)z", 0 := Z 0-z",
ni% @;0 @;O n @;O
Zana:" . anx" = Z (Zakbn_k):z:", 1 = Zéonx” =(1,0,0,0,...),
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0
o0 o0
—(Zanm") = Z(—an)x”.
n=0 n=0

4.1.2 Satz. (a) (R“°,+,0,—,-, 1) ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

(b) ¢: R— RN p 3% ' Sopra™ = (r,0,0,0,...) ist ein Monomorphismus (injektiver
Homomorphismus).

(¢) Mit z := (0,1,0,0,0,...) = >>0°dina™ gilt: (ap,a1,...,an,0,0,0,...) = ¢(ag) +
vla)z + ...+ @(ay)x™.

Beweis. a) Z. B. Assoziativgesetz fiir die Multiplikation:

(Z anx" Z bna;") Z cpx” = Z (Z akbn,k)af” Z cpx” =
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0 k=0
0o n k 00
=D (D (D abej)enr)a™ =) (D, aibjer)a” =
n=0 k=0 j=0 n=0 0<i,j,k<n,
i+j+k=n
(o] o0 o0
=...= Zanx”(anx”chz”).
n=0 n=0 n=0

Analog rechnet man die anderen Gesetze nach. Anmerkung: Das Symbol > > -+ ist nur
ein formaler Ausdruck; in der Algebra (genauer: in dieser Vorlesung) betrachten wir keine
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unendlichen Summen. Das Symbol Zﬁ:o - bezeichnet hingegen die gewohnliche Summe!

im Ring R.

b) ¢ ist offenbar injektiv: r # s = ¢(r) # p(s). Weiters gilt: p(r +s) = (r +5,0,0,...) =
(r,0,0,...) + (5,0,0,...) = @o(r) + ¢(s), o(rs) = (rs,0,0,...) = (r,0,0,...)(s,0,0,...) =
o(r)e(s) und p(1) = (1,0,0,...).

¢) Es gilt = (0,1,0,0,...), 2 = (0,0,1,0,...), ..., allgemein: 2™ = >_°° | 8, 2", Woraus
c) folgt. O

4.1.3 Definition. Ist p(z) = Y 32, axz® € R[[z]], so heiflen die Ringelemente aj, die Koef-
fizienten der Potenzreihe p(x); insbesondere heifit ag der ,konstante Term“ von p(z), und
ay, heift ,, Koeffizient* von z¥.

0 € R[z] ist das Nullpolynom.

4.1.4 Definition. Wir fassen nun nach dem Prinzip der isomorphen Einbettung den Ring
R als Unterring von R[[z]] auf, indem wir Elemente von r € R mit den entsprechenden
konstanten Potenzreihen (r,0,0,...) identifizieren. Insbesondere sind Null- und Einselement
von R auch Null- und Einselement von R|[[z]]. Der Ring R|[[z]] heifit der Ring der formalen
Potenzreihen in z iiber R.

4.1.5 Definition. Wir definieren nun den Polynomring in x iiber R als die Menge aller
formalen Potenzreihen mit nur endlich vielen nichtverschwindenden Koeffizienten, also

R[z] := {Z apz”™ | ImVn >m: a, = 0},

n=0
also R[z| :={ap + a1z +--- +anz™ | n € No, a; € R}.
Man sieht leicht: (R[z],+,0,—,-,1) ist genau der von R U {z} erzeugte Unterring von
(R[[z]],+,0,—,-,1). Man zeigt dazu:

1) R[z] ist abgeschlossen beziiglich +, 0, —, -, 1. (Beziiglich - beachte man: a;, = 0 fiir alle
k> mn, by =0 fir alle k > m = Z?:o ajby—; = 0 fiir alle kK > n +m.)

2) Ist S Unterring von R[[z]] mit RU {z} C S, so gilt R[z] C S.

x heifit auch , Unbestimmte“.? Die Elemente von R[x] heiien Polynome und werden als
f(x), p(x), ... geschrieben.

0 k+1 k
'Formal ist diese induktiv definiert: 3 f(n) := f(0), und 3 f(n):= (3. f(n))+ f(k+1). Es ist iiblich
n=0

n=0 n=0
—1
und auch sinnvoll, Y f(n) := 0 zu setzen.
n=0

2Die Grenzen zwischen ,, Unbestimmten®, ,, Variablen®, ,,Unbekannten, ,, Konstanten“, und ,, Parametern“
sind oft etwas unscharf — unter anderem deshalb, weil derselbe Buchstabe in einem mathematischen Ar-
gument oft mehr als eine Rolle spielen kann. Variable sind heiflen Symbole dann, wenn man vorhat, die
Variable irgendwann durch Werte, und zwar durch beliebige Werte in einer vorgegebenen Menge, zu er-
setzen — Variable stehen daher oft hinter einem Allquantor oder Existenzquantor. Das Symbol x in einer
formalen Potenzreihe heifit Unbestimmite, weil man damit rechnen kann, ohne einen bestimmten Wert ein-
zusetzen. (Das x in einem Polynom spielt abwechselnd die Rolle einer Unbestimmten und einer Variablen.)
Unbekannte sind jene Variable, deren Wert eigentlich schon fest liegt, aber noch gesucht wird — etwa beim
Losen einer Gleichung. Konstante behalten im Verlauf eines mathematischen Arguments meist ihren Wert;
allerdings kann z.B. das nullstellige Funktionssymbol oder Konstantensymbol e fiir das neutrale Element
einer Gruppe durchaus in verschiedenen Gruppen mit verschiedenen Werten belegt werden, etwa mit 0 in
(Z,4) und mit 1 in (Q\ {0}, ). Parameter sind Variable, die linger konstant gehalten werden als die eigent-
lichen Variablen; wenn man etwa alle Gleichungen der Form Az + By = C betrachtet, sind z,y fiir jedes
fest A, B, C variabel (und definieren eine Gerade G g,c := {(z,vy) | Az + By = C}); durch Variieren der
Parameter A, B und C' bekommt man alle Geradengleichungen.
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Jedes p(z) € R[z] hat die Gestalt p(z) = Y. }_jarz® mit n € NO Sei Weiters q(m) =
Sty bzt mit m < n. Wann gilt p(z) = ¢(z)? Wir schreiben q( Zk o biz®, wobei
by, = 0 fiir m < k < n. Dann gilt: p(z) = q(z) < ar = by, fir k=0,.

Mit Polynomen wird nach den Gesetzen des kommutativen Ringes R[x] mit Einselement
gerechnet.

4.1.6 Definition. Ist p(z) = >_1_, axz® mit a, # 0, so heifit n der Grad von p(z) (n =
grad p(z)).

Wenn n der Grad des Polynoms p ist, dann heiit a,, (der Koeffizient von z™) auch , Koeffi-
zient des hochsten Terms®.

Es gilt:
grad (p(x) + g(z)) < max(grad p(z), grad ¢(z))
grad (p(z)q(z)) < grad p(x) + grad q(x)

falls p(z), q(z), p(x) +¢(z) und p(z)g(x) # 0 sind. Dem Polynom 0 wird oft kein Grad zuge-
ordnet. Gelegentlich setzt man auch grad (0) = —oo, dann gelten die obigen Abschétzungen
auch dann, wenn p oder ¢ oder p + ¢ oder pg das Nullpolynom sind (sofern man die Re-
chenregeln (—oc0) + k = —o0 = (—o0) 4 (—00) vereinbart).

4.1.7 Definition. Gilt gradp(z) = n und a, = 1, so heifit p(z) ein normiertes (oder auch
,monisches*) Polynom. Polynome der Gestalt ax + b mit a # 0 heiflen lineare Polynome.

4.1.8 Satz. Ist R ein Integrititsbereich, dann ist auch R[z| ein Integrititsbereich, und fir
p(x),q(x) € Rlz]\ {0} gilt: grad (p(x)q(x)) = grad p(z) + grad q(z).

Beweis. p(z) = >}, arpz®, a, # 0, q(z) = o bpa®, by # 0 = p(z)q(z) = ZZJF(T cpk
mit ¢, = Z?:o a;by_j, insbesondere: ¢,y p = anby, # 0. ]

4.1.9 Anmerkung. Ist R kein Integritéitsbereich, so ist auch R[z] keiner, da R Unterring
von R[z] ist.

4.1.10 Anmerkung. Wenn R Integrititsbereich ist, dann ist auch R[[z]] Integritétsbereich.
(Beweis: Ubung.)

4.1.A Potenzreihen und Polynome in n Unbestimmten z{,...,x,

Wenn es bereits ein Element von R gibt, das wir mit x bezeichnen, dann wéhlen wir einen
anderen Namen fiir die Unbestimmte® im Polynomring bzw. im Ring der formalen Potenz-
reihen iiber R, z.B. y.

Sei R Ring, R[z| Polynomring iiber R. Den Polynomring iiber R[z] bezeichnen wir mit
R[z][y] oder einfach R|x,y]. Elemente von R[z,y| kann man entweder (gem#B der Definition)
als Polynome iiber R[z| in der Unbestimmten y auffassen, oder auch als Polynome iiber dem
Polynomring R[y] (welcher in natiirlicher Weise zu R[z| isomorph ist) in der Variablen z.
Unter dem ,,Grad“ eines solchen Polynoms versteht man je nach Kontext bzw. nach Auffassung
etwas anderes. Zum Beispiel hat das Polynom 3z%y + xy — 5z € Z[x,y], als Element von
Z[y[z] aufgefasst, den Grad 2 (,,quadratisch in der Variablen z*); die Koeffizienten von

3y-22+(y—5) -2t +0-2°

3formal: fiir die Folge (0, 1,0,0,...).
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sind 3y, y — 5 und 0. Wenn wir das Polynom aber als Element von Z[z][y]| auffassen, ist es
linear: Das Polynom
(322 +x) -yt — 5z -9

hat die Koeffizienten 322 4+ x und —5.

Oft ist es auch sinnvoll, einem Polynom in den Variablen x, y einen gemeinsamen Grad
zuzuweisen; dieser gemeinsame Grad ist als die maximale vorkommende Summe der Expo-
nenten von x und y definiert. Im Polynom 3z%y' + z'y' — 52'y° kommen als Summen von
Exponenten 241, 1 + 1, 1 4+ 0 vor, der gemeinsame Grad ist also 3. Das Polynom xy + 1
hat dann gemeinsamen Grad 1+ 1 = 2; es ist aber ,linear in z“ und auch ,linear in y*.

Allgemeiner definieren wir induktiv:
R([1]] = Rl[=]],  Rllz1,...,2al] = (Rll1, ..., @naa]l[zall, 7> 1,
und entsprechend:
Rlzi]:=Rlz],  Rlz1,...,2n] = (Rlz1,..., 20 1])[n], n > 1.

Dann gilt (Beweis durch vollstéandige Induktion nach n):

Rlzq,...,zy) =1 Z ailminm’f .. CL‘Z‘ | m € No, a;y..4, € R}.

0<i1,....in<m

Z. B. hat ein Element aus R[z1, 2] die allgemeine Form: p(z1,22) = ago + a10z1 + ap122 +

azol‘% +aprixe + aoziﬂg + -+ ajklexlf-

4.2 Polynome und Funktionen

4.2.1 Satz. [Einsetzungsprinzip] Sei (R,+,0,—,-,1) ein kommutativer Ring mit Einsele-
ment und p(x) = apx"+- - -+a1x+ag € Rlz|. Fira € R ist dann p(a) := apa™+---+ai1a+ag
wieder ein Element von R, genannt der Wert des Polynoms an der Stelle a. Die Funktion

{ f: p}(%a)

heif$t die durch das Polynom p(x) induzierte Polynomfunktion und wird oft ebenfalls mit p
bezeichnet.

Der folgende Satz betrachtet eine etwas allgemeinere Situation.

4.2.2 Satz. Seien R und S kommutative Ringe mit Einselement, und sei f : R — S ein
Homomorphismus. Sei ¢ ein Element von S.
Dann ist die Abbildung ¢. : R[x] — S, die durch

n

(Y apt®) =Y flag)c*
k=1

k=1

definiert ist, ein Homomorphismus. Uberdies ist p. der einzige Homomorphismus 1, der f
fortsetzt und (x) = c erfillt.
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Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, weil R[z] von R U {z} erzeugt wird.
Sei p(z) = Y7_ axr® und q(z) = Y} _, cxx®. Dann gilt:

n

pe(p(z) +a(@)) = Y (f(ag + br))c"

k=0

3

= (flax) + f(br))c*

k=0

n

= ak Ck + Z f(bk)ck

k=0 k=0

= pc(p(z)) + ¢c(q(x)).

Analog sieht man: pc(p(z)q(z)) = @c(p(x))pc(q(x)). O

Im Spezialfall S = R erhalten wir den Einsetzungshomomorphismus p(z) — p(c).

Im Spezialfall S = R (das heifit, S ist die Menge aller Funktionen von R nach R) und
¢ = idg erhalten wir eine Abbildung ¢ : R[z] — RF, die jedem Polynom p(z) = Z::O anx"
die Funktion ¢(p) : 7 — ¢.(p) = Zi:o anr™ zuordnet. Diese Funktion ¢(p) ist dann die
ydurch p(z) induzierte* Funktion.

4.2.3 Anmerkung. In der Analysis ist es iiblich, nicht zwischen einem Polynom p und der
durch p induzierten Polynomfunktion zu unterscheiden. Diese Identifikation kann man durch
Satz 4.2.12 rechtfertigen. Wenn wir aber endliche Strukturen oder Ringe mit Nullteilern
betrachten, ist die gerade definierte Abbildung ¢ nicht injektiv, zwei verschiedene Polynome
konnen also dieselbe Funktion induzieren; mit p(z) = ¢(z) meinen wir im Allgemeinen die
Gleichheit der Polynome (d.h., die Gleichheit aller einander entsprechenden Koeffizienten),
und nicht die Gleichheit der Polynomfunktionen.

4.2.4 Beispiel. Die Polynome p(z) = 22+ und ¢(z) = 0 induzieren auf dem zweielemen-
tigen Ring Z, dieselbe Polynomfunktion. Es gilt also p(z) # q(z), aber ¢(p(z)) = ¢(q(x))

4.2.5 Beispiel. Gilt etwa f(z)2—g(z)h(z)+k(z) = f(2)*+k(z)? mit f(z), g(z), h(z), k(z) €
R[z] und ist a € R, so gilt auch f(a)? — g(a)h(a) + k(a) = f(a)* + k(a)?.

4.2.6 Definition. Sei p(z) € R[x] (R kommutativer Ring mit Einselement). Dann heifit
a € R Nullstelle von p(z) < p(a) = 0. p(x) heiBt teilbar durch ¢(z) € R[z]| (in Zeichen:

q(2)lp(z)) = p(x) = q(2)r(z) mit r(z) € Rlz].

4.2.7 Satz. Ist a Nullstelle von p(x), so ist p(x) teilbar durch das lineare Polynom x — a
(und umgekehrt).

Beweis. Sei p(x) = apa™ 4 - - - + a1x + ap. Man bildet

(x) — apx _1(96 —a) =bp_12" V- 4 b + by,
(x —a) =ch22™ 2+ + 17 + co,
(7) — ep2x™ 3(x — a) = dy_32" 3 + -+ + d1z + dy usw.

und erhilt p(z) = a,2" Yz —a) + q(x) = apz" (z — a) + by_12" 2(x — a) + r(z)
anz" N —a) + by 12" 2z —a) +cp 22" 3z —a)+s(z) =... = a2 Nz —a)+ -
ki(x — a) + ko. Wegen 0 = p(a) = a,a™ t(a—a)+ -+ ki(a — a) + ko = kg ist ko = 0 un
p(z) = (x — a)(az™ ' + - + k). Also gilt:  — a teilt p(z). (Wir haben praktisch p(z
durch = — a dividiert und den Rest ko = 0 erhalten!)

a + |

o
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Von nun an sei R ein Integritéitsbereich (z. B. R = Z oder R Korper). In Inte-
gritdtsbereichen kann man Gleichungen , kiirzen®, das heif3t:

Sei a # 0. Dann? gilt: ab = ac = b = c.
(Wenn némlich ab = ac, dann ab — ac = a(b—c¢) =0, also b — ¢ = 0.)

Ist grad p(x) = n und gilt (z —a)*|p(z), d. h., p(z) = (z —a)*q(x), dann ist k + grad ¢(z) =
grad p(x) = n, woraus k < n folgt.

4.2.8 Definition. Sei p(z) € R[z]\ {0} und @ € R Nullstelle von p(z). Dann heifit das
grofte k mit (z — a)¥|p(x) die Vielfachheit der Nullstelle a. (Nach der eben gemachten
Bemerkung ist k& < n.)

4.2.9 Satz. Seien ay,...,a, paarweise verschiedene Nullstellen von p(x) € R[x] mit den
Vielfachheiten ky, ..., k.. Dann gilt:

(z —a)f - (x — a,)*r|p(a).

Beweis. Fiir r = 1 ist nichts mehr zu zeigen. Fiir r > 1 ist aufgrund der Voraussetzung
plz) = (x—a1)*1 1 () = (x—as)*2q(z). Da plas) = (a2—a1)¥ gy (az) = 0 und (s—a1 )" # 0,
muss ¢1(az) = 0 und damit ¢1(x) = (x — a2)q2(x) gelten.

Also ist p(x) = (z — a1)* (z — a2)q2(z) = ( — a2)*2q(z). Durch ,Kiirzen* dieser Gleichung
durch z — ay (dieses Polynom ist ja # 0) erhalten wir daraus (z — a1)*q(z) = (z —
az)¥2~1q(z). Falls kg — 1 > 0 ist, erhilt man analog p(z) = (z — a1)* (z — a2)?q3(v) =
(x — ag)*2q(x), d. h., (x — a1)* ¢3(2) = (z — a2)*~2¢(x). Nach ky Schritten erhilt man so
p(z) = (z — a1)" (z — a2)*qp,11(x), d. h., (x — a1)¥ (x — a2)*2|p(x). Mit den restlichen
Nullstellen ag, ..., a, verfahrt man ebenso und erhélt schliellich die Behauptung. O

4.2.10 Folgerung. Seien ay, ..., a, paarweise verschiedene Nullstellen von p(x) € R[z] mit
den Vielfachheiten k1, ..., k,. Dann gilt: k1 + -+ - + k, < grad p(z).

FEin Polynom vom Grad n iiber einem Integritidtsbereich hat also héchstens n Nullstellen,
wobei jede Nullstelle mit ihrer Vielfachheit gezéhlt wird.

4.2.11 Satz. Seien p(x),q(x) € R[z], grad p(z), grad ¢(xz) < n und p(b;) = q(b;) firn+1
paarweise verschiedene Elemente by, ..., by, von R. Dann gilt p(x) = q(x).

Beweis. (p—q)(b;)) =0fiir 0 <i<n = p—qhat n+1 Nullstellen = p—¢=0=p=¢q. O

4.2.12 Satz. Sei R ein unendlicher Integrititsbereich, und seien p(x),q(x) € R[x] Poly-
nome. Dann gilt: p(z) = q(x) gilt genau dann, wenn o(p(z)) = ¢(q(x)), das heifit, wenn
p(r) = q(r) fir alle r € R gilt.

4.2.13 Anmerkung. Sei S ein Ring, R < S ein Unterring von S. Dann kann jedes Polynom
p(z) € R[z] auch als Element von S[z] aufgefasst werden. Mit ¢°(p) bezeichnen wir jene
Funktion von S nach S, die jedes s € S auf p(s) abbildet; ¢®(p) ist die Einschrinkung
dieser Funktion auf R.

Es gilt nun (fiir beliebige Ringe R; diese Ringe diirfen auch endlich sein und Nullteiler
haben) fiir beliebige Polynome p, ¢ € R[z|, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

4 Achtung! Die hier betrachtete , Kiirzbarkeit® bezieht sich nur auf die Multiplikation in R, nicht aber auf
Multiplikation mit Elementen von Z, d.h. auf iterierte Addition. Zum Beispiel kann man aus 2b = 2¢ (also
b+ b = c+ c) im Allgemeinen nicht auf b = ¢ schlieSen, auch nicht in nullteilerfreien Ringen. Man betrachte
etwa den nullteilerfreien Ring — sogar Koérper — Zs.
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(a) p

(b) Fiir alle S mit R < S gilt ¢%(p) = ¢°(q).
) 5(
)

(¢) Fiir den Ring S := R[z] (den wir als Oberring von R auffassen) gilt ©°(p) = ¢°(q).

(d) Fiir den Ring S := R[z| und das Element s := x gilt p5(p) = ¢s(q).

Zum Beweis geniigt es, sich zu iiberlegen, dass ps(p) = p ist. (Etwa mit Induktion nach dem
Grad von p, oder indem man zeigt, dass die Menge aller p, die diese Gleichung erfiillen, ein
Ring ist, der RU {z} enthilt.)

Ein Polynom braucht keine Nullstellen zu besitzen.

4.2.14 Beispiele. 1) 22 —2 € Q[z] hat keine Nullstellen in Q, wohl aber in R D Q, némlich

+4/2.

2) 22 + 1 € R[z] hat keine Nullstellen in R, wohl aber in C D R, ndmlich =i.

4.2.15 Definition. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes p(x) € K[x]\
K mindestens eine Nullstelle besitzt.

4.2.16 Anmerkung. Hat in einem Integritdtsbereich jedes lineare Polynom eine Nullstelle,
so ist dieser bereits ein Korper (az — 1 (a # 0) habe die Nullstelle ¢ = ac=1 = c=a"1).

4.2.17 Satz (Fundamentalsatz der Algebra von GauB}). C ist algebraisch abgeschlossen.

Der Beweis wird spéter gefiihrt (Kapitel 7). ]

4.2.18 Satz. Ist K ein Korper, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
a) K ist algebraisch abgeschlossen.

b) Fir alle p(x) € K[z] mit gradp(z) = n > 0 gilt: p(z) = c(x — b)* -+ (x — b,)F mit
bi,....bp,ce K und k1 +---+ k- =n.

Beweis. b) = a): trivial.

a) = b): Sei p(x) € K|z], gradp(xz) > 0. Dann gibt es ein a; € K mit p(a;) = 0, d. h.,
p(z) = (z — a1)p1(x). Ist gradpi(z) > 0, erhélt man analog pi(z) = (z — az2)p2(), also
p(z) = (z — a1)(z — az)pa(xr). Fortgesetzte Anwendung dieser Uberlegung ergibt schliefllich
p(z) = (x — a1)(x — az) -+ (x — ay)c. Fat man gleiche Faktoren (x — a;) zu Potenzen
zusammen, erhélt man die behauptete Darstellung. ]

Berechnung von Nullstellen von Polynomen iiber Kérpern.

1) grad p(x) = 1: trivial.

2) grad p(z) = 2: p(x) = az® + bz + ¢ (a # 0) hat die Nullstellen =2Evr-—dac Vzlf% (,2% bzw. ,4“
steht hier fiir 1 + 1 bzw. 1+ 1 4+ 1 + 1; der Wurzelausdruck muss existieren und 1+ 1 # 0
sein).

3) grad p(z) = 3, 4: Formeln von Cardano (Tartaglia).

4) grad p(x) > 4: Hier gibt es keine allgemeinen ,, Formeln“ (bestehend aus Grundrechnungs-
arten und Wurzelausdriicken) mehr.
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4.3 Interpolation durch Polynome

Sei K ein Korper und f : K — K eine Funktion.

Gegeben: b; = f(a;) fiir paarweise verschiedene a; € K 1 <i <mn (z. B.: Messreihe).
Gesucht: p(z) € Klz] mit p(a;) = b = f(ai), 1 i < n und gradp(z) < n. (Es
kann hochstens ein solches Polynom p(x) geben: aus p( i) = q(a;), 1 < i < n, mit

grad p(z), grad g(z) < n folgt ndmlich p = q.)

4.3.A Interpolationsformel von Lagrange

Sei
g@)= [ @—a) =(@—a))- (& —ai1)(z—air1) - (& —an).
1<j<n,

J#i

Dann gilt:
[0 fiur ¢ # k,

gi(ak) = { ngjgn,j;éi(ak —aj) #0 firi=k.

Fiir

- qi\T
pla) 1= Dbk
gilt dann p(a;) =b;, 1 < j <n.

4.3.1 Folgerung. Ist K ein endlicher Korper (z. B. K = Z,, p Primzahl), f : K — K,
dann gibt es ein Polynom p(z) € K[z] mit f(a) = p(a) fiir alle a € K.

4.3.2 Beispiel. Um ein quadratisches Polynom p(x) € Q[z] zu erhalten, das an den Stellen
1, 2, 3 die Werte 10, 41, 62 hat, definiert man einfach

(. —2)(x—3) (z—1)(x—3) (x—1)(x—2)
-20-3 "a-ne-s PEone_2

p(z) =10 = (—5)2? + 462" 4 (—31)2°

4.3.B Interpolationsformel von Newton

Sei K ein Korper, n € N, K,,_1[z] := {p(z) € K[z] | gradp(xz) < n} U {0}. Dann gilt:
K, 1[z] = {ag + a1x + - + ap_12" ' | a; € K} ist n-dimensionaler Vektorraum iiber K
mit der Basis {1,z,...,2" 1}

Man sieht leicht: Ist ¢;(z) € K[z], grad p;(z) =i—1,1 <i < n,dannist {pi(x),...,pn(x)}
ebenfalls Basis von K, _1[z]. (Die Matrix, die den Basiswechsel beschreibt, ist ndmlich ei-
ne Dreiecksmatrix, in deren Diagonale genau die héchsten Koeffizienten der Polynome ¢;
stehen.)

Seinun f: K — K, a1,...,a, € K, f(a;) = b;, 1 <1i < n. Setzt man ¢;(x) := 1 und

i—1
@) = [[w-ap,  2<i<n,
j=1
so ist {p1(x),...,@n(x)} nach der eben gemachten Bemerkung Basis von K,,_1[z]. Fiir das

gesuchte Interpolationspolynom p(z) mit p(a;) = b;, 1 < i < n, muss daher gelten:
n
= Nigi(x)
i=1
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fiir geeignete A\; € K. Diese lassen sich aus dem folgenden Gleichungssystem in Halbdiago-
nalform berechnen:

plar) =b1 =X\
plaz) = by = A\ + Aa(az — ar)
plag) = b3 = A1 + Xa(az —a1) + Az(as — a1)(as — az)

Vorteil dieser Interpolationsmethode: bei Hinzufiigen einer neuen Stiitzstelle b, 11 = f(an+1)
bleiben A1, ..., A, unverdndert, nur A,y muss neu berechnet werden.
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Kapitel 5

Integrititsbereiche und Teilbarkeit

5.1 Einfache Teilbarkeitsregeln

5.1.1 Definition. Sei (I,+,0,—,-,1) ein Integritdtsbereich. Sind a,b € I, dann heifit a
durch b teilbar und b ein Teiler von a (b ,teilt* a, in Zeichen: bla) :< Je € I : a = be.

Elementare Teilbarkeitsregeln:
1) Va € I :al0,
2) Ya e I:1]a,
3) Ya € 1:ala,

4) Ya,b,c € I : alb und b|c = alc,

)

)

)

)
5) Va,b,c € I :alb= albe,
6) Va,b,c €1 :albund alc = alb+ ¢,
7) Va,b,c € I,c # 0 : a|b < aclbe,
8) Va,b,c,d € I :albund c|d = ac|bd,
9) Ya,be I,n € N:alb= a"|b".

5.1.2 Definition. Sei (I, +,0, —, -, 1) ein Integritétsbereich. Jeder Teiler von 1 heifit Einheit
von I. Sei E(I) die Menge aller Einheiten von I. a,b € I heiflen assoziiert (in Zeichen: a ~ b)
= de € E(I):a=be.

5.1.3 Beispiele. 1) I =7Z: E(I) = {£1}, also a ~ b < a = £b.
2) I = K (K Korper): E(I) =K\ {0},alsoa~b< a,b#0Va=0b=0.

3) I = Klz| (K Korper): E(I) = K \ {0} (wegen gradp(z)q(x) = grad p(z) + grad ¢(z)),
also gilt: p(z) ~ q(z) & Ja € K\ {0} : p(x) = aq(z).

5.1.4 Satz. a) e € I ist eine Einheit von [ < 3f € I :ef = 1.
b) (E(I),-) ist eine abelsche Gruppe, genannt die Einheitengruppe von I.
c) ~ ist eine Kongruenzrelation auf (I,-).

d) Ya,beI:a~b< alb und bla.
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Beweis. a) folgt unmittelbar aus der Definition.

b) 1 e E(I), e1,€9 € E(I) = Elfl,fg : €1f1 = 62f2 =1= (6162)(f1f2) =1-1=1=
etea € E(I);ec€ E(I) = 3f :ef =1= f € E(I), und f ist Inverses zu e.

c)a~a,denna=a-l;a~b=a=be=b=ae ! (e,e ! € E(I))=b~a;a~bb~c=
a=be,b=cf = a=clef) = an~c(wegenef € E(I)). Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.
Weiters gilt: a ~ b, c ~d = a =be, c=df = ac = (bd)(ef) = ac ~ bd.

d)=:a~b= a=be, b=ae ! = bla und alb.

<: blaund alb = a = bcund b = ad = a = ade. Fiir a = 0 ist auch b = 0. Fiir a # 0 ist
1=de, also d,c € E(I),d. h., a~b. O
5.1.5 Beispiele. Aquivalenzklassen beziiglich ~:

1) I =7Z: {0}, {£1},{£2},....{£n},...,neN.

2) I =K:{0},K \ {0}.

3) I = K[z]: {0}, {ap(z) | a € K\ {0}}, p(z) normiert.

5.1.6 Definition. Sei (I,+,0,—,, 1) ein Integritiatsbereich, a € I.

Triviale Teiler von a: alle e € E(I) und alle b mit b ~ a.
Echte Teiler von a: alle b mit bla und b % a.

5.1.7 Definition. a € I \ E(I), a # 0, heifit irreduzibel :< a hat nur triviale Teiler.

5.1.8 Beispiele. 1) [ = Z: a € I irreduzibel < a = £p, p Primzahl.

2) I = K|[z] (K Korper): Die irreduziblen Elemente heifien irreduzible Polynome. Z. B. ist
ein lineares Polynom ax + b, a # 0, stets irreduzibel. In einem algebraisch abgeschlossenen
Korper ist jedes irreduzible Polynom auch linear.

3) I = R[z]: Irreduzibel sind hier alle linearen Polynome sowie alle Polynome az? + bx + ¢
mit a # 0 und b? — 4ac < 0. (Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass es keine
weiteren gibt.)

4) I = K[z], K endlicher Korper: Zu jedem n € N gibt es ein p(z) € Kz] mit grad p(z) =n
und p(x) irreduzibel. (Siehe Abschnitt 6.6.)

5.1.9 Definition. p € I\ E(I), p # 0, heifit primes Element oder Primelement < plab =
pla V plb.

5.1.10 Beispiel. Fiir I = Z, K[z] (K Korper) gilt: p irreduzibel < p prim (folgt aus
Abschnitt 5.3 und 5.4).

5.1.11 Anmerkungen. 1) a irreduzibel und b ~ a = b irreduzibel.
2) p prim und ¢ ~ p = ¢ prim.

3) p prim = p irreduzibel, denn: a|p = 3b € I : p = ab = plab = p|a V p|b und a|p und blp.
Also gilt p ~ aVp ~b. Im Falle p ~ b ist p = eb = ab fiir eine Einheit e. Wegen p # 0 ist
b # 0 und daher a = e. Also ist in jedem Falle a ein trivialer Teiler von p. (Die Umkehrung
von 3) gilt im allgemeinen nicht!)
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5.2 ZPE-Ringe

5.2.1 Definition. Ein Integritétsbereich I heifit ein ZPE-Ring (Ring mit Primelementzer-
legung, Ring mit eindeutiger Primelementzerlegung, Gauf’scher Ring, faktorieller Ring) :<
Zu jedem a € I\ E(I), a # 0, gibt es Primelemente py,...,p, mit a = py -+ p,.

5.2.2 Satz (Eindeutigkeit der Primelementzerlegung). Sei I ein ZPE-Ring, a € I\ E(I),
a#0,a=p1 - -pr=q1---qs mit Primelementen p1,...,pr,q1,---,qs- Dann istr = s, und
es gibt eine Permutation m von {1,...,7} mit p; ~ qr(y, 1= 1,...,7.

Beweis. Da pi|q1 -+ - gs, gibt es ein w(1), 1 < 7(1) <7 mit p1]gra), d. h., p1 ~ gr). Fiir eine
geeignete Einheit ey gilt daher e1pa - pr = @1+ qr(1)=1 * Gr(1)4+1 - - ¢s- Durch wiederholte
Anwendung dieser Uberlegung erhilt man schlieBlich die Behauptung. O

5.2.3 Satz (Teilerkettenbedingung). Sei I ein ZPE-Ring. Dann gibt es keine unendliche
Folge (an)nen von Elementen von I, sodass fiir alle n € N das Element an41 ein echter
Teiler von a,, ist.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass es in I \ {0} keine solche Folge geben kann. Nach dem
gerade bewiesenen Satz gibt es zu jedem Element a € I\ {0} eine eindeutig bestimmte Zahl
r = r(a), sodass sich a als Produkt von r Primelementen schreiben ldsst. (Fiir Einheiten a
setzen wir (a) = 0.)

Wenn b ein echter Teiler von a ist, dann ist r(b) < r(a).

Wenn also 7(a1) = k ist, dann kann es keine Folge (an)n=1, . k+1k+2 von Elementen von
I'\ {0} geben, sodass fiir alle n < k + 1 das Element a,,11 ein echter Teiler von a,, ist; erst
recht kann es keine unendliche solche Folge geben. O

5.2.4 Beispiele. Z und K[z] (K Korper) sind ZPE-Ringe (Beweis folgt aus Abschnitt 5.4).
5.2.5 Definition. Sei I Integritdatsbereich, aq,...,a, € I.

1) d € I heiit ein grifster gemeinsamer Teiler (g9T) von ay,...,a, € I :& (i) d|a;,
i=1,...,nund (i) Vt € [ :tla;, i =1,...,n = t|d.

2) v € I heit ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von ay, ..., a, € I :& (i) ai|v,
i=1,...,nund (ii) Yw € I : g;lw, i =1,...,n = v|w.

5.2.6 Anmerkung. Sei d ein ggT von aq,...,a, und di € I. Dann gilt: d; ist ein gg'T von
ai,...,a, < di ~ d. Eine entsprechende Aussage gilt fiir das kgV.

5.2.7 Satz. In einem ZPE-Ring I st jedes irreduzible Element prim.

Beweis. a € I, a irreduzibel = a ¢ E(I), a # 0 = a = p1---p, mit p; prim = p;|a,
p1 ¢ E(I), d. h., p; ~a = a prim. O]

Wir betrachten die Quotientenmenge I/~ = {[a]~. | a € I'} und denken uns aus jeder Klasse
[a]~ ={b€ I]|b~ a} ein festes Element n([a]~) herausgegriffen (Auswahlaxiom!), d. h.,

n:{ I/~ — 1

[a]~ = n([d]~) € [a].
Die Elemente der Menge n(I/~) heiflen normierte Elemente (beziiglich n).

Jede Klasse [a]. mit a prim besteht zur Génze aus Primelementen. Die Elemente n([a]~.)
mit a prim heilen normierte Primelemente.
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5.2.8 Beispiele. 1) I =7Z, n([a].) = n({£a}) = |a|.

2) T = K[z, n({0}) = 0, n([p(x)]~) = 4(x), wobei p(x) = ana” + -+ + ar + ao, an #
0, ¢(z) = (1/an)p(x). Wir wihlen also aus jeder ~-Klasse das Polynom mit hochstem
Koeffizienten 1 aus.

5.2.9 Satz. Ist I ein ZPE-Ring, a € I\ E(I), a # 0, dann gilt a = ep{' ---pSr, wobei
e € E(I), p1,...,pr normierte, paarweise verschiedene Primelemente, e; € N. ]

5.2.10 Lemma. Sei I ein ZPE-Ring, a,b € I\ {0}, a = fp!* - -plr, b = gp? - p¥ (p;
prim, normiert und paarweise verschieden, fj,g; € No, f,g € E(I)). Dann gilt: a|b <
f] ng fUT’j:L,T

Beweis. alb = 3c€l:b=ac=c= hp?l...p:}r, hj € No, h € E(I) (da I ZPE-Ring) =
fithi=gjj=1,....r=f;<g;,j=1,...,r

Umkehrung: Ist fj S gg, ] - 17...,T, SO gllt mit h] = g] — f] & No, C = f_lgpllll

ac =0, d. h., alb. ]

5.2.11 Satz. Sei I ein ZPE-Ring, ai,...,an, € I, a; #0, a; = e;p]** -+ pri, e; € E(I), p;
paarweise verschiedene normierte Primelemente, e;; € No. Dann gilt:

ggT(at, ..., an) = Ilmnlgign(eu) N .p;nlnlgign(eri)
und
kgv(a17 ceey ) = pinaXISiSn(eh) o _p;naxléign(@n)'
Sind einige a; = 0, so ist ggT(ay,...,a,) = ggT(a; | a; # 0), sind alle a; = 0, so ist
ggT(ay,...,a,) = 0. Sind einige a; = 0, so ist kgV(ay,...,a,) = 0.
Beweis. Sei d :— pinimggn(m) . .p;}linlsiSn(em)'
(i) min;(ej;) < ejy fir alle k € {1,...,n} = dlag, k=1,...,n
(ii) tlay, fir alle k € {1,...,n} = t = fp{*---pl" mit f € B(I), f; < eje, k= 1,...,m,
j=1,...,r= f; <mins(ej), j=1,...,7 = t|d.
Die Sonderfille (einige oder alle a; = 0) sind trivial.
Die Aussage iiber das kgV beweist man analog zum ggT. O

5.2.12 Satz. Sei I ein ZPE-Ring, und A,V auf I/~ = {[a]~ | a € I} definiert durch

[a]~ A [b]~ = [ggT(a,b)]~,  al~ V [b]~ = [kgV(a, b)]~.
Dann sind A und V wohldefiniert (d. h., vom Reprisentanten unabhdngig) und (I/~,N\,V)
ist ein Verband mit Nullelement [1]~ = E(I) und Einselement [0]~. = {0} (, Teilerverband*).
Die zugehdorige Ordnung < ist gegeben durch: [a]~. < [b]~ :< alb.

Der Beweis dieses Satzes folgt unschwer aus den Definitionen. ]

5.2.13 Beispiel. (Z/~,A,V) = (Np, ggT, kgV).
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5.2.A Charakterisierung von ZPE-Ringen

5.2.14 Satz. FEin Integrititsbereich I ist genau dann ZPE-Ring, wenn die folgenden Be-
dingungen erfillt sind:

(a) Jedes irreduzible Element ist prim.

(b) Teilerkettenbedingung: es gibt keine unendliche Folge (an)nen von Elementen von I,
sodass fiir alle n € N das Element apy1 ein echter Teiler von a,, ist.

Beweis. Wir wissen bereits, dass jeder ZPE-Ring die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Zu
zeigen ist die Umkehrung.

Sei also I ein Integrititsbereich, der die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Sei a € I, a # 0,
a ¢ E(I). Wir haben zu zeigen, dass a eine Primelementzerlegung besitzt.

Indirekt: Angenommen, es gibt keine Primelementzerlegung von a. Dann ist a kein Prim-
element, wegen (a) also nicht irreduzibel. Somit existiert ein nichttrivialer Teiler a; von a,
d. h., a = a1b;, wobei ay,b; beide echte Teiler sind. (Denn: by ~ a = by = ae, e € E(I) =
a=ajae = 1 =aje = a; € E(I), Widerspruch!)

Einer der beiden Teiler (0. B. d. A. aj) hat keine Primelementzerlegung (sonst hitte ja a
eine solche). Daher existiert ein echter Teiler as von ap, welcher ebenfalls keine Primele-
mentzerlegung besitzt. Auf diese Weise wire es moglich, eine unendliche echte Teilerkette
a,ay,az, ... zu konstruieren, was der Bedingung (b) widerspricht. O

5.3 Hauptidealringe

5.3.1 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, a € R, (a) := {ar | r € R}.
Dann ist (a) das kleinste Ideal von R, welches a enthdlt.

Beweis. (a) ist Ideal: 0 = a0 € (a); ary,ars € (a) = ary + ary = a(r1 +r2) € (a); —ar; =
a(—r1) € (a); fiir beliebiges r € R ist r(ary) = a(rry) € (a). Weiters ist a = a -1 € (a).
Da jedes Ideal, welches a enthilt, alle ar, r € R, und damit (a) enthalten muss, ist (a) das
kleinste Ideal, welches a enthélt. O

5.3.2 Definition. (a) heifit das von a erzeugte Hauptideal von R. Ein Ideal heifit Haupt-
ideal, wenn es von der Form (a) fiir ein a € R ist.

5.3.3 Definition. Ein Integritédtsbereich I heifit Hauptidealring < Jedes Ideal von [ ist
ein Hauptideal.

5.3.4 Beispiele. 1) Jeder Korper ist ein Hauptidealring: {0} = (0) und K = (1) sind die
einzigen Ideale, da K einfach ist.

2) Z, K|z] (K Korper) sind Hauptidealringe (sieche Abschnitt 5.4).

3) Q[z,y] ist kein Hauptidealring. Das von der Menge {x,y} erzeugte Ideal (anders gesagt:

der Kern des Homomorphismus h : Q[z,y] — Q, der jedem Polynom seinen konstanten
Term zuordnet) ist kein Hauptideal.

4) Z[z] ist kein Hauptidealring. (Ubungsbeispiel: Wenn R ein Integrititsbereich ist, und a €
R kein multiplikatives Inverses hat, dann ist das von {a, x} erzeugte Ideal kein Hauptideal.)

5.3.5 Lemma. Sei I ein Integrititsbereich, dann gilt:
1) alb < (a) 2 (b).
2) a~b< (a)=(b).
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Beweis. Folgt aus den Definitionen. O

5.3.6 Definition. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, J <R (d. h. J Ideal von
R), J # R. Dann heifit J

1) mazimales Ideal <= VK (K <R,J C K C R = K =J oder K = R),

2) Primideal < (ab€ J = a € J oder b € J).
5.3.7 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und J < R, dann gilt:
a) R/J Kérper < J maximales Ideal,

b) R/J Integrititsbereich < J Primideal.
Beweis. Ubung. O

5.3.8 Folgerung. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
5.3.9 Satz. Sei I ein Integrititsbereich, p € I, p # 0, p ¢ E(I). Dann gilt:
a) (p) mazimal in der Menge aller Hauptideale # I < p irreduzibel,

b) (p) Primideal < p prim.

Beweis. a) =:alp=(a) 2 (p) = (a)=(p)oder (a) =I=(1) = a~podera~1 =
p irreduzibel.
<: analog.

b) =: plab = ab € (p) = a € (p) oder b € (p) = pla oder p|b.
<: analog. O

5.3.10 Folgerung. Sei I ein Hauptidealring, p € I, p # 0, p ¢ E(I). Dann gilt:
a) p prim < p irreduzibel,
b) I/(p) Kérper < p irreduzibel.

5.3.11 Beispiel. Z = Z/(n) ist Kérper < n = +p, p Primzahl.

5.3.12 Satz. Sei I Hauptidealring, ai,...,a, € I. Dann existiert ggT(aq,...,a,) =: d,
und es gibt x1,...,x, € I mit d=ai1x1 + -+ + anTy,.

Beweis. Sei M := {a1r1+- - -+apry, | 7 € 1}. Dann gilt M <I (analog wie fiir das Hauptideal
(a) einzusehen). Somit gibt es ein d € I mit M = (d). Wir zeigen: d = ggT(a,...,an):
wegen ay,...,a, € M = (d) gilt d|ai,...,d|ay; aus t|ai,...,tla, folgt tlairy + - + anrp,
Vri,...,rn € I, und daraus t|d (denn d € M). O

5.3.13 Lemma (Teilerkettensatz). Sei I Hauptidealring. Dann gibt es keine unendliche
Folge (an)nen von Elementen von I, sodass fiir alle n € N das Element a,41 ein echter
Teiler von a,, ist.

Beweis. Angenommen, es gibt eine solche Folge (a,)nen. Dann muss (a1) C (az) C ... C
(an) C (any1) C ... gelten, wobei alle auftretenden Inklusionen echt sind. Fiir J :=
U,Z(ay) gilt dann J < I, denn: 0 € J; a,b € J = In,m € N (0. B. d. A. n > m):
a € (ap), b € (am) = a,b € (ap) = a+b,—a,ra € (ay), r € I, = a+b,—a,ra € J.
Also gibt es ein d € I mit J = (d). Wegen d € J ist d € (a,) fiir ein n € N und damit
(d) € (an) C (d), woraus (ay) = (ap4+1) = ... folgt. Widerspruch zur Annahme! O

5.3.14 Folgerung. Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring.
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5.4 Euklidische Ringe

5.4.1 Definition. Ein Integritéitsbereich I heifit ein Fuklidischer Ring < Es gibt eine
Abbildung H : I\ {0} — Ny (,,Euklidische Bewertung“) mit folgender Eigenschaft: fiir alle
ac€I\{0},begibtesq,rel,sodassb=aq+r mitr=0oder H(r) < H(a) (,Division
mit Rest“).

5.4.2 Beispiele. 1) Z ist ein Euklidischer Ring mit H(a) := |a|. (Siche Abschnitt 1.3.)
2) Jeder Korper ist ein Euklidischer Ring (¢ = a='b, r = 0).

5.4.3 Satz. Kz| (K Korper) ist ein Euklidischer Ring mit H(p(x)) := gradp(z), d. h.,
fiir p(z) # 0, p1(x) beliebig, gibt es Polynome q(x) und r(x) mit p1(x) = p(z)q(z) + r(z),
wobei r(z) = 0 oder grad r(z) < grad p(x).

Beweis. Sei p(z) = ama™ + -+ + a1z + ag, am # 0, m = gradp(z), p1(z) = bpa™ + -+ +
biz 4 bp. Fiir n < m kann ¢(z) = 0 und r(z) = pi(z) gewidhlt werden. Fiir n > m sei
p2(z) := p1(x) — bpa,,la™ ™p(x). Wir haben po(z) = cpa® + -+ + c1z + o mit k <n — 1.
Fiir & < m kann q(z) = bya,,'z" ™ und r(x) = pa(z) gewihlt werden. Fiir k > m sei
p3(z) = pa(z) — cra;, 2 "p(x). Wir haben p3(x) = djz! +- -+ dyx +do mit [ < k— 1. Fiir
I < m kann g(x) = bya 2™ + cpa; a* ™ und r(z) = p3(x) gewihlt werden. Fiir [ > m
wird das Verfahren fortgesetzt, und man erhilt nach endlich vielen Schritten ein Polynom
pe(z) mit pi(z) = 0 oder grad pi(z) < m. O

5.4.4 Satz. Jeder Euklidische Ring I ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei J<I, J # (0) ={0}. Zuzeigen: Ja € I : J = (a) ={aq | q € I}. Seia € J\{0}
so gewahlt, dass H(a) = min{H(z) | « € J\ {0}}. Wir behaupten, dass dann J = (a)
gilt. Trivialerweise gilt (a) C J. Sei umgekehrt b € J. Wegen a # 0 gibt es ¢,r € I mit
b=ag+rundr=0V H(r) < H(a). Esist r =b—aq € J (wegen J < I), woraus (wegen
der Minimalitdt von H(a)) r = 0 und damit b = aq € (a) folgt. Somit gilt auch J C (a),
also J = (a). O

5.4.5 Folgerung. Jeder Euklidische Ring ist ein ZPE-Ring.

5.4.A Euklidischer Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus ist ein Algorithmus zur Berechnung des ggT in Euklidischen
Ringen.

Sei I Euklidischer Ring und a,b € I. Fiir a = b = 0 ist ggT(a,b) = 0. Sei 0. B. d. A. a # 0.
= dgq,r1 €Il:b=aq +171, ™1 ZO\/H(Tl) <H(a),

falls 1y #0 = g, 72 € I :a =1192 + 12, T2 =0V H(ry) < H(r1),
falls ro #0 = Jg3,rs € [ :ry =ragzs + 13, 13 =0V H(r3) < H(rq),

allgemein:
falls r; 75 0= Hqurl, Ti+1 € I:r; 1= TiGi+1 + Tit1, Tig1 =0V H(’l“prl) < H(’l“z)
(Dabei ist a = 79 und b = r_; zu setzen.)

89



Nach endlich vielen Schritten (wegen H(a) = H(ro) > H(r1) > H(r2) > ...) erhélt man
ein k mit 7, = 0 und rp_1 # 0. Wir zeigen nun: r,_1; = ggT(a,b). Wir haben:

Th—2 = Thp—1qk + 0 = Th_1|T%—2,
Th—3 = Th—2Qk—1 + Th—1 = Th—1|Tk—3,
Th—d = Th—3Qk—2 + Th—2 = Th—1|Tk—4a,

T =T2q3 + 13 = TK_1|T1,
a=riqa+ 12 = 110,
b=aq +11 = rp_1|b,

also gilt rp_1]a A rp_1]b. Gilt umgekehrt ¢|a A t|b, dann folgt analog: t|ry, t|ra, t|rs, ...,
t|’l"k;_1.
Wir haben fiir Hauptidealringe gezeigt: ggT(a,b) = ax + by mit x,y € I. In Euklidischen

Ringen kann man x,y berechnen:

ggT(a, b) =Tkp—1 = T3+ Tk—2(—Qk—1) =Tk-3+ (Tk—4 - Tk—st:—Q)(—Qk—l) =

= ha (—qr—1) +re—3 (1 + qr_2qr—1) = ... = ax + by.
—— ~———————
el el
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Kapitel 6

Korpertheorie

6.1 QuotientenksOrper eines Integrititsbereiches

6.1.A Quotientenhalbgruppe

Sei M = (M, -, 1) ein kommutatives Monoid, dann heiit ein Element a € M Fkirzbar (re-
gulir) <& Vr,y € M : ax = ay = x = y. R(ON) sei die Menge aller kiirzbaren Elemente von
M. Wegen 1 € R(IM) ist R(IMN) # 0.

In vielen wichtigen Fillen ist R(9) = M.

6.1.1 Beispiele. 1) 9t = (Ny, +,0).
2) M = (2\{0},-,1).
3) M = (I\{0},-,1), I Integrititsbereich.

Sei S := M x R(M) = {(a,b) |a€ M, b€ R(OM)} und ~ auf S definiert durch
(a,b) ~ (¢c,d) :& ad =be, a,c€ M, b,d € R(IM).

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf S (reflexiv, symmetrisch: klar; transitiv: (a,b) ~
(c,d) ~ (e, f) = ad=bcAcf =ed = adf =bef =bed = af =be = (a,b) ~ (e, f)).

Wir setzen S/~ =: 51, [(a,b)]~ =: ¢, a € M, b€ R(IM), und definieren

a ¢ _ac ac_g

b'd bd  bd
Die Operation - (auf S7) ist wohldefiniert, denn: 1) bd € R(9), da b,d € R(M), 2) (a,b) ~
(a1,b1) A (¢,d) ~ (c1,d1) = (ac,bd) ~ (aic1,b1dr) (Ubung). Weiters sei 1 := }. Damit ist

(S1,-,1) ein kommutatives Monoid.

Die Abbildung

ar— 2

{M—>Sl
1

ist ein injektiver Homomorphismus (d. h., ein Monomorphismus) von 9t in (51, -, 1). Nach
dem Prinzip der isomorphen Einbettung erhalten wir damit ein kommutatives Monoid ¥ =

(T,-,1) = (51, 1), sodass 9 Unteralgebra von ¥ ist. T heifit Quotientenhalbgruppe von M
und hat folgende Eigenschaften (Ubung):

a) Jedes a € R(M) ist in T invertierbar und hat das Inverse a1 =

Q=
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b) E(%) = R(T) ={§ | a,bc R(M)}, und fiir a,b € R(M) gilt: (%)71 = 2. Dabei ist —
analog zu Abschnitt 5.1 — E(%) definiert als die Menge der invertierbaren Elemente
des Monoids ¥. (Einheitengruppe von ¥)

Fiir a € M setzen wir dabei a =: { =: % mit e € R(9M) beliebig.
Es gilt nach a):
T={ab"'|ac M, bec RO}

6.1.B Quotientenring, Quotientenkorper

Sei (R, +,0,—,+,1) ein kommutativer Ring mit Einselement 1 # 0. Ein Element a € R heifit
ein Nullteiler von R :< 3b € R\ {0} : ab = 0. Dann ist 9 := (R, -, 1) ein kommutatives
Monoid, und es gilt

R(OM) = {a € R | a ist kein Nullteiler von R}.

Mit der Bezeichnung von oben haben wir also S1 = {§ | a,b € R, b kein Nullteiler} und
definieren auf S folgende weiteren Operationen:

&4 &i=adtbe g b ¢ d e R, b,d keine Nullteiler,

(=] &l

0:=

9

=" a,b € R, b kein Nullteiler.

SallS]

Man kann zeigen, dass auch diese Operationen wohldefiniert sind (Ubung).

Die Abbildung

R— S

a g
ist ein Monomorphismus von (R,+,0,—,-,1) in (S1,+,0,—,-,1), und S; ist wieder ein
kommutativer Ring mit Einselement. Nach dem Prinzip der isomorphen Einbettung erhalten
wir damit einen kommutativen Ring mit Einselement (7', +,0, —,-, 1) = (S1,+,0,—,-,1) mit

folgenden Eigenschaften:
a) (R,+,0,—,-,1) ist Unteralgebra von (T, +,0,—, -, 1).

b) Jedes a € R, welches kein Nullteiler ist, ist in 7" invertierbar und hat das Inverse

-1 _1
a =

¢) T=1{ab~!|a,b € R,b kein Nullteiler}.
d) In (T, 1) sind genau die Elemente { invertierbar, bei denen a, b beide keine Nullteiler

sind, und es gilt (%)_1 =2b

o
Spezialfall: Ist R ein Integritdtsbereich, dann ist (7', 4,0, —,, 1) ein Koérper, genannt der

Quotientenkorper von R.

6.1.2 Beispiele. 1) Die Quotientenhalbgruppe von (Ny, 4, 0) ist isomorph zu (Z, +,0).
2) Der Quotientenkérper von (Z, +,0, —, -, 1) ist isomorph zu (Q,+,0,—,-,1).
3) Ist K ein Korper, so ist der Quotientenkorper von K gleich K.
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4) Der Quotientenkérper von K[z1,...,x,]| (K Koérper) heiit Korper der rationalen Funk-
tionen in x1,...,x, tber K und wird mit K(x1,...,x,) bezeichnet. Es gilt

(X1, 2p)

p
K(z1,...,2,) = qeKlzy,... z, ,
(xlv y L ) {q(xl’”"'xn) ’p S [1’1 x ] Q#O}

insbesondere

K(z) = {{;Ej;’; | pg€ Kz, g #0}.

Der folgenden Satz zeigt, dass die Konstruktion des Quotientenkorpers kanonisch ist.

6.1.3 Satz. Sei R Integrititsbereich, K sein Quotientenkorper. Sei L ein beliebiger Korper,
der R als Unterring enthdlt. Dann gibt es genau einen (Ring)Homomorphismus f : K — L
mit fIR =1id. Wenn L = (R) (das soll heiffen: kein echter Unterkérper von L enthdilt R),
dann ist f ein Isomorphismus.

Beweis. Jeder Ringhomomorphismus von Koérpern (der nicht konstant 0 ist), ist mit der
Inversenbildung vertréglich. Daher muss

ry_ f(r)

Vre RVse R\ {0} f(-) ="+

0 1) = 5
gelten, daher gibt es hochstens ein solches f. Man rechnet leicht nach, dass das so definierte
f wohldefiniert und Homomorphismus ist. O

Spéter werden wir die folgende Variante dieses Satzes brauchen:

6.1.4 Satz. Sei R Integritdtsbereich, K sein Quotientenkorper, und sei f : R — R ein
Isomorphismus. Sei L ein beliebiger Kérper, der R als Unterring enthdilt. Dann gibt es
genau einen (Ring)Homomorphismus f : K — L mit f[R = f.
Wiederum gilt: Wenn L = (R), dann ist f ein Isomorphismus.

6.2 Primkorper

6.2.1 Definition. Ein Korper (K, +,0, —, -, 1) heiit Primkérper, wenn er nur sich selbst
als Unterkorper besitzt.

6.2.2 Satz. Jeder beliebige Kdrper besitzt stets genau einen Unterkdrper, welcher Primkérper
15t.

Beweis. Sei L beliebiger Korper und K := (\{M C L | M ist Unterkérper von L}, d. h., K
ist der kleinste Unterkorper von L. Offensichtlich ist K Primkorper. Sind Ky, Ko C L zwei
Primkorper, so ist K1 N Ko Unterkérper von Ky und von K und daher K1 = K1 N Ky =
K. O

6.2.3 Lemma. Sei (R,+,0,—,-,1) ein Ring mit Einselement. Dann wird durch

n mal
1+1+4---+1, n >0,
p:7Z — R, n—mn-1:=¢ 0, n =0,
(=) +(=1)+---+(-1), n<O,
|n\Tnal

ein Homomorphismus von (Z,4+,-) nach (R,+,-) definiert.
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Beweis. ¢(n+m) = (n+m)-1 =n-1+m-1 = ¢(n)+p(m) (vgl. Potenzrechnung in Gruppen,
Abschnitt 1.3); fiir n,m > 01ist p(nm) = (nm) -1 =1+---+1 =1-1+---4+1-1 =

nm mal nm mal

I+---+D)Q+---4+1) = (n-1)(m-1) = p(n)p(m), alle anderen Fille werden analog

n mal m mal

gezeigt. O

6.2.4 Folgerung. {n-1 | n € Z} ist ein kommutativer Unterring von R mit demselben
Finselement 1, ndmlich der von 1 erzeugte Unterring.

6.2.5 Definition. Sei (R, +,0, —,-, 1) ein Ring mit Einselement. Dann ist die Charakteristik
von R (in Zeichen: char R) definiert durch

{n-1|n € Z}|, falls diese Méachtigkeit endlich ist,

char It := { 0 sonst.

Sei o(1) die Ordnung von 1 in der abelschen Gruppe (R, +) (siehe Abschnitt 1.3), dann gilt:

[ o(1), fallso(1l) €N,
char [t = { 0, falls o(1) = oo.

6.2.6 Beispiele. 1) Fiir den Restklassenring (Z,,, +,0, —, -, 1) gilt charZ,, = n (n € Np).
2) char Z = char Q = char R = char C = 0.

6.2.7 Lemma. Sei (R,+,0,—,-,1) ein Ring mit Finselement. Dann gilt:

a) Vn€Z: (n-le@charRm<:>n€(charR)<IZ>.

b) Vae R: (charR~a =0, d h., o(a)\charR).

c) {n-1|ne€Z}=Zy, wobeim := char R.

Beweis. a) Folgt aus Abschnitt 1.3.
b) Sei m = char R. Fiir m = 0 ist die Aussage trivial. Fiir m > 0 gilt: m-a=a+---+a =
—_——

m mal

~ —_———

m mal m mal
¢) Wir betrachten den Homomorphismus ¢ : Z — R, n — n-1. Aus dem Homomorphiesatz

folgt ©(Z) ={n-1|n € Z} = Z/kerp und kerp = {n € Z | p(n) = 0} 2l (char R). Setzen
wir m = char R, so ist also ¢(Z) 2 Z/(m) = Zp,. O

6.2.8 Lemma. 1) Ist R Integrititsbereich, dann ist auch {n-1|n € Z} und damit Z, mit
m = char R Integrititsbereich, und es gilt m = 0 oder m € P (d. h. m ist Primzahl).
2) Ist R Integrititsbereich und char R € P, dann ist {n-1|n € Z} ein Kdorper.

Beweis. Nach Abschnitt 5.3 gilt: Z,, = Z/(m) Integritéitsbereich < m = 0 oder m € P; Z,,
Korper & m € P. ]

6.2.9 Satz. Sei (K,+,0,—,-,1) ein Kdorper mit char K € P. Dann ist {n-1|n € Z} der
Primkorper von K. In diesem Fall gilt also: Der Primkérper von K ist isomorph zu Z,, mit
m = char K.
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Beweis. Folgt unmittelbar aus dem letzten Lemma. O

6.2.10 Satz. Sei (K,+,0,—,-,1) ein Kérper mit char K = 0. Dann ist {2 |n € Z, m €
Z\{0}} der kleinste Unterkirper und damit der Primkorper von K. Dieser Primkdrper ist

isomorph zu Q. Dabei haben wir L := (n-1)(m - 1)~ gesetzt.

Beweis. Sei L ein Unterkorper von K. Dann gilt: 1 € L=Vn € Z:n-1€ L = Vn,m €
Z, m#0: 2L e L = P:={2L |neZ, meZ\{O}}CL

Wir zeigen nun, dass die Abblldung pw:Q—- P, 2 — ”—'11, wohldefiniert und ein Isomor-
phismus ist:

¢ ist wohldefiniert und bijektiv: 21 = Z%l < (n-1)(m-1

)= (@) e (n1)(g1) =
(m-1)(p-1) < (ng) - 1= (mp) -1 ng=mp < =L

¢ ist ein Homomorphismus: ¢(Z - 2) = ¢(72) = (<;3;>)'_11 = ((:1'.13)((1;'_11)) = % -
¢(15)¢(L); analog folgt ¢(7: + 2) = o(7+) + ¢(). O

6.2.11 Folgerung. Bis auf Isomorphie sind alle Primkorper gegeben durch Z, (p € P)
und Q.

6.2.12 Schreibweise. Statt n -1 schreiben wir meistens nur n. Der Kontext! entscheidet,
ob etwa mit ,,3“ die natiirliche Zahl 3 gemeint ist, oder das Ringelement 1 + 1 + 1. Man
beachte, dass die natiirliche Zahl 3 verschieden von der Zahl 0 ist, aber das Ringelement
1+ 1+ 1 durchaus gleich dem neutralen Element 0 sein kann.

6.2.13 Satz. Sei (K,+,0,—,-,1) ein Korper mit char K = p € P. Dann gilt fir alle a,b €
K: (a+0b)P =aP + bP.

Beweis. Es gilt:
(a+b)P = ;0 (i>albp P=0P 4 ;1 <i>a’bp "+ aP.

Firi=1,...,p—1 gilt p\(f) (wegen (’.’) = %@zz“) € 7). Daher ist ( ) a'bP—t = 0 fur

2

1<i<p-1. 0
6.2.14 Folgerung. Fiir alle a,b € K und k € N gilt

(a £ b = £

6.3 Nullstellenkérper

6.3.1 Definition. Seien K, L Korper und K Unterkorper von L. Dann heifit L ein Oberkdorper
oder Frweiterungskdrper von K.

Problem.

Gegeben: K Korper, f(x) € K[z], f(z) # 0, grad f(z) =

Gesucht: Erweiterungskorper L von K, in dem f(z) genau n Nullstellen (gezihlt
mit ihren Vielfachheiten) besitzt, d. h., in dem gilt: f(z) = c(z—aq) -~ (z —ay)
mit «; € L. Anders ausgedriickt: f(x) zerfillt ganz in Linearfaktoren.

!Der Exponenten der Unbestimmten in einem Polynom wird immer als natiirliche Zahl interpretiert. So
ist etwa im Polynom 2z® die Zahl 2 Abkiirzung fiir 141 (,,4 ist hier die Ringaddition), wihrend die Zahl 3
tatsichlich die natiirliche Zahl 3 ist. Formal ist dieses Polynom ja eine Potenzreihe 04+-0z+0x? 422340z +- - - |
also ganz formal die Folge (0,0,0,1+ 1,0, ...); die Zahl 3 kommt hier nur als Index des Elements 1+ 1 vor.
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Ein solcher Korper L heifit ein Nullstellenkdrper von f(x) beziiglich K.
Sei L so ein Nullstellenkérper von f(x) beziiglich K. Dann ist

K(ay,...,ap) = ﬂ{MgL | M Unterkorper von L, K C M, aq,...,an, € M}

der kleinste Unterkorper von L, der K und ay,...,q, enthélt. K(ai,...,a,) heifit ein
Zerfillungskdorper von f(x) beziiglich K.

Es gilt: Ist M Unterkorper von L und K € M C K(aq,...,qp), so ist entweder M =
K(aq,...,ap), oder M ist — da f(z) in L genau die Nullstellen ai,...,a, besitzt —
kein Nullstellenkérper von f(z) beziiglich K. Die Zerfillungskorper sind somit genau die
minimalen Nullstellenkorper.

6.3.2 Satz (von Kronecker). Zu jedem f(x) € Klz], f(x) # 0, gibt es einen Nullstel-
lenkérper, also auch einen Zerfillungskorper von f(x) beziglich K.

Den Beweis dieses Satzes fithren wir in 4 Schritten (Lemma 6.3.3-6.3.7) durch:

6.3.3 Lemma. Sei p(x) € K[z], p(x) irreduzibel, grad p(x) =k, I := (p(x)) = {p(x)q(x) |
q(z) € K[z]}, dann ist der Restklassenring K[xz]/I ein Korper, und es gilt:

Kz]/T = {bo+bix+-- +bp_12" " +1|b; € K} =
={g(z)+1I|g(x)=0Vgradg(z) < k}.

Weiters gilt: g1(x) + I = gao(x) + I mit g;(x) =0V grad g;(x) < k = g1(x) = ga2(x).

Beweis. Wir wissen aus Folgerung 5.3.10, dass K[x]/I ein Korper ist.

hz)+ 1 € K[z]/I = h(z) = q(x)p(x) + r(z) mit r(z) = 0V gradr(z) < gradp(z) = k
= h(z) + 1 =r(x)+ 1. Ist gi(z) + I = go(x) + I mit g;(x) = 0V grad g;(x) < k, so gilt
g1(x) — g2(x) € I und damit g1 (z) = go(x). O

6.3.4 Lemma. Sei p(z) € K[z], p(z) irreduzibel mit k := grad (p) > 1. Dann gibt es einen
Erweiterungskérper L O K, sodass ein o € L mit p(a) = 0 existiert.

Beweis. Sei y eine neue Variable. Wegen Lemma 6.3.3 ist K[y]/(p(y)) Kérper, und die Ab-
bildung ¢ : K — Kly|/(p(y)), a — a + (p(y)) ist ein injektiver Homomorphismus. Nach
dem Prinzip der isomorphen Einbettung identifizieren wir K mit seinem Bild ¢(K) C
K[y]/(p(y)), somit ist L := (K[y]/(p(y)) ein Oberkorper von K.

Sei k := grad p(z).

Fall 1: Sei k = 1. Dann gilt L = K, und in K gibt es schon eine Nullstelle von p(x).

Fall 2: Sei k > 1 und (p(y)) =: I. Dann ist o := y+ I Nullstelle des Polynoms p(z) € K[z] C
L[z], denn:

Sei p(x) = ag+arz+- - -+apx®. In K[y)/I gilt: p(y+1) = (ag+1)+(ar+1)(y+I1)+- -+ (ap+
D(y+D)* = ap+ary+---+apy*+1 = p(y)+1 = I, also p(a) = ag+aja+---+arak =0. O

6.3.5 Anmerkung. Nach Lemma 6.3.3 ist L = {bg + bja + - - + bp_1a*"1 | b; € K}.

6.3.6 Lemma. Zu jedem f(x) € Klz], f(z) # 0, grad f(x) = n € N, gibt es einen
Oberkérper L O K, sodass ein o € L mit f(a) = 0 existiert.

Beweis. Sei f(x) = p(x)q(x), wobei p(x) irreduzibel ist. Nach Lemma 6.3.4 gibt es dann
einen Oberkorper L von K, sodass ein o € L mit p(a) = 0 existiert. Fiir dieses « gilt dann
auch f(a) = p(a)q(a) = 0. O
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6.3.7 Lemma. Zu jedem f(z) € Klz|, f(z) # 0, grad f(z) = n € N, gibt es einen
Oberkorper L O K, sodass in Llx] gilt: f(x) = c(x — aq) -+ (x — ayp) mit aq,...,ap € L.

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 kann L = K gewé&hlt werden.

Sei grad f(z) = n+ 1. Nach Lemma 6.3.6 gibt es L* O K und o € L* mit f(«) = 0. In L*[z]
gilt daher f(z) = (z — «) fi(x) mit grad fi(x) = n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
L D L*, sodass in L[z] gilt: fi(z) =c(x —a1) -+ (x — o) mit aq,...,a, € L. Dann gilt in
L[z] auch f(z) = (z — a)fi(z) = c(z —a)(x —a1) -+ (& — ap). O

Der Begriff des Zerfallungskorpers kann auf beliebige Mengen von Polynomen verallgemei-
nert werden:

6.3.8 Definition. Seien K < L Koérper, P C K|x] eine Menge von Polynomen. L heifit
,Nullstellenkorper® fiir P (iiber K), wenn jedes Polynom p(z) € P im Ring L[z] in Line-
arfaktoren zerfillt. L heifit |, Zerfdallungskorper® fiir P iiber K, wenn L minimaler Nullstel-
lenkorper ist, d.h., wenn L Nullstellenkorper ist aber wenn es keinen echten Unterkorper
von L gibt, der Nullstellenkorper ist.

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an:

6.3.9 Satz. Sei K Korper, P C K|[z]. Dann gibt es einen Zerfillungskérper L von P, und
L st 1m Wesentlichen eindeutig.

(Genauer: Wenn Ly, Ly Zerfillungskérper fir P diber K sind, dann gibt es einen Isomor-
phismus f: Ly — Lo mit f | K =id.)

Fiir den Beweis verwendet man den Satz von Kronecker und das Zornsche Lemma (oder
eine Wohlordnung von K{z]).

6.4 Erweiterungskorper

Ist L Oberkorper von K, dann ist L auch Vektorraum iiber K mit den Operationen

a+b...Summe in L (a,b € L),
Aa ...Produktin L (a € L, X € K).

Es existiert daher eine Vektorraumbasis von L iiber K. Diese bestimmt die Dimension
dimg L =: [L : K], den so genannten Grad der Kérpererweiterung L von K. Ist [L : K] < oo,
so heiflt L eine endliche Erweiterung von K.

6.4.1 Anmerkungen. 1) [L: K]=1< L=K.
2) In Lemma 6.3.4 gilt L = {bg + bja+ -+ + bp_1a*"1 | b; € K}, und {1,0q,...,a* "1} ist
eine Basis von L iiber K. Also gilt [L: K| = k.

3) Wenn K < E < L, dann ist [L : K| < [L : E], weil jedes Erzeugendensystem des K-
Vektorraums L auch den E-Vektorraum L erzeugt. Uberdies ist [E : K] < [L : K|, weil E
Untervektoraum des K-Vektorraums L ist.

6.4.2 Satz (Gradsatz). Ist L Oberkirper von K, E Oberkorper von L und [E : K| < oo,
so gilt:
[E:K|=[F:L]-[L:K]

Beweis. Ubungsbeispiel. (Man zeigt: Ist {ay,...,a,} eine Basis des Vektorraumes L iiber
K und {b1,...,b,} eine Basis des Vektorraumes FE iiber L, so ist {a;b; [i=1,...,m, j =
1,...,n} eine Basis des Vektorraumes FE iiber K.) O
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6.4.3 Definition. Seien K < L Korper, und sei o € L. Sei ¢, : K — L der in 4.2.1,
4.2.2 definierte Einsetzungshomomorphismus, der jedem Polynom ag+ a1z + - - -+ a,z" das
Korperelement ag 4+ a1+ - - - + apa™ zuordnet. Die Wertemenge von ¢, bezeichnen wir mit

Kla].

Offenbar ist K[a] der kleinste Unterring von L, der K U {a} enthilt.

Aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe wissen wir, dass der Kern des Einsetzungshomomor-
phismus ein Ideal von Klz| ist, und dass K|o] = K[z]/ ker(pq). Wir untersuchen also den
Kern von ¢,:

6.4.4 Definition. Sei L Oberkoérper von K und o € L.
e « heiit algebraisch iiber K :< 3f(x) € K[z]\ {0} : f(a) = 0.
e « heiit transzendent iiber K & Af(x) € K[z]\ {0} : f(a) = 0.

Mit anderen Worten: « ist transzendent iiber K, wenn ker(¢,) = {0}, und algebraisch,
wenn ker(pq) # {0}.

6.4.5 Beispiele. 1) v/2 ist algebraisch iiber Q (f(z) = 22 — 2, L = R).
2) V/3 ist algebraisch iiber Q (f(z) = 23 — 3, L = R).

3) i ist algebraisch iiber R (f(z) = 2%+ 1, L =C).

4) e, 7 sind transzendent iiber Q (ohne Beweis).

6.4.6 Definition. Ist L Oberkorper von K und S C L, so definieren wir den Erweite-
rungskorper K (S) von K durch

K(S):= ﬂ{E C L | E ist Unterkorper von L, der K U S enthélt}.

Ist S = {ui,...,u,} endlich, so schreiben wir K(S) =: K(u1,...,u,). Ist insbesondere
S = {a} einelementig, so schreiben wir K(S) =: K(«) (,einfache Erweiterung von K“).

6.4.7 Definition. Sei K Korper. Den Quotientenkérper des Polynomrings K [z] bezeichnen
wir mit K (x).

6.4.8 Anmerkung. Wir verwenden die Schreibweise K (-) fiir zwei scheinbar verschiedene
Operationen. Tatséchlich ergibt sich aber, dass die zweite ein Speziallfall der ersten ist:

Schreiben wir nédmlich K(«) (wenn o € L > K) fiir den kleinsten Unterkérper
von L, der K U {a} enthilt, und K(z) fiir den Quotientenkorper von K|x];
jedes Element aus K(z) lisst sich als Quotient p(z)/q(x) mit p(x) € K]z,
q(z) € K[z], q¢(z) # 0 schreiben.

Offenbar enthilt K (z) den gesamten Ring K[z| und ist daher insbesondere ei-
ne Obermenge von K U {z} C K|[z]. Sei umgekehrt £ < K(x) ein beliebiger
Unterkorper, der K U {z} enthélt, dann muss E zunéchst ganz K[x] aber dann
auch ganz K(zx) enthalten.

Somit ist K (x) der kleinste Unterkérper von K (x), der K U {x} enthélt.

Daher ist die Schreibweise K (z) an Stelle von K(z) gerechtfertigt.

6.4.9 Satz (Einfache transzendente Erweiterungen). Sei K < L, a € L transzendent
tber K. Dann ist K (o) = K(x) (wobei K (x) wieder der Quotientenkérper des Polynomrings
K|x] ist). Es gibt einen (einzigen) Isomorphismus ¢ : K(x) — K(«), der auf K die Identitdt
ist, und x auf a abbildet.

Insbesondere gilt: Seien «, B beide transzendent iber K, dann ist K(«) = K((3), mit einem
Isomorphismus, der a auf B abbildet.
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Beweis. Da « transzendent iiber K ist, ist der Einsetzungshomomorphismus ¢, : K[z] —
K|a] ein Ringisomorphismus. Nach Satz 6.1.4 ldsst sich ¢, zu einem Koérperisomorphismus
¢ : K(z) — K(«a) fortsetzen. O

6.4.10 Anmerkung. Sei « transzendent tiber K. Dann ist der Korpergrad [K(«a) : K]
unendlich, denn die Potenzen o' sind linear unabhéngig iiber K.

Wenn K endlich ist, dann ist K («) abzéhlbar unendlich und hat daher abzéhlbar unendliche
Dimension iiber K. Wenn K unendlich ist, so kann in K («) eine iiber K linear unabhéngige
Menge finden, die gleichméchtig mit K ist, zum Beispiel { ~ | ¢ € K}. Daraus kann man
schlieflen, dass die Dimension von K («) iiber K genau die Kardmahtat von K ist, d.h., dass
es eine Basis des K-Vektorraumes K («) gibt, die zu K gleichméchtig ist.

Jedes Ideal in K|x] ist Hauptideal, also von der Form (p(x)) mit einem , Erzeuger* p(x) €
K|[z]. Offenbar gibt es (wenn I # {0}) genau einen normierten Erzeuger.

6.4.11 Definition. Sei « algebraisch iiber K, und sei I C K[z] der Kern des Einsetzungs-
homomorphismus, also I := {p(x) € K|z| | p(or) = 0}. Sei m(x) normierter Erzeuger von I,
dann heifit m(z) ,Minimalpolynom® von « iiber K.

6.4.12 Beispiele. 1) Fiir a € K ist £ — o Minimalpolynom von « beziiglich K.
2) 2% — 2 ist Minimalpolynom von v/2 beziiglich Q.
3) 2% — 3 ist Minimalpolynom von /3 beziiglich Q.

5) Sei a := \[(1 + ). Dann 1st a? =i, a* = —1. Das Minimalpolynom von « iiber R ist
— 2z + 1, iiber Q ist es z* + 1.

6) Das Minimalpolynom von 7 iiber Q(7?) ist 22 — 72, iiber Q() ist es  — 7, und iiber Q
hat 7 kein Minimalpolynom.

)
)
4) x? 4 1 ist Minimalpolynom von i beziiglich R.
)
2

Es gilt: [K(«) : K| = grad p(x), wobei p(z) das Minimalpolynom von « beziiglich K ist. Eine
Basis von K (a) (als Vektorraum iiber K gesehen) ist dann gegeben durch {1,c,...,a* 1}
mit k = grad p(z).

6.4.13 Lemma. Sei « algebraisch iber K, m(z) € K|z| das Minimalpolynom von « iiber K .
Dann ist m(z) in K|x] irreduzibel.

Sei umgekehrt p(z) € Klz| ein irreduzibles normiertes Polynom mit p(a)) = 0, dann muss
p(z) = m(z) sein.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz ist K[a] = K[z]/(m(x)). Da Kla] Integritétsbereich
ist, ist das Ideal (m(z)) ein Primideal, daher ist m(z) prim und irreduzibel.

Wenn p(a) = 0 ist, dann gilt m(z)|p(x). Wenn aber p irreduzibel ist, muss m(z) ~ p(x)
gelten. Da m(z) und p(z) beide normiert sind, schliefen wir m(z) = p(x). O

6.4.14 Satz (Einfache algebraische Erweiterungen). Sei K < L, « € L algebraisch iiber K.
Sei m(z) das Minimalpolynom von « iiber K, k = gradm(x). Dann gilt:

(a) Kla] ~ K[x]/I, wobei I das von m(x) erzeugte Ideal in K[x] ist. Es gibt einen Iso-
morphismus, der auf K die Identitdt ist, und der o auf die Nebenklasse x+ 1 abbildet.

(b) K(a) = Kla].

(c) Jedes Element 3 € K(«) lisst sich eindeutig in der Form 3 = ag+ajo+---+ap_joF!
mit ag, . ..,ap_1 € K darstellen.
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(d) [K(a): K] =n.
Insbesondere gilt:

(e) Wenn o, € L dasselbe Minimalpolynom m(x) iiber K haben, dann gibt es einen
Isomorphismus ¢ : K(a) — K(B) mit o(a) = 3, | K = id.

Beweis. (a) Sei ¢ : K[z] — KJa] der Einsetzungshomomorphismus, j : K[z] — K[z]/I
die kanonische Abbildung p +— p + I. Der Homomorphiesatz liefert einen Isomorphis-
mus h : Kla] — Klz]|/I mit ko ¢, = j. Insbesondere ist z + I = j(x) = k(pa(z)) =
k(). Die Abbildung j ist injektiv auf K C K|z|; wir identifizieren alle b € K mit j(b).
Dann gilt b = j(b) = k(pa(b)) = k(b).

(b) Klz]/I ist ein Korper wegen 6.3.3. Wegen (a) ist also auch K[a] ein Korper. Also
Klo] = K(a).

(c) Siehe 6.3.3.

(d) Aus (c) folgt, dass 1,a,...,a" ! eine Basis von des K-Vektorraums K|a] ist.
O

6.4.15 Satz. Sei K < L, und seien ay,...,an, 8 € L. Wenn «q, ..., a, algebraisch iiber
K sind, und [ algebraisch iber K(aq,...,ap), dann ist 3 algebraisch iiber K.

Beweis. Die Erweiterungsgrade
[K(at,...,an,0) K(ai,...,an)], [K(ag,...,0n)  K(ag,...yom—1)], ...y [K(aq) @ K]

sind alle endlich. Durch wiederholte Anwendung des Gradsatzes schlielen wir, dass der K-
Vektorraum K (o, ..., an, ) und sein Unterraum K () endliche Dimension haben. Wenn
nun [K(f3) : K] = n ist, dann sind {1, 3,..., 3"} iiber K linear abh#ngig, und wir erhalten
ein Polynom p(z) € K[z]\ {0} mit Nullstelle 5. O

6.4.16 Lemma. Sei K ein Kéorper mit char K = 0 und f(x) € K|x] irreduzibel, L ein Er-
weiterungskorper von K und o Nullstelle von f(x) in L, dann ist a eine einfache Nullstelle.

Beweis. Wire a eine mehrfache Nullstelle, so wire o auch Nullstelle von f/(x) (siehe Ubun-
gen), also wére in L[]
grad ggT(f (), f'(w)) = 1.

Nun ist aber — nach dem Euklidischen Algorithmus — der ggT von f(z) und f/(z) in
K|z] derselbe wie in L[z]. Da f(z) in K|[z] irreduzibel ist, muss daher ggT(f(z), f'(x)) =
f(z) gelten. Also muss f/'(z) = 0 sein (sonst wire ja grad f'(z) > grad f(x)). Ist f(z) =

S paixt, so gilt f'(z) = DI da;z'TL, also muss ia; = 0 sein fiir i = 1,...,n. Wegen
char K = 0 folgt daraus a; =0 fir i = 1,...,n, also f(z) = ap, Widerspruch! O

6.4.17 Satz (Satz vom primitiven Element). Ist L Oberkérper von K mit char K = 0 (also
auch char L = 0), und sind uy, . ..,u, € L alle algebraisch iber K, so gibt es ein o € L mit
K(uy,...,uy) = K(a).

Beweis. Induktion nach r. Fiir r = 1 ist die Aussage trivial.

Annahme: Die Aussage stimmt fiir r — 1 (r > 1). Wir haben dann: K(ug,...,u,) =
K(up,...,ur—1)(ur) = K(a)(ur) = K (v, B) fiir ein geeignetes a € L und fiir § = u,. Wegen
[K (o, ) : K] < oo sind «, 3 algebraisch iiber K. Wir zeigen: 3§ € L mit K(«a, ) = K(9).
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Seien f(z) bzw. g(z) die Minimalpolynome von « bzw. 3. Wir betrachten einen Erwei-
terungskorper M von K, der zugleich Nullstellenkérper von f(z) und g(x) ist, d. h.,
Jog, ..y, By, e €M mit f(z) = (r—a1) - (x—as) und g(x) = (x— (1) -+ (x = ).
Dabei sei 0. B. d. A.: a1 = @ und 5, = . Nach dem vorhergehenden Lemma ist 3 # G
fir k = 2,...,t, daher hat die Gleichung «; + 8, = «a + z0 fiir jedes i = 1,...,s und
k = 2,...,t hochstens eine Losung in K. Da K unendlich ist (wegen char K = 0), haben
wir also fiir fast alle ¢ € K (d. h. fiir alle ¢ € K bis auf endlich viele) a; + ¢ # a + ¢f fiir
allei=1,...,sund k =2,...,¢t. Wir wihlen ein solches ¢, halten es fest und behaupten

K(a,p) = K(6) mit § := o+ ¢f.

Trivialerweise ist K (0) C K(«, 3). Fiir die umgekehrte Inklusion geniigt es zu zeigen, dass
o, 3 € K(§). Dazu betrachten wir das Polynom f(z) := f(§ — cz) € K(8)[x]. Es ist dann
f(B)=f(0—¢cB) = fla) =0, aber fiir k =2,...,¢t gilt: f(Br) = f(0 —cB) = fla+cB—
cBk) # 0, da ja a4 cf — ¢l # a; fiir i = 1,...,s nach Wahl von ¢. Also haben g(z) und
f(x) genau die eine Nullstelle 3 gemeinsam. Daher ist in K (d)[z]: ggT(g(z), f(z)) = = — 3,
insbesondere also § € K(§) und somit auch o = § — ¢f8 € K(9). O

6.5 Zerfallungskorper

Geméf Abschnitt 6.3 ist ein minimaler Nullstellenkérper von f(z) € K|z| mit f(x) # 0 ein
Zerféllungskorper von f(x) beziiglich K.

Die Existenz wurde bereits in Abschnitt 6.3 gezeigt: Ist L Nullstellenkoérper von f(z)
beziiglich K, dann gilt f(z) = c¢(z — 1) - (z — ap,) mit ¢ € K, aq,...,a, € L, und
K(ai,...,ay) ist ein Zerfallungskorper von f(x) beziiglich K.

6.5.1 Definition. Sei K; = Ky (K1, Ky Korper), ¢ : K1 — Ks Isomorphismus und L;
Erweiterungskorper von K, ¢ = 1,2. Dann heiflen Ly, Lo dquivalent beziiglich ¢ :< Es gibt
einen Isomorphismus ¢ : L1 — Ly mit @[ K71 = ¢.

Spezialfall: K1 = Ko = K, ¢ = idg. In diesem Fall sind L;, Lo Aquivalent beziiglich
¢ < es gibt einen Isomorphismus ¢ : L1 — Lo mit ¢ (a) = a fiir alle a« € K. Solche
Erweiterungskorper Ly, Lo heiflen dquivalent beziiglich K.

6.5.2 Anmerkung. ,dquivalent beziiglich K“ ist eine Aquivalenzrelation.

6.5.3 Lemma. Sind R,S kommutative Ringe mit Finselement und ist ¢ : R — S Ho-
momorphismus, so gibt es genau einen Homomorphismus von R[x] — S[z], der ¢ fortsetzt
und x auf x abbildet. Wir bezeichnen diesen Homomorphismus mit @[, und nennen p,) die
Lnatirliche Fortsetzung® von .

Ist ¢ Isomorphismus, so auch ).

Beweis. ¢, ist gegeben durch die Zuordnung
f(x) = a0+ a1z + -+ +ana”™ — @(ag) + ar)z + - + (an)z".
Die angegebenen Eigenschaften von ¢, rechnet man leicht nach. O

6.5.4 Satz. Sei Z ein Zerfillungskorper von f(x) € K[x] beziglich K und Z1 dquivalent
zu Z beziiglich K. Dann ist auch Zy ein Zerfillungskorper von f(x) € Klx| beziglich K.
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Beweis. In Z[x] gilt: f(z) = ¢z — a))® - (z — )" mit ¢ € K, a1,...,0, € Z. Sei
¢ : Z — Zy ein Isomorphismus mit ¢(a) = a fiir alle a € K und ¢y, : Z[z] — Z1]7]
die Fortsetzung von ¢ nach obigem Lemma. Dann ist ;) Isomorphismus und ¢, (f(z)) =
c(z—plar))F - (x—p(a))f = f(z), daja ¢[2) [ K [z] = id. Somit ist Z; Nullstellenkérper.

Ist U Unterkérper von Z; mit U 2 KU{p(a1), ..., p(a,)}, soist o H(U) D KU{aq, ..., a,},
¢ Y(U) C Z und ¢~ Y(U) Unterkorper von Z. Wegen Z = K(aq,...,qa,) ist Z = ¢~ 1(U)
und damit Z; = U. ]

Wir wollen nun zeigen (siehe 6.5.11), dass je zwei Zerfillungskorper Z7, Zs desselben Poly-
noms (oder derselben Menge von Polynomen) in K[z]| dquivalent beziiglich K sind.
Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von 6.4.14(e):

6.5.5 Lemma. Sei ¢ : K — K Isomorphismus. Sei o algebraisch iiber K mit Minimal-
polynom m(z), und sei & algebraisch iber K mit Minimalpolynom m(z), wobei m(z) =
Pz (m(x)) (vergleiche 6.5.3). Wenn @iy (m(x)) = m(x), dann gibt es einen Isomorphismus
¢: K(a) 2 K(a), der ¢ fortsetzt und ¢(a) = & erfillt.

Beweis. Nach 6.4.14 wissen wir, dass es einen Isomorphismus ¢ : K («) — K[z]/I gibt (wobei
I das von m(x) erzeugte Ideal in K|[x] ist), der K fest ldsst und « auf die Nebenklasse x + I
abbildet.

Ebenso gibt es einen Isomorphismus i : K(&) — K[z]/I, wobei I das von m(z) erzeugte
Ideal in K[z] ist, und i(&) = = + I.

Der Isomorphismus ¢y, bildet K[r] auf K*[z] und I auf I* ab (wobei pp,(x) = = gilt) und
vermittelt daher einen Isomorphismus von K[z]/I nach K[z]/I.

Insgesamt erhalten wir die folgenden Kette von Isomorphismen:

K(a) -5 K1 22 kel 5 k@),

wobei der erste und der dritte Isomorphismus die Identitdt auf K bzw K induzieren, und
der mittlere Isomorphismus den Isomorphismus ¢ fortsetzt. ]

6.5.6 Lemma. Sei p: K — K ein Korperisomorphismus; seien E, E Kérper mit K < E,
K < E. Seip(z) € K[z], a € E, p(a)) = 0. Mit p(z) bezeichnen wir das Bild von p(z) unter
der natiirlichen Fortsetzung von ¢ : K — K zu Pla) - Klz] — Klz].

Wenn p(x) in E in Linearfaktoren zerfillt, dann gibt es ein & € E, sodass sich Y zu einem
Isomorphismus @ : K(a) — K(&) fortsetzen lisst.

Beweis. Sei p(z) = pi(x) - p2(z) - - - Produkt von irreduziblen Faktoren p;(z) € K[x], dann
ist a Nullstelle eines Faktors, sagen wir p1 (o) = 0. Sei p; := |, (pi), dann sind die Polynome
pi(z) € K[z] irreduzibel (siehe Lemma 6.5.3), und es gilt (z) = p1(z) - pa(z) - - -.

Da F Nullstellenkérper von §(z) ist, zerfillt 1 (z) in E in Linearfaktoren. Sei nun & € E eine
beliebige Nullstelle des irreduziblen Polynoms p;(x). Dann kénnen wir nach Lemma 6.5.5
einen Isomorphismus @ : K (o) — K(&) mit @(a) = & finden, der ¢ fortsetzt. O

6.5.7 Lemma. Seien K < E, K < E Korper, p: K — f( ein Isomorphismus. Sei
p(z) € K], p(x) := ¢ (p(x)) das entsprechende Polynom in K|x]. Dann gilt:

(a) Wenn E ein Zerfillungskérper von p(z) iber K ist, und E ein Nullstellenkdrper von
p(x), dann ldsst sich ¢ zu einem Monomorphismus ¢ : E — E fortsetzen.

(b) Wenn iiberdies E Zerfillungskorper von p(z) iber K ist, dann ist @ ein Isomorphismus
zwischen E und E.
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Beweis von (a). Seien a, ..., a, die Nullstellen von p(z) in E, dann ist £ = K (a1, ..., ap).
Wir werden Elemente a1, . . ., &, € E sowie eine aufsteigende Kette ¢ = ¢g C @1 C -+ C oy,
finden, sodass ¢y : K(ai,...,01) — K(a1,...,a) ein Isomorphismus mit ¢p(a;) = &
fir 1 <4 < k ist. Die Abbildung ¢,, ist dann der gewiinschte Monomorphismus @, der
E=K(a,...,an) auf K(ay,...,a,) C E abbildet.

© = (o ist bereits gegeben. Wenn wir ¢y, bereits kennen, kénnen wir das vorige Lemma auf
das Polynom p(z) mit der Nullstelle a11 (und den Koérper K(ay,...,ax)) anwenden und
erhalten ay1 und g 1.

Beweis von (b). Dap(x) in E bereits in Linearfaktoren zerfillt, zerféllt auch p(z) in ¢(E)
E in Linearfaktoren. Daher ist ¢(E) bereits Nullstellenkorper fiir p(x), also muss ¢(E) =
sein.

O &N O

6.5.8 Anmerkung. Im Beweis von 6.5.6 bzw. 6.5.7(a) sieht man, dass die Fortsetzung ¢
von ¢ im Allgemeinen nicht eindeutig ist, denn als Bild & = ¢(«) kann man eine beliebige
Nullstelle des irreduziblen Polynoms p;(x) wéhlen.

6.5.9 Anmerkung. Sei p(z) in K(x) irreduzibel ist, und seien «, 3, v Nullstellen von
p(z) in einem Nullstellenkorper E (wobei wir hier nicht annehmen, dass «, 3, v verschieden
sind). Es gibt einen Monomorphismus ¢ : K(a) — E mit p|K = id, p(a) = [; ¢ ist
Isomorphismus zwischen K («) und K(/3).

Nach dem bereits Bewiesenen gibt es eine Fortsetzung ¢’ : K(a,7) — E. Um eine solche
Fortsetzung zu finden, muss man p(x) in K(a)[z] in irreduzible Faktoren zerlegen; einer
dieser Faktoren hat dann die Nullstelle v, und v kann dann auf eine beliebige andere Null-
stelle dieses Faktors abgebildet werden. Uber den Grad dieses Faktors, und somit iiber die
Anzahl der moglichen Fortsetzungen, wissen wir nur, dass er kleiner als der Grad von p(x)
sein muss. Es kann durchaus der Fall eintreten, dass 7 bereits in K («) liegt, dann ist ()
bereits definiert und es muss ¢’ = ¢ gelten.

6.5.10 Lemma. Seien K < E, K < E Kérper, p: K — K ein Isomorphismus. Sei
P C K|zx| eine Menge von Polynomen, & = ¢12)(Z). Dann gilt:

Wenn E,E Zerfillungskorper von & bzw. P dber K bzw K sind, dann ldsst sich ¢ zu
etmem Isomorphismus ¢ : £ — E fortsetzen.

Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass & = {po(z), p1(x),...} abzéhlbar ist. Sei
Ky := K, und sei K, der Zerfillungskoérper von p,(z) iiber K. Mit Hilfe des vorigen
Lemmas erhalten wir eine Folge von Monomorphismen ¢, : K,, — F mit ¢ = ¢y C ¢1 C

Die Abbildung @ := ¢oUw; U- - - ist dann ein Monomorphismus von E nach E, und #hnlich
wie vorhin kénnen wir schlieBen, dass @(F) = E sein muss.
Wenn & {iberabzahlbar ist, verwenden wir eine Wohlordnung von & und konstruieren
durch transfinite Induktion eine transfinite Folge von Approximationen an ¢, deren Verei-
nigung schliellich @ ergibt.

O]

6.5.11 Folgerung. Sei & C K|z|. Seien Z; und Z, Zerfillungskorper von &2 (beziiglich
K). Dann sind Z; und Z3 beziiglich K dquivalent.

6.6 Endliche Korper (Galois-Felder)

Sei K ein endlicher Korper. Dann ist char K = p € P, und der Primkoérper P von K
ist isomorph zu Z,. Da K Vektorraum iiber dem Unterkdrper P ist, gibt es eine Basis
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{a1,...,a,} von K iiber P ([K : P] =n € N). Daher ist K = {\aj + -+ Aa, | \i € P}
und |K| = p”, da jeder Koeffizient \; auf |P| = p Arten gew#hlt werden kann.

Frage: Gegeben p € P und n € N. Gibt es einen Kérper K mit |K| = p"?

Wenn es einen solchen Kérper gibt, dann mit char K = p. Wir gehen daher von Z, aus und
betrachten das Polynom f(z) = 27" —z = x(2P" ~1 —1) € Z,[z]. Sei K ein Zerfillungskorper

von f(x) tiber Zy,. Dann hat f(z) in K genau p" Nullstellen a1, ..., a,n, welche alle einfach
sind, denn: f'(x) = p"aP" "l —1 = —1 # 0 (p"2?"~! = 0 wegen charZ,[zr] = p). Wir
behaupten nun, dass K = {aq,...,opn} =: N gilt. Dazu miissen wir nur zeigen, dass N

Unterkorper von K ist:

0,1 € N, denn f(0) = f(1) = 0.

a,f €N = flatp) = (a+B)" —(a+p) = (" —a)+ (8" —B) = f(a)+f(B) =0+0=0
= a+pfeN.

a €N = f(-a) = (—-1)P"a? — (-1)a = (-1)f(a) = (-1)0 = 0 = —a € N. (Beachte,
dass fiir p = 2 die Gleichung 1 = —1 gilt.)

a,fEN = f(af) = (ap)!" —af=a?" " —aB=aB—-aB=0= aB c N.
a€EN,a#£20= fla)=0=a” =a= () '=al= (a )V =al= fla ) =0
= aleN.

Sind K1, K3 endliche Kérper mit |K1| = |Ka| = p" (p € P, n € N) und Py, P» die Primkoérper
von Kl,KQ, SO gﬂt! P1 = P2 = Zp.

Wir zeigen nun, dass K; Zerfillungskorper von f(z) = 2P" — 2z € Pj[z] iiber P;, i = 1,2 ist:
Es gilt |K; \ {0}] = p” — 1 und (K \ {0},-) ist eine Gruppe. Sei a € K; \ {0}. Dann ist
a?"~! =1 und damit o?" — a = f(a) = 0, wobei letzteres auch fiir = 0 gilt. Somit sind

die Elemente von Kj genau die p™ Nullstellen von f(x). Die Aussage fiir Ky folgt analog.
Wegen der Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers (Lemma 6.5.7) gilt dann K; = Ko.

6.6.1 Satz. Die Ordnung jedes endlichen Korpers ist eine Primzahlpotenz p" (p € P,
n € N). Umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz p™ bis auf Isomorphie genau einen
Korper K mit |[K| = p™. []

Schreibweise fiir K mit |K| = p™: K = GF(p") (Galois-Feld).
6.6.2 Satz. Ist K endlicher Kérper, so ist die Gruppe (K \ {0},-) zyklisch.

Beweis. Seia € K\ {0} mit maximaler Ordnung r. Zu zeigen: r = p" — 1 (wobei |K| = p™).
Sei b € K \ {0} beliebig, o(b) = s. Wir betrachten die Primfaktorzerlegungen von r und s:

r=pitpit, s :pfl'--pi’“. Es gilt:

k
of))  oB.dA. f, .
kgV(r, s) H pestendi) - oBS R g Gl ple 1< <k
i=1 —_———— ——
=7 =:5

Es gilt: ggT(7,5) = 1 und kgV (7, 3) = 75 = kgV (r, s). Sei @ := a’/™ und b := b*/%. Dann gilt

o(d) =7 (denn: @ = a” =1 und o(a) = r) und o(b) = 3 (analog).

Wir behaupten nun: o(ab) = #§ = o(a)o(b). Wegen (ab)™ = (a")*(b°)" = 1-1 = 1 gilt
o(ab)|rs. Weiters gilt: (ab)™ = 1 fiir ein m € N = a" =b"" = 1 = a™ f = b =
o(b) = 5| — m7 = §|m. Analog: 7|m. Aus ggT(7,5) = 1 folgt somit 75|m

Also haben wir: o(ab) = 75 = kgV(r,s) = ggT(r 5 < 7, da 7 maximal. Daraus erhélt man:
s < ggT(r,s) = s =ggT(r,s) = s|r. Da b beliebig war, gilt also b" = 1 fiir alle b € K\ {0}.
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f(z) = 2" —1 € K[x] hat p" — 1 Nullstellen, somit gilt p" —1 < r. Klarerweise gilt r|p" — 1,
also r < p™ — 1. Daraus folgt: » = p™ — 1. O

Jedes erzeugende Element von (K \ {0}, -) heifit ein primitives Element von K (fir K = Z,:
Primitivwurzel modp). Ist a primitives Element von K, so gilt K = {0,1,a,a?,..., a|K|_2}
und K \ {0} = (a) = (a') mit ggT(t,|K|—1) = 1.

Weiters gilt K = Zjy(a) fiir ein beliebiges primitives Element a von K. Sei ¢(x) das Mini-
malpolynom von a iiber Z,. Dann ist ¢(x) irreduzibel, und es gilt

Zp(a) =2 Zp[x]/(q(z)) = {ao + a1z + - + ame12™ 1 + (q(2)) | 0y € Zp}

mit m = grad g(z). Aus |K| = p™ folgt dann n = m = grad ¢(z), also: zu beliebigem n € N
gibt es ein irreduzibles Polynom ¢(z) € Z,[x] mit grad ¢(z) = n.

Um einen endlichen Kérper K mit |K| = p" (p € P, n € N) zu bestimmen, d. h., seine
Operationstafeln zu ermitteln, kann man daher so vorgehen:

1) Der Primkérper von K wird als Z, angenommen.

2) Bestimme ein Polynom ¢(z) € Zp[z] mit ¢(x) normiert, irreduzibel und grad ¢(z) =n
(in endlich vielen Schritten moglich).

3) Bilde Z[x]/(q(z)) — dies ist der gesuchte Korper K.

Es gilt: o := 2+ (¢(z)) ist (nach Einbettung von Z,) Nullstelle von ¢(z). Aber nicht immer
muss dieses « ein primitives Element von K sein.

« ist primitives Element < o” # 1 fiir 0 < r < |[K| —1 = p" — 1 < « ist nicht Nullstelle
vonz' —1fir0<r<p'"—1 & q(z) f2" —1fir0<r<p"—1.

Irreduzible Polynome ¢(z) mit dieser Eigenschaft heiflen primitive Polynome.

6.6.3 Beispiel. Bestimmung von GF(9) = GF(3?): Wir nehmen Z3 = {0, 1,2} als Primkorper.
Das Polynom x? — x — 1 € Zg[x] ist irreduzibel, da es in Z3 keine Nullstelle hat. Somit ist
Zs[x] /(2% — 2 —1) = Z3(a) = GF(9), wobei a? = a+1 gilt. Es ist [GF(9) : Z3] = 2, und eine
Basis ist gegeben durch {1,a}. Wir berechnen nun die Elemente von GF(9) sowie deren
Koordinatendarstellung in der Basis {1, a}:

Elemente Koordinatendarstellung
(0,0)

I

o
=
=]

— N N N N e e

I
+ +
ISS?Q

+ + °
=g

S L Lo QLD O QRO

00O N O Ut ke W N = O

Il
NN N~
NN O N == O
O = N NNO N ==

NN N N N N N S

Die Potenzen o/, 0 < j < 8, sind somit alle verschieden, « ist ein primitives Element von
GF(9) und 22 — x — 1 ein primitives Polynom in Zz[z]. Damit kénnen die Operationstafeln
angegeben werden.
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Multiplikation: 0 - o/ = 0, a’a? = o7 med8 ((GF(9)\ {0}, -) ist eine zyklische Gruppe).
Addition: z. B.:
> + ot = «
! ! T
(L1) +(2,0) = (0,1)

Praktische Vorgangsweise: 1) Wihle normiertes, irreduzibles Polynom ¢(z) € Z,[z] vom

Grad n. Sei etwa ¢(z) = 2" — a,_12"" ! — -+ — a1z — ap mit a; € L.

2) Setze q(a) = 0 und betrachte die Basis {1,q,...,a" 1} von GF(p") iiber Z,. Berechne
unter Verwendung von ¢(a) = 0 (d. h., " = ag + aja + - - + a,_1a" 1) die Potenzen von
a. Gilt erstmals o?" =1 =1 (d. h., o/ # 1 fir 1 < j < p" — 1), so ist das gewihlte g(x)
primitiv. Andernfalls versuche es mit einem neuen g(x).

6.6.A Unterkorper von endlichen Kérpern

Sei p eine feste Primzahl.

6.6.4 Satz. Fir jeden Teiler k von n hat GF(p™) genau einen Unterkorper der Kardina-
litét p*.

Umgekehrt: Wenn GF (p*) ein Unterkirper von GF(p™) ist, dann muss k ein Teiler von n

sein.

Beweis. Wir iiberlegen zuerst, dass o?" — zin GF (p") in Linearfaktoren zerfallt:

e Wenn a,b € Z, a|b, dann gilt in Z[z] (und auch in Z,[z]): 2* — 1]z — 1, denn 2° — 1 =
(.,L.a _ 1)($b7a 4 :L.b72a Qe g0 1)

e Sei n = km. Dann gilt 2¥ — 1|2" — 1 in Z[z], also p* — 1[p" — 1 in Z.
e Daher z' ! —1[2?"~! —1 in Z[z] (und auch in Z,[z]), daher 2" — z|2?" — 2 in Z,[x].

o zP" — x zerfillt in GF(p") in Linearfaktoren, also auch P

Sei K < GF(p") der kleinste Korper, der alle Nullstellen von o — enthilt; K ist
Zerfallungskorper von 2P — z iiber Zy, hat also p* Elemente, und zwar alle Nullstellen
von zP* — z.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Wenn nun GF(p*) Unterksrper von GF (p") ist, dann ist GF(p™) Vektorraum iiber GF (p");
sei d:= [GF(p") : GF(p*)]. Dann ist p” = (p¥)?, also k|n. O

6.7 Algebraisch abgeschlossene Korper

6.7.1 Satz. Sei K Korper. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Jedes nichtkonstante Polynom p(x) € K[x] hat eine Nullstelle in K.
2. Jedes nichtkonstante irreduzible Polynom in K|x] hat eine Nullstelle in K.

3. Jedes nichtkonstante irreduzible Polynom in K[xz] hat einen linearen Faktor x — o €
K|x] (ist also linear).

4. Jedes nichtkonstante Polynom p(x) € K|x| zerfillt in Linearfaktoren.
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5. Fiir jede algebraische Erweiterung L > K gilt L = K.

Jede der obigen Eigenschaften ldsst sich also als Definition fiir den Begriff ,, K ist algebraisch
abgeschlossen® verwenden.

Beweis. 4 = 1 = 2: trivial.

2 & 3: p(a) = 0 genau dann, wenn = — « Teiler von p ist.

3 = 4: Jedes Polynom zerfillt in irreduzible Faktoren, diese miissen laut 3 alle linear sein.
1 = 5: Sei a € L. Da « algebraisch ist, hat « ein Minimalpolynom in K|z]|. Dieses muss
linear sein, also o € K.

5 = 2: Sei p(x) irreduzibel und nicht konstant. Dann ist das von p(x) in K|[z| erzeugte Ideal
(p(z)) maximal, und L := KJ[z]/(p(z)) ist eine algebraische Korpererweiterung von K, in
der p(x) eine Nullstelle hat. Wegen L = K hat p auch schon in K eine Nullstelle. O

6.7.2 Satz. Sei K Korper, und sei L der Zerfillungskérper von ganz K[x] iber K. Dann
1st L algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung: Jedes Polynom p(x) € Klz| hat eine Nullstelle in L; wir wollen zeigen, dass
auch jedes Polynom aus L[z] eine Nullstelle hat.

Beweis. Sei L < L(3), 3 algebraisch iiber L. Zu zeigen ist 5 € L.

B ist Nullstelle eines Polynoms ag+ ...+ apz™ € L[z]. Alle Koeffizienten a; sind in L, daher
algebraisch iiber K.

Es ist also 3 algebraisch iiber K(ag,...,a,), und jedes a; algebraisch iiber K. Nach einem
bereits bewiesenen Satz ist dann auch 3 algebraisch iiber K. Sei ¢(z) Minimalpolynom
von f3 iiber K, dann zerfillt ¢ in L[z]| in Linearfaktoren, einer davon muss = — 3 sein, also

G € L. O

6.7.3 Folgerung. Zu jedem Korper K gibt es eine algebraisch abgeschlossene Erweite-
rung L. Insbesondere gilt: Der Zerféllungskorper von K|x] ist der ,algebraische Abschluss“
von K, das ist der (bis auf Isomorphie eindeutige) kleinste algebraisch abgeschlossene Korper
L>K.

6.7.A Beispiele
Sei p eine Primzahl. Die Korper GF(p™) (n = 1,2,...) bilden eine aufsteigende Kette:

GF(p) < GF(p?) < GF(»°) < GF(p**) < GF(p'*?*) < ---

Die Vereinigung aller dieser Korper bezeichnen wir mit GF(p™). Offenbar ist GF(p™>)
Korper. Fiir jede Zahl k > 1 gilt GF(p*) < GF(p™) < GF(p™), also enthilt GF(p™) alle
endlichen Korper der Charakteristik p.

6.7.4 Satz. GF(p>) ist algebraisch abgeschlossen. GF(p>) ist sogar der kleinste algebra-
isch abgeschlossene Korper der Charakteristik p.

Beweis. Sei q(z) € GF(p™)[z] Polynom. Dann liegen alle Koeffizienten von ¢ in einem
geeigneten GF(p*'), daher gibt es ein gemeinsames k mit ¢(x) € GF(p*)[z].

Sei nun K der Zerfillungskérper von ¢ iitber GF(p*). K ist eine endliche Erweiterung von
GF(p*"), ist also isomorph zu einem geeigneten GF(p™), n > k. In GF(p") (und erst recht
in GF(p™) und in GF(p™)) zerfillt ¢(z) in Linearfaktoren.

Fiir die Umkehrung: Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p.
Dann zerfillt 77" — 2 in L[] in Linearfaktoren, also enthilt L den Korper GF(p"). O
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Kapitel 7

Fundamentalsatz der Algebra

7.1 Der Fundamentalsatz

Dieser Satz lautet: Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen,
d. h., jedes Polynom f(z) € Clx], f(x) # 0, mit grad f(x) = n hat genau n Nullstellen,
sofern man jede Nullstelle mit ihrer Vielfachheit zéhlt.

Anders ausgedriickt: Jedes f(z) € C[z], f(z) # 0, mit grad f(z) = n kann in der Form

fla) =clz—ar) - (z—an)
dargestellt werden mit aq,...,a, € C.

Der Korper C der komplexen Zahlen kann algebraisch definiert werden als C := R(i), wobei
Nullstelle des in R[z] irreduziblen Polynoms z?+1 € R[] ist. Es gilt somit C = R[z]/(z%+1)
sowie C = {a +ib | a,b € R}, wobei i* = —1.

Der erste Beweis des Fundamentalsatzes stammt von Gaufl. Bevor wir hier den Funda-
mentalsatz beweisen konnen, bendtigen wir zunéchst einige Ergebnisse iiber Polynome in
mehreren Unbestimmten.

7.2 Polynome in n Unbestimmten
Sei I ein Integritétsbereich. Nach Abschnitt 4.1 haben wir

Ixy, ... zp] =A{ Z iy i@t xin | @y a0 € 1, fast alle = 0}.
(i15enyin ) END
Homogene Polynome: alle auftretenden a;, ., x? e x%” haben den gleichen Grad i1+ - -+1i,,.

Anderer Ausdruck fiir homogenes Polynom: Form. Z. B. hat eine quadratische Form in
2 Variablen die Gestalt: CLQ(]CL‘% + ajixizo + aogac%. Jedes Polynom aus I[x1,...,x,] ist als

Summe von Formen darstellbar.
h(az' - ain) == (i1,...,i,) (a # 0) heit Hohe von axl - - zin.

n n

(i1, oyin) > (k1,...,kn) & (i1,...,0n) = (k1,...,k,) oder unter den Differenzen
i1 —k1,...,i, — ky, ist die erste von 0 verschiedene positiv (,,lexikographische Ordnung*).

(Ng, <) ist eine Wohlordnung, d. h., jede nichtleere Teilmenge hat ein kleinstes Element.

Induktionsbeweise in wohlgeordneten Mengen (M, <):
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1) Aussage gilt fiir das kleinste Element von M.
2) Aussage gilt fiir alle b < a = Aussage gilt fiir a (a,b € M).

(Dieses Induktionsprinzip folgt unmittelbar aus der Definition der Wohlordnung.)

Ist f(w1,...,2n) € I[x1,...,20], f # 0, so bezeichne HG(f) (in Worten: ,hochstes Glied
von f“) das hochste Element a;, ;7" - m%" mit a;, ;, # 0 in der obigen Darstellung
von f.

7'2'1 Satz. HG(f : g) = HG(f) : HG(g); f)g € I[ajl) tee ,LEn] \ {0}
Beweis. Ubungsbeispiel. O

7.2.2 Satz. Ist I unendlich und f(ai,...,a,) = 0 fir alle (a1,...,a,) € I", so ist
flx1,...,x,) das Nullpolynom.

Beweis. Ubungsbeispiel. O

Dies gilt nicht fiir endliches I: z. B. hat in GF(p") das vom Nullpolynom verschiedene
Polynom f(z) = 2P" — z jedes Element als Nullstelle.

7.3 Symmetrische Polynome

Seiz. B. 23+ ar?+br+ce Clz] mit den 3 Nullstellen z1, z2, x3, d. h., B tar+br+c=
(r—xz1)(x—22)(x—x3). Dann gilt a = —(x1+x9+2x3) =: —$1, b = T12X2 + X123+ X223 = S92,
¢ = —x1T9w3 =: —s3 (elementarsymmetrische Polynome).

7.3.1 Definition. f(x1,...,x,) € I[x1,...,z,] heiit symmetrisch = Vr € Sy, : f(x1,...,2,) =
F(@r)s - s Ta(n))-

Beispiele symmetrischer Polynome. 1) Potenzsummen z¥ + --- + 2% (k € N).

2) Wronski-Funktionen: »; . ., _, gt gin 7 Bl fir k= 3 und n = 2: 2 + 2y +

n o’
33137% + a;%
3) Diskriminante: [[; ;< (zi — 1)

4) Elementarsymmetrische Polynome s1, ..., s,: (z—21) -+ (2—2p,) = 2" —512" 1 +502" 2+
(<) d e sy = Yy -y, () Summanden).

7.3.2 Satz (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome). Jedes symmetrische Polynom f(x1,...,zy,) €
I[xy, ... 2] lisst sich mit genau einem Polynom p(x1,...,x,) € I[xy,...,z,] in der Form
flxy,...,xn) =p(s1,...,8,) darstellen.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir drei Lemmata:

7.3.3 Lemma. Ist f(x1,...,7,) € I[21,...,%y] ein symmetrisches Polynom, so gilt HG(f) =
azi ...xtn mita € I\ {0}, iy > o > ... > ip.

n
Beweis. Ubungsbeispiel. O
7.3.4 Lemma. HG (s} - sin) = HG(s) - - - HG(sin) = 2! (x129)"2 - - - (w129 - - 20) 7.

Anders ausgedriickt: HG(s’fl_kzsgz_ki” e st”__llfknsﬁ“) = x]fl e xﬁn, k1 >ko>...>k,.
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Beweis. Folgt aus der Definition des hochsten Gliedes. O
7.3.5 Lemma. (i1,...,in) # (ji,-..,jn) = HG(s} -~ sin) £ HG(s]" - - si).

Beweis. Sei k der grofite Index mit i, # j. Dann ist ip + -+ - + i # ji + - -+ + Jn, und die
Behauptung folgt aus Lemma 7.3.4.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum

Beweis des Hauptsatzes. Sei f(z1,...,xyn) € I[z1,...,2,]. Wir zeigen f(z1,...,z,) =
p(s1,...,8n) durch Induktion nach A(HG(f)) =: h(f), also nach der Hohe des hochsten
Gliedes.

Induktionsanfang: h(f) = (0,...,0) = f konstant, d. h. f € I = p = f kann gewihlt
werden.

Induktionsannahme: Sei h(f) > (0,...,0) und der Satz bewiesen fiir alle symmetrischen
g € Ixy,...,x,) mit h(g) < h(f).

Induktionsbehauptung: f(x1,...,z,) = p(s1,..., sy) fiir ein geeignetes p € I[xy,...,x,]. Sei
txy, . xn) = flag,...,2n) — aslflfbsg?*k:“---sk", wobei HG(f) = aw’fl coezkn (a #£ 0,
h

ki > ko > ... > ky). Dann ist nach Lemma 7.3.4 h(t) = h(HG(t)) < h(HG(f)) ). Nach

= h(
Induktionsannahme gilt t = ¢(sq, ..., s, ) und damit f = q(sq, ..., sn)+aslf1 k2 5527’“3 .

P(S1, .-y Sn).

ke .
RS

Eindeutigkeit: f(x1,...,2n) = p(s1,...,50) = q(s1,...,50) = (51, ..., n)—q(s1,...,5n) =

d(s1,...,8n) = 0. Es gilt: d(s1,...,s,) = Z(il,.‘.,in)eNg} iy iy S st =0 = (21, ...,2).
Behauptung: alle a;,._;, = 0, d. h., d(z1,...,2,) = 0. Angenommen, ein Koeffizient wire
von 0 verschieden. Nach Lemma 7.3.5 gﬂ't: (i1 vyin) # (J1y--vyin) = HG(s] - sin) #£
HG(s]" - sh). Unter allen Wiy ip ST+ Stvomit ag, 4, # 0 gibt es daher genau eines mit
groftem HG(a;, i, 85 - sin). Fiir dieses wiire nach Lemma 7.3.4 a;, _;, o7 ... xin das
hochste Glied in ¢(z1,. .., z,). Widerspruch! O

7.4 Beweis des Fundamentalsatzes

Die folgenden beiden Lemmata werden aus der Analysis als bekannt vorausgesetzt.

7.4.1 Lemma. Jedes quadratische Polynom hat in C zwei Nullstellen, und zwar hat ax® +

br + ¢ (a #0) die Nullstellen
—b+Vb? — 4dac
2a '

U]
7.4.2 Lemma. Jede Polynomfunktion z — anz" + - - 4+ a1z + ag ist stetig auf ganz C. []

7.4.3 Lemma. Sei f(x) = apz™ +--- + a1z + ap € Clz], an, # 0, n > 1. Dann gibt es ein
r € RY, sodass fiir alle z € C mit |z| > r gilt: |ap2"| > |ap—12""1 4+ + a1z + ag|.

Beweis. Sei A := max{|an_1|,...,|aol}, 7 = ﬁ + 1. Sei z € C, |z| > r. Dann gilt:
2| -1 >r—1= Tl = lan| > EE lanz"| = |an| - |2|" > A - |‘|ZZ“71 > A |‘ZZ‘|71 =

A-(|2]" P42+ 1) = Jap—a]- 2" a2+ ao| > Jan—12" - +arz4agl. O
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7.4.4 Folgerung. Sei f(z) = apz™ + -+ a1z + ap € R[z], a, # 0, n > 1. Dann gibt es
ein r € R, sodass fiir alle z € R mit |z| > r gilt: sign f(z) = sign(a,2").

7.4.5 Satz. Sei f(z) € R[], grad f(xz) = n ungerade. Dann gibt es ein o € R mit f(a) = 0.

Beweis. Seien f(x),r wie oben. Fiir z; < —r und 23 > r gilt dann: sign f(z1) = sign(a,27) #
sign(a,zy) = sign f(z2). Da f stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein « mit
z1 < a <z und f(a) =0. O

7.4.6 Satz. Sei f(x) € R[], grad f(z) =n > 1, dann gibt es ein o € C mit f(a) = 0.

Beweis. Es ist n = 2™q mit m € Ny, ¢ € N, ¢ ungerade. Wir fithren den Beweis durch
Induktion nach m.

1) m = 0: vorheriger Satz.

2) Schluss von m — 1 auf m > 1: Sei f(x) = anfi(x)--- fx(x) die Zerlegung von f in
normierte irreduzible Polynome aus R[x]. Sei grad f;(x) = n; = 2™i¢q;, m; € Ny, ¢; € N, ¢
ungerade. Es gilt: n = 2™q = nj +- - -+ ng. Es gibt dann ein ¢ mit m; < m. (Denn: m; > m,
i=1,....k=2"|n; i=1,... k= 27" |n, Widerspruch!)

Fall 1: Es gibt ein ¢ mit m; < m, d. h., m; < m — 1. Nach Induktionsannahme gibt es ein
a € Cmit f;(a) =0, woraus f(«) = 0 folgt.

Fall 2: Es gibt ein ¢ mit m; = m. Wir setzen zur Vereinfachung f; = f, n; = n, ¢ = ¢
und m; = m. Somit haben wir: f(z) € R[z] normiert und irreduzibel und grad f(z) =

n = 2™Mq. Seien aj,...,q, die Nullstellen von f(z) in einem Erweiterungskérper von C.
In R(aq,...,an)[z] gilt dann: f(z) = (x — a1)---(z — ap). Da charR = 0 und f(x)
irreduzibel ist, sind nach Abschnitt 6.4 die «; paarweise verschieden. Da aq,...,a, al-

gebraisch iiber R sind, folgt nach dem Gradsatz: [R(oy)(a;) @ R] < oco. Daher sind alle
Elemente in R(oy, o) = R(ay)(a;) algebraisch iiber R, insbesondere aj, + «; und aga;.
Wegen charR = 0 gilt (siehe Abschnitt 6.4) R(oy + o, aray) = R(ay + o5 + coyeeyj) fiir
fast alle ¢ € R (d. h. fir alle ¢ € R bis auf endlich viele). Also gilt auch fiir fast al-
le ¢c € R: R(ay + oy, oprj) = Ry + a5 + cagay) fiir alle k,j = 1,...,n. Es gibt also
ein ¢ € R mit R(oy, + o, apaj) = R(o + a5 + cagey) fiir alle k,j mit 1 < k,j < n.
Wir halten nun c fest. Sei 8jr = ap + o + cojoy, 1 < k,j < n. Dann gilt fiir 1 <
k.j < n: Bjk(= Bry) € Rlow, ..., o). Sei nun p(z) = [[<jp<p(@ — Bji) = =172 |

Zlgign(nfl)/Z<_1)i8i(6127 e Brein)z™ D270 € R(ay, ..., ap)[z] (si elementarsymme-
trische Polynome). Fiir 1 <1i < n(n—1)/2ist dann s;(512, ..., On—1n) = ti(a1,...,qy), mit
ti(z1,...,zn) € Rlxy,...,z,], wobei alle t;(z1,...,x,) symmetrische Polynome sind. Aus

dem Hauptsatz folgt

sE(B12, -y Prein) = th(ar, ... an) = pr(si(ar, ... an), ..., snlar, ... an)).

Daher gilt

p(z) = 2"(n=1/2 4 Z (=) pr(si(a, ... an), ..., sn(an,. .. ay))z™n—D/2=k
1<k<n(n—1)/2

wobei pg(x1,...,2,) € Rlzq, ..., 2y

Es gilt

fl@)=(z—a1) (z—ap) =z"+ Z (—l)isi(ozl, . ,an)m”_i € R[z],
1<i<n
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also s;(a1,...,a,) € R. Daher ist auch p(z) € R[z] und grad p(x) = n(”g_l) = qu@;q_l) =

2m~1q¢' wobei ¢’ ungerade. Nach Induktionsannahme hat p(z) eine Nullstelle in C. Wegen
Bk € C(au, ..., ap) liegt mindestens ein 3 in C. Sei o. B. d. A. $12 = a1 +az+cajag € C.
Dann gilt: C D R(f12) = R(ag + ag,qa0) = a1 + ag,aqa0 € C = (2 — aq)(x — ag) =
22 — (1 + ag)r + ajas € C[z] mit Nullstellen aq, as = a1, as € C. O

7.4.7 Satz. Sei f(x) € Cz], grad f(z) =n > 1, dann gibt es ein o € C mit f(a) = 0.

Beweis. Sei a eine Nullstelle von f in einem Erweiterungskorper von C. Dann gilt: [C(«) :
C] <n = [C(a) : R] < 2n = « algebraisch iiber R.

Sei g(x) € R[z] das Minimalpolynom von « iiber R. Dann gilt g(a) = 0, und es gibt nach

dem vorherigen Satz ein § € C mit g(8) = g(5) = 0.

Fall 1: 8= 3, d. h., 8 € R. Dann ist g(z) = x — 3, da g(z) auch das Minimalpolynom von
[ iiber R ist, woraus a = 3 € R folgt.

Fall 2: 3 # 3: Dann gilt (z — 8)(z — 3) = 2 — (ﬂ—i—B)aH—ﬂ@ € R[z] und (
h.,

s - —B)(z—P)|g(x).
Daraus folgt g(x) = 22 — (8 + )z + 8. Also ist a € {#,3} C C, d. €

T
« . O

7.5 Alternativer Beweis des Fundamentalsatzes

Fiir jedes Polynom p(z) € C[z] schreiben wir |p| fiir die Funktion, die jeder komplexen Zahl
a die reelle Zahl |p(a)| zuordnet.
Wir verwenden die folgenden aus der Analysis bekannten Sétze:

e Fiir jedes Polynom p(z) € C[z] ist die Funktion [p| (als Verkniipfung zweier stetiger
Funktionen) stetig.

e Fiir jedes R € R ist die Menge {a € C | |a| < R} kompakt.

e Jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge hat ein Minimum, d.h., wenn f :
C — R stetig ist, und C' # () kompakt, dann gibt es ein ¢ € C mit Vd € C f(c) < f(d).

e Fiir alle @ € C und alle n > 1 gibt es b mit " = a.

7.5.1 Satz. Sei p(x) € C[z] nichtkonstantes Polynom, und sei p(a) # 0. Dann gibt es eine
komplexe Zahl b mit |p(b)| < |p(a)l.

7.5.2 Lemma. Sei p(x) ein Polynom, dann hat { |p(z)| | x € C}, der Wertebereich der
Funktion |p|, ein kleinstes Element.

7.5.3 Folgerung. Sei p(z) € C[z], dann gibt es ein a € C mit p(a) = 0.

Beweis. Sei ¢ der kleinste Wert des Wertebereichs von |p|. Nach dem gerade bewiesenen
Satz ist ¢ > 0 unmoglich, also ¢ = 0. O

In den folgenden Beweisen verwenden wir die folgenden Abschétzungen.
(a) Sei p(z) =ag+ -+ apz™, und sei C' := |ag| + - - - + |ay|. Dann gilt fiir alle z € C:

2] <1 = [p(2)| <C, [zl =1 = |p(x)] < Clz]"
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(b) Sei p(z) = ag+ - - + an_12""* 4+ 2. Dann ist
|p(z)| > ‘Z|n — ’an_lznfl 4+t aO’

wobei der Minuend |a, 12" ! + --- + ag| gem#B (a) abgeschiitzt werden kann, also
insbesondere fiir |z| > 1:
p(2) > |2|" = Cl2"

Beweis des Lemmas. Sei p(x) = ag + - -+ + apz™ mit a,, # 0, o0BdA a, = 1.

Sei C die Summe der Absolutbetrige der Koeffizienten von p.

Auf der kompakten Menge {x | |z| < 2C} nimmt [p(x)| sicher ein Minimum m* an. Dieses
ist auch ein globales Minimum, denn fiir A := |z| > 2C ist

A
[p(e)] = A" — A"TLC = AT A = 0) 2 AV > p(0)] =m0

O]

Beweis des Satzes. Wir beweisen diesen Satz zunichst nur fiir ¢ = 0 (um die Notation
zu vereinfachen). Der allgemeine Satz folgt dann, indem wir statt des Polynoms p(z) das
Polynom ¢(y) := p(y + a) betrachten. (¢(0) = p(a).)

Sei also p(z) € C|x] nichtkonstantes Polynom mit konstantem Term ¢ = p(0) # 0. Dann
suchen wir ein b € C, mit |p(b)| < |¢].

Um die Notation weiter zu vereinfachen, nehmen wir ¢ = 1 an. (Der allgemeine Fall folgt
dann, indem wir p(z) durch ¢ dividieren.)

p(z) hat also die Form 1+ Az™ + --- mit A # 0. Sei B eine n-te Wurzel aus —A, d.h.
B™ = —A. Wir betrachten statt p(z) das Polynom ¢(y) := p(y/B); offenbar hat ¢ dieselbe
Wertemenge wie p.

Es gilt q(y) = 14+ A(y/B)" + ... = 1 — y" + r(y), wobei r(y) durch y"*! teilbar ist, also
q(y) =1 —y" +y" "1 R(y) mit einem Polynom R(y).

Sei C' > 1 grofer als die Summe der Absolutbetrige der Koeffizienten von R. Fiir |y| < 1
gilt dann |R(y)| < C.

Gesucht ist nun ein = mit |p(x)| < 1, bzw ein y mit |¢(y)| < 1, wobei ¢(y) die Form

q(y) =1—y" +y" ' R(y)

hat.
Sei nun 0 < & < 1/(2C), also C < 1/(2¢). Dann ist Ce"*1 < 2™, also

1 n
(O <L - +eHI0 <1 —en 4t =1,
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Kapitel 8

Galois-Theorie

8.1 Galois-Verbindungen

8.1.1 Definition. Eine Abbildung

n:{ P(A)

N
X -
heifit Hiillenoperator auf A <
(i) X C X" C A= n(X)C n(X*) (monoton),
(il)) X € n(X) (extensiv),
(it)) n(1(X)) = n(X) (idempotent).

8.1.2 Definition. Seien A, B Mengen, und sei R C A x B eine Relation. Wir schreiben
xRy & (z,y) € R.
Fir X C A, Y C B definieren wir:

X':={beB|Vzre XzRb}, Y':={acA|Vy€cYaRy}.

Dann gilt offenbar X € X", Y C Y!I. Die Abbildungen X — X' und ¥ — Y sind
offensichtlich antiton, und die Abbildungen (-)" und (-)!T sind monoton und extensiv.
Weiters gilt

X QX“ - (XTi)T QXT

sowie X1 C (X1, daher XT = X1, Daher ist die Abbildung (-)'} idempotent und somit
ein Hiillenoperator.
Das Tripel (A, B, R) nennen wir Galois-Verbindung. Die Elemente von

(YHYCBY={XCA|X=X"} baw. {X'|XCBl={YCA|Y=Y!}
heiBlen Galois-abgeschlossene Mengen.

8.1.A Beispiele

Sei K Korper, sei A = B = K", sei R := {(a,b) € AXx B | a-b = 0} (wobei - das
Skalarprodukt ist). Dann ist X1 der Orthogonalraum von X, und X! ist die lineare Hiille
von X.
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Sei A die Menge! alle Algebren eines vorgegebenen Typs. Sei B die Menge aller méglichen
Gesetze (die nur Operations- und Konstantensymbole dieses Typs verwenden). So ein Gesetz
konnen wir als Paar von Termen auffassen.

Sei R := {(a,b)| das Gesetz b gilt in der Algebra a }. Fiir eine Menge Y von Gesetzen ist
dann Y! = Mod(Y), also die Menge aller Algebren, in denen alle Gesetze aus Y gelten. Fiir
eine Menge X C A von Algebren wird die Menge X oft mit Eq(X) bezeichnet; dies ist die
Menge aller Gesetze, die in allen Algebren aus X gelten.

Fiir eine Menge X von Algebren ist X! die von X erzeugte Varietit, das ist die kleinste
Varietét, die alle Algebren in X enthélt. (Nach dem Satz von Birkhoff ist das der Abschluss
von X unter den Operatoren H, S, P; siehe Abschnitt 6.2.)

Klassische Galois-Verbindung: Sei K ein Korper, E ein Erweiterungskoérper von K,
Kurzschreibweise: K < E. Weiters sei

Gal(E/K) :={p € Aut(E) | p(x) =z, Vo € K}.

Dabei bezeichnet Aut(FE) die Automorphismengruppe von F, und Gal(E/K) heifit Galois-
Gruppe von E iiber K.

8.1.3 Beispiel. Gal(Q(+/5)/Q) enthilt neben der identischen Abbildung eine weitere
Funktion, namlich die Abbildung, die jedes a + bv/5 (a,b € Q) auf a — b\/5 abbildet.

8.1.4 Notation. Das Tripel
(E, Gal(E/K), {(a,¢) € E x Gal(E/K)) | ¢(a) = a})

heifit die Galois-Verbindung der Erweiterung K < E.
Fiir jede Menge X C E schreiben wir statt X! deutlicher Gal(E/X); fiir Y C Gal(E/K)
schreiben wir statt Y deutlicher Fixg(Y):

Gal(E/X) :={p € Gal(E/K) | p| X =1id}
Fixp(Y):={a € E|Vp €Y pa)=a}

Man sieht leicht, dass Gal(E/X) fiir beliebiges X C E eine Untergruppe von Gal(E/K)
ist; ebenso ist fiir Y C Gal(F/K) die Menge Fixg(Y') immer ein Unterkérper von E, der
K enthalten muss.

Daraus folgt, dass Fixg(Gal(£ /X)) immer den Kérper K (X) enthélt, und Gal(F /Fixg(Y))
immer die von Y erzeugte Untergruppe von Gal(E/K).

8.2 Separable Erweiterungen

8.2.1 Definition. f € K|z]\ {0}, f irreduzibel, heifit separabel :< jede Nullstelle von f im
Zerfallungskorper von f ist einfach, oder anders gesagt: In einer geeigneten Korpererweiterung
zerfillt f in lauter verschiedene Linearfaktoren.

8.2.2 Anmerkung. [ separabel < ggT(f(x), f'(x)) =1, denn:

!Mengentheoretisch korrekt ist A eine Klasse. Wenn das nicht erwiinscht ist, kann man sich auf jene
Algebren in A einschrinken, deren Grundmenge Teilmenge einer fest vorgegebenen Menge ist.
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,<="“: Ubungsbeispiel.

»=": Im Zerfallungskorper von f sei f(z) = [, (z—0;). Angenommen, ggT(f(z), f'(x)) #
1= f(z), f'(x) haben gemeinsame Nullstelle, etwa a7, also f(z) = (z —aq)g(x), g(a1) # 0,
f(x)=g(x)+ (x —a1)d' () = f'(a1) # 0, Widerspruch!

8.2.3 Lemma. Sei f irreduzibel tiber K. Dann gilt:

p(z) = ggT(f(2), f'(x)) # 1 & p(x) = f(2) & f(2)|f'(z) & f'(x) = 0.
Beweis. Ubungsbeispiel. O

8.2.4 Definition. Sei K < E. Das Element u € E heifit separabel (iiber K): < u ist
algebraisch und das Minimalpolynom von u (iiber K) ist separabel.

K < E heifit separable Erweiterung < Yu € F : u ist separabel iiber K.

8.2.5 Satz. a) char K = 0 = alle irreduziblen Polynome iiber K sind separabel.
b) Fiir char K = p > 0 gilt: Ein irreduzibles Polynom f(z) = Y " a;x’ ist separabel <
a; # 0 fiir mindestens ein i % 0 mod p.

Beweis. Folgt aus dem vorhergehenden Lemma. O

Sei f(x) € K[x] irreduzibel und nicht separabel, char (K') = p. Dann ist f(z) von der Form
S o aieP; wenn wir f1(y) := > i, a;y" setzen, erhalten wir also f(z) = fi(2P). Man sieht
leicht, dass fi; auch irreduzibel ist, denn jede Zerlegung von f; induziert eine Zerlegung
von f.

Wenn nun f; auch nicht separabel ist, kénnen wir die vorige Uberlegung auf f; anwenden
und erhalten fo(z) mit fi(y) = fa(yP), also f(z) = fg(yp2). Wenn notig, setzen wir diesen
Prozess fort und erhalten schliellich ein irreduzibles separables Polynom fi(t) mit f(x) =

k
Ji(@).
Sei n der Grad von fj, dann hat f den Grad np*. Im Zerfillungskérper von f - fi hat fy,
genau n verschiedene Nullstellen aq, ..., ay:

k . k
f@) = fr@) =[] @ — ).
i=1
/ hat dann ebenfalls n verschiedene Nullstellen 31, ..., (3,, wobei 7 o a; gilt. Jede dieser
Nullstellen tritt mit Vielfachheit p* auf, denn zP* — Q; = zP* — 67 o (x — ﬂi)pk.
8.3 Normale Erweiterungen

8.3.1 Definition. Sei K < FE algebraisch. E heifit normal iiber K :& jedes irreduzible
f € K|[x], welches eine Nullstelle in E hat, zerféllt ganz in E.

8.3.2 Satz. Sei K < E, [E : K] < 0o. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) K < E normal.

(i1) E ist Zerfillungskorper eines Polynoms g(z) € K|x].
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Beweis. (i) = (ii): E ist Zerfallungskorper (iiber K) der Menge der Minimalpolynome aller
Elemente von E. Wegen [E : K] < oo reichen schon endlich viele gy,...,g; aus, und wir
kénnen g(z) = [[i_; gi(2) setzen.
(ii) = (i): Sei umgekehrt E Zerfillungskorper von g(z) = [[i_, gi(z) € K[z] iiber K, wobei
die g; irreduzibel iiber K sind. Sei f € K|[z] ein weiteres irreduzibles Polynom, f(u) = 0,
u € E. Sei F Zerfallungskorper von f(z) iiber K, F* Zerfdllungskorper von f(z) - g(x)
iber K mit F* = E(vi,...,v,), wobei vy,...,v, die Nullstellen von f(z) sind (F* ist
Zerfallungskorper von f(z) iiber F). Sei v eine Nullstelle von f(z) in F*.
Behauptung: v € E.

- F*
Es gibt einen Isomorphismus o : a +— a, YaeK

— v

Behauptung: o(F) = E.

E = K(aq,...,ap), wobei die a; sdmtliche Nullstellen von g(z) € K|[z] sind. o(g())
g(o(ey)) = 0 = o permutiert die Menge {ay,...,a,} = o0(E) = o(K(aq,...,an))
K(o(a1),...,0(apn)) =E =ve€E.

Ol

8.3.3 Satz. Sei K < L, a € L algebraisch diber K mit Minimalpolynom m(x) € K]x].
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o K(«a) ist normal iber K. (Wir sagen in diesem Fall: o ist normal diber K.“)
o m(x) zerfillt in L in Linearfaktoren.

Beweis. Wenn K («) normal iiber K ist, dann zerfillt jedes irreduzible Polynom p(z) € K|x]
iiber K («) in Linearfaktoren, also insbesondere auch m(x).

Wenn umgekehrt m(z) in Linearfaktoren zerfillt, dann enthilt K («) den Zerfiallungskorper
Z von m(z) iiber K. Z muss aber auch die Nullstelle « enthalten, also K(a) = Z. Nach
dem vorigen Satz ist Z normal. O

8.3.4 Beispiel. Seien «, 3,7 € C die drei Nullstellen des Gleichung 3 — 2, a := /2. Dann
ist Q(cr) nicht normal iiber Q, denn in diesem Kérper ist 22 — 2 = (z — a)(2? + ax + o?),
wobei der zweite Faktor irreduzibel ist. Die Erweiterung Q(«, /3, v) ist der Zerfallungskorper
von x® — 2 iiber Q, also normal.

8.3.A Die Galois-Gruppe separabler normaler einfacher Erweiterungen

Zur Erinnerung wiederholen wir 6.4.14(e) (siehe auch 6.5.5):

8.3.5 Lemma. Sei K < Ly, K < Ly, ay € Ly, und sei p(x) € K|[x] irreduzibles Polynom
mit p(ag) =0 fir £ =1,2.

Dann gibt es genau einen Isomorphismus 1 : K(ay) — K(ag) mit (a1) = ag und ¢ | K =
id.

Beweis. Es ist klar, dass es hochstens ein solches ¢ geben kann.
Sei n der Grad von p(zx), I das von p(z) erzeugte Ideal. Dann sind die Abbildungen

oo Klz] /T — K(w),

die durch @ (f(z) +I) = f(ay) definiert sind, Isomorphismen. Die Abbildung 4 : g 0 ] *
erfiillt offenbar 1 () = a9 und ist Isomorphismus. O
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8.3.6 Satz. Sei K < L, a € E algebraisch vom Grad n iber K, E := K(«). Dann hat die
Gruppe Gal(E/K) héchstens n Elemente, und es gilt |Gal(E/K)| = n genau dann, wenn
E normal und separabel tiber K ist.

Beweis. Sei m(x) das Minimalpolynom von « iiber K, und seien ay, ..., alle (verschie-
denen) Nullstellen von m(z) in F, oy = a.
Dann gilt:

1. £k <n.

2. Wenn « nicht separabel ist, dann ist k& < n.

3. Wenn « nicht normal ist, dann ist £ < n.

4. Wenn « separabel und normal ist, dann ist k = n.
5. Gal(E/K) hat genau k Elemente.

1.—4. sind offensichtlich. (Anmerkung: £ = K(«) ist genau dann separabel bzw. normal,
wenn « separabel bzw. normal ist.)

Fiir jedes Element ¢ € Gal(E/K) muss 0 = ¢(0) = ¢(m(a)) = m(p(a)) gelten, also
ola) €{ay,...,ax}.

Jedes Element § € E' = K(«) ldsst sich eindeutig als

B=bo+ - +bpqa" !

darstellen. Fiir den Wert von () gibt es also hochstens k Moglichkeiten, und das Verhalten
des Automorphismus ¢ auf F = K(«) ist durch den Wert ¢(«) schon festgelegt. Daher gilt
|Gal(E/K)| < k.

Umgekehrt ist nach dem gerade bewiesenen Lemma

@it bo+bia+ -+ by1a" s by + by + 4 byal T
ein Isomorphismus von K («) auf K(o;).

Es gilt K(«;) € E = K(«), aber weil die K-Vektorrdume K («) und K («;) dieselbe Dimen-
sion haben, ist K (a;) = K (o). Daher ist ¢; € Gal(E/K), also |Gal(E/K)| = k. O
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8.4 Hauptsatz der Galois-Theorie

8.4.1 Lemma. Sei K < Z < L, L normal und separabel iber K, [L : Z] =u, [Z : K| = z.
Dann gilt:

1. |Gal(L/K)| = zu.

L Gal(L/L) = {1}
2. L ist normal tiber Z.
u u
3. |Gal(L/Z)| = u.
Z Gal(L/Z)
4. Gal(L/Z) ist eine Untergruppe wvon
Gal(L/K) mit z Nebenklassen. z z
K Gal(L/K)

Beweis. 1. Nach dem Gradsatz ist [L : K] = zu; weil L normal, separabel und endlich iiber
K ist, muss Gal(L/K) zu Elemente haben.

2. L ist normal iiber K, also Zerfillungskorper eines Polynoms p(x) € K|[x] iiber K. Damit
ist L auch Zerfallungskorper dieses Polynoms iiber Z, also normal iiber Z.

3. Analog zu 1.

4. Offensichtlich ist Gal(L/Z) Untergruppe von Gal(L/K). Nach dem Satz von Lagrange
hat Gal(L/Z) dann zu/u = z Nebenklassen. O

8.4.2 Lemma. Sei K < L, L normal und separabel iber K, [L : K| = zu. Sei U <
Gal(L/K) mit u Elementen, und sei Z := Fixy(U). Dann gibt es ein € Fixp(U) mit
Fixp(U) = K(B), weiters gibt es ein o € L mit L = K(«) = Z(«), und es gilt:

1. U hat u Elemente und z Nebenklassen.

2. 3 hat (iiber K ) hichstens z Konjugierte. — Gal(L/L) = {1} L=K(a)

3. [Z:K] <z u <u

4. « hat iber Z hochstens Grad w. U Z = Fiz(U) = K(0)
5. [L:Z] <u. z <z

6. [L:Z)=u, [Z:K] ==z Gal(L/K) K

Beweis. 1. Die Gruppe Gal(L/K) hat zu Elemente. Wegen |U| = u folgt |G/U| = .

2. Seien (3, 3’ konjugiert iiber K (wobei 3’ im Zerféllungskoérper des Minimalpolynoms von
3 liegt; 3 muss also nicht notwendigerweise in K () liegen, wohl aber in L). Dann gibt es
o € Gal(L/K) mit o(8) = . Jeder Automorphismus 7 in der Nebenklasse cU bildet (3
ebenfalls auf 3’ ab, denn 7 = o o v fiir ein v € U, also 7(8) = o(v(B)) = o(B). Daher gibt
es hochstens so viele Konjugierte wie Nebenklassen, also hat 8 hochstens z Konjugierte.

3. [ ist zu allen Nullstellen seines (separablen) Minimalpolynoms konjugiert; daher hat
dieses Polynom hochstens Grad z.

4. Wir betrachten das Polynom p(z) := [[,c(z — o(a)). Dieses Polynom liegt zunéchst
in L[z]; wir behaupten, dass alle Koeffizienten von p aber schon in Z liegen:

Sei 7 € U. Dann ist

T(p(@) =7 [[(z—o(a) = [[(z = (roo)(@) = [] (z - o'(a)) = p(a),
oeU oeU o’'elU

weil die Abbildung o +— 7 o o eine Bijektion von U nach U ist. Also ist p(z) unter allen
Automorphismen aus U invariant.
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Da « Nullstelle des Polynoms p(x) € L[z] (vom Grad u) ist, kann der Grad von « hochstens
U sein.
5. Folgt aus 4.
6. Folgt aus 3. und 5., weil [L : K] = zu.
O

8.4.3 Satz (Hauptsatz). Sei K < L, L eine endliche separable normale Erweiterung von K.
Dann ist die Abbildung Z — Gal(Z/K) eine bijektive (antitone) Abbildung von den Zwi-
schenkorpern Z (K < Z < L) auf die Untergruppen der endlichen Gruppe Gal(L/K). Die
Umkehrabbildung wird durch U — Fixp(U) gegeben.

Wenn [L : K] = n ist, und U < Gal(L/K) eine Untergruppe vom Index z, dann hat der
zugehdorige Zwischenkorper Grad z tber K.

Weiters gilt: Eine Untergruppe U < Gal(L/K) ist genau dann Normalteiler, wenn der
zugehdorige Zwischenkérper normal tber K ist; zu konjugierten Untergruppen gehoren kon-
jugierte Zwischenkdorper, das heifit: Wenn Uy = o~ 'Uyo fiir ein o € Gal(L/K), dann ist
O’(FZ{/C(Ul)) = FZII}'(UQ)

Beweis. Sei K < Z < L, mit [Z : K| = z, [L : Z] = u, zu = n. Dann ist (nach dem
ersten Lemma) Gal(L/Z) eine Untergruppe von Gal(L/K) mit u Elementen und Index z.
Sei Z := Fizy(Gal(L/Z)); dann ist (nach dem zweiten Lemma) Z ein Zwischenkérper vom
Grad z iiber K.

Z ist der Galois-Abschluss von Z, also gilt Z C Z. Da aber Z dieselbe endliche Dimension
iiber K hat wie Z, muss Z = Z gelten.

Ganz analog zeigt man, dass die Abbildung U — Fizz(U) — Gal(L/Fixz(U)) jede Unter-
gruppe U auf sich selbst abbildet.

Die Gleichung zwischen Index einer Untergruppe und Grad der entsprechenden Korper-
erweiterung folgt ebenfalls leicht aus den bereits bewiesenen Lemmata.

Die Charakterisierung der normalen Zwischenkorper durch Normalteiler iiberlassen wir dem
Leser. O

8.4.4 Anmerkung. Die Endlichkeit der Erweiterung war an einigen Stellen unentbehrlich
fir den Beweis. Man kann eine analoge Galois-Verbindung zwar auch fiir Erweiterungen
unendlichen Grads definieren, aber man kann dann nicht zeigen, dass alle Untergruppen
der Galois-Gruppe auch abgeschlossen sind.

8.4.5 Beispiel. Sei K := GF(p), L := GF(p™>). Sei o die durch o(a) = aP definierte
Abbildung. Dann ist o ein Automorphismus von L mit o | K = id, also o € Gal(L/K).
Sei ¥ := (o). Dies ist eine Untergruppe von Gal(L/K). Ihr Fixkorper ist aber nur K
selbst, folglich ist Gal(L/Fixz(¥)) = Gal(L/K). Gal(L/K) ist also die kleinste Galois-
abgeschlossene Gruppe, die Y enthélt. Daher ist ¥ nicht Galois-abgeschlossen, denn man
kann zeigen, dass ¥ # Gal(L/K) ist. (Es gilt sogar, dass Gal(L/K) iiberabzéhlbar ist.)
Die folgende Abbildung 7 ist in Gal(L/K) \ ¥: Wir definieren zunichst rekursiv eine Folge
von natiirlichen Zahlen:

ny =0, ne:=04+11=1 ng:=1421=3, ng:=3+3'=9,...,npp1:=np + k!, ...

Sei nun 73, : GF(p*) — GF(p*') durch 7(a) = 0™ (a) definiert. Dann ist 7, ein Automor-
phismus von GF(p*), und man kann leicht zeigen, dass 73, |GF (p*~1D") = 7., gilt. Daher
gibt es einen Automorphismus 7 von GF(p>), der

Vk: TIGF(pM) =7,
erfiillt. Fiir jedes k kann man auch sehen, dass 73, bereits auf der Menge G F(p*) mit keiner

Funktion aus {¢~*,...,id,0,...,o"} iibereinstimmt, daher ist 7 ¢ X.
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8.5 Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

8.5.1 Definition. Sei A eine nichtleere Menge von Punkten in der Ebene R x R. Un-
ter einer ,Konstruktion (mit Zirkel und Lineal) aus A“ verstehen wir eine endliche Folge
(X1,...,X,), sodass fiir allei =1,...,n gilt:

1. X; ist entweder ein Punkt in der Ebene, oder eine Gerade, oder ein Kreis, oder eine
reelle Zahl.

2. Wenn X; ein Punkt p ist, dann gilt p € A, oder p wird als Durchschnitt von fritheren
Kreisen und/oder Geraden erhalten, d.h.: es gibt j1, jo < 4, sodass p der Durchschnitt
von Xj;, und X}, ist, wobei X, ein Kreis oder eine Gerade ist, ebenso Xj,.

3. Wenn X; eine Gerade g ist, dann geht g durch zwei vorher konstruierte Punkte, d.h.,
es gibt zwei verschiedene Punkte p; = X, po = Xj, (mit ji,j2 < i), die beide auf g
liegen.

4. Wenn X; ein Kreis k£ mit Mittelpunkt M und Radius r ist, dann wurden Mittelpunkt
und Radius schon frither konstruiert, d.h., es gibt ji,j2 < 4, sodass M = X und
r = XjQ.

5. Wenn X; eine Zahl z ist, dann ist z die Distanz zwischen zwei frither konstruierten
Punkten, d.h., es gibt j1, jo < i (nicht notwendigerweise verschieden), sodass p; := X
und py := X, Punkte mit Abstand z sind.

Ublicherweise enthélt die Menge A zumindest den Ursprung und den Punkt (0,1).
Wir nennen einen Punkt / eine Gerade / eine Zahl ,konstruierbar aus A“, wenn der Punkt
/ die Gerade / die Zahl in einer Konstruktion aus A vorkommen.

Um die Koordinaten (oder deren Distanzen) von konstruierbaren Punkten zu berechnen,
muss man offensichtlich endlich oft entweder ein lineares Gleichungssystem (wenn man
Geraden mit Geraden schneidet) oder eine quadratische Gleichung losen (wenn man Kreise
mit Kreisen, oder Kreise mit Geraden schneidet). Umgekehrt kann man (zum Beispiel)
Ho6hensatz und Thaleskreis verwenden, um aus einer bereits konstruierten positiven Zahl
ihre Quadratwurzel zu konstruieren.

Dies legt folgenden Definition nahe:

8.5.2 Definition. Sei K Korper. Unter eine Quadratwurzelerweiterung von K verstehen
wir einen Erweiterungskorper L > K, fiir den es eine endliche Folge K = K1 < Ky < --- <
K, = L gibt, die fiir i = 1,...,n — 1 erfiillt: Es gibt « € K;;1, sodass K;11 = K;(«), und
o? € K;, oder #quivalent [K;, 1 : K;] < 2.

8.5.3 Lemma. Sei L Quadratwurzelerweiterung von K. Dann ¢ibt es eine natirliche Zahl
n mit [L : K] =2".

8.5.4 Anmerkung. Nicht jeder Erweiterungskorper von Q, dessen Grad iiber Q eine Zwei-
terpotenz ist, ist eine Quadratwurzelerweiterung von Q.

8.5.5 Satz. Sei A eine Menge von Punkten, die den Ursprung (0,0) und den Punkt (1,0)
enthdlt. Dann gilt:

1. Ein Punkt p ist genau dann aus A konstruierbar, wenn seine beiden Koordinaten aus
A konstruierbar sind.
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2. Die Menge der aus A konstruierbaren reellen? Zahlen bilden eine Korper, Ka, der
unter Quadratwurzelziechen abgeschlossen ist, d.h.: Va € K4 :a > 0= 46 € K4 :

B% = a.

3. Sei A D {(0,0),(1,0)} eine Menge von Punkten, und sei B die Menge aller Koordi-
naten von Punkten in A. Dann ist z € R genau dann aus A konstruierbar, wenn z in
einer Quadratwurzelerweiterung von Q(B) liegt.

8.5.6 Folgerung. Sei A eine Menge von Punkten, die alle rationale Koordinaten haben.
Dann gilt:

1. /2 ist nicht aus A konstruierbar.
2. Keine transzendente Zahl (wie? etwa 7)ist aus A konstruierbar.

3. Eine Dreiteilung des Winkels 60° ist unmoglich, genauer: Die Eckpunkte eines Dreiecks
mit den Winkeln 90°, 70°, 20° sind nicht aus A konstruierbar.

Beweis. (1) Sei L eine Quadratwurzelerweiterung von Q mit /2 € L. Dann ist [L : Q] = 2"
fiir eine natiirliche Zahl n; nach dem Gradsatz muss nun [Q(v/2 : Q] = 3 ein Teiler von 2"
sein, was unmoglich ist.

(2) Klar.

(3) Wenn so ein Dreieck konstruierbar wére, konnte man auch so ein Dreiceck mit Hypote-
nuse der Lange 1 konstruieren, und hétte somit die Zahl « := cos(20°) konstruiert.

Aus cos(60°) + isin(60°) = (cos(20°) + isin(20°))? erhilt man cos(60°) = 4 cos®(20°) —
3c0s(20°), daher ist o Nullstelle des Polynoms 42 — 3z — % Da dieses Polynom dritten
Grades keine rationalen Nullstellen hat, ist es iiber Q irreduzibel, somit ist [Q(«) : Q] = 3.
Wie in (1) folgt nun, dass « nicht aus A konstruierbar ist. O

2Man konnte auch fiir komplexe Zahlen den Begriff der Konstruierbarkeit einfiihren, z.B. indem man defi-
niert, dass z € C genau dann konstruierbar ist, wenn sowohl Real- als auch Imaginérteil von z konstruierbar
sind; die hier angefiihrten Sétze lassen sich leicht auf komplexe Zahlen iibertragen.

3Dass die Ludolphsche Zahl tatsichlich transzendent ist, werden wir in dieser Vorlesung nicht beweisen.
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Kapitel 9

Verbande und Boolesche Algebren

9.1 (Halb-)Geordnete Mengen

In 1.6.1 haben wir definiert: Sei M eine Menge und R eine zweistellige Relation auf M mit
1) Vo € M : xRz (Reflexivitét),
2) Vo,y € M : xRy A yRx = = = y (Antisymmetrie),
3) Va,y,z € M : xRy N yRz = xRz (Transitivitit),

dann heifit R eine Halbordnung auf M. Weiters heifit (M, R) eine halbgeordnete Menge. Gilt
zusétzlich

4) Vx,y € M : xRy V yRx (Vergleichbarkeit),
dann heifit (M, R) eine Kette oder linear geordnete Menge oder Totalordnung.

9.1.1 Anmerkung. Statt ,Halbordnung“ sagt man oft auch ,partielle Ordnung®, ab-
gekiirzt po oder p.o., manchmal auch nur ,,Ordnung“.! Diese Ausdriicke werden sowohl
fiir die Relation R selbst wie auch fiir die gesamte Struktur (M, R) verwendet.

Gelegentlich ist mit ,,Ordnung® auch eine Totalordnung (=lineare Ordnung, Kette?) gemeint.

Bezeichnungen. Statt R wird meist ,,<“ geschrieben. Weiters sei:

rz>y:&y<lua,
r<y:ry, TFy,
T>Y STy TEY.

9.1.2 Anmerkung. Fiir A, B C M schreiben wir A < B fiir Vx € AVy € B (z < y). Statt
»a < z und b < z* schreiben wir also {a,b} < x oder meist weiter abgekiirzt ,,a,b < z*;
analog ist x < a, b zu verstehen.

Statt ,a < b und b < ¢“ schreiben wir oft a < b < c.

FEine strikte Halbordnung auf einer Menge M ist eine zweistellige Relation S, die
1. areflexiv (Vo € M (z,x) ¢ R) und

2. transitiv

Yenglisch: order oder partial order
Zenglisch: : total order, linear order, chain
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ist. Wenn S eine strikte Halbordnung ist, dann ist S U {(z,z) | € M} eine Halbordnung;
wenn R eine Halbordnung ist, dann ist R\ {(x,z) | z € M} eine strikte Halbordnung. Jeder
Satz iiber Ordnungen lsst sich also in einen Satz iiber strikte Ordnungen {ibersetzen, und
umgekehrt.

Gelegentlich ist mit dem Wort ,,Ordnung® oder ,,Halbordnung® auch eine strikte Halbord-
nung gemeint. Ob es sich tatséchlich um eine Halbordnung in unserem Sinn oder um eine
strikte Halbordnung handelt, lasst sich meist aus dem Kontext oder aus der Notation er-
schliefien: Fiir Halbordnungen werden meist Symbole wie <, <, C, <, C etc verwendet, fiir
strikte Halbordnungen <, C, <, C, etc. Um die Areflexivitit einer Relation zu betonen,
verwendet man auch gerne Symbole wie ;

9.1.3 Beispiele. 1) (R, <) ist Kette.
2) (Np,|) ist halbgeordnete Menge, aber keine Kette.
3) (P(M), C) ist halbgeordnete Menge, aber fiir |[M| > 2 keine Kette.

9.1.4 Definition. Sei (M, <) halbgeordnete Menge. Dann heifit k& € M kleinstes (bzw.
grofites) Element von M & Ve € M : k < x (bzw. k > z).

9.1.5 Beispiele. 1) (R, <) hat kein kleinstes bzw. grofites Element.
2) (Np,|) hat 1 als kleinstes und 0 als groites Element.
3) (P(M), C) hat () als kleinstes und M als grofites Element.

9.1.6 Anmerkung. Es gibt stets hochstens ein kleinstes bzw. grofites Element, denn: sind
k1, ks kleinste Elemente, dann gilt k1 < ko A ko < ky und damit k; = ko. Analog fiir grofite
Elemente.

9.1.7 Definition. Sei (M, <) halbgeordnete Menge. Dann heifit m € M minimales (bzw.
mazximales) Element von M < Ve € M :x <m (bzw. z > m) = = =m.

Jedes kleinste Element ist auch minimal, jedes grofite auch maximal.

9.1.8 Satz. a) Sei (M, <) halbgeordnete Menge und N C M. Dann ist (N,<) ebenfalls
eine halbgeordnete Menge. Ist (M,<) eine Kette, dann auch (N,<). Dabei steht (N, <)
abkiirzend fir (N, < N(N x N)).

b) Ist (M, <) halbgeordnete Menge, dann auch (M, >). (,,Dualititsprinzip fir halbgeordnete
Mengen*) []

Duale Begriffe: < >
kleinstes Element grofites Element
maximales Element | minimales Element

So gilt etwa: m ist maximal in (M, <) < m ist minimal in (M, >).

9.1.9 Definition. Sei (M, <) halbgeordnete Menge und N C M. Dann heifit u € M eine
untere Schranke von N < Vo € N : u < z. Ein grofites Element der Menge aller unteren
Schranken heift ein Infimum von N, in Zeichen: inf N oder A N. Ein Element v € M heift
eine obere Schranke von N < Vo € N : x < v, und eine kleinste obere Schranke heifit ein
Supremum von N, in Zeichen: sup N oder \/ N.
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9.1.10 Beispiele. 1) In (R, <) entsprechen die eben definierten Begriffe den in der Analysis
tiblichen.

2) In (No,|) gilt fiir 7 C Ny mit 7" # (: inf 7' = ggT(7T') und supT = kgV(T'). Weiters ist
inf() =0 und sup () = 1.

3) In (P(M), <) gilt fiir & CP(M): inf & =S und sup& = J 6.

Hassediagramm. Sei (M, <) eine endliche halbgeordnete Menge und die Relation ,be-
nachbart“ definiert durch:

1) a < boder b < a,

a,b benachbart & { 2) es gibt kein ¢ mit a < ¢ < b oder b < ¢ < a.

Dann ist das Hassediagramm von (M, <) gegeben durch den Graphen der Relation ,be-
nachbart“. (Knotenmenge M; ist a < b, zeichnet man den Knoten a ,tiefer* als den Knoten
b und verbindet a und b mit einer Kante, falls sie benachbart sind.)

9.1.11 Beispiel. Das Hassediagramm fiir (J3({1,2,3}), C) sieht so aus:
{1,2,3}

{1,2} {2,3}
S

{1}

=

9.2 (Halb-)Ordnungen und Verbinde

9.2.1 Definition. Sei (V, <) eine halbgeordnete Menge. (V, <) heifit verbandsgeordnet <
sup{a, b} und inf{a, b} existieren fiir alle a,b € V.

Statt ,,verbandsgeordnete Menge* kann man auch Verband im ordnungstheoretischen Sinn
sagen; die im Abschnitt 1.2 definierten Verbénde (V, A, V) nennt man dann , Verbénde im
algebraischen Sinn“.

9.2.2 Beispiel. Auf M = {1,2,3,4,5,6} seien zwei Halbordnungsrelationen < und <’
definiert. 6 6

(M, <): (M, <'):

1 1

(M, <) ist verbandsgeordnet (z. B. ist inf{2,3} = 1 und sup{2, 3} = 6). Dagegen ist (M, <)
nicht verbandsgeordnet: sup{2, 3} existiert nicht, da die Menge {2, 3} die oberen Schranken
4, 5 und 6, also keine kleinste obere Schranke besitzt.

9.2.3 Lemma. Sei (V,A,V) ein Verband, dann gilt:

a)VaeV:aNa=a=aVa,
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b) Va,beV:aANb=a<aVb=D0.

Beweis. a) Aufgrund der Verschmelzungsgesetze gilt: a Aa = a A (a V (a A a)) = a und
aVa=aV(aA(aVa))=a.

b) =:aVb=(aANb)Vb=0b,<:aNb=aA(aVb) = a,ebenfalls nach den Verschmelzungs-
gesetzen. O

9.2.4 Satz.

(a)

()

(¢)

Sei (V,A\,V) ein Verband. Definiert man eine Relation < auf V' durch
Va,beV: a<b:&salhb=a,
dann ist (V, <) eine verbandsgeordnete Menge, wobei aAb = inf{a, b}, aVb = sup{a, b}.

Sei (V, <) eine verbandsgeordnete Menge. Definiert man auf V' zweistellige Operatio-
nen A,V durch

Va,beV : aAb:=inf{a,b}, aVb:=sup{a,b},
dann ist (V,\,V) ein Verband.

Die in (a) und (b) definierten Zuordnungen sind zueinander invers.

Beweis. (a) Die Relation < ist reflexiv (a < a wegen a A a = a), antisymmetrisch (a <

()

b<a=aANb=aund aAb=0>b, also a = b) und transitiv (e < b<c¢=aAb=a,
bAc=0b,daher aNc=(aNb)ANc=aAN(bANc)=aAb=a).

Wir zeigen nun, dass aAb = inf{a, b} gilt: aAb < a, b gilt wegen aAbAa = aAbAD = a/b;
aus < a,b folgt aNx =bAx =z, also (aNb) ANz =aA(bAz)=aAz =z daher
z<aAb.

Die Beziehung a V b = sup{a, b} zeigt man ganz #hnlich.

Wir miissen zeigen, dass die Verbandsgesetze gelten:
a ANb=inf{a,b} = inf{b,a} =bAa.

Wir tiberlegen zunéchst, dass jede untere Schranke s von {a, b, ¢} auch untere Schranke
von {a,b A c} ist, und umgekehrt:

s<a,b,c = s<aund s <bAc=inf{b,c};
wenn umgekehrt s < a und s < b A ¢, dann ist s < a, b, c.

Daher ist die grote untere Schranke von a, b, c auch gleich der gréfiten unteren Schran-
ke von a und b A c:
aA(bAc)=inf{a,b,c}.

Analog ist auch (a A b) A ¢ =inf{a,b,c}, also (a Ab) A c =inf{a,b,c} =a A (bAc).
Analog zeigt man die dualen Gesetze.

(V,A, V) N vV, <) LN (V, N*,V*), wobei a A* b = inf{a,b} = aAbund a V*b =
sup{a,b} = a V.

(V,g)»b—)>(V,/\,\/)»a—)>(V,§*),W0beia§*b@a/\bza@inf{a,b}:a@agb.

O]
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Jeder endliche Verband kann somit durch ein Hassediagramm beschrieben werden.

9.2.5 Beispiele. 1) 1 A0 a b ¢ 1 VIO a b c 1
0j0 0 0O OO 010 a b ¢ 1
al0 a 0 0 a ala a 1 1 1
a c b0 0 b 0 b blb 1 b 1 1
cl0 0 0 ¢ ¢ clec 1 1 ¢ 1
110 a b ¢ 1 11 1 1 11
0

0 ist kleinstes Element und zugleich neutrales Element bei V. 1 ist grofites Element und
zugleich neutrales Element bei A.

2) Teilerverbénde (7, ggT, kgV) mit T}, := {t € N | ¢ teilt n}, n € N. Hassediagramm von

12 30
6
6 15
T19 4 3 T30 "‘
2 5
2
1 1

3) Sei A eine Algebra (z.B. eine Gruppe). Mit Sub(A) bezeichnen wir die Menge der Un-
teralgebren. Sub(A) wird durch die Mengeninklusion zu einer verbandsgeordneten Menge:
Fiir X,Y € Sub(A) ist ndmlich X NY wieder eine Unteralgebra von A und daher die grofite
untere Schranke von X und Y. Die kleinste obere Schranke ist

(x)  XVY:=(XUY)=(){Z€Sub(4) | XUY C ZC A}.

9.2.6 Anmerkung. Die Operationen A und V nennt man oft (in Analogie zu den Opera-
tionen N und U in P(X)) ,,Schnitt* und , Vereinigung*3.

Diese Bezeichnungen koénnen aber gelegentlich missverstanden werden: Wenn wir etwa den
Verband Sub(A) aller Unteralgebren einer Algebra A betrachten, ist der verbandstheoreti-
sche Schnitt (d.h. das Infimum im Verband) zweier Unteralgebren zwar gleich dem mengen-
theoretischen Durchschnitt, die verbandstheoretische Vereinigung (also das in (x) definierte
Supremum X VY) ist aber im Allgemeinen eine echte Obermenge der mengentheoretischen
Vereinigung X UY.

Dualitétsprinzip fiir Verbinde:

(V,A,V) Verband < (V,V, A) Verband,
V, <) verbandsgeordnet < (V, >) verbandsgeordnet.
(v g : g

Wenn wir den Verband (V, A, V) mit V bezeichnen, nennen wir den Verband (V,V,A) den
zu V dualen Verband und bezeichnen ihn mit V.

Zu jeder Aussage ¢ iiber Verbdnde (im ordnungstheoretischen oder auch im algebraischen
Sinn) definieren wir eine Aussage ¢, die ,, duale* Aussage so: Wir ersetzen in ¢ das Symbol

3englisch: meet, join
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A durch V, V durch A, < durch >. (Alle weiteren verbandstheoretischen Konzepte miissen
natiirlich ebenfalls durch die dualen ersetzt werden — ,,minimal* durch ,,maximal®, inf durch
sup, etc.)

Wenn nun die Aussage ¢ fiir den Verband V' zutrifft (z.B.: ,V hat ein grofites Element*),
dann trifft die Aussage ¢? auf den Verband V¥ zu (z.B.: ,V¢ hat ein kleinstes Element*).

Wenn eine Aussage ¢ auf alle Verbiéinde zutrifft, dann trifft auch ¢? auf alle Verbéinde zu.

9.2.7 Satz (Rechenregeln fiir Verbénde). 1. Die Operationen V und A sind monoton.
Das heifit, aus a1 < as und by < by folgt a1 ANb1 < as Aby und a1 V by < as V b.

2. a<bANce a<bunda<ec.
S.a>bVes a>bunda> c.

Beweis. (1) ist ein Ubungsbeispiel. (2) gilt, weil b A ¢ die gréfite untere Schranke fiir b und
c ist. (3) ist zu (2) dual. O

9.2.A Unterverbiande

Sei (V,A,V) ein Verband. Ein Unterverband ist eine Teilmenge von V', die unter A und V
abgeschlossen ist.

9.2.8 Beispiel. Sei (V, A, V) ein Verband, und sei < die zugehorige Ordnung. Wenn K C V
eine Kette in (V] <) ist, dann ist K Unterverband von V. Insbesondere ist jede einelementige
Teilmenge ein Unterverband, ebenso die leere Menge.

9.2.9 Anmerkung. Sei V' Verband mit den Operationen A und V und der Ordnung <. Sei
W ein Unterverband; die Operationen von W sind dann die Einschrdankungen von A und V
auf die Menge V x V; wir schreiben aber meist A und V (oder gelegentlich Ay und Vyy)
fiir diese Operationen, statt genauer A[(V x V) und V[(V x V) zu schreiben.

Die partielle Ordnung von W ist die Einschrinkung von < auf die Menge W, d.h. formal:
die Menge {(z,y) € W x W | z < y}, oder kiirzer <N (W x W); wir schreiben < oder <y
fiir diese Relation.

Die Struktur (W, <) ist ein verbandsgeordnete Menge.

9.2.10 Beispiel. Sei V die Potenzmenge der Menge {0, 1,2}, und sei W7 := {0, {0}, {1}, {0,1}},
Wy :={0,{0},{1},{0,1,2}}.

Dann ist V' ein Verband mit Operationen U und N und der Relation C. Die Halbordnungen
(W7, €) und (Wa, Q) sind zueinander isomorph; beide sind verbandsgeordnete Mengen. Aber

W7 ist Unterverband von V', Wy nicht.

9.2.B Kongruenzrelationen

9.2.11 Lemma. Seien (Vi, A, V;) fir i = 1,2 Verbinde mit den zugehorigen Ordnungen
<;, und sei f : V3 — Vay ein Verbandshomomorphismus.
Dann erhilt f die Ordnung, d.h.: v <1y = f(z) <2 f(y) fir alle z,y € V;.

Beweis. Wenn © <; y, dann oz Ay = x. Daher f(z) A f(y) = f(z Ay) = f(x), also
f(z) <2 f(y). O
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Eine Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation # C V' x V, die mit den Operationen A
und V vertréglich ist:

a19a2, b160by = (a1 V b1)0(a2 V bg), (a1 A bl)H(ag A bg).

Aus dem allgemeinen Homomorphiesatz folgt, dass fiir jeden surjektiven Verbandshomo-
morphismus f : V' — W die Relation {(x,y) | f(z) = f(y)} eine Kongruenzrelation ist, und
dass alle Kongruenzrelationen diese Form haben.

Es ist nicht immer leicht, festzustellen, ob eine vorliegende Partition tatséchlich von einer
Kongruenzrelation kommt. Das folgende Konzept kann manchmal hilfreich sein:

9.2.12 Definition. Sei (L, <) eine partielle Ordnung. Eine Teilmenge A C L heifit konvez,
wenn Va,b € AVer € L: a <x <b= x € A gilt. Das heifit, mit allen Elementen a,b € A
muss schon das ganze Intervall [a,b] :== {x € L | a < 2 < b} eine Teilmenge von A sein.

9.2.13 Lemma. Sei 6 eine Kongruenzrelation auf einem Verband (V,A,V). Dann ist jede
Kongruenzklasse eine konvere Menge, und jede Kongruenzklasse ist Unterverband von V .

Beweis. Sei f : (V,A,V) — (W,A,V) ein Homomorphismus, mit Kern 6. Jede Klasse [v]y
ist von der Form f~!(w) fiir ein w € W (niamlich w := f(v)).

o Konvexitat: Sei a <z < b mit f(a) = f(b). Zu zeigen ist f(a) = f(z).
Aus dem vorigen Lemma wissen wir f(a) < f(z) < f(b) = f(a). Daher f(a) = f(z).

e Unterverband: Seien vy, vy in der selben Aquivalenzklasse, d.h. f(vi) = f(v2) =: w.
Dann ist f(v1 Vve) = wV w = w, also ist v1 V v2 in derselben Klasse. Daher ist jede
Klasse unter V abgeschlossen; analog auch unter A.

O]

9.2.14 Anmerkung. Nicht jede Aquivalenzrelation, deren Klassen konvexe Unterverbinde
sind, ist eine Kongruenzrelation.

9.2.C Vollstédndige Verbinde

9.2.15 Definition. Eine partielle Ordnung (P, <) heifit vollstdndig, wenn jede Teilmenge
S C P ein Supremum und ein Infimum hat. (Statt sup S und inf S schreibt man manch-
mal auch \/ S und A S.) Wir nennen einen Verband (L, A, V) vollsténdig, wenn L mit der
Verbandsordnung vollsténdig ist.

Insbesondere ist jede vollstdndige partielle Ordnung eine verbandsgeordnete Menge, kann
also als vollstandiger Verband aufgefasst werden.

9.2.16 Anmerkung. Die reellen Zahlen R mit der iiblichen Ordnung sind im Sinne die-
ser Definition also nicht vollstédndig, die erweiterten reellen Zahlen R U {—o0, 00} schon.
Wir? nennen eine partielle Ordnung , bedingt vollstindig“®, wenn jede nichtleere nach oben
beschrinkte Menge ein Supremum und jede nach unten beschréinkte nichtleere Menge ein
Infimum hat. Eine bedingt vollsténdige Halbordnung wird durch Adjunktion von zwei neuen
Elementen oo und —oo zu einer vollstdndigen Halbordnung, daher kann man alle Sétze {iber
vollstandige Halbordnungen in Sétze {iber bedingt vollstdndige Halbordnungen tibersetzen.
Eine bedingt vollstdndige Halbordnung ist im Allgemeinen kein Verband. Die Familie aller
endlichen Teilmengen von N ist ein Beispiel eines bedingt vollstéindigen Verbandes, der nicht
vollsténdig ist.

4Achtung! Manche Autoren verwenden den Namen , vollstéindig® fiir die Eigenschaft, die wir hier , bedingt
vollstéandig® nennen.
Senglisch: conditionally complete
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9.2.17 Satz. Sei (P, <) eine Halbordnung, in der jede Teilmenge ein Infimum hat. Dann

hat auch jede Teilmenge von P ein Supremum.

Beweis. Ubungsaufgabe.

9.2.18 Beispiele.

0

1. Sei A eine Algebra. Die Menge aller Unteralgebren bildet einen

vollstdandigen Verband. Das Infimum einer Familie von Unteralgebren ist einfach der

Durchschnitt dieser Unteralgebren.

2. Sei A eine Algebra. Die Menge aller Kongruenzrelationen § C A x A bildet einen
vollstandigen Verband. Das Infimum einer Familie von Kongruenzrelationen ist einfach
der mengentheoretische Durchschnitt dieser Relationen.

9.3 Boolesche Algebren

Am Ende von Abschnitt 1.2 haben wir definiert:
Eine Algebra (B, A, V,0,1,”) vom Typ (2,2,0,0, 1) heiit Boolesche Algebra < die folgenden

Gesetze gelten fiir alle a,b,c € B:

aNb=bAa
aN(bNAc)=(aANb)Nc
aN(aVb)=a
aN(bVe)=(aAb)V(aAc)

1Na=a

aNd =0

aVb=>bVa
aV({bVve)=(aVb) Ve
aV(aNb)=a
aV((bAec)=(aVb)A(aVc)

OVa=a

aVa =1

9.3.1 Anmerkung. Manche Autoren verwenden fiir die Operationen V, A der Booleschen
Algebra die Symbole + und -. Wir tun dies nicht, um Verwechslungen mit Booleschen
Ringen (siehe néchster Abschnitt) zu vermeiden, und um die Verwandtschaft zu Verbénden
zu betonen.

Fiir das Komplement z’ werden auch oft andere Symbole verwendet, wie z¢, —x, —x, ~x,
Z. Statt a A b schreibt man manchmal in Analogie zu Mengenalgebren a \ b.

Dualitétsprinzip:
(B, A, V,0,1,") Boolesche Algebra < (B,V,A,1,0,") Boolesche Algebra.
9.3.2 Lemma. Sei (V,A,V) ein Verband. Dann gilt:
a) Ya,b,ce V:aN(bVe)=(aNb)V(aNc) & Va,bceViaV(bAc)=(aVb)A(aVec),
b) VacV:0Va=a<VaecV:0ANa=0,
c)VaeV:lNa=a<VaeV:1Va=1,

Beweis. a) =: (aVb)A(aVe)=[(aVb)ANa]V[(aVb)Acj=aV (aNc)V(bAc)=aV (bAc).

I —a
<: analog.
b) und c) folgen aus a Ab=a < aVb=hb. O

9.3.3 Beispiel. (P(M),N,U,0, M,") mit A’ = M \ A ist eine Boolesche Algebra.
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9.3.4 Satz (Satz iiber Komplemente). Sei (B, A,V,0,1,”) eine Boolesche Algebra. Dann
qilt:

a) Sind a,a* Elemente von B mit aV a* =1 und a Aa* =0, so gilt a* = d'.

b) (') =a fir alle a € B.

¢) 0 =1und1 =0.

d) (aVvbd) =a ANV und (aND) =d' V¥ fir alle a,b € B (De Morgan’sche Gesetze).

Beweis. a) Wurde am Ende von Abschnitt 1.2 bewiesen.

b) a\/a’zlja/\a’:()% (") =a.

OVI=1,0A1=0=%0=1,1=0.

d) (aVb)V(a'AV') = (aVbVa )A(aVbVE) = 1AL = 1, (aVh)A(d'AY') = (and NV )V (DA NY) =
0\/020%(a\/b)’:a’/\b’.Analog: (anb) =d V. O
9.3.5 Satz (Rechenregeln fiir Boolesche Algebren). Sei B eine Boolesche Algebra. Dann
qilt fir alle a,b € B:

a) a<b & b <d. (Man sagt auch, dass die Abbildung a — a' antimonoton ist.)

b) a<b & dVvb=1 & anb =0.
In Analogie zur Logik wird der Ausdruck a’ vV b manchmal auch mit a — b abgekiirzt,
d.h. — wird als Name einer 2-stelligen Operation verstanden.

c)a<b & anNb=0 & b<d.
Die Gleichung a Nb = 0 kiirzt man (in Analogie zur linearen Algebra) auch mit a L b
ab. a und b heiffen in so einem Fall ,disjunkt”.

Beweis. a) Wir verwenden die Regel von de Morgan, sowie die Tatsache, dass man x < y
in dquivalenter Weise sowohl durch x Ay = x als auch durch =z V y = y definieren kann:
a<b & aNb=a & (aNb)=d & dVV=d & V<d.

b) Wenn a < b, dann ist '’ Vb =a’V (a Vb) = 1. Wenn umgekehrt o’ Vb = 1 ist, dann gilt:
a=aNl=aAN(dVb)=(and)V(aAb)=aNb,

also a < b. Die zweite Aquivalenz folgt dann aus dem Gesetz von de Morgan.
c) folgt aus b). O

9.3.6 Satz (Satz iiber Homomorphismen). Seien (B, A,V,0,1,") und (C,A,V,0,1,") Boole-
sche Algebren, ¢ : B — C surjektiv. Dann gilt: ¢ ist Homomorphismus von (B, A, V,0,1,")
nach (C,A,V,0,1,") & ¢ ist Homomorphismus von (B,A,V) nach (C,A,V). (D. h., es
geniigt, dass @ mit den Verbandsoperationen vertrdglich ist.)

Beweis. = trivial.

<: Wegen 0Va = a gilt ¢(0)Vp(a) = ¢(a) fir alle a € B. Da ¢ surjektiv ist, gilt ¢(0)Ve = ¢
fiir alle ¢ € C. Also ist ¢(0) neutral beziiglich V in C' und daher ¢(0) = 0. Analog zeigt
man (1) = 1.

@ ist vertriglich mit : aVa' = 1, and’ = 0= p(a)Vep(d) = (1) = 1, p(a)Ap(a’) = ¢(0) =0
5 (@) = pla). 0
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9.4 Boolesche Ringe

9.4.1 Definition. Ein Ring (R, +,0, —, -, 1) mit Einselement heift ,,Boolescher Ring*, wenn
Ve € Rx o= gilt.

In jedem Booleschen Ring gilt z + 2 =0 fir alle x € R, denn z +1 = (z + 1)(z + 1) =
zx+rx+x+1l=(+z)+(z+1).
Daher ist —z = « fiir alle z; statt 4+ y kann man also genauso gut  — y schreiben.

9.4.2 Satz.
(a) Sei (R,+,0,—,-,1) ein Boolescher Ring. Mit den Operationen
AN TIRESI TS rVy:=x+y+ 2y, =14z (=1-1)

ist die Algebra (R, A, V,0,1,") eine Boolesche Algebra,
und es gilt x +y = (x Ay )V (' Ny).

(b) Sei (B,A,V,0,1,) eine Boolesche Algebra. Mit den Operationen
TYy:=xANy, r+y:=(xAy)V (@ Ay), —r:=x

ist (B,+,0,—,-,1) ein Boolescher Ring,
und es gilt tNy=x+y+ay=1+(1+2z)(1+y).

(¢) Diein (a) und (b) beschriebenen Abbildungen zwischen Booleschen Algebren und Boo-
leschen Ringen sind invers zueinander.

Weiters gilt: Seien (R;,+,0,—,-,1) (fir i = 1,2) Boolesche Ringe, mit zugehdorigen Boo-
leschen Algebren (R;, \,V,0,1,"). Eine Abbildung f : Ry — Ra ist genau dann Ringhomo-
morphismus, wenn sie ein Homomorphismus von Booleschen Algebren ist.

Beweis. Ubung. O

9.4.3 Anmerkung. Die Operation z +y = (z Ay') V (y A 2’) heiit auch ,,symmetrische
Differenz“; sie wird manchmal x A y geschrieben.

9.4.4 Satz (Homomorphiesatz fiir Boolesche Algebren). Sei f : By — Ba ein surjektiver
Homomorphismus von Booleschen Algebren.
Dann ist By zu By/f~(0) isomorph, wobei By/f~(0) die Menge aller Aquivalenzklassen
der Relation

r~yex+ye fH0)

1st.

Beweis. Nach dem allgemeinen Homomorphiesatz gilt By = By /kern(f), wobei kern(f)
die durch

(z,y) € kern(f) < f(x) = f(y)

definierte Aquivalenzrelation ist. Nun gilt aber

fl@)=fly) & flx)—fly)=0 & fl@)+f(y) =0 & flz+y) =0,

also ist kern(f) = {(z,y) | = ~ y}. O
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Jede Kongruenzrelation ~ auf einem Ring, erst recht also auf jedem Booleschen Ring, ist
durch ein Ideal charakterisiert, namlich die Aquivalenzklasse von 0. Da die Ringoperatio-
nen durch die Operationen der Booleschen Algebra beschrieben werden (und umgekehrt),
sind die Kongruenzrelationen eines Booleschen Rings genau die Kongruenzrelationen der
entsprechenden Booleschen Algebra. Die Ringkongruenzen kann man durch Ringideale be-
schreiben; wir wollen diese Ideale nun auch ordnungstheoretisch charakterisieren.

9.4.5 Definition. Sei (P, <) eine partielle Ordnung.

e I C P heiBt Ordnungsideal®”, wenn Vi € IVp € P: p <i= p € I gilt, d.h., wenn I
nach unten hin abgeschlossen ist.

e I C P heiBit gerichtet® (oder genauer: nach oben gerichtet), wenn es fiir alle i,y € T
ein j € I gibt mit ¢; < j und iz < j.

9.4.6 Definition.

e Sei B Boolesche Algebra. () # I C B heifit Ideal, wenn I ein (nach oben) gerichtetes
Ordnungsideal ist. (Aquivalent: Wenn I Ordungsideal ist und unter V abgeschlossen
ist.)

e Filter werden dual definiert: () # F C B heifit Filter (manchmal auch ,,duales Ideal®),
wenn [’ unter A abgeschlossen ist und ,,duales Ordnungsideal® ist, d.h. Vf € FVb €
B:f<b=beF.

Die leere Menge ist weder Ideal noch Filter. Die ganze Algebra B gilt als ,,uneigentliches*
Ideal bzw. als uneigentlicher Filter.

9.4.7 Definition. Sei F' C B Filter. Wir schreiben F* fiir die Menge {0’ | b € F'}.
Sei I C B Ideal. Wir schreiben I* fiir die Menge {V' | b € I}.

Man zeigt leicht:

9.4.8 Lemma. Sei B Boolesche Algebra. Dann ist I C B genau dann Ideal (im gerade
definierten Sinn) wenn I Ideal (im ringtheoretischen Sinn) des Booleschen Rings BRne jst.
F C B ist genau dann Filter, wenn F™* Ideal ist.

1 C B ist genau dann Ideal, wenn I* Filter ist.

9.4.9 Definition. Sei I C B Ideal. Dann definieren wir die Aquivalenzrelation ~; durch
x~ry < x—y€el (xr—y=x+y ist hier die Ringoperation.)

Dual dazu: Sei ' C B Filter. Dann definieren wir die Aquivalenzrelation ~p durch x ~p y
& (x—y) eF.

9.4.10 Lemma. Sei B Boolesche Algebra, und sei I Ideal. Sei F = I* = {b' | b € I} der
dazu duale Filter. Dann sind fir alle b,c € B die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) b~yec.
(b) bNFC.
(¢) IfeF:bANf=cNf.

Senglisch: order ideal oder lower subset

"Ordnungsideale heifien manchmal auch ,,offene Mengen“. Tatséichlich bildet die Menge aller Ordnungs-
ideale auf P eine Topologie.

8englisch: directed oder upward directed
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(d) Iiel:bNi'=cNi.
() Jiel:bVi=cVi.

Beweis. Die Aquivalenzen (a) < (b) und (c) < (d) sind klar.
(d) = (e): Wenn bAY = cAi', dann bVi = (bAD)V (OAT)Vi = (bAT)Vi= (cAi')Vi=cVi.
(e) = (d): Die Implikation bVi =cVi=bVi = cAi ist dual zu ,(d) = (e)“ zu beweisen.
Die Aquivalenz zwischen (b) und (c) folgt aus der Beziechung

bAf=cNf & b—c<f.
Der Beweis dieser Aquivalenz geht so: Wenn b A f = ¢ A f, dann ist
bAL =(OANINHVOANSANF)Y=(cAIAN)VOASAF)Y<OV S =F,

analog b’ Ac < f', daher b+c= (bA)V (' Ae) < f.
Wenn umgekehrt b+c < f’ gilt, dann ist bDA f = (bAcAf)V(BASAF) < (bACAfIV(FIAS) =
(bAcANf)<bAf,alsobANf=bAcAf.AnalogcAf=bAcA fialsobANf=cAf. O

9.4.11 Beispiel. Sei B = ‘B(N) die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen. Mit den Opera-
tionen U, N wird B zu einer Booleschen Algebra (1 = N, etc.).

Sei I die Famile aller endlichen Teilmengen von N, F' := I'* die Familie aller ko-endlichen
Teilmengen von N (d.h. Mengen mit endlichem Komplement). Dann gilt fiir beliebige Teil-
mengen X, Y C N:

X~ YeX~pYeIneN: XN[n,00) =Y N[n,o00),
d.h. genau dann, wenn X und Y bis auf endlich viele Elemente iibereinstimmen.

9.4.12 Beispiel. Sei B die Famile aller Borelmengen X C [0, 1]. B ist Boolesche Algebra
(mit den iiblichen Operationen U,N,...). Sei A das Lebesguemaf.

Sei I :={X € B | \(X) = 0}, die Familie der Nullmengen. Der dazu ,duale* Filter ist die
Familie der Einsmengen: F':=I* ={Y € B | A\(Y) = 1}.

Dann gilt X ~; Y genau dann, wenn X und Y , bis auf eine Lebesgue-Nullmenge“ iiberein-
stimmen.

9.5 Endliche Boolesche Algebren

9.5.1 Definition. Sei (V,A,V,0,1) ein Verband mit 0- und 1-Element. Dann heifit a € V
ein Atom &

1) 0 < aund
2) 0<b<a=b=0Vb=a
(d. h., a ist ein oberer Nachbar von 0).

9.5.2 Lemma (Rechenregeln fiir Atome). Sei B Boolesche Algebra, a € B ein Atom. Dann
gilt fiir alle b,c € B:

(A1) a <b genau dann, wenn a Ab # 0. Anders gesagt: a £b < aNb=0.

(A2) a <V genau dann, wenn a £ b.
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(A3) a <bAc genau dann, wenn a < b und a < c.
(A4) a < bV c genau dann, wenn a < b oder a < c.
Beweis.

(A1) a Ab < a, daher kann a A b nur die Werte 0 und a annehmen. Daher a A b # 0 <
aANb=a < a<b.

(A2) a <V < aNb=0 gilt fiir beliebige a,b. Wenn aber a Atom ist, gilt mit (A1):

a<b & aAb=0 < a£hb.

(A3) Dies gilt sogar fiir beliebige a,b,c € B (und sogar in jedem Verband).

(A4) Wir zeigen statt dessen a £ bV ¢ < a £ bund a £ c¢. Wir verwenden das Distribu-
tivgesetz a A (bV ¢) = (a Ab) V (a A c¢) sowie Rechenregel (A1l):

a€bVe < (aNb)V(iane)=0 < aANb=0undaAc=0 < a£bunda<c.

O]

9.5.3 Anmerkung. Die Regeln (A2), (A3), (A4) geben eine Korrespondenz zwischen den
algebraischen Operationen ’, A, V und den logischen Junktoren ,nicht“, ,und® und ,joder*.
Im n#chsten Satz iibersetzen wir diese logischen Junktoren in die mengentheoretischen Ope-
rationen /, N und U.

9.5.4 Lemma. Sei (B, A\,V,0,1,) eine endliche Boolesche Algebra. Dann gibt es zu jedem
Element b € B\ {0} ein Atom a € B mit a < b. (Dies gilt sogar fir beliebige endliche
Verbinde.)

Beweis. Sei b € B\ {0}. Ist b Atom, so kann man a = b setzen. Ist b kein Atom, so gibt es
ein by € B mit 0 < by < b. Ist by Atom, so kann man a = by setzen. Andernfalls setzt man
das Verfahren fort und erhélt eine Kette b > by > by > ..., die, da B endlich ist, bei einem
b; abbrechen muss. Dann setzt man a = b;. ]

9.5.5 Satz (Satz von Stone fiir endliche Boolesche Algebren). Sei (B, A,V,0,1,") eine
Boolesche Algebra und M = {a € B | a Atom von B}.

Sei ¢ : B — PB(M) gegeben durch p(b) :={a € M | a < b}.

Dann gilt:

e © ist Homomorphismus von Booleschen Algebren.

e Wenn B endlich ist, dann ist ¢ Isomorphismus der Booleschen Algebren B und B(M).
Beweis. Da ¢(b) C M, ist ¢ wohldefiniert.

o (b)) =M\ p(b):

acolt) & a<¥

a £b wegen Rechenregel A2
a ¢ o(b)

a€ M\ o(b)

Tt o0
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e p(bVe)=p(b) Up(c):

acpbVe) & a<bVe
< a < bodera<c wegen Rechenregel A4
< a € p(b) oder a € ¢(c)
& aepb)Uplc)

o o(bAc)=¢(b)Ne(c): Analog, mit Hilfe der Rechenregel A3.

e Wenn B endlich ist, dann ist ¢ surjektiv:

Sei U € P(M), d. h., U € M. Weil U endlich ist, konnen wir das Supremum von
U bilden: Sei U = {ai,...,a,} und b := ay V --- V a, = supU. Dann gilt p(b) =
a; Atome
plarV---Va)=epla)U---Upla) = Aapu---U{a}=U.
e ¢ ist injektiv (d. h., b # ¢ = ¢(b) # ¢(c)). Da ¢ auch ein Ringhomomorphismus ist,
geniigt es, kern(yp) = {0} zu zeigen: Wenn b € kern(y), dann ist ¢(b) = 0, d.h. es
gibt kein Atom a < b. Nach dem gerade bewiesenen Lemma muss b = 0 sein.

O]

9.5.6 Anmerkungen. 1) |[M| = |M;| = (PB(M),N,U,0, M,”) = (P(M;),N,U, 0, My,").
2) |M| = n € No = [B(M)| = 2m.

9.5.7 Folgerung. Ist B endliche Boolesche Algebra, dann gilt |B| = 2" fiir ein n € Ny. Zu
jedem n € Ny gibt es somit — bis auf Isomorphie — genau eine Boolesche Algebra mit 2™
Elementen, ndmlich B({0,1,...,n —1}).

Im néchsten Abschnitt wollen wir diesen Satz auf beliebige Boolesche Algebren verallgemei-
nern. Man kann nicht erwarten, dass jede Boolesche Algebra zu einer Potenzmengenalgebra
isomorph ist; es gibt némlich abzihlbar unendliche Boolesche Algeben (sieche Ubungen),
wahrend die Potenzmenge einer Menge nicht abzéhlbar unendlich sein kann: die Potenz-
menge jeder endlichen Menge ist endlich, und die Potenzmenge jeder unendlichen Menge
ist iiberabzahlbar.

9.5.8 Definition. Sei M Menge. Eine Menge & C PB(M) heilt Mengenkirper® & fiir alle
A, B € 8 gilt

1) AUB € R,

3) A € R,

)
2) ANB € K,
)
4) ANB'=A\Be€ R,
5) M € R.
9.5.9 Beispiel. PB(M) ist Mengenkorper. Auch {M, D} ist Mengenkéorper.

9.5.10 Anmerkung. Die Liste 1)-5) ist redundant. Aus 4)&5) folgen bereits die Bedin-
gungen 1)&2)&3). Ebenso folgen, wenn man 8 # () voraussetzt, aus 3)&4) die iibrigen
Bedingungen, oder aus 1)&3), oder auch aus 2)&3).

Yenglisch: field of sets
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9.5.11 Definition. Sei & C P(M) ein Mengenkorper. Dann heifit die Boolesche Algebra
(R,N,U, 0, M,") eine Mengenkdérperalgebra.

(Oft wird in der Notation nicht zwischen der Menge £ und der Booleschen Algebra (&, N, U, 0, M,")
unterschieden, und beide werden mit , Mengenkorper® bezeichnet. )

Eine Mengenkorperalgebra ist also eine Unteralgebra von (B(M), N, U, 0, M,").
Die folgenden Beispiele zeigen, dass eine Mengenkorperalgebra Atome haben kann, aber
nicht haben muss.

9.5.12 Beispiele. 1) Sei (0, 1] das halboffene Intervall der reellen Zahlengeraden und K C
PB((0,1]) gegeben durch & := {0} U {U;<;<,,(ai,b5] | 0 < a; < by <1, n € N}. Dann ist R
Unteralgebra von (B((0,1]),n, U, 0, (0,1],).

R enthilt keine Atome.

2) Sei X eine beliebige unendliche Menge; sei I die Menge aller endlichen Teilmengen von X,
und sei F':=I* = {X \ A| A € I} die Menge der , ko-endlichen* Teilmengen von X. Dann
ist I U F eine Unteralgebra von (P(X),N,U, 0, X,’). I ist ndmlich unter Schnitten und
Vereinigungen abgeschlossen, daher auch F: wenn némlich x,y € F, dann 2/,y' € I, also
' Vy €I, daher x Ay = (2/ Vy') € F. Das Komplement jedes Elements von I liegt in F,
und umgekehrt.

Die Atome von I U F' sind genau die einelementigen Teilmengen von X.

Im néichsten Abschnitt werden wir den folgende Darstellungssatz'? beweisen:

9.5.13 Satz (von Stone). Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Mengenkdrperalge-
bra.

9.5.14 Anmerkung. B(M) = {0,1}M (direkte Potenz). (Jeder Teilmenge wird ihre cha-
rakteristische Funktion zugeordnet.) Aus dem Satz von Stone folgt daher: Jede Boolesche
Algebra B ist isomorph zu einer Unteralgebra einer Potenz {0,1}". Jedes Gesetz, welches
in der Booleschen Algebra {0, 1} mit den Operationen

A0 1 V[0 1 "]
0/0 0 0/0 1 01
10 1 111 10

gilt, muss daher in allen Booleschen Algebren gelten!

9.5.15 Anmerkung. Ein analoger Sachverhalt gilt auch fiir distributive Verbénde. Dazu
definieren wir: U C P(M) heiit Mengenverband :< fir alle A,B € U gilt AN B, AU
B € 9. Es gilt dann (ohne Beweis): Jeder distributive Verband ist isomorph zu einem
Mengenverband. Daraus folgt wieder: Jedes Gesetz, welches im distributiven Verband {0, 1}
mit den obigen Operationen A,V gilt, muss in allen distributiven Verbénden gelten.

10Fin Darstellungssatz ist ein Satz, der aussagt, dass jede abstrakte Struktur mit gewissen Eigenschaften
isomorph zu einer ,konkreten“ (mehr oder weniger bekannten) Struktur ist. Der Cayleysche Satz fiir Gruppen
besagt, dass jede ,abstrakte* Gruppe zu einer Gruppe von Bijektionen einer Menge isomorph ist; diese
Gruppe ist insofern ,konkret®, als die Gruppenoperation auf dieser Menge einfach die Verkniipfung von
Abbildungen ist.

Der Darstellungssatz von Stone identifiziert jede Boolesche Algebra mit einer Unteralgebra der Potenz-
mengenalgebra; die Potenzmengenalgebra ist insofern konkret, als die Verbandsoperationen die mengentheo-
retischen Operationen U und N sind.

In der linearen Algebra haben Sie einen Darstellungssatz fiir Vektorrdume kennengelernt. Zum Beispiel ist
jeder n-dimensionale Vektorraum iiber dem Kérper K zum Vektorraum K™ isomorph, in welchem die Opera-
tionen (Addition, Skalarmultiplikation) konkret durch die Kérperoperationen in den einzelnen Komponenten
gegeben werden.
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Eine Beweisskizze des Darstellungssatzes fiir distributive Verbinde finden Sie in den Ubungs-
beispielen.

9.6 Darstellungssatz von Stone

Wir beginnen mit einer informellen Uberlegung:

Sei R < (P(M),N,U, D, M,") ein Mengenkérper. Wie kénnen wir die Menge M aus & bestim-
men, wenn wir R nur bis auf Isomorphie kennen? D.h., wir haben eine Boolesche Algebra B
gegeben, und suchen M, sodass B isomorph zu einer Unteralgebra von B(M) ist.

Im vorigen Abschnitt haben wir uns mit endlichen Booleschen Algebren B beschiftigt. Die
Menge M haben wir als die Menge der Atome von B gefunden. Der Isomorphismus hat
jedes Element b € B mit {m € M | m < b} identifiziert.

Der selbe Beweis zeigt, dass fiir jede Boolesche Algebra B mit A als Menge der Atome die
Abbildung b {a € A| a < b} ein Homomorphismus von B in PB(A) ist.

Fiir unendliche Boolesche Algebren kann es aber vorkommen, dass es keine Atome gibt,
oder dass es nur so wenige Atome gibt, dass die obige Abbildung nicht injektiv ist.

Die Rolle der Atome im vorigen Beweis werden in diesem Abschnitt gewisse Ideale (oder
dquivalent: Filter) spielen. Nehmen wir ndmlich an, dass wir bereits eine Einbettung f :
B — P(M) gefunden haben, mit irgend einer Menge M.

Fiir jedes m € M ist nun die Menge F,,, := {b € B | m € f(b)} ein Filter auf B, und die
Menge I, := {b € B | m ¢ f(b)} ist das zugehérige Ideal, I, = F}, = {b/ | b € Fy,}.
Uberdies ist I, U F,,, = B.

Jedes Element von M induziert also auf B einen Filter F,,, fiir den F,, U F}, = B gilt
(bzw. ein Ideal I, fiir das I, U I}, = B gilt). Unsere Strategie wird es sein, alle echten
Ideale I C B mit I UI* = B zu betrachten, und mit Hilfe dieser Ideale’ die Menge M zu
rekonstruieren.

9.6.1 Anmerkung. Ein Filter F C B ist genau dann echt (d.h. F # B), wenn 0 ¢ F.
(Aus 0 € F folgt ndmlich = € F fiir alle z € B, welil fiir alle x € B gilt: 0 < z.)

9.6.2 Definition. Sei B Boolesche Algebra, F' C B ein echter Filter.

e F heifft maximal, wenn es keinen Filter G mit FF G G G B gibt, d.h. wenn F in der
durch C geordneten Menge aller echten Filter ein maximales Element ist.

e [ heifit Primfilter, wenn F' die folgende Eigenschaft hat:

Ve,ye B: tVyeF < x€Foderye€lkF.

(Anmerkung: Die Implikation < gilt fiir alle Filter. Die zur obigen Aquivalenz duale
Eigenschaft gilt fiir alle Filter: Ve, y € B: zAy€F << z€FundyeF.)

"Daher auch der Name: wie die Fernpunkte in der projektiven Geometrie stellen die Ideale sozusagen
»ideale* Elemente dar, die nicht in der Algebra B selbst liegen, wohl aber in der umgebenden Algebra
PB(M). Ein Fernpunkt reprisentiert eine Richtung der affinen Ebene; wihrend ein Fernpunkts in der pro-
jektiven Ebene einfach ein Punkt ist, kann man eine Richtung in der Sprache der affinen Ebene nur als
komplizierteres Objekt, nidmlich als ,Klasse paralleler Geraden“ betrachten. Ebenso sind die Filter, die
wir in der umgebenden Potenzmengenalgebra verwenden, einfach durch ihre kleinsten Punkte (Singletons)
beschrieben, wiahrend sie in der urspriinglichen Algebra eine Familie von Elementen darstellen.
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e F heifit Ultrafilter, wenn fiir alle x € B gilt: z € F oder 2’ € F.
Anmerkung: Aus x € F und 2’ € F wiirde 0 € F folgen, was wir durch die Vorausset-
zung F' # B ausgeschlossen haben. Ein echter Filter F ist also genau dann Ultrafilter,
wenn fiir alle z € B genau eine der folgenden Aussagen zutrifft:

x € F, 2 e F.

Die Begriffe ,maximales Ideal“, ,Primideal® sind analog definiert. Insbesondere heifit ein
echtes Ideal Primideal, wenn Vz,y € B: z Ay &€l <& x € odery € [ gilt.

9.6.3 Beispiele. 1) Sei B Boolesche Algebra, und sei a € B ein Atom. Dann ist die Menge
{z € B| a <z} ein Primfilter und Ultrafilter. (Filter von der Form {x € B | by < x} heilen
Hauptfilter, Ideale der Form {x € B |z < ¢g} = {x A co | * € B} Hauptideale.'?)

2) Sei B = P(N). Sei I die Menge aller endlichen Teilmengen von N, F' = I* die Menge
aller ko-endlichen Mengen.
Dann ist F' zwar Filter (und I Ideal) auf B, aber F' ist kein Ultrafilter.

3) Seien B, I, F' wie in 2). Sei nun By := [ U F. By ist Unteralgebra von PB(N). [ und F
sind Ideal bzw Filter auf By; tatséchlich ist F' sogar maximaler Filter (Ultrafilter) auf By,
und I ist maximales Ideal (Primideal) auf Bjy.

9.6.4 Lemma. Sei B Boolesche Algebra, und sei F' # B ein echter Filter. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. F ist maximaler Filter.

2.VxeB: ¢ F = 2/ €F.

3. F ist Ultrafilter:Vx € B: x ¢ F < 1/ € F.

4. F ist Primfilter:Vx,y € B: aVyeF < x € F oderyeF.
5. B\ F ist ein Ideal.

6. F* =B\ F.

Beweis. Wir werden nur die Aussagen (1) = (2) = (3) = (4) = (2) zeigen.

(1) = (2): Sei F maximal, und z € B, ¢ F. Wir wollen 2’ € F zeigen.

Wir betrachten die Menge G := {b € B | 3f € F : A f < b}. Offensichtlich gilt FU{z} C G.
Die Menge G ist offensichtlich nach oben abgeschlossen (ein duales Ordnungsideal). Uberdies
ist G ein Filter, denn wenn z A fi < by und z A fo < b mit f1, fo € F ist, dann gilt mit
f = fi N\ fo € F auch die Beziehung = A f < by A bs.

Da F maximal war, muss G = B gelten, also insbesondere 0 € G. Es gibt also ein fy € F
mit fo A x = 0. Fiir dieses fy gilt fo < 2/, daher 2/ € F.

(2) = (3): Aus z ¢ F folgt wegen der Annahme (2): 2/ € F. Umgekehrt gilt 2/ € F =
x ¢ F, weil nicht x und 2’ gleichzeitig in F sein kénnen.

(3) = (4): Unter der Annahme (3) gilt

zVy¢F & (aVvy) eF & d'ANyeF & 2eFudy €eF & ¢ Fundy ¢ F.

Renglisch: principal filter, principal ideal. (Achtung! , principal®, nicht , principle®)
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AusazVy¢ F < x¢ Fundy ¢ F folgt durch Kontraposition:!3
zVyeF & z€F oderyekF.

(4) = (2): Sei F Primfilter. Wegen x V 2/ = 1 € F folgt aus der Annahme x ¢ F sofort
z' e F.
O

Das folgende Lemma ist einfach eine Umformulierung des vorigen Lemmas. Wir schreiben
es extra an, um die Analogie zwischen Ultrafiltern und Atomen hervorzuheben.

9.6.5 Lemma (Rechenregeln fiir Ultrafilter). Sei B Boolesche Algebra, FF C B ein Ultra-
filter. Dann gilt fiir alle b,c € B:

(U2) V' € F genau dann, wenn b ¢ F.
(U3) bAc € F genau dann, wennb € F und c € F.
(U4) bV c e F genau dann, wenn b € F oder ¢ € F.

9.6.6 Folgerung. Sei B Boolesche Algebra, und M die Menge aller Ultrafilter auf B. Wenn
wir die Abbildung ¢ : B — P(M) durch

olz)={FeM|zeF}

definieren, dann ist ¢ ein Homomorphismus von Booleschen Algebren.

Wir rechnen als Beispiel nur die Homomorphiebedingungen fiir 0, 1 und V vor (die fiir A
und ’ folgen aus U2 und U3):

e (0)={Fe€M|0€ F} =10, denn kein Ultrafilter (sogar: kein echter Filter) enthilt
das Nullelement der Booleschen Algebra.

e (1) = M, denn jeder Ultrafilter (iiberhaupt jeder Filter) enthélt das Einselement der
Booleschen Algebra.

e obVe)={FeM|bVce F} ={F € M |be F oder c € F} wegen Rechenregel
U4. Diese letztere Menge ist gleich ¢(b) U ¢(c).

9.6.7 Lemma (BPI'*). Sei B Boolesche Algebra, b € B, b # 0. Dann gibt es einen Ultra-
filter I mit b € F.

Bevor wir den allgemeinen Beweis fiihren, illustrieren wir die Beweisidee anhand zweier
Speziallfille:

9.6.8 Beispiele. 1) Sei B endliche Boolesche Algebra, b € B, b # 0. Wir wissen bereits,
dass es ein Atom a mit a < b gibt. Der Filter {x € B | a < x} ist nun ein Ultrafilter,
der b enthélt.

13Die logische Regel der Kontraposition besagt: Wenn A = B, dann —B = —A. Daher gilt auch: Wenn
A & B, dann -A < —-B.

Hingegen ist der Schluss ,Wenn A = B, dann B = A“ nicht allgemein giiltig.

In Bezug auf Aussagen gilt ein Analogon der de Morganschen Regeln: die Negation von ,,A und B* ist
» A oder B,

“Djeser Satz wird oft mit BPI abgekiirzt: ,, Boolean prime ideal theorem.“

140



2) Sei B abzihlbare Boolesche Algebra. Sei B = {b1,b2,...}. Sei b€ B, b # 0.
Wir definieren eine Folge (¢y,)n=01,2,... SO:

e ¢y :=0b.
e Fiir alle n > 0: ¢pq1 1= ¢ A g1, wenn ¢, A bygq # 0.

e Fiir alle n > 0: ¢,41 := ¢y A, 1, wenn ¢, Abpyr = 0.

Aus ¢, # 0 folgt, dass zumindest einer der Ausdriicke ¢, A byy1, ¢, Ab), 41 Dositiv
(d.h., # 0) sein muss, daraus folgt ¢, +1 # 0.

Sei nun F':= {x | In : ¢, < z}. Man rechnet leicht nach, dass F' ein Filter ist, 0 ¢ F,
und b € F. F ist sogar ein Ultrafilter, denn fiir alle n wissen wir:

b, € F oder b, € F.

Fiir iiberabzéhlbare Mengen funktioniert eine &hnliche Strategie, nur miissen wir {iberabzahlbar
viele Schritte verwenden. Wir kénnen einen Ultrafilter entweder mit ,,transfiniter Rekursion*
definieren oder das Lemma von Zorn einsetzen.

9.6.9 Satz (Lemma von Zorn). Sei (P, <) eine nichtleere partielle Ordnung, in der jede
Kette eine obere Schranke hat. Dann hat P (mindestens) ein mazximales Element.

9.6.10 Anmerkung. Eine partielle Ordnung, in der jede Kette eine obere Schranke hat,
kann nicht leer sein (weil die leere Menge eine Kette ist, und folglich eine obere Schranke
haben miisste). Das Wort ,,nichtleer® kénnte man also im Lemma von Zorn auch weglassen.
Meistens beginnt man in einer Anwendung des Zornschen Lemmas aber mit einem expliziten
Beweis, dass die betrachtete Ordnung nicht leer ist, um sich ab dann nur mit nichtleeren
Ketten beschéftigen zu miissen.

9.6.11 Anmerkung. In vielen Anwendungen des Zornschen Lemmas ist die betrachtete
partielle Ordnung eine durch C geordnete Menge von Mengen (3, C). Zu jeder Kette € C B
gibt es dann einen natiirlichen Kandidaten fiir eine obere Schranke, ndmlich die Menge
S = cC = UQG&BQ' Diese Menge erfiillt automatisch Q C S fiir alle Q € €; um die
Voraussetzung des Zornschen Lemmas zu iiberpriifen, muss man aber zeigen, dass .S auch
tatsichlich in 90 liegt.!®

Das Lemma von Zorn wurde bereits in der linearen Algebra besprochen und verwendet
(etwa fiir den Satz, dass jeder Vektorraum eine Basis hat). In der Mengenlehre zeigt man,
dass das Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom (,das Produkt nichtleerer Mengen ist
nicht leer*) folgt. Um das Lemma von Zorn besser zu verstehen, zeigen wir hier, wie es aus
dem (moglicherweise leichter einzusehenden) Hausdorffschen Kettensatz folgt. (Umgekehrt
kann man aus dem Zornschen Lemma auch leicht den Hausdorffschen Kettensatz folgern.)

9.6.12 Satz (Hausdorffscher Kettensatz). Sei (Q, <) eine beliebige partielle Ordnung. Dann
gibt es in Q eine mazimale Kette (,mazimal® bezieht sich auf die Inklusionsrelation C).
Das heifit: FEs gibt eine Kette K C Q mit der Eigenschaft, dass es keine echt umfasssende
Kette L gibt:

—3L : L Kette und K ; L bzw. VL 2 K : L ist keine Kette.

15Hier kann die iiblicherweise verwendete schlampige Notation Verwirrung stiften. Wenn man von der
Ordnung (3, C) spricht, meint man némlich die Ordnung (B, <), wobei < die Einschriinkung der Teilmen-
genrelation auf P ist, dies wird durch die Notation aber verschleiert. Wenn man nun S := [J € setzt, ist
Q C C zwar automatisch erfiillt, aber fiir Q < C' muss man erst C' € 3 zeigen.
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Ein informeller Beweis des Hausdorffschen Kettensatzes geht so: Sei K eine beliebige Kette.
Wenn Ky nicht maximal ist, dann gibt es eine Kette K, mit Ky ; K. Wenn Kj nicht
maximal ist, finden wir eine Kette Ko ;Dé K, etc.

Die Menge Ko := Ko U K; U -+ ist nun eine Kette. (Wenn ndmlich x,y € K, dann gibt
es ein n mit x,y € K,,, daher sind x und y vergleichbar.)

Wenn K noch immer nicht maximal ist, gibt es eine Kette K11, K
weiter, und so weiter.

Um dieses ,,und so weiter” korrekt formalisieren zu kénnen (man muss sich insbesondere eine
Notation tiberlegen, mit Hilfe derer man iiberhaupt erst formulieren kann ,dieser Prozess
terminiert“) verwendet man in der Mengenlehre Wohlordungen und/oder Ordinalzahlen.

0o & Kooy1. Und so

Beweis von ,Hausdorff = Zorn“. Sei P eine partielle Ordnung, in der alle Ketten obere
Schranken haben. Nach dem Hausdorffschen Lemma gibt es eine maximale Kette K. Laut
Voraussetzung hat diese Kette eine obere Schranke s.

Wir behaupten, dass s ein maximales Element von P ist. Gédbe es nidmlich ein t € P
mit ¢t > s, dann wére die Menge K U {t} eine Kette. [Warum? Weil fiir alle £ € K die
Beziehung k < s < t, also k < t gilt. Also sind alle Elemente von K mit ¢ vergleichbar, und
untereinander sind sie ohnehin vergleichbar.|

Nun ist ¢ € K aber unmoglich, weil ja s < t obere Schranke fiir K ist. Daher ist K U {t}
eine Kette, die eine echte Obermenge von K ist; das ist ein Widerspruch zur Maximalitét
von K. ]

Beweis von BPI. Wir verwenden das Lemma von Zorn, um einen maximalen Filter zu fin-
den, der b enthélt.
Sei @ die Menge aller echten Filter.
Sei Qg C @ die Menge aller echten Filter, die b enthalten. Qg ist nicht leer, da zum Beispiel
der von b erzeugte ,,Hauptfilter”

{reB|b<x}

in Qo liegt. Qo wird durch die Relation C partiell geordnet.

Wir miissen zeigen, dass jede Kette in @y beschrénkt ist. (Mit dem Lemma von Zorn
erhalten wir dann ein maximales Element von Q.)

Wichtig ist, dass alle im Beweis auftretenden Filter echt sind. Wir haben schon angemerkt,
dass ein Filter genau dann echt ist, wenn er 0 nicht enthalt.

Sei R eine Kette in @, also eine Menge von Filtern, die

e paarweise vergleichbar sind: VF,G € &: F' C G oder G C F/;
e alle echt sind: VF € R:0 ¢ F;
e alle b enthalten: VF € R: b€ F.

Sei H :=|JR = Upeg F- Offensichtlich enthélt H das Element b (weil & # ), und offen-
sichtlich gilt 0 ¢ H. Zu zeigen ist noch, dass H ein Filter ist.

Es ist klar, dass H ein duales Ordnungsideal ist, denn die Vereinigung einer beliebigen
Menge von dualen Ordnungsidealen ist duales Ordnungsideal.

Seien nun z1,xo € H. Wir wollen x1 A o € H zeigen. Wir finden F}, Fy € R mit x1 € I,
ro € F5. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir Fy C F5 annehmen. Somit ist
r1 € Fy und z9 € F5, also auch 1 A xo € F5, daher 1 A 2o € H.

Wir wissen nun, dass H ein echter Filter ist. Nach Definition von H gilt F' C H fiir alle
F € K. Daher ist R beschrénkt.
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Wir haben somit bewiesen, dass jede Kette in ()¢ beschrankt ist. Daher hat (g ein maximales
Element F'.

Wir wollen aber, dass F' maximaler Filter ist, d.h. nicht nur maximales Element von Qg
sondern auch % von Q. Wenn aber G € Q ein Filter mit G O F ist, dann muss G auch b
enthalten; also muss G € () sein, und weil F' in Qo maximal war, muss G = F' gelten. F
ist also auch in ) maximal.

Daher ist ' maximaler Filter, also Ultrafilter. [

9.6.13 Satz (Satz von Stone). Sei B eine Boolesche Algebra. Dann gibt es eine Menge M
und eine Unteralgebra der Booleschen Algebra B(M), die zu B isomorph ist.

Beweis. Wir setzen M := Menge aller Ultrafilter auf B. Die oben definierte Abbildung
¢ : B — P(M) ist Homomorphismus von Booleschen Algebren. Sei C' := ¢(B) das Bild
von B. Dann ist C' Unteralgebra von B(M), und ¢ : B — C surjektiv.

Zu zeigen ist noch, dass ¢ injektiv ist. Wir verwenden unser Wissen iiber Ringe: es geniigt,
ker(p) = {0} zu beweisen.

Sei b € ker(p). Das heifit ¢(b) = ). Es gibt also keinen Ultrafilter F mit b € F. Nach dem
Lemma BPI ist das nur moglich, wenn b = 0. Also ker(¢) = {0}, somit ist ¢ injektiv. [

16Gei @ eine Halbordnung, p € Q. Beachten Sie, dass der Ausdruck ,p ist maximal mit der Eigenschaft
X“ theoretisch 2 Interpretationen zulésst:

e p ist erstens maximales Element von @, und hat zweitens die Eigenschaft X.

e Unter allen Elementen von @) mit der Eigenschaft X ist p maximal. D.h., p ist maximal in der Menge
Qo :={q € Q| q hat Eigenschaft X}.

Im Allgemeinen sind diese beiden Eigenschaften nicht &dquivalent; wenn aber, wie in unserem Fall, Q)¢ ein
duales Ordnungsideal in @ ist, dann ist jedes maximale Element von )y auch maximal in Q.
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