NONSTANDARDBEWEIS DES DARSTELLUNGSSATZES VON STONE

Definition 1. Eine Relation R C A x A heifit konkurrent auf A, wenn es fiir alle endlichen
Mengen F' C A ein ¢ € A gibt mit F' x {¢} C R, d.h., Vo € F : zRe. (,,c beschrankt F*.)

Sei A eine algebraische oder pradikatenlogische Struktur. Eine elementare Erweiterung
A < A* heifit ,geniigend saturiert”, wenn fiir alle in A definierbaren konkurrenten Relationen
R gilt:

dee A : A x {c} C R*, d.h., ¢ beschriinkt ganz A
(Hier ist R* die Relation auf A*, die der Relation R auf A entspricht. Formal wird R durch eine Formel
definiert: R = {# € A* | AF p(%)}. Dann ist R* := {7 € (A*)* | A* F (7))}
Lemma 2. Fiir jede Struktur A gibt es eine geniigend saturierte elementare Erweiterung.
Beweis. Kompaktheitssatz. O

Satz 3 (Satz von Stone). Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Mengenalgebra, d.h.
zu einer Booleschen Unteralgebra einer Potenzmengenalgebra (B(X),U,N).

Definition 4. Sei B eine Boolesche Algebra. Fiir b € B\ {0}, ¢ € B sagen wir ,,b entscheidet
c“, wenn entweder b < ¢ oder b < —¢ (d.h. b A ¢ = 0) gilt.

Lemma 5. Die Relation ,entscheidet® ist konkurrent, genauer:

Fir alle c1,...,c, gibt es ein b sodass gilt: b entscheidet c1,...,cy.
Dies gilt sogar unter jedem Element a:

Fiir jedes a # 0 gilt:

Fir alle c1,...,c, gibt es ein b < a sodass gilt: b entscheidet cy,. .., cp.

Beweis. Sei a # 0 in B, und seien cy,...,¢, > 0 in B. Zumindest eines der beiden Elemente
aAcy und a/A(—ecp) muss > 0 sein. [Wegen des Distributivgesetzes ist ndmlich ihre Vereinigung
> 0.]

Sei also 1 € {c1,—c1} so, dass a Ay > 0.

Induktiv wéhlen wir nun vo € {ca, —ca}, ..., € {cn, 7cn}, sodass jeweils aAy A- - -Avy; > 0
gilt. Schliefflich sei b:=a A~y A -+ Ay, dann entscheidet b alle ¢; und es gilt 0 < b < a. O

Sei nun B* ein geniigend saturiertes Nonstandardmodell. B ist Unteralgebra von B*.

Definition 6. Wir nennen ein Element p € B* \ {0} einen ,,Punkt“, wenn p alle Elemente
von B entscheidet.

Lemma 7. Fir alle a € B\ {0} gibt es einen Punkt p < a.
Beweis. Da B* saturiert ist, folgt dies aus Lemma 5. O
Definition 8. Sei P C B* die Menge aller Punkte. Fiir b € B sei h(b) :== {p € P | p < b}.

Satz 9. Die Abbildung h ist ein injektiver Homomorphismus von B in die Potenzmenge von
P.
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Beweis. Offenbar ist h(1) = P, h(0) = 0.

Fiir jeden Punkt p und jedes b € B gilt genau eine der Beziechungen p < b und b < —b.
Daher gilt:

pghd)=pLbep<-bepeh(b),

also h(—b) = P\ h(b).

Weiters gilt p € h(b A c) < p € h(b) und p € h(c). Die Abbildung h ist also mit = und A,
daher auch mit Vv vertriglich.

Daher ist h Homomorphismus.

Wir wollen nun zeigen, dass h injektiv ist; es gentigt, sich zu iiberlegen, dass der Kern von
h trivial ist, d.h.: Wenn b > 0, dann h(b) # (). Dies ist genau Lemma 7.
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