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Grundbegriffe der Graphentheorie

Ungerichteter Graph
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Grundbegriffe der Graphentheorie

Die Knoten des Graphen

R
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Knotenmenge V, Ordnung ag := |V/|
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Die Kanten des Graphen

A VNN

=1 o=

Kantenmenge (i. Allg. Multimenge) E C v(2), GroBe a1 = |E|,
— Graph G = (V, E)

Dichte ¢(G) = {EI
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Spezielle Kanten: Schlingen und Mehrfachkanten

A VNN
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Graphen ohne Schlingen und ohne Mehrfachkanten heiBen schlichte
(einfache) Graphen
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Spezielle Kanten: Schlingen und Mehrfachkanten

AN

O

Graphen ohne Schlingen und ohne Mehrfachkanten heiBen schlichte
(einfache) Graphen

Gerichtete Graphen: G=(V,E) mit ECV x V.
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Adjazenz und Inzidenz



Grundbegriffe der Graphentheorie

Ein Knoten v und die Menge seiner Nachbarn I (v)
d(v) =dg(v) = | (v)| = der Grad von v

AU

6(G) = min,ey d(v), A(G) = max,ey d(v)
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Ein Knoten v und die Menge seiner Nachbarn I (v)
d(v) =dg(v) = | (v)| = der Grad von v

AU

6(G) = min,ey d(v), A(G) = max,ey d(v)

Ein Graph heiBt k-regular, wenn alle Knoten v Grad k haben.
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Gerichteter Fall: Nachfolger "7 (v) und Vorgdnger '~ (v)
dt(v) = |[FT(v)| bzw. d=(v) = |F~(v)|: Weggrad bzw. Hingrad von v
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Gerichteter Fall: Nachfolger [T (v) und Vorgidnger I~ (v)
dt(v) = |[FT(v)| bzw. d=(v) = |F~(v)|: Weggrad bzw. Hingrad von v

Satz
Yo d(z) =2|E(@)| bzw. Y dT(x)= Y d (z) = |E(GQ)

zeV(Q) xeV(Q) eV (QG)
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Spezielle Graphen:

Der vollstandige Graph der Ordnung n, Ky:

Der vollstandige bipartite Graph der Ordnung (m,n), Kmn:

=

Der Pfad der Lange k, Pj: O0—O0—O0—0—0

Der Kreis der Lange k, C}:
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Isomorphie von Graphen:

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V/, E’) heiBen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : V — V’/ gibt, sodass v,w € V genau dann
adjazent sind, wenn dies auch fiir o(v) und ¢(w) gilt.

Satz Die Menge aller Automorphismen eines Graphen G(V,E) bildet
beziiglich der Hintereinanderausfliihrung eine Gruppe, die Automorphis-
mengruppe von G, Aut(G).
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Isomorphie von Graphen:

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V/, E’) heiBen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : V — V’/ gibt, sodass v,w € V genau dann
adjazent sind, wenn dies auch fiir o(v) und ¢(w) gilt.

Satz Die Menge aller Automorphismen eines Graphen G(V,E) bildet
beziiglich der Hintereinanderausfliihrung eine Gruppe, die Automorphis-
mengruppe von G, Aut(G).

Seien Gq1 = (V1,E71) und Go = (Vo, E5) zwei Graphen. Dann definiert
man: G1NGy=(ViNVy,E1NE>), GiluGo = (V1 UVp, E1 U E»)
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Isomorphie von Graphen:

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V/, E’) heiBen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : V — V’/ gibt, sodass v,w € V genau dann
adjazent sind, wenn dies auch fiir o(v) und ¢(w) gilt.

Satz Die Menge aller Automorphismen eines Graphen G(V,E) bildet
beziiglich der Hintereinanderausfliihrung eine Gruppe, die Automorphis-
mengruppe von G, Aut(G).

Seien Gq1 = (V1,E71) und Go = (Vo, E5) zwei Graphen. Dann definiert
man: G1NGy=(ViNVy,E1NE>), GiluGo = (V1 UVp, E1 U E»)

Sei G = (V,FE) ein Graph. Dann ist der zu G komplementdre Graph
definiert durch G* ;= (V,{zy | z,y €V, z # y, zy &€ E}).
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Ein Graph G und einer seiner Teilgraphen, G’

G = (V' E, viCv, E CE
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Induzierte Teilgraphen von G = (V, E): G[Vp] durch ihre Knotenmenge
Vo €V bestimmt

Kantenmenge maximal bzgl. der Inklusion



Grundbegriffe der Graphentheorie

Satz Jeder Graph mit mindestens einer Kante besitzt einen Teilgra-
phen mit §(H) > e(H) > (G).
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Satz Jeder Graph mit mindestens einer Kante besitzt einen Teilgra-
phen mit §(H) > e(H) > ¢(G).

Beweis: Sukzessive Knoten geringen Grades entfernen.

Entfernen eines Knotens v mit d(v) < e(G) bewirkt die Entfernung von
hochstens e(G) Kanten, daher gilt flir solche Knoten e(G\{v}) > e(G).

Vorgangsweise konstruiert eine Folge

G=GyDG1D...

Fortsetzen, solange G; Knoten v; mit dg (v;) > e(G;) besitzt, also
Gi—l—l = G \ {Ui}, andernfalls H = G;.

Daraus folgt e(G;41) > ¢(G;), insbesondere e(H) > e(G).
Wegen (K1) =0 < ¢(G) qgilt G; # K1, daher H # 0.

Da H keine Knoten v mit d(v) < e(H) besitzt, folgt 6(H) > ¢(H).
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Kantenfolgen
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Kantenfolgen

Kantenzug: Kantenfolge, in der keine Kante mehrfach auftritt

Weg: Kantenfolge, in der kein Knoten mehrfach auftritt
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Spezielle Kantenfolgen: Kreis (in gerichteten Graphen: Zyklus)

...Ist ein Kantenzug, in dem alle Knoten mit Ausnahme von Anfangs-
und Endknoten verschieden sind.

Vv
O \
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Satz Falls eine Kantenfolge von v nach w existiert, so gibt es auch
einen Weg von v nach w.

Satz Falls in einem ungerichteten Graphen 2 verschiedene Wege von
v nach w existieren, dann gibt es einen Kreis (positiver Lange).

Falls in einem gerichteten Graphen eine geschlossene Kantenfolge
positiver Ldange existiert, dann gibt es einen Zyklus (positiver Ldnge).
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Die Adjazenzmatrix von G = (V, E):

1, falls (’Ui,’Uj) c b,

V = {’U]_ e ,’Un}, A= (Clij)i,jzl,...,n mit Aij — {O sonst
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Die Adjazenzmatrix von G = (V, E):

, 1, falls (v;,v;) € E,
V={v1...,on}, A="(0a;5)ij=1,.n Mit a;; = { v

O  sonst.
5
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Es gilt: d(v;) = Z aj; = Z aj;
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Die Inzidenzmatrix von G = (V, E):
V={v1...,un}, E={e1,...,em}.

1, falls v; mit e; inzidiert.

B = (sz)zzl,,n,]zl,,m mlt b’l] — {O sonst
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Die Inzidenzmatrix von G = (V, E):
V={v1...,un}, E={e1,...,em}.

, 1, falls v; mit e; inzidiert,
B = (bjj)i=1,...nj=1,.,m Mit bj; = {O const ' /

Die Gradmatrix ist von G = (V, E):

d(v;), falls i = j,

D = (dj)i,j=1,...n Mit d;; = {O sonst
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Die Inzidenzmatrix von G = (V, E):
V={v1...,un}, E={e1,...,em}.

, 1, falls v; mit e; inzidiert,
B = (bij)i=1,..n;j=1,..,m Mit b;; = {o sonst.
Die Gradmatrix ist von G = (V, E):

d(v;), falls i = j,

D = (dj)i,j=1,...n Mit d;; = {O sonst

Es gilt: B-BT = A+ D.
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V, E) und AF = (ag;.)). Dann ist

a,gl;) gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Lange k von v; nach V.
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V, E) und AF = (ag;.)). Dann ist

a,gl;) gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Lange k von v; nach V.

Beweis: Induktion nach k.
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V, E) und AF = (ag;.)). Dann ist

a,gl;) gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Lange k von v; nach V.

Beweis: Induktion nach k.

Anfang (k=1): Al=A4 v
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V, E) und AF = (a(k.)). Dann ist

(k) gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Lange k von v; nach v
Beweis: Induktion nach k.
Anfang (k=1): Al=A4 v

Betrachten Sie nun eine Kantenfolge, die von v; in einem Schritt nach
vy geht und dann in k Schritten nach v;. Die Anzahl solcher Folgen ist
nach Induktionsvoraussetzung

(k)

aul,’éazghy .

Daraus folgt, dass die Anzahl der Folgen der Lange £+ 1 von v; nach
v; gegeben ist durch

Y]

Z 034l = HD)
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Erreichbarkeitsrelation (ungerichteter Fall): v ~ w genau dann, wenn
eine (moglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w existiert.

Erreichbarkeitsrelation (gerichteter Fall): v ~ w genau dann, wenn so-
wohl eine (moglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w als auch
eine (moglicherweise leere) Kantenfolge von w nach v existiert.
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Erreichbarkeitsrelation (ungerichteter Fall): v ~ w genau dann, wenn
eine (moglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w existiert.

Erreichbarkeitsrelation (gerichteter Fall): v ~ w genau dann, wenn so-
wohl eine (moglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w als auch
eine (moglicherweise leere) Kantenfolge von w nach v existiert.

Matrix der Erreichbarkeitsrelation (ungerichteter Fall): Sei |V| = n und
|E| =m.

M = (mi,j)i,j=1,...,n7 wobei m; j = Sgn(ci,j)

und
min(m,n—1)

c= Y Ak

k=0
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Satz Jeder Graph G = (V, E) enthalt einen Weg der Lidnge 6(G). Falls
0(G) > 2, dann gibt es einen Kreis, dessen Ldnge mindestens 6(G) + 1
betragt.

Beweis: Sie zg,x1,...,x €in langster Weg. Dann sind alle v € ' (xy)
auf diesem Weg. Daher gilt k£ > d(xz) > 6(G).

Falls §(G) > 2, dann gibt es ein i < k—1 so, dass z;x;, € E. Sei ¢ minimal
mit dieser Eigenschaft. Daraus folgt, dass x;,z;41,...,zg, z; €in Kreis
der Lange mindestens 6(G) + 1 ist.
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Unter der Taillenweite g(G) eines Graphen G = (V, E) versteht man
die Lange eines seiner klrzesten Kreise. Fur Kkreisfreie Graphen setzt
man g(G) = oo.

Der Abstand dg(x,y) zwischen zwei Knoten x und y ist die Lange eines
kurzesten Weges, der x und y verbindet.

Der Durchmesser von G ist definiert durch diam(G) = max, ,cy dg(z,y).
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Unter der Taillenweite g(G) eines Graphen G = (V,E) versteht man
die Lange eines seiner klurzesten Kreise. Fur Kkreisfreie Graphen setzt
man g(G) = oo.

Der Abstand dg(z,y) zwischen zwei Knoten x und y ist die Lange eines
kurzesten Weges, der x und y verbindet.

Der Durchmesser von G ist definiert durch diam(G) = max, ,cy dg(z,y).

Satz Der Graph G = (V,E) enthalte einen Kreis. Dann gilt: ¢(G) <
2diam(G) + 1.

Beweis: Sei C ein kiirzester Kreis und ¢g(G) > 2diam(G) + 1. Dann
gibt es z,y € C mit do(x,y) > diam(G) + 1. Andererseits gilt dann

dg(z,y) < diam(G) <dc(z,y) (F).

Sei nun P ein kiirzester Weg, der x mit y verbindet, und P’ ein kiirzester
Weg in C, der x mit y verbindet. Wegen (*) ist dann PUP’ ein kiirzerer
Kreis als C' (Widerspruch!).
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Satz Falls der Graph G = (V,FE) azyklisch ist, so besitzt er einen
Knoten v mit dt(v) =0

Beweis: Der letzte Knoten eines langsten gerichteten Weges kann keine
Nachfolger besitzen.
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Satz Falls der Graph G = (V,E) azyklisch ist, so besitzt er einen
Knoten v mit dt(v) =0

Beweis: Der letzte Knoten eines langsten gerichteten Weges kann keine
Nachfolger besitzen.

Algorithmus zum Feststellen von Azyklizitat:

1. Markiere alle Knoten v mit d+(v) = 0.

2. Falls keine Knoten markiet wurden, ist G nicht azyklisch.
3. Falls alle Knoten markiert wurden, so ist G azyklisch.

4. Entferne die markierten Knoten (~ G’) und wende 1. auf G’ an.
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zusammenhangender Graph

Q /O _ O
nicht zusammenhangender Graph
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Ein schwach, aber nicht stark zusammenhangender Graph
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Die starken Zusammenhangskomponenten
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Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit den starken Zusammenhangs-
komponenten Kq,..., K, C V. Unter der Reduktion von G versteht man

den Graphen Gp = (VR,ER) mit Vi = {Kl,...,Kg} und

ER:{(Kij) | 1 %+ 7 und dz € K; EIyEKj: (az,y)EE}.

® >0
N A4
@ >

Satz Die Reduktion eines gerichteten Graphen ist azyklisch.
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Unter einer Knotenbasis von G versteht man eine Menge B C V mit

1. Fur alle v € V gibt es ein b € B so, dass ein Weg von b nach v
exisitiert.

2. B ist minimal bzgl der Inklusion.

Satz Ist G = (V,E) azyklisch, so ist B = {v eV | d (v) = 0} die
einzige Knotenbasis.

Satz Sei G = (V, E) gerichtet und seien K1,...,K, jene starken Zu-
sammenhangskomponenten, welche déR(KZ-) = 0 erfiillen. Dann sind
die Knotenbasen von G genau die Mengen der Form B = {v1,...,vp}
mit v, € K; fur+=1,...,4.
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Weitere Zusammenhangsbegriffe

Def. Sei G = (V,E) ein Graph, A,B C V. Eine Menge X C VUUE
trennt A und B, wenn jeder Weg x,v1,...,v,y mitx € A, y € B und
v; € AUB flirt=1,...,k einen Knoten oder eine Kante aus X enthalt.

X trennt G, wenn es v,w € V \ X so gibt, dass X {v} und {w} trennt.

v € V heiBt Artikulation, wenn {v} G trennt.
e € FE heiBt Brlcke, wenn {e} G trennt.
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Def. G = (V,E) heiBt k-zusammenhdngend, wenn |V| > k und G\ X
fiir alle X CV mit |X| < k zusammenhdngend ist.

Der Zusammenhang von G ist definiert als

k(G) = max{k | G ist k-zusammenhangend}.

Falls |V| > 2, dann heiBt G ¢-kantenzusammenhangend, wenn G\ F fiir
alle F C E mit |F| < £ zusammenhdngend ist.

Der Kantenzusammenhang von G ist definiert als

AMG) =max{l | G ist {-kantenzusammenhangend}.
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e Jeder Graph mit mindestens einem Knoten ist O-zusammenhangend.

e Ein Graph ist genau dann l-zusammenhangend, wenn er minde-
stens zwei Knoten besitzt und zusammenhangend ist.

e x(G) = 0 genau dann, wenn G = K4 oder G nicht zusammenhangend.
o kK(Kp)=n-1

e \(G) = 0 genau dann, wenn G nicht zusammenhangend.



