
GRUNDBEGRIFFE DER
GRAPHENTHEORIE



Grundbegriffe der Graphentheorie

Ungerichteter Graph



Grundbegriffe der Graphentheorie

Die Knoten des Graphen

Knotenmenge V , Ordnung α0 := |V |



Grundbegriffe der Graphentheorie

Die Kanten des Graphen

Kantenmenge (i. Allg. Multimenge) E ⊆ V (2), Größe α1 := |E|,
−→ Graph G = (V,E)

Dichte ε(G) = |E|
|V |



Grundbegriffe der Graphentheorie

Spezielle Kanten: Schlingen und Mehrfachkanten

Graphen ohne Schlingen und ohne Mehrfachkanten heißen schlichte

(einfache) Graphen
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Spezielle Kanten: Schlingen und Mehrfachkanten

Graphen ohne Schlingen und ohne Mehrfachkanten heißen schlichte

(einfache) Graphen

Gerichtete Graphen: G = (V,E) mit E ⊆ V × V .



Grundbegriffe der Graphentheorie

Adjazenz und Inzidenz



Grundbegriffe der Graphentheorie

Ein Knoten v und die Menge seiner Nachbarn Γ(v)

d(v) = dG(v) = |Γ(v)| = der Grad von v

δ(G) = minv∈V d(v), ∆(G) = maxv∈V d(v)
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Ein Knoten v und die Menge seiner Nachbarn Γ(v)

d(v) = dG(v) = |Γ(v)| = der Grad von v

δ(G) = minv∈V d(v), ∆(G) = maxv∈V d(v)

Ein Graph heißt k-regulär, wenn alle Knoten v Grad k haben.
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Gerichteter Fall: Nachfolger Γ+(v) und Vorgänger Γ−(v)

d+(v) = |Γ+(v)| bzw. d−(v) = |Γ−(v)|: Weggrad bzw. Hingrad von v
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Gerichteter Fall: Nachfolger Γ+(v) und Vorgänger Γ−(v)

d+(v) = |Γ+(v)| bzw. d−(v) = |Γ−(v)|: Weggrad bzw. Hingrad von v

Satz∑
x∈V (G)

d(x) = 2|E(G)| bzw.
∑

x∈V (G)

d+(x) =
∑

x∈V (G)

d−(x) = |E(G)|
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Spezielle Graphen:

Der vollständige Graph der Ordnung n, Kn:

Der vollständige bipartite Graph der Ordnung (m,n), Km,n:

Der Pfad der Länge k, Pk:

Der Kreis der Länge k, Ck:



Grundbegriffe der Graphentheorie

Isomorphie von Graphen:

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V ′, E′) heißen isomorph, wenn es

eine bijektive Abbildung ϕ : V → V ′ gibt, sodass v, w ∈ V genau dann

adjazent sind, wenn dies auch für ϕ(v) und ϕ(w) gilt.

Satz Die Menge aller Automorphismen eines Graphen G(V,E) bildet

bezüglich der Hintereinanderausführung eine Gruppe, die Automorphis-

mengruppe von G, Aut(G).
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Isomorphie von Graphen:

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V ′, E′) heißen isomorph, wenn es

eine bijektive Abbildung ϕ : V → V ′ gibt, sodass v, w ∈ V genau dann

adjazent sind, wenn dies auch für ϕ(v) und ϕ(w) gilt.

Satz Die Menge aller Automorphismen eines Graphen G(V,E) bildet

bezüglich der Hintereinanderausführung eine Gruppe, die Automorphis-

mengruppe von G, Aut(G).

Seien G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) zwei Graphen. Dann definiert

man: G1 ∩G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2), G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)
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Isomorphie von Graphen:

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V ′, E′) heißen isomorph, wenn es

eine bijektive Abbildung ϕ : V → V ′ gibt, sodass v, w ∈ V genau dann

adjazent sind, wenn dies auch für ϕ(v) und ϕ(w) gilt.

Satz Die Menge aller Automorphismen eines Graphen G(V,E) bildet

bezüglich der Hintereinanderausführung eine Gruppe, die Automorphis-

mengruppe von G, Aut(G).

Seien G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) zwei Graphen. Dann definiert

man: G1 ∩G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2), G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann ist der zu G komplementäre Graph

definiert durch Gκ := (V, {xy | x, y ∈ V, x 6= y, xy /∈ E}).
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Ein Graph G und einer seiner Teilgraphen, G′

G′ = (V ′, E′), V ′ ⊆ V, E′ ⊆ E



Grundbegriffe der Graphentheorie

Induzierte Teilgraphen von G = (V,E): G[V0] durch ihre Knotenmenge

V0 ⊆ V bestimmt

Kantenmenge maximal bzgl. der Inklusion



Grundbegriffe der Graphentheorie

Satz Jeder Graph mit mindestens einer Kante besitzt einen Teilgra-

phen mit δ(H) > ε(H) ≥ ε(G).
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Satz Jeder Graph mit mindestens einer Kante besitzt einen Teilgra-
phen mit δ(H) > ε(H) ≥ ε(G).

Beweis: Sukzessive Knoten geringen Grades entfernen.

Entfernen eines Knotens v mit d(v) ≤ ε(G) bewirkt die Entfernung von
höchstens ε(G) Kanten, daher gilt für solche Knoten ε(G\{v}) ≥ ε(G).

Vorgangsweise konstruiert eine Folge

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . .

Fortsetzen, solange Gi Knoten vi mit dGi(vi) ≥ ε(Gi) besitzt, also
Gi+1 := Gi \ {vi}, andernfalls H := Gi.

Daraus folgt ε(Gj+1) ≥ ε(Gj), insbesondere ε(H) ≥ ε(G).

Wegen ε(K1) = 0 < ε(G) gilt Gi 6= K1, daher H 6= ∅.

Da H keine Knoten v mit d(v) ≤ ε(H) besitzt, folgt δ(H) > ε(H).



Grundbegriffe der Graphentheorie

Kantenfolgen

1
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Kantenfolgen

1

2

3

4
5 6

7

Kantenzug: Kantenfolge, in der keine Kante mehrfach auftritt

Weg: Kantenfolge, in der kein Knoten mehrfach auftritt
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Spezielle Kantenfolgen: Kreis (in gerichteten Graphen: Zyklus)

. . . ist ein Kantenzug, in dem alle Knoten mit Ausnahme von Anfangs-

und Endknoten verschieden sind.
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Satz Falls eine Kantenfolge von v nach w existiert, so gibt es auch

einen Weg von v nach w.

Satz Falls in einem ungerichteten Graphen 2 verschiedene Wege von

v nach w existieren, dann gibt es einen Kreis (positiver Länge).

Falls in einem gerichteten Graphen eine geschlossene Kantenfolge

positiver Länge existiert, dann gibt es einen Zyklus (positiver Länge).



Grundbegriffe der Graphentheorie

Die Adjazenzmatrix von G = (V,E):

V = {v1 . . . , vn}, A = (aij)i,j=1,...,n mit aij =

1, falls (vi, vj) ∈ E,
0 sonst.

1

2

3

4
5

6

7

8

A =



0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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Die Adjazenzmatrix von G = (V,E):

V = {v1 . . . , vn}, A = (aij)i,j=1,...,n mit aij =

1, falls (vi, vj) ∈ E,
0 sonst.

1

2

3

4
5

6

7

8

A =



0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


Es gilt: d(vi) =

n∑
j=1

aij =
n∑

j=1

aji
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Die Inzidenzmatrix von G = (V,E):

V = {v1 . . . , vn}, E = {e1, . . . , em}.

B = (bij)i=1,...,n;j=1,...,m mit bij =

1, falls vi mit ej inzidiert.

0 sonst.
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Die Inzidenzmatrix von G = (V,E):

V = {v1 . . . , vn}, E = {e1, . . . , em}.

B = (bij)i=1,...,n;j=1,...,m mit bij =

1, falls vi mit ej inzidiert,

0 sonst.

Die Gradmatrix ist von G = (V,E):

D = (dij)i,j=1,...,n mit dij =

d(vi), falls i = j,

0 sonst.
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Die Inzidenzmatrix von G = (V,E):

V = {v1 . . . , vn}, E = {e1, . . . , em}.

B = (bij)i=1,...,n;j=1,...,m mit bij =

1, falls vi mit ej inzidiert,

0 sonst.

Die Gradmatrix ist von G = (V,E):

D = (dij)i,j=1,...,n mit dij =

d(vi), falls i = j,

0 sonst.

Es gilt: B ·BT = A+D.



Grundbegriffe der Graphentheorie

Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V,E) und Ak = (a(k)
i,j ). Dann ist

a
(k)
i,j gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Länge k von vi nach vj.
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V,E) und Ak = (a(k)
i,j ). Dann ist

a
(k)
i,j gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Länge k von vi nach vj.

Beweis: Induktion nach k.
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V,E) und Ak = (a(k)
i,j ). Dann ist

a
(k)
i,j gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Länge k von vi nach vj.

Beweis: Induktion nach k.

Anfang (k = 1): A1 = A X
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Satz Sei A Adjazenzmatrix von G = (V,E) und Ak = (a(k)
i,j ). Dann ist

a
(k)
i,j gleich der Anzahl aller Kantenfolgen der Länge k von vi nach vj.

Beweis: Induktion nach k.

Anfang (k = 1): A1 = A X

Betrachten Sie nun eine Kantenfolge, die von vi in einem Schritt nach

v` geht und dann in k Schritten nach vj. Die Anzahl solcher Folgen ist

nach Induktionsvoraussetzung

ai,`a
(k)
`,j .

Daraus folgt, dass die Anzahl der Folgen der Länge k + 1 von vi nach

vj gegeben ist durch

n∑
`=1

ai,`a
(k)
`,j = a

(k+1)
i,j .



Grundbegriffe der Graphentheorie

Erreichbarkeitsrelation (ungerichteter Fall): v ∼ w genau dann, wenn

eine (möglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w existiert.

Erreichbarkeitsrelation (gerichteter Fall): v ∼ w genau dann, wenn so-

wohl eine (möglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w als auch

eine (möglicherweise leere) Kantenfolge von w nach v existiert.
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Erreichbarkeitsrelation (ungerichteter Fall): v ∼ w genau dann, wenn

eine (möglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w existiert.

Erreichbarkeitsrelation (gerichteter Fall): v ∼ w genau dann, wenn so-

wohl eine (möglicherweise leere) Kantenfolge von v nach w als auch

eine (möglicherweise leere) Kantenfolge von w nach v existiert.

Matrix der Erreichbarkeitsrelation (ungerichteter Fall): Sei |V | = n und

|E| = m.

M = (mi,j)i,j=1,...,n, wobei mi,j = sgn(ci,j)

und

C =
min(m,n−1)∑

k=0

Ak.
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Satz Jeder Graph G = (V,E) enthält einen Weg der Länge δ(G). Falls

δ(G) ≥ 2, dann gibt es einen Kreis, dessen Länge mindestens δ(G) + 1

beträgt.

Beweis: Sie x0, x1, . . . , xk ein längster Weg. Dann sind alle v ∈ Γ(xk)

auf diesem Weg. Daher gilt k ≥ d(xk) ≥ δ(G).

Falls δ(G) ≥ 2, dann gibt es ein i < k−1 so, dass xixk ∈ E. Sei i minimal

mit dieser Eigenschaft. Daraus folgt, dass xi, xi+1, . . . , xk, xi ein Kreis

der Länge mindestens δ(G) + 1 ist.
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Unter der Taillenweite g(G) eines Graphen G = (V,E) versteht man

die Länge eines seiner kürzesten Kreise. Für kreisfreie Graphen setzt

man g(G) =∞.

Der Abstand dG(x, y) zwischen zwei Knoten x und y ist die Länge eines

kürzesten Weges, der x und y verbindet.

Der Durchmesser von G ist definiert durch diam(G) = maxx,y∈V dG(x, y).
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Unter der Taillenweite g(G) eines Graphen G = (V,E) versteht man
die Länge eines seiner kürzesten Kreise. Für kreisfreie Graphen setzt
man g(G) =∞.

Der Abstand dG(x, y) zwischen zwei Knoten x und y ist die Länge eines
kürzesten Weges, der x und y verbindet.

Der Durchmesser von G ist definiert durch diam(G) = maxx,y∈V dG(x, y).

Satz Der Graph G = (V,E) enthalte einen Kreis. Dann gilt: g(G) ≤
2diam(G) + 1.

Beweis: Sei C ein kürzester Kreis und g(G) > 2diam(G) + 1. Dann
gibt es x, y ∈ C mit dC(x, y) ≥ diam(G) + 1. Andererseits gilt dann
dG(x, y) ≤ diam(G) < dC(x, y) (*).

Sei nun P ein kürzester Weg, der x mit y verbindet, und P ′ ein kürzester
Weg in C, der x mit y verbindet. Wegen (*) ist dann P ∪P ′ ein kürzerer
Kreis als C (Widerspruch!).
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Satz Falls der Graph G = (V,E) azyklisch ist, so besitzt er einen

Knoten v mit d+(v) = 0

Beweis: Der letzte Knoten eines längsten gerichteten Weges kann keine

Nachfolger besitzen.
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Satz Falls der Graph G = (V,E) azyklisch ist, so besitzt er einen

Knoten v mit d+(v) = 0

Beweis: Der letzte Knoten eines längsten gerichteten Weges kann keine

Nachfolger besitzen.

Algorithmus zum Feststellen von Azyklizität:

1. Markiere alle Knoten v mit d+(v) = 0.

2. Falls keine Knoten markiet wurden, ist G nicht azyklisch.

3. Falls alle Knoten markiert wurden, so ist G azyklisch.

4. Entferne die markierten Knoten ( G′) und wende 1. auf G′ an.
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zusammenhängender Graph

nicht zusammenhängender Graph
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Ein schwach, aber nicht stark zusammenhängender Graph
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Die starken Zusammenhangskomponenten
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Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph mit den starken Zusammenhangs-

komponenten K1, . . . ,K` ⊆ V . Unter der Reduktion von G versteht man

den Graphen GR = (VR, ER) mit VR = {K1, . . . ,K`} und

ER = {(Ki,Kj) | i 6= j und ∃x ∈ Ki ∃y ∈ Kj : (x, y) ∈ E}.

Satz Die Reduktion eines gerichteten Graphen ist azyklisch.



Grundbegriffe der Graphentheorie

Unter einer Knotenbasis von G versteht man eine Menge B ⊆ V mit

1. Für alle v ∈ V gibt es ein b ∈ B so, dass ein Weg von b nach v

exisitiert.

2. B ist minimal bzgl der Inklusion.

Satz Ist G = (V,E) azyklisch, so ist B = {v ∈ V | d−(v) = 0} die

einzige Knotenbasis.

Satz Sei G = (V,E) gerichtet und seien K1, . . . ,K` jene starken Zu-

sammenhangskomponenten, welche d−GR(Ki) = 0 erfüllen. Dann sind

die Knotenbasen von G genau die Mengen der Form B = {v1, . . . , v`}
mit vi ∈ Ki für i = 1, . . . , `.
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Weitere Zusammenhangsbegriffe

Def. Sei G = (V,E) ein Graph, A,B ⊆ V . Eine Menge X ⊆ V ∪ E
trennt A und B, wenn jeder Weg x, v1, . . . , vk, y mit x ∈ A, y ∈ B und

vi /∈ A∪B für i = 1, . . . , k einen Knoten oder eine Kante aus X enthält.

X trennt G, wenn es v, w ∈ V \X so gibt, dass X {v} und {w} trennt.

v ∈ V heißt Artikulation, wenn {v} G trennt.

e ∈ E heißt Brücke, wenn {e} G trennt.
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Def. G = (V,E) heißt k-zusammenhängend, wenn |V | > k und G \X
für alle X ⊆ V mit |X| < k zusammenhängend ist.

Der Zusammenhang von G ist definiert als

κ(G) = max{k | G ist k-zusammenhängend}.

Falls |V | ≥ 2, dann heißt G `-kantenzusammenhängend, wenn G \F für

alle F ⊆ E mit |F | < ` zusammenhängend ist.

Der Kantenzusammenhang von G ist definiert als

λ(G) = max{` | G ist `-kantenzusammenhängend}.
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• Jeder Graph mit mindestens einem Knoten ist 0-zusammenhängend.

• Ein Graph ist genau dann 1-zusammenhängend, wenn er minde-

stens zwei Knoten besitzt und zusammenhängend ist.

• κ(G) = 0 genau dann, wenn G = K1 oder G nicht zusammenhängend.

• κ(Kn) = n− 1

• λ(G) = 0 genau dann, wenn G nicht zusammenhängend.


