Komplexe Analysis

SS 2010

Gabriel Maresch

gabriel.maresch@tuwien.ac.at



Inhaltsverzeichnis

0 Die Komplexe Exponentialfunktion

1 Die Komplexen Zahlen

1.1 Historisches . . . . . . . . . .
1.2 Algebraische Struktur. . . . . . ... ... oo
1.3 Lineare Stuktur . . . . . . . ...
1.4 Topologische Struktur . . . . . ... . ... ... ... ...
1.5 Geometrische Deutung . . . . . . . . . ...
1.6 Mobius-Transformationen . . . . . . . . ... ... L.

Komplexe Differentialrechnung

2.1 Holomorphe Funktionen . . . . . . .. ... ... .. .........
2.2 Konforme Abbildungen . . . . . . . .. ... ...
2.3 Harmonische Funktionen . . . . . . . . . ... ... 0L
2.4 Potenzreihen. . . . . . . .. ..

Komplexe Integralrechnung

3.1 Pfadintegrale . . . . . . ... ..
3.2 Stammfunktionen . . . . . ...
3.3 Cauchy’scher Integralsatz . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
3.4 Homotopie . . . . . . . . . .
3.4.1 Fundamentalgruppen . . . . . . .. . ... L
3.4.2 Uberlagerungen . . . . . . . .. ... ...
3.5 Homologie . . . . . . . . ..
3.5.1 Windungszahlen . . . ... .. ... ..o
3.5.2 Homologiegruppen . . . .. ... ... ... L.

3.5.3 Globaler Cauchy’scher Integralsatz . . . . .. ... ... ...

10

14
14
16
18
26



4 Ganze und meromorphe Funktionen 63

4.1 Singularitdten und Laurent-Reithen . . . . . . . ... ... ... ... 63
4.2 Residuenkalkil . . . . ... ... oo 67
4.3 Meromorphe Funktionen . . . . . .. ... 0oL 68
4.4  Funktionen mit endlicher Ordnung . . . . . . . ... ... ... ... 72
5 Riemann’scher Abbildungssatz 79
5.1 Algebren holomorpher Funktionen . . . . . . . ... ... ... .... 79
5.2 Biholomorph dquivalente Gebiete in C . . . . . . .. ... ... ... 82
5.3 Automorphismen . . . . .. ... 84



Literatur

[1] C. Berenstein und R. Gay, Complex Variables, Graduate Texts in Mathematics
125, Springer, 1991.

2] J. Conway, Functions Of One Complex Variable, Graduate Texts in Mathema-
tics 11, Springer, 1978.

[3] K. Janich, Funktionentheorie, Springer-Lehrbuch, Springer, 1999.

[4] S. Krantz, A Guide To Complex Variables, The Dolciani Mathematical Expo-
sitions 32, MAA Guides 1, Mathematical Association of America, 2008.

[5] S. Krantz, Function Theory of Several Complex Variables, AMS Chelsea Pu-
blishing, 2001.

[6] S. Lang, Complex Analysis, Graduate Texts in Mathematics 103, Springer, 1999.

[7] R. Remmert und G. Schumacher, Funktionentheorie 1, Grundwissen Mathema-
tik, Springer, 2001.

[8] W. Rudin, Reelle und Komplexe Analysis, R. Oldenbourg Verlag, Miinchen,
1999.



0 Die Komplexe Exponentialfunktion

Wir folgen der Darstellung aus [8]. Wir nehmen an dieser Stelle die Definition der
komplexen Zahlen z = a + ib vorweg und verweisen auf die folgenden Kapitel.

o0

Definition 1. Die Funktion exp(z) := Y. Z; heifit Ezponentialfunktion.
n=0

Die Exponentialfunktion ist fiir alle komplexen Zahlen wohldefiniert.

Unmittelbar aus der Reihendarstellung sicht man, e® = 1 und dass exp mit seiner
Ableitung exp’ iibereinstimmt. Durch Ausmultiplizieren des Cauchyprodukts sieht
man die wichtige Identitéat

n=0 n=0

Daher ist e7* = (e*)~! stets von 0 verschieden.

Die Einschriankung von exp auf die reelle Achse bildet diese bekanntlich in bijektiver
Weise auf (0,00) ab. Die Einschrankung von exp auf die imaginidre Achse hingegen
bildet diese in den Einheitskreis ab:

)2 = et et = et e =t =1, teR. (0.2)
Wir definieren
cost := Ree”, sint:=Ime". (0.3)

Differentiation von (0.3) liefert wegen (')’ = ie' sofort
(cost) = —sint, (sint) = cost. (0.4)

Die Potenzreihendarstellung

2 t4
cost:1—5+ﬂ—... (0.5)
folgt durch Bilden des Realteils unmittelbar aus der der Exponentialfunktion. Wir
erhalten cos(0) = 1 und cos(2) < —3. Somit besitzt cos aus Stetigkeitsgriinden eine
kleinste positive Nullstelle, die wir mit 7/2 bezeichnen wollen. Aufgrund der zu (0.3)
dquivalenten Euler’schen Gleichung

e = cost+isint (0.6)

folgt daraus e'2 € {—i,i} , d.h. €™ = (&i)* = 1. Es ist also exp eine 27i-periodische
Funktion, denn A A
62;—1—27rz — €z62m — % (07)

Fiir den (elementaren) Beweis, dass jede andere Periode von exp ein ganzzahliges
Vielfaches von 2mi ist, sei auf [8] verwiesen.



Abbildung 1: Real- und Imaginérteil von sin z

Nun wollen wir noch zeigen, dass wir fiir jedes w mit |w| = 1 ein reelles ¢ angeben
kénnen, sodass w = €. Fiir t € (0,%) ist (sint)’ = cost > 0. Wegen sin(0) = 0,
ist sint dort also positiv. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass w = a + ib
mit a,b > 0 (die anderen Félle verlaufen analog). Da 0 < a < 1 gibt es genau
ein t € [0,2] mit @ = cost. Dann ist aber sin®¢t = 1 — cos?t = 1 — a® = b und
es ist b = sint. Somit bildet e das Intervall [0,27) stetig und bijektiv (nicht aber
homoomorph!) auf den Einheitskreis ab.

Abschlieflend geben wir in Analogie zu (0.3) noch die Definition fiir die komplexe
Sinus- bzw. Cosinusfunktion an.
Definition 2. Fir z € C sei

) eiz _ e—iz eiz + 6—iz
sinz:= ——, cosz:i= ———. (0.8)
21 2

Insbesondere sind sin z und cos z also auf der imaginédren Achse unbeschrénkt.

Wir werden spéter sehen, dass das die einzige Moglichkeit ist, die Exponential-, bzw.
Sinus- und Cosinus-Funktion, von R auf differenzierbare Weise nach C fortzusetzen.

Abbildung 2: Real- und Imaginérteil von cos z



1 Die Komplexen Zahlen

1.1 Historisches

Die komplexen Zahlen traten vermutlich erstmals 1545 auf, als der Mathematiker
Gerolamo Cardano in seinem Buch Ars magna Formeln fiir die Losungen kubischer
Gleichungen veroffentlichte.

Die quadratische Gleichung z? + px + ¢ = 0 hat bekanntlich im Falle einer negativen
Diskriminante keine reellen Losungen. Bei einer nichtnegativen Diskriminante lauten
die Losungen

p P’
=—=414/=— 1.1
1,2 5 1 q (1.1)
und es gilt der Wurzelsatz von Vieta:
Ty + T2 =—p, T1T2 =(. (1.2)

Die kubische Gleichung z3+ax?+bz+c = 0 kann durch Abspalten eines vollstindigen
Kubus

3 2 3
$3+ax2+bx+c:<x+§> +(b—3—)x+c—a— (1.3)

(o4 0) s (b_a;) <x+g)+(0_%b+22_aj)

durch die Substitution y = x + £ in die sogenannte reduzierte Gleichung
v +py+q=0 (1.4)
iibergefithrt werden. Der Ansatz y = u + v ergibt nun
v +py+q=u*+0° 4+ 3uv(u+v) +plu+v)+q=0. (1.5)

Wéhlt man nun unter allen (u,v) mit y = u + v jenes Paar welches zusétzlich die
die Nebenbedingung \
uv = =8 bzw. v’ = - (1.6)

erfiillt, so vereinfacht dadurch die reduzierte Gleichung zu
u? +v* = —q. (1.7)

Aus dem vietaschen Wurzelsatz folgt, dass u?, v Losungen der quadratischen Glei-
chung

22+ gz — (—’;—i) =0 (1.8)

sind. Diese Gleichung heifit die quadratische Resolvente der kubischen Gleichung und
fithrt zur Darstellung der Losung der kubischen Gleichung durch die cardanosche

Formel
s/ q ¢ PP o3l g ¢ | p
S Ty - ST - Y 1.9
! \/2+ 4+27+\/ o Vit (1.9)




Der Fall der einer negativen Diskriminante D := % + g—i < 0 heilt casus irreducibi-
lis und erfordert die Kenntnis der dritten komplexen Einheitswurzeln. Es ist dann
(1.9) die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen, somit gibt es hier genau drei

verschiedene reelle Losungen x1, x5 und x3.

Beispiel 1.1. Die quadratische Resolvente der kubischen Gleichung 23 — 6z +4 = 0
hat die Losungen

b v = -2+ V4. (1.10)

Bedient man sich der imaginéire Einheit ¢ mit der Eigenschaft 2 = —1, ldsst sich
schreiben

ut vt = 24 2i. (1.11)
Wegen

(1+4)*=-242i

gewinnt man somit eine (reelle) Losung

2=V 2424+ vV—2-2i=(1+i)+(1—-i)=2 (1.12)

Die zur cardanoschen Formel (1.9) fithrenden Gleichungen fiir v und v besitzen
jedoch nicht nur eine, sondern drei Losungen, namlich

U; :Ez(l—l—Z), vj :€j(1—i) (113)
wobei g, €1, €3 die drei Nullstellen des Kreisteilungspolynoms z® — 1

I e iVA]

_—1+iV3
- Tve 5

5 = (1.14)

&y — 1, &1 €9
bezeichnen. Hieraus ergeben sich neun Kombinationsméglichkeiten fiir x = u; + v;.

Aber nur drei von ihnen fiithren zu Losungen der kubischen Gleichung, denn

uv = —g e R (1.15)
verlangt, dass ¢,,e, = 1 gilt. Deshalb lauten die drei Losungen einer kubischen

Gleichung

IS
NI
NI=
NI
NI=

5 2 3 sl g 2 3
_ _ B 1.1
T = € + 4/ + 57t e\ =3 \/ +3 (1.16)
3 2 3 3 2 3
Ty =g\ —5+ + o5 e —5 — + (1.17)
2 2
3 q 2 3 3 q 2 3
_ g, _1_ 1.18
T3 82\/ 2+ +2 +€1\/ 5 +2 ( )

Fiir unsere konkrete Gleichung z® — 6z + 4 erhélt man dann speziell die beiden
weiteren reellen Losungen xo = —1 — V3 und 23 = —1 + V3.

IS
INES
NI
IS
NI

|%

J

N
N[
NI
N[



Bemerkung 1.2. Natiirlich ist es moglich bei Kenntnis einer reellen Losung (welche
ja immer existieren muss), den Grad der Gleichung zu reduzieren und die beiden
anderen Losungen explizit anzugeben. Im casus irreducibilis ist es aber bereits fiir
das Gewinnen einer reellen Nullstelle notwendig, die dritte Wurzeln aus einer echt
komplexen Zahl zu ziehen!

1.2 Algebraische Struktur

Wir definieren die komplexen Zahlen C als Paare reeller Zahlen (a, b). Addition und
Multiplikation sind geméafl

(a,b) + (¢,d) := (a + ¢, b+ d), (1.19)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc) (1.20)

erkldrt. Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich zunéchst leicht, dass dadurch ein
kommutativer Ring mit Einselement (1,0) definiert wird. Im folgenden werden wir
gelegentlich C* fiir die Menge der komplexen Zahlen ohne das Nullelement schreiben.

Die Abbildung ¢ : R — C mit ¢(a) = (a,0) ist ein Monomorphismus, daher wer-
den wir im Weiteren die reelle Zahl a und das Element (a,0) identifizieren. Fir
das Element (0, 1) vereinbaren wir die Schreibweise i. Dadurch gelangt man zu der
gewohnten kartesischen Darstellung der komplexen Zahlen

z=a+ib. (1.21)

Als néchstes betrachten wir die Konjugationsabbildung a + ib — a + b := a — ib.
Sie besitzt folgende Eigenschaften

Y
s
I

|
gl

1. (Automorphismus) Vz,w € C: z+w =Z+ w bzw.
2. (Involution) Vze C: zZ =2

3. (Definitheit) V2 € C: 2z > 0 und 2z = 0 genau fiir z = 0.

Insbesondere ist fiir jedes z € C der Ausdruck 2% reell und fiir z # 0 sogar positiv.
Daraus ergibt sich sofort die Inversionsformel

V2eC*: z-— =1, (1.22)

|

d.h. jedes z # 0 besitzt ein multiplikativ inverses Element, welches wir in Zukunft
mit 2! bzw. % bezeichnen werden. C ist somit ein kommutativer Ring mit Fins, in
dem jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses besitzt, d.h. C ist
ein Korper.

Bemerkung 1.3.

1. Die Konjugation ist der einzige nicht-triviale Kérperautomorphismus von C,
der R punktweise fest lasst.



2. C lasst sich nicht anordnen.
Definition 3. Sei 2 € C, dann heifit |z| := (22)Y/? der Betrag von z.

Lemma 1.4. Der Betrag auf C ist eine Norm, d.h. | - | ist homogen und erfillt die
Dreiecksungleichung.

Beweis. Es gilt sogar |zw| = |z| |w|, daher ist | - | insbesondere auch homogen. Es
bleibt daher zu zeigen, dass stets |z + w| < |z| 4+ |w|. Einfaches Ausmultiplizieren
liefert zunéchst

|z 4+ w|? = |2])* + 2Re(Zw) + |w|?. (1.23)

Nun ist aber fiir jedes beliebige komplexe « sicherlich Re o < |or|. Somit gilt

|2+ wl* < o + 2[Zw] + [w]* = |2 + 2lz] Jw] + Jw|* = (|2 + [w])®. (1.24)

]

1.3 Lineare Stuktur

C ist als Korper Vektorraum iiber jedem seiner Unterkorper, insbesondere also iiber
R. Eine Basis von C iiber R ist gegeben durch 1 und i. Die Koordinaten beziiglich
dieser Basis (d.h. die Koeffizienten der Darstellung eines Elements in dieser Basis)
werden als Realteil Re bzw. Imaginéirteil Im bezeichnet. Re,Im : C — R. Es gilt
also stets

z=Rez+ilmz. (1.25)

Die R-lineare Abbildung (a,b) +— a + ib ist mithin invers zu z — (Rez,Imz) und
stellt somit einen Vektorraum-Isomorphismus zwischen R? und C dar.

R? ist nicht nur ein Vektorraum, sondern bekanntlich auch ein Euklidischer Raum,
d.h. mit einem Skalarprodukt ausgestattet. Mit Hilfe des oben angegebenen Isomor-
phismus kann man dieses Skalarprodukt auch in C wiederfinden. Es gilt ndmlich

(z,w0) = <<Rez>, (Re“’> >R —RezRew + ImzImw = Re(z@).  (1.26)

Im z Imw
Insbesondere ist die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir (-, -) giiltig.

Da R C C, ist jede C-lineare Abbildung automatisch auch R-linear. Die Umkehrung
gilt natiirlich nicht. Die C-linearen Abbildung C — C haben genau die Form 2z — wz
mit w € C. Damit ergibt sich folgende Charakterisierung

Lemma 1.5. Eine R-lineare Abbildung A : C — C ist genau dann C-linear, wenn
ihre Abbildungsmatriz beziiglich der Basis {1,1} von der Gestalt

(5 )

ist. In diesem Fall gilt Az = wz mit w = a + ib.



Beweis. Es geniigt sich fiir festes w = a + 1b die Darstellung der Abbildung 2z — wz
in der Basis {1,7} zu iiberlegen: Dann ist wegen

(a+1ib)1 = a+ib (1.27)
(a+1ib)yi = —b+ia (1.28)
die Abbildungsmatrix von der angegebenen Form. O

Beispiel 1.6. Die Konjugationsabbildung ist R-linear. Thre Abbildungsmatrix
beziiglich der obigen Basis ist gegeben durch (3 _(i). Sie ist klarerweise nicht C-
linear.

1.4 Topologische Struktur

Vermoge des Betrags werden die komplexen Zahlen C zu einem metrischen Raum
mit Metrik d(z,w) = |z — w|. Der Vekorraum-Isomorphismus aus Abschnitt 1.3
fiihrt den Betrag auf C in die Euklidische Norm auf R? {iber, ist also sogar ein
Homd&omorphismus. Daraus folgt

Proposition 1.7. C = R? als topologische (Vektor-)Riume. Insbesondere ist C ein
vollstindiger, lokalkompakter metrischer Raum, in welchem die kompakten Teilmen-
gen genau die abgeschlossenen und beschrinkten Teilmengen sind (Heine-Borel).

Konvergenz von Folgen und Cauchyfolgen auf C sind analog zu jedem anderen metri-
schen Raum erklért. Zusammenhang, einfacher Zusammenhang und Wegzusammen-
hang, analog zu jedem anderen topologischen Raum (fiir die Definition des einfachen
Zusammenhangs sei auf Kapitel 3.4 verwiesen).

Eine besondere Rolle spielt in den folgenden Kapiteln die offene Einheitskreisscheibe
E:=B(0)={z€C:|z] <1} (1.29)
sowie nichtleere offene und zusammenhingende Mengen, die man Gebiete nennt.

Proposition 1.8. Sei G ein Gebiet in C. Dann gibt es zu je zwei Punkten in G
einen verbindenden Streckenzug, i.e. G ist insbesondere wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei zg € G beliebig, aber fest. Sei

W,, :={z € G : 3 Streckenzug in G, der z, und z verbindet}. (1.30)

Wegen 2, € W,, ist diese Menge nicht leer. W, ist offen: Gibt es einen Streckenzug
von 2y nach w, so gibt es auch einen Streckenzug von 2, zu jedem Punkt in B,(w) C
G. Es ist aber auch G \ W, offen: Sei w ¢ W, , dann ist auch v ¢ W, fiir jedes
v € B,(w) C G, denn gébe es einen Streckenzug von z, nach v, so kénnten wir zuerst
von zg nach v und dann von v nach w gehen. Da G zusammenhéngend ist, muss die
nicht leere offen und abgeschlossene Menge W, mit GG iibereinstimmen. O



Beispiel 1.9.

1. X '={a+ib: b = sin(l/a) mita # 0} U {ib : —1 < b < 1} ist zusam-
menhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend. X ist aber auch kein Gebiet.

2. Der Kreisring {z : 1 < |z| < 2} ist ein Gebiet (und damit wegzusammen-
héngend), nicht aber einfach zusammenhéngend.

3. E ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.

C ist zwar lokalkompakt (jede abgeschlossene Kugel ist kompakt), selbst aber nicht
kompakt. Die Menge C U {oo}, wird Ein-Punkt-Kompaktifizierung genannt, wenn
man eine Umgebungsbasis des Punktes oo durch folgendes Mengensystem erklart

U(oo) :=={{oc} U0 : C\ O kompakt} . (1.31)

Der dadurch definierte topologische Raum C, ist dann kompakt. Versehen mit den

Rechenregeln % = 00, é = 0 wird C_, die erweiterte gaufsche Zahlenebene genannt.

C. ist aber auch zur Riemann’schen Zahlenkugel isomorph, i.e. zur auf dem Null-
punkt der komplexen Ebene ruhenden Kugel mit Radius % Der Siidpol der Kugel
besitzt die Raumkoordinaten S = (0,0,0). Wenn die komplexe Zahl z = = + iy =
(x,y,0) mit dem Nordpol N = (0,0, 1) der Kugel geradlinig verbunden wird, durch-
stofit die Gerade den Kugelpunkt P = (§,7,(). Die Zuordnung von z = x + iy
zu P = (&,n,() heifit stereographische Projektion. Sie erfaft umkehrbar eindeutig
jeden Punkt der Kugel mit Ausnahme des Nordpols. Ihm wird der Punkt oco zu-
geschrieben. Tatséchlich ist die stereographische Projektion ein Homémorphismus
zwischen Co, und der 2-Sphire S2.

Cu ist ein Beispiel einer Riemann’schen Flache und 148t sich daher auch mit einer
differenzierbaren Struktur versehen.

1.5 Geometrische Deutung

Aufgrund des Vektorraum-Isomorphismus C =2 R? ist es mdglich, komplexe Zahlen
als Punkte in der Ebene zu interpretieren. Man spricht dann von der Gauf’schen
Zahlenebene. Der Betrag |z| lasst sich als euklidische Distanz vom Koordinatenur-
sprung deuten, die Konjugation Z, als Spiegelung an der reellen Achse, Realteil Re z
und Imaginérteil Im z als orthogonale Projektion auf die reelle bzw. imaginére Ach-
se.

Nach unseren einleitenden Bemerkungen zur komplexen Exponentialfunktion kann
man jeden Punkt (x,y) # (0,0) der Ebene eindeutig in Polarkoordinaten

r=rcosp, y=rsing (1.32)

mit r > 0 und ¢ € [0,27) schreiben. Ist # = Rez und y = Im 2, so ist r = |z|. Den
Winkel ¢ nennt man Argument von z; in Zeichen arg z.



Bemerkung 1.10. Die Abbildung arg : C* — [0,27) ist unstetig. Erst durch
Wegnehmen der ganzen nichtnegativen reellen Achse wird arg stetig.

Diese Definition von ¢ erweist sich als konsistent mit der Definition iiber das Ska-

larprodukt
(z,w)  Re(zw)

cos Z(z,w) = = . (1.33)
|2lfw] [z w]
Insbesondere ist arg z der Winkel zwischen 1 und z. Die Darstellung
z = |z|e"*8% = r(cos ¢ + isin ¢) (1.34)

nennt man auch Polardarstellung von z. Diese Darstellung ist insbesondere fiir die
Multiplikation zweier komplexer Zahlen praktisch, denn

2w = |z] |w]| ellerez+argw), (1.35)

Fiir z = r(cos ¢ + isin ¢) ergibt sich aus (1.35)
N =rN(cos Np +isin Ny), N cZ (1.36)
Der Spezialfall fiir |z| = 1 wird auch als Formel von de Moivre bezeichnet:
(cos ¢ + isin ) = cos N + isin N. (1.37)

Beispiel 1.11 (Wurzeln einer komplexen Zahl). Um die Gleichung 2V = w mit
N € Z zu l6sen, gewinnt man mit Hilfe der Polardarstellung die beiden Gleichungen

2|V =|w|, Nargz=argw (mod 27). (1.38)
Erste ist durch |z| = {/|w| eindeutig l6sbar, die zweite besitzt die N Losungen

2
ar]ngJrnN” (mod 27), n=0,1,...,N—1. (1.39)

arg z =

Darum ergeben sich die N Losungen der Gleichung 2 = w zu

z = %(COSWjLiSiHW), n=0,1,...,N—1. (1.40)
Beispiel 1.12 (Logarithmen einer komplexen Zahl). Um die Gleichung e* = w
zu 16sen, verwendet man wieder die Polardarstellung von w und erhélt die beiden
Gleichungen

e = |w|, Imz=argw (mod 27). (1.41)

Die erste ist durch Re z = In |w| wieder eindeutig losbar, die zweite hingegen besitzt
die abzahlbar vielen Losungen Im z = argw + 27n, n € Z. Insgesamt ergibt sich

z =In|w| +i(argw + 27n), n € Z. (1.42)



1.6 Mobius-Transformationen

Definition 4. Fine Abbildung M der Form M(z) = % mit a,b,c,d € C heifst

gebrochen linear bzw. Mobius-Transformation, wenn ad — bc # 0.

Die Einschrankung ad—bc # 0 ist notig, da M sonst entweder konstant oder nirgends
definiert ist. Eine Mobius-Transformation ist offenbar eine stetige Bijektion M
C\{-%} — C\{%}. M ldsst sich aber auch als stetige Abbildung Coe — Cu

auffassen, denn

az+b a . az+b
im =—, bzw. lim = 00
zmocz+d  c dcz+d

(1.43)

z—

Proposition 1.13. Die Menge der Mdbius-Transformationen bildet unter der Kom-
position von Abbildungen eine Gruppe; die Abbildung

(a b) s M(z) = Zjiz (1.44)

ist ein  Homomorphismus wvon GL(2,C) auf die Gruppe der Mdbius-
Transformationen.

Beweis. Nachrechnen. O

Proposition 1.14. Jede Mdbius- Transformation M : Coo — Co kann als Komposi-
tion von Translationen, Dilationen, Rotationen und Inversionen geschrieben werden.

Beweis. Sei M(z) = %. Die Aussage ist trivial, wenn ¢ = 0 ist. Wenn ¢ # 0

konnen wir Nenner und Zahler duch ¢ dividieren und uns daher auf den Fall ¢ = 1

beschranken. Also ist ; ) y
az + —a
M p— p—

(2) z+d @t z+d

die Hintereinanderausfithrung der Translation um d, der Inversion, der Dilation um
|b — ad|, der Rotation um arg(b — ad) und der Translation um a. O

(1.45)

Zwei Tupel (a,b,c,d) und (a,3,7,0) definieren genau dann die selbe Mobius-
Transformation, wenn (Aa, Ab, A\¢, Ad) = («, 3,7, 9) fir ein A € C. Mithilfe dieser
Beobachtung lédsst sich dann ein Gruppenisomorphismus zwischen der Gruppe der
Mébius-Transformationen und GL(2, C)/C* herstellen.

Beispiel 1.15.

1. Die Menge der Mobius-Transformationen M (z) = %Is mit a, b, ¢, d € R bilden
eine Untergruppe, welche zu GL(2,R)/R* isomorph ist. Sie bilden R U {oc}
auf sich ab.

2. Die Menge der Mobius-Transformationen M(z) = %IZ mit a,b,c,d € R und
ad — be = 1 sind zu SL(2,R) isomorph. Sie bilden die obere Halbebene in sich

10



Abbildung 3: M6bius-Transformationen als Bewegungen der Riemann’schen Zahlen-
kugel. Graphiken entnommen von www.ima.umn.edu/~arnold/moebius/.

ab: Da M ein Homéomorphismus ist, der die reelle Achse festlasst, muss das
Gebiet Im 2z > 0 auf Im z > 0 oder Im z < 0 abgebildet werden. Wegen

_ai—{—b_
Cci+d 24 d?

M (7) ((ac+ bd) + 1) (1.46)

wird ¢ in die obere Halbebene abgebildet, also tritt der erstere Fall ein.

Bemerkung 1.16. Man kann zeigen, dass GL(2,C)/C* isomorph ist zu
SO™(R)(1,3), der orthochronen Drehgruppe im Minkowskiraum. Vermittels der ste-
reographischen Projektion lassen sich Mobius-Transformationen aber auch als Be-
wegungen der Riemann’schen Zahlenkugel im R? deuten:

1. Translationen in C sind konjugiert zu Translationen in Richtung (x,y,0).
2. Dilationen in C sind konjugiert zu Translationen in Richtung (0,0, z).
3. Rotationen in C sind konjugiert zu Rotationen um die Achse (0,0, 1).

4. Die Inversion ist konjugiert zur Rotation um den Winkel 7 in Achsenrichtung
(1,0,0).
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Proposition 1.17. Die Gruppe der Mobius-Transformationen agiert transitiv auf
Cwo, d.h. zu je zwei Punkten z1,w; € Cy gibt es eine gebrochen lineare Transforma-
tion M mit M(z) = w;.

Beweis. Der Fall z; = w; = oo ist trivial. Durch eine Translation z — z + b konnen
wir je zwei beliebige Punkte z1,w; € C aufeinander abbilden. Ist z; = co wenden
wir zuerst die Inversion z — % an und bilden danach 0 auf w; ab. Ist w; = oo, bilden
wir zuerst z; auf 0 ab und wenden danach die Inversion an. O

Bemerkung 1.18. Proposition 1.17 kann wesentlich verschérft werden. So gibt es
etwa zu je drei paarweise verschiedenen Punkten 21, 25, 23 und wy, we, w3 genau eine
Mébius-Transformation M mit M(z;) = w;, i = 1,2,3. Insbesondere ist also eine
Mobius-Transformation mit drei Fixpunkten schon die Identitét.

Korollar 1.19. Sei M : Cy, — C,, eine Mdébius-Transformation. Dann bildet M
Kreise und Geraden auf Kreise und Geraden ab.

Beweis. Die Aussage ist trivial fiir Translationen, Dilationen und Rotationen. Die
Inversion z — % fithrt die Gleichung

azZ+PBz+79Z+0=0 (1.47)

iiber in
02Z+vyz+PFZ+a=0, (1.48)

wobei nicht alle Koeffizienten «, 3,7,0 € C verschwinden sollen. Nun ist (1.47) in
der Gauf’schen Zahlenebene aber genau die Gleichung eines Kreises (a # 0) oder
einer Geraden (a = 0). O

Lemma 1.20. Sei M : C,, — C eine Mobius-Transformation mit M (o) = oo.
Dann ist M von der Gestalt z — az + 3 mit a # 0.

Beweis. Aus lim,_,o ZZZIS = ¢ = oo folgt ¢ = 0. Da M eine M&bius- Transformation

ist, gilt ad # 0. Setze nun « := a/d bzw. §:=b/d. O

Wir werden in einem spéteren Kapitel beweisen, dass die einzigen Automorphismen
(i.e. bijektive differenzierbare Funktionen mit differenzierbarer Umkehrfunktion) von
C die Abbildungen z +— az + b mit a,b € C sind. Diesen Satz vorweggenommen
konnen wir zum Abschluss zeigen

Satz 1.21. Die Mobius-Transformationen sind genau die Automorphismen von C.

Beweis. Sei ¢ : C,, — C, ein Automorphismus. Da die Gruppe der Mobius-
Transformationen transitiv auf C,, agiert, finden wir eine M&bius-Transformationen
1 sodass oo ein Fixpunkt von ¢ o ¢ ist, d.h. sodass 1) o ¢ eingeschriankt auf C eben-
falls ein Automorphismus ist. Es ist also 1 o ¢ affin und damit ¢ = ¢! o (¢ 0 ¢)
gebrochen linear. O]
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Beispiel 1.22 (Cayley-Transformation). Die Abbildung C(z) = Z7; ist offenbar
eine Mobius-Transformation. Wegen

SR

=5 1=L te€R (1.49)

t—1
t+1

bildet sie die reelle Achse in den Rand JE der Einheitskreisscheibe ab, oo wird dabei
auf 1 abgebildet. Es muss daher die Halbebene Im z > 0 entweder auf E oder auf
C \ E abgebildet werden. Wegen C'(i) = 0 ist ersteres der Fall.

Die Umkehrabbildung der Cayleytransformation ist gegeben durch C~1(2) = i1t2

T M1z
Sei M eine Mobius-Transformation, welche die obere Halbebene in sich abbildet und
C die Cayley-Transformation. Dann ist % C'o M o(C~! eine Mobius-Transformation,

welche den Einheitskreis in sich abbildet. Wahlt man M wie in Beispiel 1.15.2, ergibt
sich

l,C'oMoC'_l(z)zgz—i_ﬁ, (1.50)
’ Bz + @
wobei
a:=a+d+ilb—c) bzw. f:=a—-d—i(b+c). (1.51)
Desweiteren ist nach Voraussetzung stets |a|? — |3]* = 2(ad — be) > 0. Kiirzt man
also durch o und setzt n := 2 bzw. ( := —g, so ergibt sich die Darstellung
z—G

%CoMoCil(z):nzz_l,

mit |n| =1, ¢ € E. (1.52)

Aus den Gleichungen (1.51) erkennt man unschwer, dass die Zuordnung aus (1.52)
bijektiv ist. Die Gruppe der Mobius-Transformationen der Gestalt (1.52) ist somit
konjugiert zur Gruppe der Mobius-Transformationen aus Beispiel 1.15.2 und somit
isomorph zu SL(2, R).

Setzen wir in (1.52) speziell ¢ = 0 erhalten wir die Rotationen z — nz; setzen wir
dagegen 1 = 1 erhalten wir Automorphismen, welche ¢ +— 0 und 0 — ( erfiillen. Es
agiert daher SL(2, R) transitiv auf E. Es agieren damit die Mobius-Transformationen
aus Beispiel 1.15.2 auf der oberen Halbebene auch transitiv.

Beispiel 1.23. Gesucht ist eine M6bius-Transformation M mit oo — 1, 1 +— 0 und
0 — —1. Aus diesen Forderungen erhalten wir die drei Gleichungen

a b a+b

-=1, ==-1, =0 1.53

c d c+d (1.53)
Geben wir uns etwa a = 1 vor, erhalten wir M(z) = z: Geometrisch entspricht

M einer Drehung der Riemann’schen Zahlenkugel um den Winkel 7/2 durch die
zwischen den Urbildern von +i verlaufende Achse. Der Halbkreisbogen |00, 1, 0]
wird dabei auf den Halbkreisbogen [1,0, —1] gedreht.
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2 Komplexe Differentialrechnung

2.1 Holomorphe Funktionen

Definition 5. Sei D eine offene Teilmenge von C und f : D — C. Die Funktion f
heif$st komplex differenzierbar in zy € D, wenn der Differentialquotient

lim f(z0+h) — f(20)
h—0 h

=: f"(20) (2.1)

existiert. Ist f tiberall in D komplex differenzierbar, so nennt man f holomorph.

Sind f, g in D C C holomorph, dann auch af fir a € C, f+ g, f- g und % - falls ¢
nullstellenfrei in D ist. Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel gelten in
C genau so wie in R und die Beweise verlaufen vollkommen analog.

Beispiel 2.1. f(z) = 2", ne€ N.

n—1
. 1 n ny _ 1: 1 n ki1n—k
fim (o -+ 1) —Zo)—ihoﬁ;@%h (22)
n—1 n
_ 13 kjn—k—1 __ n—1
_}lll_)OkZ_O k)zoh nZO 5

also ist f iiberall in C komplex differenzierbar.

Beispiel 2.2. f(z) =z

L 1 h
Zo+h 20 __ 1: ZD - ZO - -2 (23)

lim —25 7,

h—0 h N hli% (ZQ + h)Zoh B

also ist f iiberall in C* differenzierbar.

Ganz allgemein sind Polynome p(z) iiberall und rationale Funktionen r(z) auBer-
halb der Nullstellen des Nenners komplex differenzierbar. Insbesondere sind Mobius-
Transformationen auflerhalb der Nennernullstelle komplex differenzierbar.

Beispiel 2.3. f(z) = |z| ist nirgends in C komplex differenzierbar, denn Annéhe-
rung an zg = Io + iyo einmal entlang der reellen und einmal entlang der imaginéren
Achse liefert:

Bl — 1)2 2 2 2
}132% |zo+ }l |Zo| :,lliﬂ% \/(:I;o—i- ) —i—li/o \/xo—l—yo €R, (2'4)
‘h _ 2 h 2 2 2
lim 120+ Z‘}l 20l _ iy VISt W+ M- VAU g (2.5)
ith— 1 ih—0 Zh

Nur eine Umformulierung der Definition der Differenzierbarkeit ist
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Proposition 2.4. Sei D eine offene Teilmenge von C und f : D — C, dann ist f
genau dann komplex differenzierbar in zo € D, wenn es ein w € C gibt mit

lim f(zo+h) — f(20) — wh _
h—0 h

0. (2.6)
In diesem Fall ist w = f'(z).

Wir erinneren in diesem Zusammenhang an den Begriff des Frechet-Differentials,
der im R™ mit dem gewthnlichen (totalen) Differential zusammenfallt.

Definition 6. Seien V,W zwei endlichdimensionale normierte Vektorrdume und
D C V eine offene Teilmenge, dann heifst u : D — W im Punkt ¢ € D (reell)
Fréchet-differenzierbar, wenn es eine (R-lineare) Abbildung Ty : V — W gibt, so
dass gilt:

[u(c+ h) = u(c) = Ty (h)||w

=0.
h—0 1Pl

Eine reelle Funktion u : V' — W ist jedenfalls dann Fréchet-differenzierbar, wenn
sie stetige partielle Ableitungen besitzt. Wir nennen daher eine komplexe Funktion
f = u + v reell stetig differenzierbar, wenn (u,v) : R?> — R? stetige partielle
Ableitungen besitzt.

TC Wenn nun eine an zy differenzierbare Funktion f : C — C
vorgelegt ist, existiert einerseits das komplexe Differential
T“*“’ T }C(ZO): z — zf'(20) und andererseits das reelle Differential

R2 — R? T ]]?(ZO), das von der Identifizierung C = R? herriihrt.

Satz 2.5. Sei D eine offene Teilmenge von C und f : D — C mit f = u+iv. Dann
ist f genau dann holomorph in D, wenn (u,v): R? — R? reell Fréchet-differenzierbar
1st und Real- und Imagindrteil die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou Ov ov ou
%_8_@ %__ﬁ_y (2.7)

erfillen. Es gilt dann ' = u, + iv, = v, — iuy,.
Beweis. Eine Funktion f : D — C ist nach obiger Bemerkung genau dann ho-

lomorph, wenn sie reell Fréchet-differenzierbar ist und ein C-lineares Differential
T}C(ZO) an zp = xo + 1Yo besitzt. Das Differential T}Q(zo) ist fiir f = u + v durch die

2 x 2 Matrix
Uy Uy
Vy Uy

gegeben. Nach Lemma 1.5 ist die zugehorige R-lineare Abbildung C — C genau
dann C-linear, wenn u, = v, und v, = —u,. Das Differential ist in diesem Fall
gegeben durch

T () = (1e(30,50) + iva (w0, 0) ) = (28)
[l
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Bemerkung 2.6.

1. Sei f holomorph auf D und f(D) C R bzw. f(D) C iR. Dann ist f lokal
konstant: Es ist f(z) = u+iv € R mit v = 0. Daher ist v, = v, = 0 = u, = u,
und u ist lokal konstant. Der Fall u = 0 verlauft analog.

2. Ist der Realteil einer auf D holomorphen Funktion gegeben, so ist der Ima-
ginérteil von f aufgrund von

= uy —iuy = v, +iv, (2.9)
bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt und vice versa.

3. Ist w : D — R eine harmonische Funktion, so ist u genau dann der Realteil
einer holomorphen Funktion f : D — R, wenn u, — iu, eine Stammfunktion
auf D besitzt. Wir werden sehen, dass dies fiir einfach zusammenhéngende
Gebiete stets der Fall ist.

Beispiel 2.7. Es sei ein holomorphes f mit Re f = e* cosy gegeben. Die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen lauten hier

Uy = €' cosy = vy, U, = —€e"siny = —u,. (2.10)
Es gilt daher
Uy = ﬁ(/v dy) = ﬁ(e‘” siny + ¢(z)) = e*siny + (z) = —u (2.11)
Ox Y Ox v

woraus ¢ (z) = 0 und schlulendlich f(z) = e* + ¢ folgt.
Definition 7. Fine auf ganz C holomorphe Funktion nennt man ganze Funktion.

Definition 8. Ist D eine offene Menge und f : D — C holomorph, so heifit f
biholomorph, wenn D' := f(D) offen ist und f : D — D’ eine holomorphe Umkehr-
abbildung f~' : D' — D hat.

Beispiel 2.8.
1. f(z) = e* ist ganz, aber nicht biholomorph auf C.
2. f(z) = 27! ist nicht ganz, aber biholomorph auf C*.
3. f(z) = az + b ist ganz und biholomorph auf C.

2.2 Konforme Abbildungen
Definition 9. FEine stetige Abbildung v : [0,1] — C heifst (komplezwertiger) Weg.

Wir werden in diesem Abschnitt nur differenzierbare Wege mit nicht verschwinden-
der Ableitung betrachten, welche wir im Folgenden Kurven nennen wollen. In diesem
Fall ist ndmlich nach der Identifikation C = R? der Tangentialvektor an v(t) gerade
durch +/(t) gegeben.
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Definition 10. Sei D C C offen. Fine Abbildung f : D — C heifit konform wenn
| winkeltreu ist, d.h. wenn fir je zwei Kurven ~y,~s die sich im Punkt z = v,(tg) =

v2(to) schneiden, die Winkel Z(~;(to),v5(to)) und 4((]‘ o) (to), (f 072)’(750)) tiber-

einstimmen.

Geméaf (1.33) berechnen sich Winkel iiber die Formel.

Re(zw)

|2l wl -

cos(£(z,w)) = (2.12)

Proposition 2.9. Eine holomorphe Funktion f : D C C — C st an allen Stellen
mit f'(2) # 0 konform. Die lokale Flichenverzerrung betrdgt |f'(2)]?.

Beweis. Sei ¢ := f'(z) # 0 und 7,72 zwei Kurven mit v;(tg) = 72(t9) = 2. Sei
a = v (to) und b := ~4(to). Die Tangentialvektoren berechnen sich dann als

a:= (fom)(to) = f'(m(to)) n(to) = ca, (2.13)
B = (f o) (to) = ['(12(t0)) 12(to) = cb. (2.14)

Damit gilt aber Gleichheit fiir die Winkel:

_ Re(af) Re(cach)  Re(ba)

cos (f(4(a,b))) = 13~ TeRlallb ~ Tall = cos (£(a,b)). (2.15)

Sei z = x + iy und f(z) = u + v, dann entspricht die lokale Flachenverzerrung der
Jacobi-Determinante der Funktion (u,v) : R* — R?. Unter Beriicksichtigung der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung errechnet man sie als

= Uy — UV, = U + V7 = |u, + v [* = | f(2)]. O

Beispiel 2.10.

1. Wegen Re( = Re( erhilt die Konjugation Winkel, ist aber natiirlich nicht
holomorph. Es 1d3t sich zeigen, dass eine reell stetig differenzierbare Funktion
f genau dann winkeltreu ist, wenn ihre Ableitung nicht verschwindet und
entweder f oder f holomorph ist.

2. f(z) = 2", ne N,ist fir z+# 0 winkeltreu. Der Winkel zwischen zwei Kurven
(z.B. Geraden) durch den Ursprung hingegen wird ver-n-facht.

3. Mobius-Transformationen sind auf ihrem gesamten Definitionsbereich kon-

form, denn
az+b\ ad — bc
= 0. 2.16

(cz—i—d) (cz + d)? 7 (2.16)
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2.3 Harmonische Funktionen

Nicht alle reell differenzierbaren Funktionen u(z, y) kommen als Realteil komplex dif-
ferenzierbarer Funktionen in Frage. Die Cauchy-Riemannschen Gleichungen fithren
zu einer sehr einschdnkenden notwendigen Bedingung:

Satz 2.11. Sei D C C offen und f : D — C mit f = u+iv dberall in D holomorph.
Sind u und v zweimal reell stetig differenzierbar in D, so gilt

Au =0 und Av = 0. (2.17)

Hier bezeichnet A = 68—; + 59—;2 den Laplace-Operator im R2.

Beweis. Da f auf D holomorph ist, gelten in D die Cauchy-Riemannschen Glei-
chungen v, = v, und u, = —v,. Erneute Differentiation liefert

Upy = Uyzs  Ugy = Vyy, Uy = —VUgy, Uyg = —Ugg. (2.18)

Da alle zweiten Ableitungen von v und v in G stetig sind, diirfen wir ihre Reihenfolge
vertauschen und erhalten dann

Au:ux:}:"‘“yy = Vyy — Usy :O’ szvxm+vyy = _uyx+uxy =0. ]
Bemerkung 2.12.

1. Die zusétzliche Annahme der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von u
und v kann weggelassen werden, da wir spéater sehen werden, dass holomorphe
Funktionen stets beliebig oft komplex differenzierbar sind.

2. Ist u: D C C — R harmonisch und f : D’ C C — D holomorph, so ist auch
wo f: D" CC — R harmonisch.

Mit etwas Rechenaufwand lésst sich der Laplace Operator in Polarkoordinaten um-
schreiben. Man erhilt zunéchst

N> 0 0 5?2 d 9
=) == —— 42 — 4y 2.1
(T8r> iy tY oy? +ary Oxdy —HU@:E +y8y’ (2.19)
N> L, 9,8 8?2 o B}
(a—¢) =Yy @ +z 8_y2 — 2ib‘y axay — .T% — ya—y, (2.20)

woraus sich nun die Darstellung fiir A ergibt:

Au(r, ¢) = % ((T%)Qu(r, é) + (%)Zo«, gb)) | (2.21)

Definition 11. Man nennt eine zweimal reell stetig differenzierbare Funktion u :
D C R? — R, welche die Gleichung Au = 0 erfiillt, eine harmonische Funktion.
Erfillen zwei zweimal reell stetig differenzierbare Funktionen u und v die Cauchy-
Riemannschen Gleichungen, so nennt man v und v konjugiert harmonisch.
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Eine zweimal reell stetig differenzierbare Funktion f : G — C mit f = u + v ist
also genau dann holomorph in G, wenn « und v konjugiert harmonische Funktionen
sind.

Proposition 2.13. FEine Funktion u : D C C — R ist genau dann harmonisch,
wenn f':=u, —iu, auf D holomorph ist.

Beweis. Wenn u = u(z,y) bei z = x 4 iy harmonisch ist, dann gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen fiir f:

(Uz)z = Upe = —Uyy = (—Uy)y UNd  (Ug)y = Upy = Uyy = —(—Uy)o- (2.22)

Wenn f" holomorph ist, gilt insbesondere die erste Gleichung in (2.22), also ist u
harmonisch. 0

Beispiel 2.14.

1. Radiale harmonische Funktionen. Sei u = u(r) eine harmonische Funkti-
on. Die Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten fiir u lautet dann

(r%>2 u(r) = 0. (2.23)

D.h. r% ist konstant, also etwa r% = a und

u(r) =alnr +b. (2.24)

2. Sei n > 1 und f(z) = 2" = r"(cosny + isinny). Wir haben schon gesehen,
dass f holomorph ist, somit sind

u(r, ) = r" cos(ne) (2.25)
v(r, ¢) = r"sin(ng) (2.26)
konjugierte harmonische Funktionen.

3. f(2) = |z| ist nirgends holomorph. v = Im f = 0 ist zwar harmonisch, aber

u(r,¢) = Re f = r ist nicht harmonisch, denn Au = % > 0. Die konjugiert

harmonische Funktion zu v = 0 ist die konstante Nullfunktion.

Satz 2.15 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Fiir alle in By (0) har-
monischen und auf By(0) stetigen Abbildungen u : By(0) — R gilt fir alle p € [0,1)

u(0) = L /u(peit)dt. (2.27)
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Beweis. Fiir p > 0 gilt aufgrund der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten (2.21)

8 9 . 27 ] 21 a 9
e i it d — Il it d
0

0
1 2 82
0
10

2r 97"

t=2m
= 0. (2.28)
t=0

Also ist pa%% fo% u(pe)dt als Funktion von p konstant. (Die Vertauschung von Dif-
ferentiation und Integration ist erlaubt, weil u mitsamt seinen partiellen Ableitungen
auf der kompakten Menge B,(0) stetig ist.) Da dies fiir alle p > 0 gilt, folgt durch
Bildung des Grenziiberganges p — 0, dass diese Konstante 0 sein muss. Deshalb

erweist sich
27

ho(p) = % / w(pe™)dt (2.29)

als eine von p unabhéngige Grofle, die sich beim Grenziibergang p — 0 wegen der
Stetigkeit von u als u(0) zu erkennen gibt. O

Bemerkung 2.16. Anwenden des Laplace-Operators (2.21) auf eine am Abschlufl
stetige Funktion und im Inneren zweimal differenzierbare Funktion u, die die Mit-
telwerteigenschaft (2.30) besitzt, zeigt unmittelbar dass u harmonisch ist.

Die Mittelwerteigenschaft einer in B;(0) harmonischen und auf B;(0) stetigen Funk-
tion u besagt, dass der Funktionswert im Kreismittelpunkt durch die Funktionswerte
am Kreisrand eindeutig bestimmt ist.

Korollar 2.17. Sei D C C offen. Fir alle in D harmonischen und auf D stetigen
Abbildungen u : D — R gilt fir jedes z € D und p > 0 mit B,(z) C D:

2

u(z) = % /u(z + pe)dt. (2.30)

0

Beweis. Die Abbildung f(¢) := z + p¢ bildet B;(0) holomorph auf B,(z) ab. Glei-
chung (2.30) ist nun genau die Mittelwerteigenschaft der harmonischen Funktion
uo f:B1(0) — R. O

Korollar 2.18 (Maximumprinzip).

1. Sei G C C ein Gebiet und u : G — R eine stetige Funktion, welche auf G
die Mittelwerteigenschaft besitzt. Nimmt u in G ein Maximum an, dann ist u
konstant.
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2. Sei G C C ein beschrinktes Gebiet und u : G — R eine stetige Funktion,
welche auf G die Mittelwerteigenschaft besitzt. Dann gilt fir alle zy € G

] < < . .
Zle%qu(z) < u(z) < Zselg% u(z) (2.31)

Beweis. Aussage 1 wird als Ubungsaufgabe gestellt. Wir zeigen wie daraus
Aussage 2 folgt. Da G beschrinkt ist, ist G kompakt, v nimmt daher ein
Maximum auf G an. Ist dieses Maximum auch ein Maximum in G, so ist u
konstant; andernfalls wird das Maximum am Rand 0G angenommen. In jedem
Fall gilt somit die rechte Ungleichung in (2.31). Die linke Ungleichung folgt,
wenn man u durch —u ersetzt. O

Um einen Punkt, der nicht notwendigerweise der Mittelpunkt ist, als Integral iiber
den Kreisrand darzustellen, bedient man sich des Automorphismus w : B;(0) —
By (0) der Einheitskreisscheibe

w(z) = _Z’ I¢] < 1, (2.32)

weil auf ihn w(¢) = 0 zutrifft.

Satz 2.19 (Poisson’sche Integralformel). Fiir alle in By(0) harmonischen und auf
By (0) stetigen Abbildungen u : B1(0) — R gilt

2

1 o 1—C?

Beweis. Die Umkehrabbildung des Automorphismus aus (2.32) berechnet sich zu

s(w) = LC (2.34)
1+ Cw

Die Funktion w o z : By(0) — R ist harmonisch nach Bemerkung 2.12.2. Sie hat

zusatzlich die Eigenschaft u o 2(0) = u((), also

2w

u(C) = %/u o z(e")ds. (2.35)

Wir betrachten nun den Kreisrand unter dem Automorphismus w (es gilt ja speziell

it 1— (e % . . )
= 16 z C,t =7 C; —c'' =, bzw. ¢ = z(e”), (2.36)
_ e’L i el

w(ez’t)
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Es wird dadurch also eine Transformation s : [0, 2] — [0, 27] definiert, deren Diffe-
rential wir nun berechnen wollen.

(1 —Ce") — (" = (=0

ieds = L ie'dt (2.37)
1-[CP
= ml@ tdt (238)
1- ’6’2 . is
Somit erhalten wir
gs— L I<” (2.40)
T ce? |
und konnen im Integral (2.35) die Substitution ¢ < s durchfiihren:
27 27 |C|2
1 is 1 i 1 —
0 0
O

Mittels der Poisson’schen Integralformel werden wir im Folgenden zeigen, dass jede
harmonische Funktion unendlich oft differenzierbar ist.

1P
1—Cer?

Schreibt man den Term in Polarkoordinaten ¢ = pe® um, erhilt man

B 1 — p2 B 1 — p2
1 — peeit — peie~it 4 p2 1 —2pcos(V —t) + p?

P(p, 9 —t) (2.42)

Dieser Ausdruck ist der Poisson’sche Kern. Er besitzt einige bemerkenswerte Eigen-
schaften.

Satz 2.20. Sei P(p,v —t) der Poisson’sche Kern. Dann gilt

1. P besitzt stetige partielle Ableitungen beliebiger Ordnung und ist harmonisch
CLUf Bl (0) .

2. P ist positiv auf B1(0) und es gilt % 0% P(p,9—t)dt =1, d.h. fiir jedes p >0
ist p[P] := P(p, 9 — t)dt ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

3. Sei 0y das Dirac-Mafs, welches an ¥ konzentriert ist. Dann gilt fir p — 1
P(p, ¥ —t)dt — 2mdy (2.43)

beziiglich der schwachen Konvergenz von Mafen, d.h fiir jede stetige 27-
periodische Funktion ¢ ist

lmy o / P, 9 — t)p(t)dt = (o). (2.44)
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Bewezs.

1. Partialbruchzerlegung von P(p, 9 — t) nach p sowie Entwickeln in die geome-
trische Reihe liefert

1—p?
P(p,9—1t) = A . 2.45
(P, ) (1 — pei@0)(1 — pe-i-0) (2.45)
i(0—t) —i(9—1)

B pe pe
=14 T o+ T e (2.46)
=1 4 Z(pne’in(ﬁft) 4 pnefin(ﬂft)> (247)

n=1

=142 Z p"cosn(d —t). (2.48)

n=1

Sei u,(p,d —t) := p"cosn(d¥ — t). Die Reihe der w, konvergiert fiir p < 1
absolut und gleichméBig, ebenso die Reihe der partiellen Ableitungen nach p
und ¥ beliebiger Ordnung. Wir diirfen daher Differentiation und Summation
vertauschen und erhalten, dass sich insbesondere die Giiltigkeit der Laplace-
Gleichnung von den w,, auf u iibertréigt, d.h. P(p,v — t) ist harmonisch auf

B,(0).

2. Nach Definition ist P(¢) = % > 0, wobei ¢ = pe'”="). Die Poisson’schen

Integralformel angewandt auf v = 1 liefert

1
27

1 =u(¢) /O27r P(p, v — t)dt. (2.49)

3. Nach dem gerade Gezeigten gilt fiir beliebiges aber festes ¢ € [0, 27]:

27
1
o) = 5= [ Plo.o = ()i (2.50)
0
Damit konnen wir schreiben
1 27 1 27
’90(79)—%/13(/)719—?5)90@)%‘ =5 /P(p,ﬁ—t)(w(t)—w(ﬁ))dt
0 0
. 9+ X 21— (9—03)
<5 [P0 =0l -p@ldt + 5= [Plo.o = lot)-@lat. (251
9—§ 9+

Wir wihlen nun im ersten Summanden § > 0 so, dass |p(t) — ()| < e fiir
alle ¢ € [0,27]. Somit kann der erste Summand in (2.51) nach oben durch o
abgeschétzt werden.
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Fiir ¢ # o gilt lim,_,; P(p,¥ —t) = 0 punktweise. Diese Konvergenz ist sogar
gleichméBig auf t € [0, 27|\ (9—0, ¥+3). Fiir ein geniigend nahe bei 1 liegendes p
kann der zweite Summand daher durch 2e sup{|p(t)| : 0 < t < 27} abgeschétzt
werden. Insgesamt kann also der ganze Ausdruck (2.51) beliebig klein gemacht
werden, d.h. die behauptete Identitét gilt.

]

Korollar 2.21 (Dirichlet’sches Problem fiir die Einheitskreisscheibe). Ist eine be-
liebige stetige 2m-periodische Funktion p(19) gegeben, so gibt es genau eine inner-
halb der Einheitskreisscheibe By(0) harmonische und auf By(0) stetige Abbildung
u: B1(0) — R mit der Eigenschaft u(e”) = p(9) fiir alle 9 € [0, 27).

Beweis. Existenz: Es sei fiir p < 1

u(pe™) = %/P(p,ﬁ — t)p(t)dt. (2.52)

Da P(p,v —t) fir p < 1 stetige partielle Ableitungen beliebiger Ordnung besitzt,
diirfen wir Integration und partielle Differentiation in (2.52) vertauschen. Anwenden
des Laplace-Operators zeigt, dass u harmonisch ist. Aufgrund der Eigenschaft (3)
des Poisson Kerns aus Satz 2.20 erfiillt u die Randbedingung lim,_; u(pe™) = ¢(9),
d.h. w ist eine harmonische Fortsetzung von ¢ in das Innere der Einheitskreisscheibe.

Eindeutigkeit: Seien u; und wuy zwei Losungen des Dirichlet’schen Problems, d.h.

lirri uy (pe'’) = lirr% uy(pe™) = (1. (2.53)
p— p—

Dann ist u := u; — uy auch eine harmonische Abbildung, die am Rand der Einheits-
kreisscheibe identisch Null ist. Wegen der Poisson’schen Integralformel ist u daher
in ganz B;(0) identisch Null, also u; = uy in ganz B;(0). O

Da die eindeutige Losung (2.52)des Dirichlet’schen Problems fiir B;(0) unendlich oft
differenzierbar ist, erhalten wir eine entsprechende Regularitatsaussage fiir Funktio-
nen, welche die Mittelwerteigenschaft erfiillen.

Korollar 2.22. Sei D C C offen. Eine stetige Funktion u : D — R ist genau dann
harmonisch in D, wenn u die Mittelwerteigenschaft besitzt. Insbesondere ist jede
stetige Funktion u : D — R, welche die Mittelwerteigenschaft besitzt, unendlich oft
differenzierbar.

Beweis. Wir wissen schon, dass harmonische Funktionen unendlich oft differenzier-
bar sind und die Mittelwerteigenschaft erfiillen. Sei daher u stetig auf D und erfiille
die Mittelwerteigenschaft in D. Sei z € D und p > 0 so, dass B,(z) C D.

Sei U : B,(z) — R die Losung des Dirichlet’schen Problems auf B,(z) mit Rand-
daten U(z + pe'?) := u(z + pe™). Die Funktion h := U — u ist stetig auf B,(2)
und erfiillt die Mittelwerteigenschaft. Anwenden des Maximumprinzips 2.18.2 auf h
liefert, dass U und u auf ganz B,(z) iibereinstimmen, d.h. u ist harmonisch. O
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Korollar 2.23. Sei D C C offen und seien u, : E_—> R Funktionen, welche in D
harmonisch sind. Wenn w, — u gleichmdf$ig auf D konvergiert, dann ist auch u
harmonisch auf D.

Beweis. Da alle u, in D stetig sind, gilt das auch fiir u. Sei z € D und p > 0 so,
dass B,(z) € D. Aufgrund der Mittelwerteigenschaft der w, ist

1 f2m A 1 [ , ,
()5 [ u<z+pe“>dt\S|u<z>—un<z>|+% [ e+ pe) =+ pet
0 0
<2 sup [ulw) — ()] — 0, (2.54)
wEB,(2z)

d.h. u erfiillt die Mittelwerteigenschaft auf D und ist deshalb dort harmonisch. [
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2.4 Potenzreihen

Im Folgenden werden sich das aus der reellen Analysis bekannten Wurzel- bzw.
Quotientenkriterium als niitzlich erweisen.

Satz 2.24 (Cauchy-Hadamard). FEs sei > a,(z — z0)" eine Potenzreihe mit kom-
n=0
plexen Koeffizienten a, € C. Dann ist der Konvergenzradius R gegeben durch

L = limsup |a,|"/", (2.55)

n—oo

d.h. die Potenzreihe Yoo o nlz — 20)" konvergiert auf jeder abgeschlossenen Kreis-
scheibe B,(zy) mit p < R gleichmdfig und absolut. Sie divergiert auflerhalb jeder
offenen Kreisscheibe B, (zg) mit r > R.

Fiir den Rand des Konvergenzkreises Br(zg) ist ohne weitere Voraussetzungen keine
Aussage moglich.

Proposition 2.25 (Quotientenkriterium). Sei R der Konvergenzradius der Potenz-

rethe > a,(z — z0)"™. Dann gilt

n=0
lim inf ) < R < limsup ) : (2.56)
n—00 ‘anJrl‘ n—00 ‘anJrl‘
Insbesondere ist R = lim 1%L falls dieser Limes existiert.

n—oo |@n+1]

Definition 12. Ist D C C offen, so heifit eine Funktion f : D — C analytisch in
D, wenn es um jedes zg € D eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius gibt,
sodass dort

f(z) = Z an(z — 2)". (2.57)

Analytische Funktionen in D diirfen addiert, multipliziert und - bei Nullstellenfrei-
heit - auch dividiert werden ohne dass die Analytizitdt verloren geht. Auch Differen-
tiation fithrt aus dem Bereich der analytischen Funktion nicht hinaus. Ferner ist die
Komposition analytischer Funktionen auf ihren jeweiligen Definitionsbereich wieder
analytisch.

Die folgende Aussage scheint trivial, bedarf jedoch trotzdem eines Beweises.

Proposition 2.26. Es sei f(z) = >~ a,(z—z)" mit positivem Konvergenzradius
R. Dann ist f analytisch in Br(zo)

Beweis. Sei oBdA. zy = 0 und ¢ € Bg(0). Wir miissen zeigen, dass sich f um ¢ in
eine Potenzreihe entwicklen lidsst. Wihle dazu r > 0 so, dass B,(¢) € Bg(0). Wir

iiberlegen uns, dass
)= an > (Z) (== )¢t (2.58)



absolut konvergiert: Fiir z € B,.(¢) gilt [(|+|¢ — 2| < R, daher konvergiert die Reihe

S fanl (€] 412 — ¢))" Z|an|2()|z—<|k|c|”-k, ceB(O).  (259)

n=0

Die Reihe (2.58) konvergiert also tatsdchlich absolut und wir diirfen die Summati-
onsreihenfolge vertauschen.

=3 (i 0, (Z) <"’“> (z— O (2.60)

k=0 \n=k
ist somit die gesuchte konvergente Potenzreihenentwicklung um (. O]

Lemma 2.27. Hat Y~ a,(z — 2)" den Konvergenzradius R, so hat auch die
durch formale gliedweise Differentiation entstehende Reihe > °2  a,n(z—z)""! den
Konvergenzradius R.

n=1

Beweis. Nach Cauchy-Hadamard berechnet sich der reziproke Konvergenzradius der
formalen Ableitung zu

limsup |(n + 1)ape1|Y™ = limsup |na, |'/"
= lim #*/" limsup |a,|"/™ = lim sup |a, |"/". (2.61)
O

Satz 2.28. Sei > ja,(z — 29)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist die durch f(z) = > 07 a,(z — 20)" definierte Funktion f : Br(z) — C
holomorph, und die Ableitung kann gliedweise gebildet werden:

= Z ann(z — zo)n_l. (2.62)

Beweis. Sei 0.B.d.A. zp = 0. Um zu beweisen, dass f holomorph ist und seine
formale Ableitung als wirkliche Ableitung hat, betrachten wir die Differenz zwischen
Differenzenquotient und formaler Ableitung:

oo Sur) Fowr o

n=0 n=0 n=0

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt dabei fiir den n-ten Summanden

(z+h)" — 2" —1 ~ (1 2 ek
) =ah nk. 2.64
an ( . nz an h 2\ h* %z (2.64)

Dieser Ausdruck ldsst sich folgendermaflien abschétzen:

n

g (Z) A2z < n(n = 1)) (Z } ;) |2z (2.65)

k=2

=n(n—1) (|h| +]z)""
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wobei wir folgende Nebenrechnung fiir Binomialkoeffizienten verwendet haben:

n(n — 1) (Z - ;) = k(k — 1) (Z) > (Z) fiir & > 2. (2.66)

Sei nun z € Bg(0) beliebig aber fest und p < R. Wir wihlen ein 6 > 0 so klein, dass
die Kugel Bs(z) ganz in B,(0) liegt. Dann gilt fiir h € B;(0)

i . <(z + h;L" -2 nz"_l)

n=0

o) n n ~ .
< S leal 3 ()i
n=2 k=2

< IR Y n(n—1) |an| (0] + [2])"

n=2

< R n(n = 1)|an|p" . (2.67)

n=2

7 (ian(z—kh)"—ianz”) —iannz”_l
n=0 n=0

n=0

Nach Lemma 2.27 hat die Potenzreihe
S>>, n(n—1)a,z""? Konvergenzradius
Abbildung 4: Konvergenzbereich R und konvergiert daher auf B,(0) sogar
absolut. Daher ist

% (i": an(z+h)" — i anz”) — f: a,nz""t

lim

lim = 0. (2.68)

]

Korollar 2.29. Sei f(z) =Y 0 a,(z — 29)" mit Konvergenzradius R. Dann ist f
in Br(zo) beliebig oft komplex differenzierbar und es gilt die Taylorsche Koeffizien-
tenformel

(n)
/ (f“) —a,, neN. (2.69)

n!
Definition 13. Sei D C C offen und f : D — C eine in D analytische Funktion.
Ist 20 € D mit f(z) = f'(20) = ... = f"V(2) =0, aber f™(z) # 0, so nennen

wir zg eine n-fache Nullstelle von f.

Eine Potenzreihe, die eine Nullstelle unendlicher Ordnung besitzt, muss wegen Korol-
lar 2.29 in ihrem ganzen Konvergenzkreis verschwinden. Fiir analytische Funktionen
ist die Situation &hnlich.

Satz 2.30 (Identitdtssatz). Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine in G
analytische Funktion. Hat die Menge {z € G : f(z) = 0} einen Hdufungspunkt in
G, soist f = 0.
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Beweis. Sei A die Menge der Héufungspunkte von {z € G : f(z) = 0}, welche in
G liegen. Als Menge von Haufungspunkten ist A abgeschlossen. Wir zeigen, dass A
auch offen ist, woraus dann aufgrund des Zusammenhangs von G die Behauptung
folgt. Sei also zyp € A C G. Wir entwickeln f um z, in eine konvergente Potenzreihe
F(2) = an(z— z0)" (2.70)

n=0

Angenommen die Vielfachheit der Nullstelle z, ist endlich, also etwa k

f(z) = (z = 2)" g(2), mit g(z Zan—i-k z—2)". (2.71)

n=0
g ist stetig (sogar analytisch) in einer Kreisscheibe um zy und erfiillt g(zo) # 0. Daher
ist g(z) # 0 in einer ganzen Umgebung U um z5. Wegen (2.71) ist somit auch f # 0
in U\ {2}, also UN A\ {2} = 0, im Widerspruch dazu dass zy ein Haufungspunkt
von A ist. Daher ist die Vielfachheit von z; unendlich und f verschwindet auf der
ganzen Umgebung U, womit A als offen erkannt ist. m

Bemerkung 2.31. Aus dem Beweis des Identitdtssatzes folgt unmittelbar: Ist z
eine k-fache Nullstelle der analytischen Funktion f : G — C, so gibt es eine Umge-
bung U C G von zy und eine in U nullstellenfreie analytische Funktion g : G — C

mit £(2) = (= — 20)" g(2).
Beispiel 2.32. ¢* ist nach Definition 1 in ganz C analytisch. Wegen Definition 2
sind damit auch sin z und cos z in ganz C analytisch.

Beispiel 2.33. Die Potenzreihe

f2) =Y (_?Hzn (2.72)

hat Konvergenzradius 1 und definiert dadurch zunéchst auf B;(0) eine holomorphe
Funktion. Setzt man g(z) := f(z — 1), so setzt g den reellen Logarithmus auf B(1)
fort. g erfiillt also Gleichung exp(g(z)) = z und wird daher komplexer Logarithmus
genannt und — etwas mehrdeutig — wieder mit In bezeichnet. Fiir jedes k € Z erfiillt
namlich auch g(z) + 2kmi die angegeben Funktionalgleichung.

Achtung: Die Gleichung Inexp(z) = z ist im allgemeinen falsch!

Wie wir spéter sehen werden, kann man In nicht zu einer auf ganz C* holomorphen
Funktion fortsetzen, wohl aber zu einer holomorphen Funktion auf der geschlitzten
Ebene C \ (—o0,0].

Beispiel 2.34. 27 := exp(clnz) mit o0 € C ist zunéchst auch nur fiir z € By(1)
definiert und dort holomorph. Wie im Reellen gilt auch hier die Potenzreihendar-
stellung

B M () L S e AL

k=0

29



3 Komplexe Integralrechnung

Im Folgenden bezeichne G stets ein Gebiet. Es sei daran, erinnert, dass Gebiete
G C C nach Proposition 1.8 stets auch wegzusammenhéngend sind. Wir definieren
nun Pfade als parametrisierte Wege, welche stiickweise differenzierbar sein sollen.

Definition 14. Ein Weg «y : [a,b] — C , fiir welchen es eine Partition a = ty <
ty <...<t, =0b des Parameterintervalls gibt, sodass 7|, stetig differenzierbar
ist, heifst Pfad.

Bemerkung 3.1. Ist 7 : [a,b] — C ein Pfad, so kénnen wir stets auch den Pfad
¥ :10,1] — C mit 4(¢) = v(a + t(b — a)) betrachten und uns daher oBdA. auf das
Parameterintervall [0, 1] beschrénken.

Folgende Operationen fithren aus der Menge der Pfade nicht heraus:

Verkettung: Sind v; : [0,1] — C, i = 1,2, zwei Pfade mit 7;(1) = 7,(0), so ist
auch v := vy, + 7, ein Pfad,

() = { 7 (2t) fiir gi % (3.1)

Y2 (2t — 1) fiir
Umkehrung: Ist v : [0,1] — C ein Pfad, dann ist auch 4(t) := v (1 — t) ein Pfad.

Pfade gehen also aus Kurven (vgl. Abschnitt 2.2) durch sukzessive Verkettung bzw.
Umkehrung hervor.

Es heifit v(a) Anfangspunkt und ~(b) Endpunkt von v. Einen Pfad mit v(a) = ~(b)
nennen wir geschlossen. Insbesondere ist der Pfad v + 7 stets geschlossen. Auch der
konstante Pfad €,(t) := z ist geschlossen.

Das Bild eines Pfades v : [a,b] — C werden wir im weiteren mit dem Symbol ~*
bezeichnen. Wenn Verwechslungen nicht zu erwarten sind, insbesondere bei Kreisen
und Polygonen gehen wir auch umgekehrt vor und verwenden das Bild als Bezeich-
nung fiir den Pfad (wobei wir mathematische positive Orientierung unterstellen),
also etwa JE fiir den Pfad v : [0, 27r] — C mit v(¢) = ", etc.

Achtung: Die Bezeichnungen Pfad, Kurve und Weg sind in der Literatur nicht
einheitlich! Bei uns ist eine Kurve stets differenzierbar, ein Pfad stets stiickweise
differenzierbar, und ein Weg lediglich stetig.

3.1 Pfadintegrale

Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — C ist die Definition

b b

/f(t)dt ::/Ref(t)dtJri/Imf(t)dte(C (3.2)

a a
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sinnvoll, da Re f und Im f reellwertige stetige Funktionen sind, deren Integrale somit
existieren. Wir prézisieren nun eine Vorgangsweise, die schon bei der Behandlung
harmonischer Funktionen sehr niitzlich war.

Definition 15. Sei f : G — C stetig und «y : [a,b] — C ein Pfad. Dann ist das
(Pfad-)Integral iber f lings v definiert durch

b t;
[ 1@z = [ ro@prmd =3 [ rowsme (33
: ) =17
Ist der Pfad y geschlossen, benutzt man gelegentlich auch das Symbol § f(z)dz.
v

Es lieBe sich natiirlich in (3.2) die Stetigkeit durch Messbarkeit bzw. in (3.3) die
stiickweise stetige Differenzierbarkeit durch Rektifizierbarkeit ersetzen, wir wollen
das hier aber nicht weiterverfolgen.

Bemerkung 3.2.

1. Sind 71 : [a,b] — C und v, : [¢,d] — C zwei Pfade, die durch Reparametrisie-
rung auseinander hervorgehen, also v; = 7, o ¢, fiir einen Diffeomorphismus
¢ : |a,b] — [c,d], dann stimmen die Pfadintegrale iiberein:

f@@=/f@@M@ﬁ=/ﬂww@mwwwmw (3.4)
— [ stalopie s = [ (3.5)

2. Wegen
0
/fdz _ / F o)y (1) dt —/fdz (3.6)
ol 1 Y
schreibt man fiir die Umkehrung des Pfades v manchmal auch —~.

Definition 16. Sei D C C offen und v : [a,b] — C ein Pfad. L(v) = f;\’y’(t)\dt
heifit euklidische Linge von v (Die Grifie |/ (t)| nennt man manchmal auch Ge-
schwindigkeit von ~.) Fir das Supremum des Betrags einer stetigen Funktion
f: D — C auf der kompakten Menge v* C D schreiben wir || f]|-

Proposition 3.3 (Standardabschitzung). Sei D C C offen und f : D — C stetig
und 7y : la,b] — D ein Pfad. Dann gilt

JECAEV OIS (37
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir Pfade ~(t) := ¢, t € [a,b]. Sei
¢ = arg (fab f(t)dt). Dann gilt

/abf(t)dt‘ =e /abf(t)dt = /ab e f(t)dt (3.8)
= Re (/b e f(t) dt) = /ab Re (e f(1)) dt < /ab|f(t)|dt. (3.9)

a

Der allgemeine Fall folgt nun sofort aus der Definition des Pfadintegrals. O]

Beispiel 3.4 (Das ,,wichtigste Integral” der Funktionentheorie). Sei f(z) = (z—()"
und v(t) = ¢ + re, der Kreis um ¢ mit Radius r. Dann gilt

2w 2w
j(l[f(z)dt :/(re“)"ire“dt = /z’r”+leit("+1)dt (3.10)
o 0 0
n+1_it(n+1) or ; s —
_rte _ 2m1 fl}r n 1, (3.11)
n+1 0 0 fiir sonst.

3.2 Stammfunktionen

Eine differenzierbare Funktion F', welche F’ = f erfiillt, nennt man bekanntlich eine
Stammfunktion von f. Man nennt f in diesem Fall integrabel.

Satz 3.5. Set D C C offen und f : D — C stetig. f ist genau dann integrabel in D,
wenn fir jeden geschlossenen Pfad v : [a,b] — D gilt j% f(¢)d¢ = 0.

Um diesen Satz zu zeigen benotigen wir noch folgende Hilfsaussage.

Lemma 3.6. Sei D C C offen und f : D — C stetig. Dann sind dquivalent:

1. F: D — C ist eine Stammfunktion von f.
2. F: D — C ist ein Potential von f, d.h. fir jeden Pfad v in D mit Anfangs-
punkt w und Endpunkt z gilt

/ F(Q)dC = F(2) — F(w). (3.12)

Beweis. (1) = (2) ist ein Ubungsbeispiel. Es bleibt daher (2) = (1) zu zeigen: Wir
haben den Differentialquotienten

lim F(z) — F(w)

w—z Z—Ww w—z 2 — W

ere (3.13)
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zu berechnen, wobei wir oBdA. w € B,.(z) C D annehmen konnen; die geradlinige
Verbindung v,,(t) := w + t(z — w) ist dann ein Pfad, der w und z verbindet. Es ist
dann trivialerweise

Z—lw/ f(z)d¢ = Z_lw/o f(2)(z —w)dC = f(2). (3.14)

Beachte L(v) = |z — w| und

[ 0ic 16)| = | [0 - e (3.15)
< O @ = I - FE e (319

Wegen der Stetigkeit von f strebt die rechte Seite von (3.15) fiir w — z gegen 0, i.e.
F ist in z differenzierbar und F'(z2) = f(2). O

Bemerkung 3.7. Fir die Implikation (2) = (1) geniigt es offensichtlich, sich auf
die geradlinige Verbindung von w nach z zu beschrénken. 2. ist somit &quivalent
zu 2. Fir jedes z € D gibt es eine Umgebung U, sodass fir jedes w € U gilt:

J Q) dC = F(z) = F(w).

Beweis von Satz 3.5. Wenn f integrabel ist, es also in D eine Stammfunktion F' gibt,
gilt nach dem gerade gezeigten Lemma fiir jeden in D verlaufenden geschlossenen
Pfad ~:

74 f(2)dz = F(7(b)) — F(7(a)) = 0. (3.17)

Gelte nun 997 f(2)dz = 0 fiir jeden in D verlaufenden geschlossenen Pfad ~. Da
Pfade stets in Zusammenhangskomponenten verlaufen, konnen wir fiir den Rest des
Beweises annehmen, dass D sogar ein Gebiet ist. Es gibt daher zu je zwei Punkten
in D einen verbindenden Pfad. Wahle z5 € D und setze

P = [ 1O (3.18)

wobei 7, ein beliebiger Pfad in D ist, welcher zy mit z verbindet. Diese Definition von
F ist unabhéngig vom gewihlten Pfad, denn ist 7, ein anderer Pfad in D, welcher
zo mit z verbindet, gilt

0=¢ sac= [ rqac- [ s (319)

Um zu zeigen, dass F' eine Stammfunktion von f ist, geniigt es zu zeigen, dass F
ein Potential ist. Sei also 7 irgendein Pfad in D von w nach z. Wir wihlen Pfade
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Yw, V. in D von zg nach w bzw. z. Dann ist v, + v — 7. ein geschlossener Pfad und

es gilt
0= § £C)dc = /f dC+/f )¢ — /f (3.20)

Yw+Y—"7z

/deF g

Bemerkung 3.8.

1. Ist G ein Gebiet und sind F} und F, zwei Stammfunktion von f auf G, so ist
F = F| — F; konstant, denn fiir festes zp € G und geeignetes ~,,, welches zj
mit w verbindet, gilt

F(z0) — F(w) =(Fi(20) — Fi(w)) — (Fa(20) — Fa(w))

/f )¢ — /f O)de = 0. (3.21)

2. Mittels Stammfunktionen ist es moglich Integrale lings Wegen v : [a,b] — C
zu definieren. Man setzt dazu

[ 1@z = Y (RO - B ) 3.2

wobel a =ty < t; < ... < t, = b eine Partition von [a,b] ist und F; eine
Stammfunktion von f, welche auf einer y([t;_1,t;]) enthaltenden Kreisscheibe
definiert ist. Man muss dazu zeigen, dass (3.22) von der gewihlten Partition
unabhéngig ist. Wir verweisen dazu auf [6, I11.4].

Beispiel 3.9. Da faB,,(o) % dz = 2mi fiir jede Kreisscheibe mit Radius p um 0 gilt,
kann es keine Umgebung U von 0 geben, sodass die Funktion f(z) = 1 in U \ {0}
eine Stammfunktion hat. Wohl aber gibt es eine Stammfunktion von f auf der
geschlitzten Ebene, i.e. auf dem Gebiet C \ (—o0,0]. Mehr dazu in den néichsten
beiden Abschnitten!

Die Bedingung, dass alle Integrale fv f(2) dz langs aller in G geschlossenen Pfade
verschwinden, ist in der Praxis nicht verifizierbar. Fiir spezielle Gebiete in G C C
kann diese Bedingung aber wesentlich abgeschwécht werden.

Definition 17. Fine Menge S C C heifsit sternformig, wenn es ein z € S gibt, so
dass fir jedes w € S die Strecke [z,w] == {(1 —t)z 4+ tw : t € [0,1]} in S liegt; =
heifit ein Zentrum von S. Jede sternformige offene Menge ist ein Gebiet und wird
Sterngebiet genannt.

Bemerkung 3.10. Jede konvexe Menge ist sternférmig und jede sternférmige Men-
ge ist einfach zusammenhéngend. Die Umkehrungen gelten klarerweise nicht
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Beispiel 3.11.
1. Jede Kugel B,(z) ist ein Sterngebiet und jedes w € B,(z) ist ein Zentrum.

2. Sind 2z, 29, 23 € C drei affin unabhéngige Punkte, so heifit die kompakte kon-
vexe Menge A(z1,29,23) = conv ({z1, 22, 23}) das Dreieck mit Eckpunkten
21, 29, z3. Der geschlossene Streckenzug 0A := [z, z9] + [29, 23] + |23, 21] liber-
deckt den Rand von A. Die Menge A ist sternformig und A° ein Sterngebiet.

Satz 3.12 (Morera). Es sei G ein Sterngebiet mit Zentrum z, und f : G — C stetig.
Fiir den Rand OA eines jeden Dreiecks A C G, das z1 als Eckpunkt hat, gelte

¢ fac =o.

Dann ist [ integrabel und F(z) := [ f(¢)dC ist eine Stammfunktion zu f in G.

[Zl 7Z]

Beweis. Da G ein Sterngebiet ist, gilt [21,2] C G fir alle z € G, daher ist F
wohldefiniert. Sei nun zy € G fest und r so klein, dass fiir z € B, (%) das Dreieck
A(zg, 21, z) noch ganz in G liegt. Nach Voraussetzung veschwindet das Integral von

f langs OA und

F(2) - F(z) = / F(O)dC - / F(Q)dC = / QA (323)
[ [ ]

21,2] 21,20 [20,2]

Somit erfiillt ' die Bedingung (ii’) aus Bemerkung 3.7 und wir sind fertig. O]
Fiir jeden Pfad v : [a,b] — C hat jede stetige Funktion f auf der kompakten
Menge v* eine Stammfunktion. Geht man zu offenen Mengen D C C iiber, so bleibt
diese Aussage nur mehr fiir integrable Funktionen richtig. Wir zeigen nun, dass

holomorphe Funktionen auf Sterngebieten stets die Voraussetzungen des Satzes von
Morera erfiillen, also integrabel sind.

Lemma 3.13 (Integrallemma von Goursat). Es sei f holomorph in der offenen
Menge D. Dann gilt fiir den Rand OA eines jeden Dreiecks A C D

j F(Q)d¢ = 0.

Ist D ein Sterngebiet, ist f also insbesondere integrabel.

Beweis. Fiir den Beweis benotigen wir zunichst zwei elementargeometrische Fakten
iitber den Umfang von Dreiecken:

1. Fir w,z € A gilt stets |w — z| < L(0A), denn fiir jedes feste z nimmt die
Funktion w — |w — z| ihr Maximum an einem Extremalpunkt von A an.

2. L(OA") = 1L(OA) fiir jedes der vier kongruenten Teildreiecke A’ die durch
Ziehen der Verbindungsstrecken der Seitenmittelpunkte von A entstehen.
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Wir betrachten das Pfadintegral von f lings
eines solchen Dreiecks.

o(@)i= 7O (320

Teilt man A durch Ziehen der Verbindungs-
strecken der Seitenmittelpunkte in vier kon-
gruente Teildreiecke Ay, ..., A4, dann gilt
a(A) = Y27, a(4,), denn die Strecken zwischen den Seitenmittelpunkten werden
je zweimal, und zwar entgegengesetzt, durchlaufen, so dass sich die zugehorigen
Integrale wegheben, wiahrend die Summe der iibrigen Seiten der A; gerade 0A ist.

Unter den vier Integralen a(4;) wihlen wir jenes aus, das den grofiten Betrag hat
und bezeichnen das zugehérige Dreieck mit Al. Dann gilt [a(A)] < 4]|a(Al)].

Iteration dieses Verhaltens liefert eine absteigende Folge A' D A% > ... > A" von
kompakten Dreiecken, so dass gilt

la(A)] < 4™a(A™)|  und  L(OA™) = 27"L(dA). (3.25)

Der Durchschnitt (),—, AF besteht aufgrund des Schachtelungsprinzips aus genau
einem Punkt zp € A. Da f holomorph ist, ist die Funktion

f2) = (=)

zZ— 20

9(2) = — f'(20) (3.26)

in ganz D stetig und erfiillt g(z9) = 0. Insbesondere haben wir
9(2)(2 — 20) = f(2) — f(20) = f'(20)(2 — 20) (3.27)

Aufgrund der Existenz von Stammfunktionen verschwinden fiir alle n > 1 die beiden
letzten Integrale auf der rechten Seite von (3.27):

7{ f(z0)dz=0 und j{ f'(20)(z — z9)dz = 0. (3.28)

dAn A"
Es gilt daher
o) =| § (e = lge)dz| < max (12— sl 9 LOA". (329
AR

Wir wéhlen nun ¢, € A" so, dass die stetige Funktion ¢ auf A™ dort ihr Maxi-
mum annimmt. Verwenden wir nun die Abschitzungen (3.25) zusammen mit der
Beobachtung 1 am Anfang des Beweises, so ergibt sich

|a(A)] < 47[a(A")] < 4™ g(Ga) L(OA™)* = g(Ca)|L(OA)™. (3.30)
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Da ¢, € A", gilt sicherlich lim,, ., (, = 29. Nun ist g aber bei z; stetig und daher
gilt lim,, . 9(¢n) = g(20) = 0. Somit erhalten wir abschlieBend aus (3.30)

la(A)] < lim |g(¢a)| L(OA)* = 0. O

Das Bemerkenswerte am Goursat’schen Beweis ist, dass nur die Differenzierbarkeit
von f, und nicht die stetige Differenzierbarkeit vorausgestetzt werden muss. Hat man
hingegen die stetige Differenzierbarkeit zur Verfiigung, kann man das Integrallemma
von Goursat als Spezialfall der Formel von Stokes ansehen. Fiir Dreiecke in R? lautet
sie bekanntlich:

Bemerkung 3.14. Es seien p, g reellwertige und stetig differenzierbare Funktionen
in der offenen Menge D C R2. Dann gilt fiir den Rand OA eines jeden Dreiecks

ACD
j{(pdaﬂrqdy // (———y)d dy. (3.31)

Hieraus ergibt sich sofort das Integrallemma, wenn man nur voraussetzt, dass die
Ableitung f’ der holomorphen Funktion f stetig in D ist. Es sind dann némlich
u := Re f und v := Im f stetig differenzierbar, und es folgt mit dz = dx + ¢ dy
aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

j{f(z)dz = %(udw—vdy) —|—ij(14(vda:—|—udy)

A //<_+—>dxdy—|—z//(———)dxdy—() (3.32)

3.3 Cauchy’scher Integralsatz

In Sterngebieten ist nach dem Lemma von Goursat jede holomophe Funktion f

integrabel und
/ f(¢ (3.33)
[21,2]

ist eine Stammfunktion, wenn nur z; ein Zentrum des Sterngebiets ist. Wir wol-
len nun umgekehrt zeigen, dass integrable Funktionen stets holomorph sind. Dazu
bendten wir zunéchst eine technische Hilfsaussage {iber kreisférmige Pfade.

Lemma 3.15 (Zentrierungslemma). Sei D C C offen, zo € D und f : D\ {20} — C
holomorph. Sei K C D eine Kreisscheibe mit zg € K und K € D. Dann gilt fiir
jede um zo zentrierte Kreisscheibe B,(zy) mit B.(zy) C K

]{ f(z)d= ]4 f(z (3.34)
0K

OBr(z0)
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Satz 3.16 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben). Sei D C C offen und
f: D — C holomorph. Ist B.(zy) C D, dann gilt fir alle z € B,(z)

f C - (3.35)

BBT (20)

Beweis. Sei z € B,.(z) beliebig aber fest. Fiir ¢ € D\{z} ist die Funktion

{ LT — fr(z) i € # 2, (3.36)

9(0) = 0 fir (==z

holomorph in D\{z} und stetig in D. Also gilt nach dem Zentrierungslemma
faB (x0) ¢)d¢ = 0; sei § > 0 so klein, dass einerseits Bs C B,(z) und anderer-

seits | g( )| < e fiir ¢ € Bs(z). Dann ist nach der Standardabschétzung
| e0d=| $ e <2mre (337
OBy (z0) 0Bs(z)

beliebig klein und verschwindet daher. Somit ergibt sich, wieder mit dem Zentrie-
rungslemma,

_ SO
0= ¢ 9l0c - f)g_;K 72)

§i-re) §oac @)

0By (z0) OBr(z0 0Bs(z) OBr(z0)
]f %d{ — omi f(2) .
OBr(z0)

Die Cauchy’sche Integralformel bleibt richtig, wenn man anstelle von Scheiben etwa
Dreiecke oder Rechtecke in D betrachtet. Wir werden das in den néchsten Abschnit-
ten weitgehend verallgemeinern. Auch lassen sich aus der Cauchyschen Formel durch
geschickte Manipulation weitere Integralformeln herleiten:

Satz 3.17. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und B := Bg(0) eine
Kreissscheibe mit B C D. Dann gilt fir alle z € B:

1. Poisson’sche Integralformel

_ 1 QR |2
£(2) 7{ TR (3.39)

211
B

2. Schwarz’sche Integralformel

f(z):%j{Reg(ogt d¢ +iTm f(0). (3.40)

oB
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Beweis. Ubungsbeispiel O]

Es wurde bereits im Abschnitt iiber Potenzreihen gezeigt, dass wenn f in einer
Kreisscheibe in eine Potenzreihe Y7 | a, (2 —zp)" entwickelbar ist, f dort holomorph
und beliebig oft komplex differenzierbar ist. Bemerkenswerter Weise gilt auch die

Umkehrung;:

Satz 3.18 (Cauchy-Taylor). Es sei D C C offen, f: D — C holomorph, z € D
und B := B,(z) eine Kreisscheibe um zy mit B C D. Dann gilt fir z € B

1= | 5 f gt ] e (3.41)

Insbesondere ist der Konvergenzradius von (3.41) mindestens r und f ist in D ana-
lytisch.

Beweis. Da f in D holomorph ist, gilt fiir z € B,(zg) die Cauchysche Integralformel:

f@):% ]{ Cf%dg (3.42)

0By (20)

Fir p <r, 2 € B,(2) und ¢ € 0B, (%) gilt ferner

z— zo |z — 20| _p
= <=-<1. 3.43
C—2| [C—2| " r (343)
Daher konvergiert
1 1 1 1 = (z2—-2\"
= = 3.44
(—2 (—2l1-2= C—Zo§<f—zo> (34

gleichméfig und absolut fiir z € B,(2). Wir diirfen somit Integration und Summa-
tion vertauschen und erhalten fiir z € B,(2)

1 fO) —~(z2—=\"
OB n=

(0 )
_WOQ%j@—%wWK S (349

Da diese Darstellung fiir alle z € B,(z) mit p < r gilt, ist der Konvergenzradius
mindestens 7. O

Bemerkung 3.19. Aus dem Satz von Cauchy-Taylor und der Taylor’schen Formel
(2.69) folgt sofort

F(z) = 2 7{ AR (3.46)

- 2mi
0By (20)
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fiir z = zo. Ist nun B.(2) eine ganz in B, (2o) liegende, um z zentrierte Kreisscheibe,
dann liefert dass Zentrierungslemma die Giiltigkeit von

f()(Z):% j{ WdC:% 7{ Wdc (3.47)
0Bc:(2) OBr(20)
auf ganz B, (z).

Proposition 3.20 (Cauchy’sche Abschitzungen). Es sei D C C offen, f: D —C
holomorph, zy € D und B := B,.(z) eine Kreisscheibe um zy mit B C D. Dann gilt
fir allen € N und z € B,(2)

@) < T

|
(n) <
= dist(z, 0B)"+! Ifllos  bzw. | (20)] < o I fllos- (3.48)

Beweis. Aufgrund der Cauchy’schen Integralformeln fiir Ableitungen

M (z) = % j'{ %dg (3.49)
0B

und der Standardabschétzung gilt

£ (2)] < n! [ fllos

— 2mr. 3.50
~ 2r dist(z,0B)"*! ™ (3:50)

Setzt man z = zy, gilt dist(z, dB) = r. Damit ergibt sich die zweite Behauptung. [

Die Abschétzung (3.48) zeigt, dass die Folge {r”%}ia stets beschrankt ist. In
Wirklichkeit gilt viel mehr; die Folge ist sogar /2. Um dies zu sehen, bemerken wir,
dass auf Kreislinien z = zy + re®, 0 < ¢ < 2w, Potenzreihen zu trigonometrischen
Reihen werden:

f(z) = i an(z — 20)" = i anr"e™?. (3.51)

Fiir diese gelten bekanntlich die Orthonormalitétsrelationen

2w

1 (m— 0 flirm#n

R T :

o € dip { 1 firm=n. (3.52)
0

Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz der Reihe in (3.51) diirfen wir Integration
und Summation vertauschen und es folgt
2

1

2m
. 1 e > (ke —
(fr,em?) = I / f(r,p)eme dp = Zakrk% /ez(k P dp = a,r", (3.53)
0 k=0 0

wobei f.(p) := f(z0 + re"?). Beachte, dass (f,, ¢™¥) gerade die Koeffizienten in der
Fourier-Entwicklung von f, sind.

40



Proposition 3.21 (Gutzmer’sche Formel). Es sei D C C offen, J D — C ho-
lomorph, zy € D und B := B,(zy) eine Kreisscheibe um zy mit B C D. Dann

qilt
)3

n=0

2

F(20)[" on
= < 13, o (3.54)

n!

Beweis. Sei f(z) = >~ jan(z — 20)" mit Konvergenzradius R. Fiir festes r < R
ist die Funktion f,.(¢) := f(z0 + re'?) stetig auf [0,27] und hat laut (3.53) die
Fourier-Entwicklung

frlp) = Z a,r" e, (3.55)
n=0
Die Parseval’sche Gleichung impliziert dann
o 2
1 )
Sl = oo [ 15+ re ) dp < 113 (3.56)
n=0 0
Aufgrund der Taylor’schen Koeffizientenformel (2.69) folgt die Behauptung. O

Satz 3.22 (Liouville). Ist f : C — C eine ganze Funktion, welche der Wachstums-
bedingung |f(z)| < M|z|™ geniigt, dann ist f ein Polynom vom Grad hichstens m.
Insbesondere ist jede beschrinkte ganze Funktion konstant.

Beweis. Nach Cauchy-Taylor hat f eine iiberall konvergente Potenzreihendarstel-
lung, also etwa

f(z)= Z anz". (3.57)

n=0
Verwenden wir die Cauchy’sche Abschéitzung zusammen mit der Wachstumsbedin-
gung erhalten wir fiir alle n € Nund r > 0

1 -n
|an| < r_an"ﬁBr(O) < Mr™mr (3.58)

Betrachten wir r — oo, miissen daher alle a,, mit n > m verschwinden. D.h. f(2)
ist ein Polynom vom Grad hochstens m. O]

Bemerkung 3.23.

1. Man kann eine nicht konstante Funktion aus C*°(R), welche beschrénkt ist
nicht beschrénkt auf C fortsetzen.

2. Jede holomorphe Abbildung f : C — E ist konstant, es gibt insbesondere keine
biholomorphe Abbildung E — C bzw. H — C. Es ist aber sehr wohl moglich,
die Ebene homéomorph auf den Einheitskreis abzubilden.

Korollar 3.24 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p(z) € Clz] ein nicht-konstantes
komplexes Polynom. Dann hat p mindestens eine Nullstelle in C.
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Beweis. Angenommen p(z) = a,z" + Ap12""' + -+ + a9 vom Grad n > 1 hat
in C keine Nullstelle. Dann ist f(z) := ﬁ ganz. Wegen lim;|_. |p(2)| = oo, gilt
lim;| o | f(2)] = 0, d.h. f ist beschréankt und damit nach dem Satz von Liouville

konstant. Widerspruch. O
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3.4 Homotopie
3.4.1 Fundamentalgruppen

Definition 18. Sei D C C offen. Zwei Wege v,n : [a,b] — D mit v(a) = n(a)
und v(b) = n(b) heiffen FEP-homotop (in D), wenn es eine stetige Abbildung T :
[a,b] x [0,1] — D gibt, mit

1. 7(a,s) = v(a) und 7(b, s) = v(b) fir alle s € [0, 1],
2. 7(t,0) = y(t) und 7(t,1) = n(t) fir allet € [a,b],

FEP steht fiir fixed end points.

Bemerkung 3.25. Sind v,n zwei geschlossene Wege, so heifit eine Abbildung 7,
die nur

1. 7(a,s) = 7(b,s) fir alle s € [0, 1],
2. 7(t,0) = y(¢) und 7(t,1) = n(t) fir alle t € [a, b],

erfillt, (freie) Homotopie zwischen ~ und 7.

Beispiel 3.26. Je zwei Wege v,n mit selben Anfangs- und Endpunkt in einer
konvexen Menge sind FEP-homotop. Eine FEP-Homotopie wird durch 7(s,t) =

(1 —s)v(t) + sn(t) gegeben.

Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir ab nun fiir den Rest des Kapitels
die Hintereinanderausfithrung zweier Wege 1, 72 mit 71 2.

Proposition 3.27. Die Relation v ~p n :< (v und n sind FEP-homotop in D) ist
eine Aquivalenzrelation. Auferdem gilt:

1. v1 &=p m und ve =p 1y impliziert (71 v2) ~p (m11m2), passende Anfangs- und
Endpunkte vorausgesetzt.

2. €)Y Rp Y bzw. veyp) ~p 7.

Betrachten wir nur geschlossene Wege in D, die in zy starten, so kénnen wir je zwei
Aquivalenzklassen solcher Wege addieren und erhalten wieder die Aquivalenzklasse
eines geschlossenen Wegs, der in z startet. Die Klasse [¢,,] ist das neutrale Element,
die Klasse [¥] das eindeutig bestimmte inverse Element zu [y]. Da auBerdem das
Assoziativgesetz gilt, liegt eine Gruppe vor, m1(D, zp), die Fundamentalgruppe von
D mit Basispunkt z.

Ist D wegzusammenhéngend, d.h. gibt es zu x,y € D stets einen Weg von = nach y,
so sind alle Fundamentalgruppen (D, zy), zo € D isomorph. Man ldsst dann die
Angabe des Basispunkts weg.
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Beispiel 3.28.
1. Ist S ein Sterngebiet dann ist S wegzusammenhéngend und m(S) = {0}.
2. C* ist wegzusammenhéingend und m (C*) = Z.

3. C\{ai,as,...,a,} mit paarweise verschiedenen q;. ist wegzusammenhingend
und 71 (C\ {ay,aq,...,a,}) = F,, die freie Gruppe in n Erzeugenden.

Eine erste kleine Anwendung des Homotopiebegrifts ist der Satz iiber die Homoto-
pieinvarianz von Wegintegralen holomorpher Funktionen.

Satz 3.29. Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Sind ~v,n zwei in D
FEP-homotope Wege, dann ist [ fdz= [ fdz.
v 7

Beweis. Seit : [a,b]x[0,1] — D eine Homotopie zwischen v und 7. Sei € > 0 so klein,
dass das Bild von 7 ganz mit Kreisscheiben vom Radius ¢ iiberdeckt werden kann,
welche ganz in D liegen. Wegen der Kompaktheit von [a, b] x [0, 1] und der Stetigkeit
von 7 gibt es Partitionen 0 = sy <s1 < ... <s,=1lunda=ts<t;1 <...<t,=0b
sodass |7(t,s) — 7(t',s")| < e auf [t;,tj11] X [si, si41]. Sei also D; ; eine Kreisscheibe
welche 7([t;,tj11] X [si, si41]) enthédlt und noch ganz in D liegt.

Es gentigt offenbar zu zeigen, dass die Integrale langs 7; := 7(-, s;) fiirallei = 1,...,n
ibereinstimmen. Jede Kreisscheibe D; ; ist ein Sterngebiet, daher folgt aufgrund
des Lemmas von Goursat und des Satzes von Morera die Existenz einer lokalen
Stammfunktion von F; ; von f auf D; ;. Damit gilt nach Bemerkung 3.8.2

n—1

/ ) ds = 3 Foy(rltn) — Fos(nilt)). (3.50)

7=0
/ f(z)dz = ZFlJ Tiv1(tj1)) = Fiy(rin(t))) (3.60)
Ti+1

Auf dem Durchschnitt D; ;N D; ;. sind sowohl F; ; als auch Fj ;11 Stammfunktionen
von f, somit muss ihre Differenz konstant sein. Beachte dass, sowohl 7;(¢;41) als auch
Ti+1(tj+1) in diesem Durchschnitt liegen. Mithin

i1 (7i(ti1)) = Fig (T (tia)) = Fij(riltin)) — Fig(ra (). (3.61)
Setzt man diese Beziehung in (3.59) ein so ergibt sich eine Teleskopsumme
/ F(2)dz — / F(2)dz = [Fonr () — Fons (722 (0))] (3.62)

Ti+1

[Fio(ri(a)) = Fio(ri1a(a))] =0,

denn da alle 7; den selben Anfangs- und Endpunkt haben, verschwindet diese Diffe-
renz und wir sind fertig. O
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Lemma 3.30. Sei D C C offen und v : [0,1] — D ein Weg. Dann gibt es einen
Pfad p : [0,1] — D mit selbem Anfangs- und Endpunkt wie vy, sodass v und p in D
FEP-homotop sind.

Beweis. Wir wihlen zuniichst eine Uberdeckung von ~v* mit endlich vielen Kreis-
scheiben Dy, ..., D, derart, dass die Mittelpunkte von D; auf v* liegen und D; C D,
fiir 0 =1,...,n. Wegen der Kompaktheit von ~* ist das moglich.

Sei, eventuell nach Umnummerieren, 0 = ¢y < t; < ... < t, < t,41 < 1 so, dass
v(t;) € D;_1ND;, fiiri = 1,...,n. Falls v geschlossen ist, wéhle zusétzlich y(t,.1) €
D,, N Dy, ansonsten setzen wir ¢,,.1 = 1. Betrachten wir nun die Streckenziige p; :=
[v(t:), ¥(ti+1)], so verlaufen diese wegen der Konvexitéit von D; ganz in D;. Schreiben
wir nun weiters v; := V|;t,.], 50 sind v; und p; in D; FEP-homotop, weil D; ja
konvex ist. A forteriori sind sie auch in ganz D FEP-homotop. Da die Verkniipfung
endlich vieler FEP-homotoper Wege wieder FEP-homotop ist, sind v = 7 . . . v, und
p=po...pnin D FEP-homotop. [l

Durch Verkleinern der Menge D koénnen wir, wenn gewiinscht, stets erreichen, dass
fiir einen festen Punkt mit z ¢ +* auch gilt z ¢ p*.

Definition 19. Ein geschlossener Weg v : |a,b] — C' heifit nullhomotop (in D)
wenn vy FEP-homotop (in D) zum konstanten Weg €4 ist.

Bemerkung 3.31.

1. Ist G C C ein Gebiet, dann ist jeder geschlossene Weg + : [a,b] — G welcher
frei homotop zum konstanten Weg ist auch nullhomotop und vice versa.

2. Zwei Wege v,7n : [a,b] — D mit selbem Anfangs- und Endpunkt sind genau
dann FEP-homotop, wenn der geschlossene Weg ~ 7 nullhomotop ist. Denn

v = [y m)] = [(vA) nl = [n]. (3.63)

Definition 20. FEin wegzusammenhdngender Raum X heifst einfach zusam-
menhdingend, wenn die Fundamentalgruppe m (X) trivial ist, i.e. wenn jeder ge-
schlossene Weg in X nullhomotop ist.

3.4.2 TUberlagerungen

Wegzusammenhéingende Gebiete in C haben die angenehme Eigenschaft, dass sie
auch lokal wegzusammenhéngend sind, d.h. dass es zu jedem Punkt eine wegzu-
sammenhingende Umgebung U gibt, sodass sich je zwei Punkte in U durch einen
ganz in U verlaufenden Weg verbinden lassen. Im Allgemeinen ist das nicht so.
Bei allen im Folgenden vorkommenden topologischen Rédume, wollen wir ausserdem
stillschweigend voraussetzen, dass sie Hausdorff’sch sind.

Definition 21 (Covering & Lifting). Seien XY, Z topologische Riume und 7 :
Y = X baw. f:Z — X stetige Funktionen.
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1.

2.

Y
F”l
T 1

J —

Eine stetige Abbildung F' : Z — Y mit m o F' = f heifit Lifting von f.

(Y, 7) heiBt Uberlagerung, wenn jeder Punkt 2 € X eine trivialisierende Um-
gebung U besitzt, d.h. eine Umgebung deren Urbild von der Gestalt

)=, v (3.64)

ist, wobei fiir jedes ¢ € I, die Menge V; eine Umgebung ist, die vermoge
7w : Vi — U homdomorph zu U ist. (Man sagt auch, die V; liegen auf den
verschiedenen Bldttern der Uberlagerung und |I,| sei die Bldtterzahl iiber x €

X))

Beispiel 3.32.

1.

2

3
4

(R, e) ist eine unendlich-blittrige Uberlagerung von JRE.

C, ¢?) ist eine unendlich-blittrige Uberlagerung von C*.

-
. (H, %) ist eine unendlich-blittrige Uberlagerung von EX.
- (

C*, ") mit n > 1 ist eine n—blittrige Uberlagerung von C*.

Liftings miissen im Allgemeinen weder existieren, noch eindeutig sein; fiir einfach
und lokal wegweise zusammenhédngendes Z ist die Situation aber sehr erfreulich.

Proposition 3.33. Sei X, Y topologische Riume, Z einfach zusammenhdngend und
lokal wegzusammenhingend, 7 : Y — X eine Uberlagerung. Sei f : Z — X stetig
und zg € Z, yo € Y mit w(yo) = f(z0) vorgegeben. Dann gibt es genau ein stetiges
Lifting F : Z —'Y mit F(z) = yo.

Wir teilen den Beweis in vier Schritte auf und zeigen nacheinander:

1.

7Zu vorgegebenem Blatt der Uberlagerung gibt es fiir jeden Weg stets ein Lif-
ting.

. Zu vorgegebenem Blatt der Uberlagerung gibt es immer hochstens ein Lifting.

Die Liftings FEP-homotoper Wege in X sind FEP-homotop in der Uberlage-
rung Y. (Diese Aussage heifit auch Monodromiesatz.)

Jede stetige Funktion f : Z — X besitzt ein stetiges Lifting F': 7 — Y.
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Beweis. ad (1): Sei v : [0,1] — X ein Weg, d.h. wir haben Z = [0, 1]. Sei xy := v(0)
und 0 =ty < t; <...<t, =1 eine Partition derart, dass es trivialisierende Mengen
U; gibt mit v([t;—1,t;]) € U,;. Wegen der Kompaktheit von [0,1] ist das moglich.
Wie in der Definition der Uberlagerung schreiben wir

) =, Vi (3.65)

Sei nun gy € Vlj1 mit 7m(yo) = xo fest vorgegeben. Wir zeigen fiir jedes k, dass v|jo¢,]
ein Lifting I'y, mit I';(0) = yo besitzt. Fiir £ = 0 ist das trivial. Sei also I',_; bereits
konstruiert. Da m~(Up_1)N7 1 (Ux) # 0 gibt es einen Index jj, mit Ty_q (t5-1) € V{*.

Setze nun
kal(t) fir te [O,tk,ﬂ,
Fk(t) = {

(7T|ijk)71 o(t) fir t € [tp_1,ts) (3.66)

Beachte, dass der Zusammenhang von Z hier noch nicht eingeht.

ad (2): Sei f: Z — X gegeben, zy € Z beliebig aber fest, und Fy, Fy : Z — Y zwei
Liftings mit F1(20) = F2(20), i.e. die Werte von Fy bzw. Fy um 2 liegen am selben
Blatt der Uberlagerung. Wegen der Stetigkeit ist

A:={ze€Z:F(z)=Fy2)} (3.67)

nicht leer und abgeschlossen (dafiir brauchen wir Hausdorff’sch). Wir zeigen, dass
A auch offen ist: Sei z € A, dann gibt es eine offene Umgebung V' C Y von y :=
Fi(z) = Fy(z), sodass 7|y ein Homéomorphismus ist. Wegen der Stetigkeit gibt es
eine Umgebung W C Z von z mit F;(W) C V und Fo(W) C V. Aufgrund der
Lifting-Eigenschaft gilt fiu = my o Fyw, also héngt

nicht von ¢ = 1,2 ab und Fj, F5 stimmen auf W iiberein, d.h. A ist offen. Beachte,
dass der einfache Zusammenhang von Z hier noch nicht eingeht.

ad(3): Seien v,n : [0,1] — X zwei FEP-homotope Wege und sei 7 eine FEP-
Homotopie. Sei ferner yy € Y ein beliebiger aber fester Punkt mit 7(yy) = 7(0).
Jeder Weg ~,(t) := 7(t, s) hat nach (2) ein eindeutiges Lifting I's : [0,1] — Y mit
['s(0) = yo. Es ist zu zeigen, dass 7' : [0,1] x [0,1] — Y mit T'(¢,s) := [s(¢) ei-
ne FEP-Homotopie ist. Der Beweis, dass T stetig ist, ist nicht besonders schwer,
trotzdem sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen.

Da 7 eine Uberlagerung ist, ist 7~ *({z}) stets diskret. Nun ist 7({1} x [0,1]), die
Menge der Endpunkte, einerseits als stetiges Bild einer zusammenhéngenden Men-

ge selbst zusammenhiingend und andererseits wegen T'({1} x [0,1]) = 7~ ({7(1)})
diskret. Somit ist T'({1} x [0,1]) = {T'(1)}.

ad(4): Fixiere ein zp € Z und ein yo € Y mit f(29) = m(yo). Wéhle einen Weg v in
Z, der zy mit z verbindet, lifte fo~y zu I' in Y mit I'(0) = yo und setze F(z) := ['(1).
Wir haben zu zeigen, dass (i) F' wohldefiniert ist, (ii) f = 7 o F und (iii) F' stetig
ist.
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(i): Ist 7 ein anderer Weg, der z; mit z verbindet, dann ist wegen des einfachen
Zusammenhangs v+’ nullhomotop, i.e. v und +" sind FEP-homotop. Somit sind
auch f o~ und f o~ FEP-homotop. Nach (3) sind somit die Liftings I' und I
FEP-homotop in Y. Insbesondere ist I'(1) = I"(1).

(ii): Da I' ein Lifting von f o~y ist, gilt 7 o F(z) = w(['(1)) = fo~(1) = f(2).

(iii): Sei z € Z, U eine trivialisierende Umgebung von f(z) und V' C Y eine Um-
gebung von F'(z) auf der my : V' — U ein Homomorphismus ist. Wir konstruieren
eine offene Umgebung W von z € Z mit F(W) C V. Sei dazu W eine wegzusam-
menhéngende Umgebung von z € Z mit f(W) C U. (So ein W gibt es wegen der
Stetigkeit von f.) Seien 7,I" wie in der Definition von F’; sei 2z’ € W beliebig und
~" ein Weg in W der z mit 2’ verbindet. f o/ lisst sich wieder zu I liften und
wir kénnen I7(0) = F(z) fordern. Da +' ganz in U verlduft, verlauft IV ganz in V.
Insbesondere ist F'(2') =T"(1) € V. O

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einigen wichtigen Anwendungen.

Korollar 3.34 (Stetiger Logarithmus). Sei G C C einfach zusammenhdingend und
f: G — C* stetig. Dann existiert eine stetige Funktion F : G — C mit f(z) = eF'®).
Sei ferner zy € G vorgegeben und wy € C so, dass e = f(zy). Dann gibt es genau
ein solches F mit F(zp) = wy.

7
exp
Sf
zp € G —— (X

Korollar 3.35 (Holomorpher Logarithmus). Sei G C C einfach zusammenhingend
und f : G — C* holomorph. Dann existiert eine holomorphe Funktion F': G — C
mit f(z) = eP'?). Sei ferner zy € G vorgegeben und wy € C so, dass e™ = f(z).
Dann gibt es genau ein solches F mit F(zy) = wy.

Bewers. Sei F' der stetige Logarithmus von f, den es geméfl Korollar 3.34 geben
muss. Sei z € G beliebig aber fest, V' C C* eine offene Umgebung von f(z) und
W eine offene Umgebung von F(z) sodass exp : W — V dort biholomorph ist. Sei
U C G eine offene Umgebung von z mit F'(U) C W. Dann ist wegen

Fu = (expyw) ™" o fiu (3.69)
F auf U holomorph. O

Analog zeigt man, dass das stetige Lifting T' : [0,1] — C, mit () = e"®, einer
stetig differenzierbaren Abbildung v : [0,1] — C selbst auch stetig differenzierbar
ist.

Korollar 3.36 (Holomorphe Wurzel). Sei D C C offen und f : D — C holomorph.
Ist zy € D eine k-fache Nullstelle von f, dann gibt es eine offene Umgebung U C D
von zo und eine holomorphe Funktion h : U — C mit einer einfachen Nullstelle an

zo sodass f(z) = h(2)* fir z € U.
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Beweis. Sei F(z) ein Lifting der auf U := B.(z) nullstellenfreien und holomorph
erginzten Funktion z — (2 — 29) ™% f(2). Setze h(z) := (z — z) /), ]

Bemerkung 3.37. Sei G C C einfach zusammenhéingend und f : G — C* ho-
lomorph. Nach Korollar 3.35 gibt es einen holomorphen Logarithmus h : G — C.
Diesen holomorphen Logarithmus konnen wir dazu verwenden, um k-te holomorphe
Wurzeln hy, : G — C via hy(z) := e!/kh2) zu definieren.

Definition 22. Eine Uberlagerung (Y,7) von X heifit universell, wenn Y einfach
zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend ist.

Proposition 3.38. Sind (Y, m) und (Ya, m) 2wei universelle Uberlagerungen von
X, so sind Y7 und Yo homdomorph.

Beweis. Sei y € Y] beliebig und ¢ : Y] — Y5 ein Lifting von m; : Y} — X. Setze
g := ®(y); insbesondere ist my(7) = m1(y). Vertauschen der Rollen von Y; und Y;
liefert ein Lifting ¥ : Yy — Y] von my @ Yo — Y] mit U(y) = y.

Y, Yy
7 7
® J{ v l
T2 m
yevy, =X jEY, 2> X,
Es ist also W o @ : Y] — Y] eine stetige Abbildung mit ¥ o ®(y) = y. Wegen
mo(Wod)=(moW)od =myod =m liegt ein Lifting von m; vor.

Y Ys
oo 7 J{m vow 7 lﬁ
yi " X Y: - X.

Nun ist aber auch idy, ein Lifting von 71 mit idy, (y) =y, also ¥ o ® = idy,. Analog
folgt ® o U = idy,. [

Bemerkung 3.39. Tatséchlich lasst sich unschwer zeigen, dass die Bezeichnung
universelle Uberlagerung insofern gerechtfertigt ist, als dass eine universelle Uberla-
gerung jede andere Uberlagerung iiberlagert.

Betrachten wir ein Gebiet G C C so stellt sich die Frage, ob (i) die universelle
Uberlagerung von G (iiber deren Existenz wir uns bis jetzt ja noch keine Gedanken
gemacht haben) wieder zu einem Gebiet von C homoomorph ist und (i) ob die
Uberlagerungsabbildung 7 in diesem Fall holomorph gew#hlt werden kann.

Da EX und C* homdomorph sind, sind auch ihre universellen Uberlagerungen
homoomorph (némlich H und C). Eine Uberlagerung 7 : C — E* kann aber we-
gen des Satzes von Liouville niemals holomorph ein. Wir miissen dazu ein anderes
Gebiet heranziehen, das dann notwendigerweise zu C zwar homéomorph aber nicht
biholomorph &quivalent ist, ndmlich H.

Es 148t sich zeigen, dass die universelle Uberlagerung der doppelt-gepunkteten Ebene
C\ {0,1} durch (E,7) mit holomorphem 7 gegeben ist.
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Korollar 3.40 (Kleiner Satz von Picard). Sei f eine ganze Funktion. Dann ist
entweder card (f(C)) =1 oder card(C\ f(C)) <1

Beweis. Sei f ganz und lasse zwei Werte aus. Durch Nachschalten einer affinen
Abbildung koénnen wir oBdA. annehmen, dass 0 und 1 ausgelassen werden. Nun
lasst sich f: C — C\ {0, 1} zu einer holomorphen Funktion F': C — E liften. Nach
dem Satz von Liouville muss F' konstant sein. O

Der kleine Satz von Picard besagt also, dass eine nichtkonstante ganze Funktion alle
komplexen Zahlen bis auf méglicherweise eine Ausnahme als Wert annimmt. exp ist
ein Beispiel einer ganzen Funktion welche z.B. 0 auslésst.

3.5 Homologie
3.5.1 Windungszahlen

Ist G C C einfach zusammenhéngend 7 : [0,1] — G ein geschlossener Weg und I'
ein Lifting wie in Korollar 3.35, dann folgt "™ = e"®. Also ist 51 (I'(1) — T'(0))
ganzzahlig. Diese Zahl hdngt nicht vom gewéhlten Lifting ab; denn sind I'y, 'y zwei
solche Liftings, dann ist

F(t) = F1<t> - (Fl(o) - F2<O)) (3~70)

ein Lifting mit selbem Anfangspunkt wie I's, stimmt also mit diesem iiberein. Also:
Dy(1) — [y(0) = (Fl(l) — (T4(0) — FQ(O))> ~Ty(0) =Ty (1) — Ty(0).  (3.71)

Definition 23. Sei D C C offen und v : [0,1] — D ein geschlossener Weg, z ¢ v*
und T, ein Lifting von v,(t) := ~y(t) — z, wie in Korollar 3.35. Dann heifit die ganze
Zahl

ind ,(2) := 5= (T.(1) — I'.(0)) (3.72)

2mi

Index (auch: Umlaufzahl bzw. Windungszahl) von v um z.

Proposition 3.41. Sei D C C offen und ~y : [0,1] — D ein geschlossener Weg.

1. Es gilt die Integraldarstellung

1
ind ,(2) = 5 j{C
.

2. Die Indexfunktion ind , : C\ v* — Z ist stetig, i.e. lokal konstant.

d_CZ, fir z & ~*. (3.73)

Beweis. ad (1): Sei zuniichst v ein Pfad und T ein Lifting mit e'® = ~(¢). Wie im
Satz vom holomorphen Logarithmus sieht man, dass auch I' ein Pfad ist, i.e. dass
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es eine Partition 0 = tg < t; < ...t, = 1 gibt, sodass v und I' auf (¢;,¢;,1) stetig
differenzierbar sind. Wegen

() Ao NG t € (titiv1) (3.74)
gilt somit
1 tiy1 /t 1 n— 1
i:O ti 7 i—0

Ist nun v ein Weg (d.h. nicht notwendigerweise stiickweise differenzierbar), so folgt
die Aussage aus der Homotopieinvarianz des Integrals zusammen mit Lemma 3.30.

ad (2): Wir zeigen die Stetigkeit an 0. Ist 0 ¢ v*, dann gibt es sogar eine Kreisscheibe
By.(0), welche v* nicht trifft. Fir z € B.(0) sei 0,(t) := 7(0) — tz die direkte
Verbindung von 7(0) nach v(0) — z. Wir verwenden wieder die Schreibweise v, (t) =
v(t) — z. Es sind dann v und o, 7, ¢, in C* zueinander FEP-homotop, wie man etwa
durch Betrachten der FEP-Homotopie 7(s,t) = 05, (t) 7s:(t) 5.(t) sicht. Wegen (1)
und der Homotopieinvarianz des Integrals gilt somit

1nd7(0):2im / %d(z%[/%dg+/%dg—/%dc]:indv(z). 0
os e o

027202

Bemerkung 3.42.

1. Sei 7 ein geschlossener Weg und R > 0 grofl genug, dann ist ([a, b]) € Bg(0).
C\7([a, b]) besitzt dann genau eine unbeschrinkte Komponente; ndmlich jene
Kompentente, welche C \ Bg(0) enthélt. Der Index von v auf dieser Kompo-
nente ist 0. Dies folgt unmittelbar aus der Integraldarstellung der Windungs-
zahl, kann aber auch ohne Schwierigkeiten direkt nachgerechnet werden (siehe
Ubungen).

2. Folgendes heuristische Prinzip hilft bei der praktischen Bestimmung des Index:
Kreuzt man einen Pfad, so erhcht sich der Index um eins bzw. verringert
sich um eins, wenn die Kurve im mathematisch positiven bzw. negativen Sinn
einfach durchlaufen wird, siehe [8, Satz 10.37].

3. Die Mengen
inty := {2z € C\n":ind,(2) # 0} bzw. exty:={z € C\y":ind,(z) =0}

heiBen das Innere bzw. AuBere von v und C = intyU~*Uexty ist eine disjunkte
Zerlegung von C.

4. v : la,b] — C heiit Jordan-Kurve, wenn + stetig differenzierbar und injektiv
auf (a,b) ist. Der Jordan’sche Kurvensatz besagt, dass C \ 7* aus genau zwei
Komponenten besteht, einer beschriankten und einer unbeschrinkten. Aus 1.
folgt, dass der Index in der unbeschrinkten Komponente 0 ist, aus 2. dass der
Index in der beschrinkten Komponente +1 ist,
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Beispiel 3.43.
1. Siehe die Pfade (i), (ii) und (iii) in Abbildung 5.
2. Sei y(t) = ¥ t €[0,1]. Dann ist I'(t) = int und

1 1 274 2mint 1
ind ., (0) = / UL — V- 5 —(2min - 0). (3.76)
0

271 g2mint i

Es ergibt sich aus Proposition 3.41 unmittelbar ein Zusammenhang zwischen Um-
laufzahlen und Homotopien.

Korollar 3.44. Sei D C C offen und v,n : [a,b] — D zwei in D FEP-homotope
geschlossene Wege. Dann gilt ind - (z) = ind,(z) fir alle z € C\ D.

Die Umkehrung, also dass man aus der Gleichheit der Windungszahlen auch Homo-
topie schlieflen kann, gilt i.A. nicht wie man aus folgendem Beispiel sieht:

Beispiel 3.45. Siehe Abbildung 6.

In einem speziellen Fall, ndmlich D = C* konnen wir jedoch mehr sagen.

Proposition 3.46. Seien v,n:[0,1] — C\ {2} zwei geschlossene Wege. Dann gilt
ind ,(z0) = ind ,(20) genau dann, wenn v und n FEP-homotop in C\ {2} sind.

Beweis. Sei oBdA. zy = 0. Wir wissen schon, dass FEP-homotope Wege denselben
Index haben. Seien also 7,7 zwei Wege mit ind ,(0) = ind ,,(0). Seien I'y, 'y Liftings
von 7, n mit selbem Anfangspunkt. Wegen

T'5(1) = T'5(0) + 2 ind . (0) = [';(0) + 27 ind , (0) = I'y(1) (3.77)

haben sie auch den selben Endpunkt und sind daher in C FEP-homotop. Ist 7 eine
solche FEP-Homotopie, dann ist exp ot eine FEP-Homotopie zwischen v und 7 in

Cx. O

In der Sprache der Fundamentalgruppen besagt Proposition 3.46 somit nichts an-
deres als m(C*) = Z. Der tieferen Grund, weshalb sich in C* Homotopie durch
Windungszahlen charakterisieren lasst, liegt in der Kommutativitét der Fundamen-
talgruppe 7 (C*). Wir wollen das im néchsten Abschnitt weiter herausarbeiten.

{111)

Abbildung 5: Umlaufzahlen verschiedener Pfade
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Abbildung 6: Nicht nullhomotoper Weg mit Umlaufzahl 0

3.5.2 Homologiegruppen

Fiir eine feste offene Menge D C C wollen wir die Bezeichnungen
So(D) :=C({0}, D), S1(D) = C([0,1], D), Sy :=C(Ay, D)

einfithren (A, := conv({0, €1, e2}) C R?} ist das zweidimensionale Simplex). Sy sind
somit Punkte, S; Wege und S, stetige Bilder von Dreiecken in D.

Definition 24. Sei D C C offen und v1,...,7% € S;, j = 0,1,2. Die formalen
Linearkombination mit Koeffizienten n; € 7

yi=ny 4. e (3.78)

heifien j-Ketten und werden mit C;(D) bezeichnet. C;(D) erhdlt damit die Struktur
einer abelschen Gruppe.

Bemerkung 3.47 (Z-lineare Fortsetzung). Ist ¢ : S;(D) — H eine beliebige Ab-
bildung in eine abelsche Gruppe H, j = 0,1,2. So kann man ¢ zu einem Homomor-
phismus C;(D) — H fortsetzen, indem man festlegt Y. n; v — > . n; ¢(7;).

Abbildung 7: Die Randoperatoren 0y und 0y

Wir konnen jedem o € Sy(D) eine 1-Kette 0y 0 € Cy(D) und jedem Weg v € S;(D)
eine 0-Kette 0y v € Co(D) wie folgt zuordnen:

Oyo = 0)[0,e1] T Olle1,e2] — T|[0,e2]> 017 = ’)/(1) — 7(0). (3.79)
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AufBlerdem fiithren wir die triviale Abbildung € : So(D) — Z ein, welche jedem = € D
den Wert 1 zuweist. 0; und 0, heissen Randoperatoren.

Die Randoperatoren 0y und 0 werden Z-linear fortgesetzt und ergeben sodann,
ebenso wie die Z-lineare Fortsetzung von €, Homomorphismen abelscher Gruppen

82 . CQ(D) — Cl<D), (380)
0 : Ci(D) — Co(D), (3.81)
e: Co(D) — Z. (3.82)

Eine j-Kette aus ker 0; heifit geschlossen bzw. j-Zyklus; die Elemente von im 0;
nennt man exakt.

Bemerkung 3.48.

1. Ein Weg ~ : [0,1] — D ist genau dann geschlossen, wenn (1) = (0) gilt, i.e.
v ist als Weg genau dann geschlossen, wenn v als 1-Kette geschlossen ist.

2. Ist f: D — C eine holomorphe Funktion, so ist die Z-lineare Fortsetzung der

Abbildung Iy : S1(D) — C mit

vHHW%—/ﬂdw (3.83)

ein Gruppenhomomorphismus C;(D) — C, den wir wieder mit /; bezeichnen
wollen.

3. Ist G ein Gebiet, so induziert wegen der Homotopieinvarianz des Integrals jedes
auf G holomorphe f auch einen Homomorphismus /; : m(G) — C vermoge

MHEWWz/WM& (3.84)

Da C abelsch ist, umfafit kerl; jedenfalls die Kommutatorgruppe
[m1(G), 1 (G)] von 7 (G).

Proposition 3.49. Die Sequenz von Homomorphismen abelscher Gruppen
C,(D) % ¢,(D) % ¢y(D) = Z, (3.85)
erfillt im Oy C ker 01 und im 0y C kere. Insbesondere gilt 0, o 05 = 0.

Definition 25. Zwei j-Zyklen heiffen homolog, wenn sie sich nur um einen ex-
akten j-Zyklus unterscheiden. Die Faktorgruppe Hy(D) := ker 0, /im 0y heifst erste
Homologiegruppe von D.

Definition 26. Ein Gebiet G C C heifit einfach homologisch zusammenhdingend,
wenn Hq(G) trivial ist.
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Bemerkung 3.50. Wenn das Integrations-Funktional I; auf allen exakten 1-Zyklen
verschwindet, liegt ein Gruppenhomomorphismus Iy : H;(D) — C vor. Fiir holomor-
phes f werden wir das in Satz 3.55 sehen. Insbesondere den Fall des Indexfunktionals,

ie. fur f(z) = %m.z_lzo mit 29 ¢ D werden wir spéter noch benétigen.

Es ist zu beachten, dass die erste Homologiegruppe im Unterschied zur ersten Ho-
motopiegruppe stets abelsch ist. Auch die Gruppenoperationen unterscheiden sich
grundlegend. Erst durch Integration von Vertretern einer Homotopie- bzw. Homo-
logieklasse entsteht ein Zusammenhang zwischen den beiden Konzepten.

Aufgrund obiger Bemerkung konnen wir jeden geschlossenen Weg ~ als 1-Zyklus
auffassen (denn 0,y = 0). Wir iiberlegen uns nun, dass diese Zuordnung nur von
der Homotopieklasse von ~ abhéngt.

Proposition 3.51. Sei G C C ein Gebiet. Die Abbildung X : m(G) — Hi(G) mit
(Y] — v+ im0, (3.86)

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Insbesondere sind homotope Wege stets
auch homolog.

Beweis. Seien 71,7, geschlossene homotope Wege mit Anfangspunkt z,. Wir kon-
struieren eine 2-Kette ¢ mit 0y & = 71 — 79, i.e. wir zeigen dass v; — 75 exakt ist und
X somit wohldefiniert ist.

Wir benétigen zuerst eine Abbildung, welche den Definitionsbereich [0, 1] x [0, 1]
einer Homotopie stetig auf das 2-Simplex A, abbildet. Das wird von © geleistet:

O4(t) == O(s,t) =t ((1 — s)eq + sea). (3.87)
Beachte das Randverhalten
@3(0) = O, @s<1) = (1 — 8)61 + S€a, @0(t> = t@l, @1(t> = t€2.

Nun ist © zwar nicht injektiv, wenn wir eine FEP-Homotopie 7 : [0,1] x [0, 1]
zwischen v, und v, haben, kénnen wir trotzdem eine stetige Abbildung o : Ay — D
definieren, indem wir setzen

o(O4(t)) := 7s(t). (3.88)

Wenden wir den Randoperator auf ¢ an erhalten wir

Dro = (t— 0g(1)) + (s — O,(1)) — (t — O4(1))
= 71o(t) + 75(1) — 71(¢)
=M+ €4 — Vo (3.89)

Berechnen wir den Rand der konstanten 2-Kette o'(t, s) := z, ergibt sich klarerweise
0y 0" = €,,. Somit ist 0 — ¢’ eine 2-Kette mit

Oy (0 —0') =7 — 7 €1m Os. (3.90)
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Wir weisen nun die noch die Homomorphie von X nach: Seien 7y, v, zwei Wege mit
71(1) = 72(0) und ~yp := 71 72 ihre Hintereinanderausfithrung. Wir konstruieren eine
2-Kette wie folgt:

_ J m(z+2y) falls =42y <1
o(@,9) = { oz +2y—1) falls a+2y>1 (3.91)

Da 00.e,] = V1, Oller,e0] = Y2 Und 0Jey,00 = Yo gilt, ist der 1-Zyklus 0, 0 = 71 + 72 — Y0
exakt, i.e. die 1-Zyklen ~; 4+ 75 und vy sind homolog. Also ist

X([][72]) = X([7]) = x([n]) + X([72])-

Es bleibt noch, die Surjektivitit nachzuweisen. Wir haben gerade nachgerechnet,
dass unter der Einbettung

X : S1(G) — C1(G) (3.92)

alle nullhomotopen Wege auf exakte 1-Zyklen abgebildet werden und sich diese Ab-
bildung sogar zu X : m1(G) — Hi(G) faktorisieren ldsst. Das bedeutet aber, dass fiir
jeden geschlossenen Weg v, die Klasse v 4+ im 0 als Bild auftritt. Wir sind fertig,
sobald wir gezeigt haben, dass jede Klasse in H;(G) einen Repréisentanten besitzt,
der ein geschlossener Weg ist. Das ist eine einfache Ubungsaufgabe. O]

Korollar 3.52. Ist ein Gebiet G C C einfach zusammenhdngend, so ist G auch
einfach homologisch zusammenhdngend.

Um den Kern des Gruppenhomomorphismus Y zu identifizieren ist noch etwas Ar-
beit notig. Den Beweis der nachstehenden Aussage miissen wir daher noch etwas
verschieben.

Satz 3.53. Sei G C C ein Gebiet. Der Kern des Gruppenhomomorphismus X :
m(G) — Hi(G) ist die Kommutatorgruppe [m1(G), m(G)] von m(G). Insbesondere
gilt Hi(G) = m(G)/[m(G), m(G)].

Beispiel 3.54.
1. Ist G ein Gebiet mit abelscher Fundamentalgruppe, so gilt H,(G) = m (G).
2. Ist G =C\{ay, as, ..., a,} die n-fach gepunktete Ebene, dann gilt H(G) = Z".

3. Sei C\ {—1,1} die doppelt-gepunktete Ebene und 7 der geschlossene Weg aus
Beispiel 3.45. Sei a := 0B;(1) ein Kreis um das eine Loch und b := 0B, (—1) ein
Kreis um das andere Loch. Dann ist v zum Kommutator aba='b~! homotop,
welcher nicht nullhomotop ist. Nach dem gerade gezeigten Satz ist v aber (wie
jeder andere Kommutator auch) nullhomolog.

Ist z ¢ D, dann ist die Funktion f,({) := %m Ciz holomorph in D und wir kénnen

jeden 1-Zyklus v € Ci(D) nach f, integrieren. Das Integrations-Funktional [y, ist
daher eine Fortsetzung der Indexfunktion ind ,(z) von S;(D) auf C;(D).
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Definition 27. Sei D C C offen und v = n1y1 + ... + ngye ein 1-Zyklus. Bild und
Index eines 1-Zyklus sind definiert durch ~v* :=J;_, v bzw.

— n; d " .
ind . (z) =11 (7) = Z 27;1, / c —Cz’ fir z ¢ ~". (3.93)
=1 i

Wie jedes Integrationsfunktional ist ind ,(z) ein Homomorphismus C;(D) — C. Wir
iiberlegen nun, dass ind (%) sogar ein Homomorphismus H;(D) — C ist.

Satz 3.55. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und I; : Ci(G) —
C das Integrations-Funktional. Dann gilt ker Iy O im0y, d.h. Iy verschwindet auf
allen exakten 1-Zyklen. Insbesondere wird ein Homomorphismus Iy : Hi(G) — C
induziert.

Beweis. Wir fixieren einen Punkt zo und wahlen fiir jedes z € G einen Weg «., der
2p mit z verbindet. Sodann identifizieren wir fiir den Rest des Beweises 71 (G) und
(G, z0). Betrachte jene Abbildung u, die einem Weg v € S;(D) die Nebenklasse

v = [ay0) v dn)] + [m(G), m(G)] (3.94)

in der Faktorgruppe m(G)/[m1(G), 71 (G)] zuordnet. Da diese Faktorgruppe abelsch
ist, kénnen wir nach Bemerkung 3.47 die Z-lineare Fortsetzung betrachten und erhal-
ten einen Gruppenhomomorphismus Ci(G) — m1(G)/[m1(G), m1(G)], den wir wieder
mit p bezeichnen wollen. Auf einem 1-Zyklus wirkt p dann wie folgt:

oy H[%m) Vi Gy ]+ [T (G), T (G)]. (3.95)

Wir argumentieren nun, dass g auf im0y verschwindet. Sei dazu o € Sy(D). Es
lasst sich explizit eine FEP-Homotopie zwischen den Wegen o/, ;] G1[0,e5] 7)[0,e;] Und
Eo(e;) angeben (siehe dazu [1, 74 pp.]). Da p und 0, Homomorphismen sind, gilt also
tatséchlich ker p O im 0s.

Sei nun vy = > ;i ein 1-Zyklus (i.e. eine geschlossene 1-Kette). Die Komposition
I op: Hi(G) — C ist wohldefiniert:

C1(G) & m(G)/Im(G), m(G)] % . (3.96)

Nach dem gerade Gezeigten ist ndmlich einerseits ker y 2 im d5, und andererseits
ker It D [m1(G), m1(G)], weil C ja abelsch ist. Wir wenden diese Komposition auf die
Homologieklasse v + im d, an:

E o (7 + 1im 82) = Z n; E([a%(O) Vi OA"Yi(l)D

=Y il o) + Y i li(w) = > milg(aym).  (3.97)
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Im folgenden erweist sich die Notation I(z) := {i : (0) = z} und J(z) := {i :
vi(1) = z} fiir Anfangs- und Endpunkte der im 1-Zyklus v vorkommenden Wege als
zweckméfig. Dass v geschlossen ist, bedeutet gerade

o= m (3.98)

i€l(z) i€J(z)

fiir alle z € G. Somit kiirzen sich in (3.97) die erste und letzte Summe weg und wir
erhalten

Trop(y+imd,) = an Ii(w) = I; (7). (3.99)

Somit ist I o u = I;. Insbesondere gilt ker I; D ker 1 2 im 0s. m

Korollar 3.56. Ist G C C einfach homologisch zusammenhdngend, so ist jede in G
holomorphe Funktion integrabel. Insbesondere besitzt jedes holomorphe f : G — C*
einen holomorphen Logarithmus in G.

Beweis. Nach dem gerade gezeigten Satz ist 5% f dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg

~vin D. Nach Satz 3.5 ist f daher integrabel. Ist f nullstellenfrei, so ist fTI holomorph
und besitzt daher eine Stammfunktion F', welche bis auf eine additive Konstante ein
Logarithmus von f ist. O

Satz 3.57. Sei G C C ein Gebiet. Ein 1-Zyklus v € C1(G) ist genau dann exakt,
wenn ind ,(2) =0 fir alle z € C\ G.

Beweis. Ist v exakt, so besagt Satz 3.55 fiir f,(¢) := ﬁciz’ ind(z) = I, (y) =
0 gilt. Sei daher v ein 1-Zyklus mit ind ,(z) = 0 fiir alle z € C\ G. Wir konstruieren
einen 2-Zyklus ¢ mit 0, 0 = 7. Dabei geniigt es, wenn wir uns auf spezielle 1-Zyklen
7 beschranken (Das sind 1-Zyklen die Linearkominationen von Pfaden sind, die nur

vertikal oder horizontal verlaufen. Jeder Weg ist namlich zu einer Verkniipfung von
solchen Pfaden FEP-homotop in G, vgl. Lemma 3.30).

Seien also ag < a; < ... < a, die Projektionen der End- bzw. Anfangspunkte von ~
auf die horizontale Achse, und by < b; < ... < b, die Projektionen auf die vertikale
Achse. Wir kénnen somit oBdA. annehmen, dass jeder Summand in v := Y, ng v
von der Form [a;, a;11] x {b;} oder {a;} x [bj,b;11] ist. Mit @); ; bezeichnen wir das
Rechteck [a;, a;1] X [bj, bj41]. Wir definieren nun auf Q;; die 2-Kette ¢; ; = ¢; ; +¢7
wie folgt:
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Sei z;; € QF;. Setze 7' 1= }_ind,(z;;) O2(c;;). Dann ist 7" klarerweise der Rand
irj

einer 2-Kette in UZ ; Qi j- Wir zeigen, dass +' sogar der Rand einer 2-Kette in G ist.
Dazu geniigt es offenbar fiir alle Indexpaare (¢, j) mit ind (2 ;) # 0 zu zeigen, dass
Qi; € G. Angenommen es gibt in einem solchen @); ; einen Punkt z mit z ¢ G, dann
folgt wegen der Voraussetzung ind () = 0. Da ind ,(-) aber lokal konstant auf Q
ist, ist das ein Widerspruch zu ind ,(z; ;) # 0.

Es bleibt zu zeigen, dass v = +/. Die Differenz v — +' ist von der Form anp Op,
wobei die o, horizontale oder vertikale Segemente sind, die sich hochstens in ihren
Endpunkten treffen. Sei oBdA. o0, ein vertikales Segment, etwa der gemeinsame
vertikale Rand der Rechtecke @;,_1, und @, j,. Betrachte die 1-Kette

V' = (7 =) A 1y OaCig o) (3.100)

Es gilt dann ind (2, j,) = np, und ind 4 (z;,-1,,) = 0. Beachte, dass der 1-Zyklus
ny, 02(¢iy j,) den Term —ny, 0, enthélt. Somit kommt in 4" das Segment o,, mit
Vielfachheit (n,, — n,,) = 0 vor. Es liegen daher Qf _, ; und Qf , in der selben
Komponente von C \ 7", woraus n,, = ind.»(z;, ;) = ind.»(z;,-14,) = 0 folgt.
Somit ist v = /. ]

Wir sind nun endlich in der Lage den genauen Zusammenhang zwischen Homotopie-
und Homologiegruppe herzustellen.

Beweis von Satz 3.53. Wir betrachten nochmals die Abbildung aus Satz 3.55
$1(G) 37+ [0 7 dyn] + [ (G), m(G)] (3.101)

und ihre Z-lineare Fortsetzung i : C1(G) — 71 (G)/[m1(G), m1(G)]. p ist trivalerweise
surjektiv. Wir haben bereits gesehen, dass ker 1 O im Jy. Aus Satz 3.57 folgt nun,
dass ker i = im 0. Wir haben daher einen Isomorphismus

p Hi(G) — m(G)/[m(G), m(G)]. a

3.5.3 Globaler Cauchy’scher Integralsatz

Ab sofort verwenden wir die Bezeichnung nullhomolog fiir die beiden dquivalenten
Eigenschaften aus Satz 3.57 und sagen zu einem 1-Zyklus nur kurz Zyklus. Wir for-
mulieren und beweisen nun die angekiindigte allgemeine Fassung des Cauchy’schen
Integralsatzes.

Satz 3.58 (Cauchy). Sei D C C offen, f: D — C holomorph und 7 ein nullhomo-
loger Zyklus in D. Dann ist fir zo € D \ ~*

1 fR)

2mi J, 2 — 20

dz = ind (z0) f(20). (3.102)
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Beweis. Definiere
fl(z) falls z=w,

g(z,w) = (3.103)
% falls z # w.
Dann ist g : D x D — C stetig und in jeder der beiden Variablen holomorph
(Ubungsbeispiel). Wir setzen nun

1
h(z) = 5 ]{g(z,w) dw falls ze€ D,
1
h(z) = —]{ f(w) dw falls z € exty. (3.104)
2m J, w — 2

h ist auf ganz C erklédrt, denn da ~ in D nullhomolog ist, ist fiir z ¢ D der Funkti-
onswert h(z) durch (3.104) definiert. & ist auch wohldefiniert, denn fiir z € D \ ~*
mit ind ,(2) = 0 gilt

1 B flw) — f (2)
5 g(z,w) dw —27” - dw (3.105)
f Sfw) 1 ]{ 1
— — . 1
" 2mi -z dw = /(z) 2 J,w—z dw (3-106)
—ind, (2)

Wir zeigen nun, dass h holomorph ist: auf der offenen Menge ext v ist die Funktion
h sicherlich holomorph, denn ihre Ableitung dort ist durch ﬁ f / (“’ > dw gegeben.
Ebenso ist h auf D zumindest stetig. Um die Holomorphie in D Zu zelgen reicht es
nach dem Satz von Morera, dass es um jeden Punkt z5 € D eine kleine Kreisscheibe
B,(zy) gibt, sodass das Integral von h ldngs eines jeden Dreiecks A C B, (zg) ver-
schwindet. Mit dem Satz von Fubini (g ist auf Kompakta in D x D integrierbar)
erhalten wir nun

j{ dz—%j{j{ zwdwdz—%]{j{ (z,w)dzdw = 0, (3.107)

0A 0A v 0A

aus dem Lemma von Goursat, da die Funktion z +— g¢(z,w) in D holomorph ist. h
ist also eine ganze Funktion. AuBerhalb eines geniigend grofien Kreises Bg(0) 2 v*
gilt

1 L .
—,fmdw <L) I (3.108)
2mi S, w — 2 2 dist(z, ")
Somit ist A nach dem Satz von Liouville iiberall 0. Das bedeutet
1
ozfj{de_Lf{de_ O
21 LW =2 271 LW =2z

Ist f: G — C holomorph, so kénnen sich die Nullstellen von f nur am Rand von G
héufen. Insbesondere kann eine kompakte Teilmenge K C G nur endlich viele Null-
stellen enthalten. Wir kénnen dort durch wiederholte Anwendung von Bemerkung
2.31 schreiben

f(2)=(z—a)"- ... (z—an)™g(z) (3.109)
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wobei a; die mit Vielfachheiten gezédhlten Nullstellen von f in K C G und g eine in
G holomorphe und in K C G nullstellenfreie Funktion ist. Logarithmisches Ableiten

ergibt
f'(2) k1 k., J'(2)
= + ...+ + . 3.110
o) rma a0 (3410
Satz 3.59 (Nullstellenzéhlendes Integral). Sei G C C ein Gebiet, v ein in G null-
homologer Zyklus, f : G — C holomorph und auf v* nullstellenfrei. Sind aq,. .., a,
die Nullstellen von f in int~y und ist k; die Vielfachheit der Nullstelle a;, dann gilt

M dz = zn:kz ind - (a;). (3.111)

2mi [, f(2)

Beweis. Wir verwenden die Darstellung (3.110). Nach Cauchy i

Zi =ind , (a;)
und da £ holomorph und v nullhomolog in D ist, gilt j; 9&) g = 0. O

Definition 28. Ein geschlossener Weg v : [0,1] — C heifit einfach geschlossen,
wenn ind (-) nur die Werte 0 und 1 annimmdt.

Jeder Punkt im Inneren eines einfach geschlossenen Weges hat also Index 1. Insbe-
sondere sind einfach durchlaufene positiv orientierte Kreise einfach geschlossen.

Bemerkung 3.60. Ist v cin einfach geschlossener Weg, so gibt - 5 5& f{Z()Z) dz nach

dem Satz vom nullstellenzéihlenden Integral genau die Anzahl der a-Stellen in int
an.

Satz 3.61 (Satz von der Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und f : G — C
holomorph. Dann ist f konstant oder offen. Insbesondere ist f(G) einpunktig oder
ein Gebiet.

Beweis. Sei f nicht konstant. Wir zeigen, dass f lokal offen ist, i.e. fiir jeden Punkt
2o € G und jede Umgebung U von zj gibt es ein € > 0, sodass f(U) eine Kreisscheibe
B.(f(z0)) enthélt. Da eine offene Menge Umgebung von jedem ihrer Punkte ist, folgt
daraus die Offenheit von f.

Wir nehmen zunéchst an, dass f nur einfache a-Stellen hat. Sei also 2, eine einfache
a-Stelle und 6 > 0 so, dass Bas(z9) ganz in G liegt. Durch weiteres Verkleinern von
0 kénnen wir erreichen dass zy dort die einzige a-Stelle von f ist und f’ dort nicht
verschwindet.

Setze 7 := 0Bs(zo) und betrachte o := fo~. Da z; die einzige a-Stelle ist, gilt a ¢ o*
und wir kénnen sogar eine Kreisscheibe B.(a) finden, die in der selben Komponente
von C\ o* liegt wie {a}. Auf dieser Kreisscheibe ist der Index ind ,(a) natiirlich
konstant. Wir wollen diesen Index nun berechnen:

) 1
ind ,(a) = 57 f e j{ o) - ad =1, (3.112)

[
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denn wegen Bemerkung 3.60 ist der letzte Ausdruck gleich der Anzahl der a-Stellen
in Bs(zo). Es gibt daher zu jedem « € B.(a) genau ein z € Bs(zp) mit f(z) = «, i.e.
f(Bs(20)) 2 B:(a).

Nun zum allgemeinen Fall k-facher a-Stellen: Sei 2, eine k-fache Nullstelle von
f(2) — a, dann gibt es nach dem Satz von der holomorphen Wurzel eine holomorphe
Funktion h mit f(2) —a = h(z)*, welche an z, eine einfache Nullstelle besitzt. Sei U

eine Umgebung von zy. Nach dem bereits Bewiesenen enthélt h(U) eine Kreisscheibe
B.(0), also enthélt f(U) eine Kreisscheibe B.x(a). O

Satz 3.62 (Satz von der Umkehrfunktion). Sei G C C ein Gebiet und f : G — C
holomorph und injektiv. Dann ist f~': f(G) — G ebenfalls holomorph.

Beweis. Die Umkehrfunktion f~1: f(G) — G ist wegen des Satzes von der Gebiet-
streue jedenfalls stetig. Der Beweis der Aussage fiir den Fall, dass f eine nirgends
verschwindende Ableitung hat, ist ein Ubungsbeispiel.

Wir nehmen nun an, dass zy € G eine Nullstelle von f’ in G ist. Durch Vor- bzw.
Nachschalten einer Translation konnen wir oBdA. annehmen, dass zp = 0 und z
sogar k-fache Nullstelle von f, mit k > 2, ist. Es gibt dann nach dem Satz von der
holomorphen Wurzel eine holomorphe Funktion g : G — C mit f(z) = g(2)", welche
an 2y = 0 eine einfache Nullstelle besitzt. Wegen des Satzes von der Gebietstreue
enthélt g(G) eine Kreisscheibe B, (0). Auf dieser Kreisscheibe ist aber die Potenz-
funktion z +— 2* nicht injektiv, mithin kann auch f(z) = g(2)* nicht injektiv sein.
Widerspruch. O
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4 Ganze und meromorphe Funktionen

4.1 Singularitidten und Laurent-Reihen

Ist D C C offen und f : D — C eine holomorphe Funktion, so heiflen die isolierten
Punkte des Komplements C \ D die isolierten Singularitéiten von f. Eine isolierte
Singularitét ist also ein Punkt zp, an dem f zwar nicht definiert ist, um den es aber
eine offene Kreisscheibe gibt, worin er der einzige nicht zum Definitionsbereich D
gehorige Punkt ist. Man unterscheidet drei Typen von isolierten Singularitéiten:

Definition 29. FEine isolierte Singularitit zo einer holomorphen Funktion f: D —
C heifst

1. hebbar, wenn f durch geeignete Festsetzung von f(zy) zu einer holomorphen
Funktion auf D U {zy} wird.

2. Pol, wenn sie nicht hebbar ist, aber ein k € N existiert, so dass (z — 29)* f(2)
eine hebbare Singularitit bei zy hat. Das kleinste derartige k heifit die Ordnung
des Poles.

3. wesentlich, wenn sie weder hebbar, noch ein Pol ist.

Ist f eine ganze Funktion, so sagen wir, dass f bei oo eine hebbare Singularitit bzw.
einen Pol bzw. eine wesentliche Singularitdt hat, wenn z5 = 0 diese Eigenschaft fiir

die Funktion f*(z) := f(z7') hat.

Beispiel 4.1.
1. f(z) = <! hat an 0 eine durch 1 hebbare isolierte Singularitét.
2. f(z) = Ze:n—jj hat an 0 einen Pol m-ter Ordnung.

3. f(z) = €* hat an oo eine wesentliche Singularitét.

Definition 30. Sei D C C offen, D O A abgeschlossen und f : D\ A — C stetig
bzw. holomorph, so heisst f stetig bzw. holomorph nach A fortsetzbar, wenn es eine
in D stetige bzw. holomorphe Funktion f D — C gibt mit f|D\A = f.

Satz 4.2 (Riemann’scher Fortsetzungssatz). Sei D C C offen und f : D\ A — C
eine holomorphe Funktion. Ist A C D eine abgeschlossene Menge isolierter Singu-
laritdten, dann sind dquivalent:

1. f ist holomorph nach A fortsetzbar.
2. f st stetig nach A fortsetzbar.

3. f st in einer Umgebung U C D eines jeden Punktes zo € A beschrinkt.
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Beweis. Wir zeigen, wie aus Aussage (3) die Aussage (1) folgt: Da nach Definition
A diskret ist, konnen wir oBdA. annehmen, dass A nur den Punkt z, enthélt. Wir
betrachten die Funktion

o(2) = { (z—20) f(2) fir z# 2 (@1)

0 fir z =2

g: D — C ist stetig, da f um 2y beschrénkt ist. Die Funktion h(z) := (2 — 20) g(2)
ist somit holomorph, denn an zy gilt ja lim,_,,, %ZEZO) = g(z0) = 0, und kann

daher um zj in eine Taylorreihe entwickelt werden:

oo o0
5 an(z — 20)" = (2 — 2)? E apa(z — 20)" (4.2)
n=2 n=0

(Beachte h(zp) = h'(z9) = 0). Damit ist aber die holomorphe Fortsetzung von f
nach D durch die Reihe Y07 a,42(z — 20)™ gegeben. O

Korollar 4.3 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz). Der Punkt z ist genau dann ei-
ne hebbare Singularitit einer in D \ {zo} holomorphen Funktion f, wenn es eine
Umgebung U C D wvon zy gibt, so dass f in U \ {zo}beschrinkt ist.

Die Holomorphie einer Funktion kann also hochstens von Polen oder wesentlichen
Singularitdten unterbunden werden. Im letzteren Fall dafiir aber sehr kréftig:

Proposition 4.4 (Casorati-Weierstrass). Ist f : D — C eine holomorphe Funktion
und zy eine wesentliche Singularitit von f, dann liegt fiir jede (noch so kleine)

Kreisscheibe B:(zg) das Bild f(B:(z0) \ {z0}) dicht in C.

Beweis. Angenommen es gibe eine Umgebung U C D von 2z, so dass f(U \ {z0})
nicht dicht in C liegt. Dann gibt es also ein wy € C und eine Kreisscheibe B, (wy)
mit r > 0, sodass f(U \ {z0}) N B,(wy) = 0. Da dann dort |f(z) — wg| > r, ist die

Funktion .

g9(z) = 702 = wo

in U \ {20} holomorph und beschriankt. Nach dem Riemann’schen Fortsetzungssatz
ist sie zu einer holomorphen Funktion auf ganz U fortsetzbar. Wére g(z9) # 0, so
wire wegen (4.3) zo eine hebbare Singularitdt fiir f. Ist hingegen zy eine Nullstelle
k-ter Ordnung von ¢, dann hat

(4.3)

f(z) = P + wy. (4.4)

einen Pol k-ter Ordung in zy, was ebenfalls ein Widerspruch zur Voraussetzung ist,
dass sich dort eine wesentliche Singularitéit befindet. O

Bemerkung 4.5. Aus dem Satz von der Gebietstreue folgt, dass f(B:(z0) \ {z0})
sogar stets eine offen dichte Menge ist.
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Korollar 4.6.

1. Ist f eine ganze Funktion welche kein Polynom ist, so gibt es zu jeder Zahl
w € C eine Folge z, in C mit lim |z,| = oo und lim f(z,) = w.

n—oo

2. Ist f eine ganze Funktion, welche eine stetige Fortsetzung auf C, besitzt, i.e.
fiir die |lim f(2) existiert, dann ist f ein Polynom.

z|—o00

Beweis. 1. folgt aus dem Satz von Casorati-Weierstrass, wenn wir gezeigt haben,
dass f eine wesentliche Singularitédt bei oo besitzt.

Sei also f* : C* — C mit f*(z) := f(z7!) und 2y = 0 lediglich ein Pol von
[, etwa der Ordnung ky. Da f eine iiberall konvergente Potenzreihen-Entwicklung
f(2) =>" a,z" besitzt kénnen wir fiir k > kg schreiben

k

2 () = 2 i apz " = Z Qp_n?". (4.5)
n=0

n=—oo

Aufgrund der Existenz von Stammfunktionen gilt daher

k
0= ]{zk f(2)dz = Z ak_nfz" dz = 270 ag41. (4.6)

n=—oo

Somit verschwinden fast alle a,, i.e. f ist ein Polynom. Aussage 2 folgt nun direkt
aus 1. u

Um eine isolierte Singularitét lasst sich eine holomorphe Funktion zwar im allgemei-
nen nicht in eine Potenzreihe entwickeln, wohl aber in eine sogenannte Laurentreihe.
Unter einer Laurentreihe um z, versteht man eine Reihe der Form

[e.9]

Z an(z — 29)", (4.7)

n=—oo

oder, genauer, das Paar der beiden Reihen

Z a_n(z—20)" " und Z an(z — 20)" (4.8)

welche Haupt- und Nebenteil der Laurentreihe genannt wird. Dementsprechend heif3t
eine Laurentreihe konvergent, wenn das fiir beide Teilreihen zutrifft. Es gibt stets
eine Kreisring um 2, aulerhalb dessen die Laurentreihe divergiert und auf dessen
kompakten Teilmengen sie gleichméflig und absolut konvergiert. Kreisringe wollen
wir im weiteren mit A, r(z9) := {z : r < |z — 20| < R} abkiirzen.

Satz 4.7 (Entwicklungssatz von Laurent). Ist D C C offen, f: D — C holomorph
und zo eine isolierte Singularitdt von f. Dann ldsst sich f um jeden Kreisring mit
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A, r(z) C D in eine konvergente Laurentreihe entwickeln. Fiir z € A, r(20) und
r<p<R gilt

0= |55 § g | e (1.9

2mi — 2p)
8Bp(ZO)

n=—oo

Beweis. Der Zyklus v := 0Bg(zy) — 0B,(%0) ist nullhomolog in A, g(z) und der
Cauchy’sche Satz liefert

f(2) = = 7{ %dg—% jf %dg. (4.10)

OBRr(z0) 0B, (zo)

Sei ' :=r+4 ¢ und R := R — e. Das erste Integral auf der rechten Seite von (4.10)
entwickeln wir fiir ¢ € 0Bg(20) und |z — 29| < R’ wie im Satz von Cauchy-Taylor zu

! O .~ L £(0) o
2mi j{ C_ZdC—nZ:O omi ?{ (C_ZO)anC ( 0)" (4.11)

OBR(20) 0BRr(20)

Um das zweite Integral auf der rechten Seite von (4.10) zu entwickeln, schreiben wir

nun
1 1 1 1 —(¢(—=\"
_ _ __ }M (4.12)
C—2z z—21-552 2z—2z z— 2

Z—20 n=0

und beachten, dass die geometrische Reihe gleichméfig und absolut fiir ¢ € 0B,.(20)
und |z — 2| > r’. konvergiert. Wir diirfen somit wieder Integration und Summation
vertauschen und erhalten

1
—20)"d( | ———. (4.13
o § ILac- Z 5§ HOC— | . (413)
831« 20) aBr(ZO)
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Integrale zm f(’)B (x0) — 20)*d¢, k € Z,

nicht von r < p < R abhingen. Das ist aber eine emfache Konsequenz aus dem
Cauchy’schen Satz, denn die Kurven 0B, sind alle in A, z(2p) homolog zueinander.
O

Bemerkung 4.8. Die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung sind durch (4.9) ein-
deutig bestimmt, da sich aus ihnen z.B. die Fourier-Entwicklung der Funktion
fr i@ f(z0 + re’?) analog zur Gutzmer’schen Formel herleiten lisst.

Beispiel 4.9. f(z) = e+ hat um z, = 0 die in C* konvergente Laurententwicklung

i nl (4.14)

N\H
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Ist die Funktion f im Kreisring A, r(zp) holomorph und ist > a, (z — 2p)™ dort ihre
Laurent-Entwicklung, so gilt

| 1@ =2miay (4.15)

0B (z0)

Wir wollen diese Beobachtung im néchsten Abschnitt weiter ausbauen.

4.2 Residuenkalkiil

Wir benotigen zunéchst eine einfache Konstruktion Sei D C C offen und zq, ..., 2z,
endlich viele paarweise verschiedene Punkte in D. Es gibt dann zu jedem Zyklus
v :[0,1] = D\ {#,...,2,} ein hinreichend kleines £ > 0, sodass v zum Zyklus

ind (21) 0B.(21) + ... +ind ,(2,) 0B:(zy) (4.16)

in D homolog ist. (Dass dem wirklich so ist, folgt daraus, dass v und der Zyklus aus
(4.16) die selbe Indexfunktion in C\ D haben.)

Definition 31 (Residuum). Sei D C C offen, f : D — C holomorph und z, eine
isolierte Singularitdt von f. Der Koeffizient a_y der Laurent-Entwicklung von f um
2o heifft Residuum res f(2p).

Satz 4.10 (Residuensatz). Sei D C C offen und f : D — C holomorph aufer an
den isolierten Singularititen z1, ..., z,. Ist v : [0,1] — D ein nullhomologer Zyklus,
dann gilt

n

/f(z) dz = 2mi Zindv(zi) res £(z;). (4.17)

i=1

Beweis. Sei Y oo a,(;)(z — z;)¥ die Laurent-Entwicklung von f um z;. Dann gilt

/ £(2) dz:lzj;inm(zi) j[ £(2) dz (4.18)

vy - OB:(z;)
- Zindv(zi) Z f a,(;)(z —z)*dz. O
i=1 k=—o00 9B. (%)

[ J/
-~

=2mi res f(z;)

Zur Berechnung von Residuen kann hilfreich sein:

Proposition 4.11. Sei D C C offen und g : D — C holomorph. Ist f : D\{z} — C
holomorph und hat an zy einen einfachen Pol dann ist

res r4(20) = g(20) res ¢(z0). (4.19)

67



Proposition 4.12. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und z, eine einfache
Nullstelle von f. Dann hat % an zg einen einfachen Pol und es gilt

-1

res 1/7(20) = (f/(Z(J))

Proposition 4.13. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und zy eine k-fache
Nullstelle von f. Dann hat fT an zog einen einfachen Pol und es gilt

(4.20)

res g1/ ¢(20) = k. (4.21)

Beweis von Proposition 4.11-4.13. Nachrechnen.

Beispiel 4.14. Gesucht ist das reelle Integral ffooo xQdfaz. Die Funktion f(z) = Pl
ist holomorph in ganz C mit Ausnahme der beiden einfachen Pole an z = +ia.
Dort gilt res ¢(+ia) = j:ﬁ. Sei vr der geschlossene Halbkreisbogen in der oberen

Halbebene mit Radius R. Dann gilt nach dem Residuensatz

R d T - it
ori tes p(ia) = / f(z)dz = / S / _Hiem (4.22)
TR 0

_p T?+ a? R2%e2it 2

Wegen | R%e%® 4 a?| > R? — a? ist das letzte Integral betragsméBig beschriinkt durch

R;r—faQ. Lassen wir also R — oo ergibt sich

g = 27i res ¢(ia) = lim f(z)dz = /OO d—w (4.23)

4.3 Meromorphe Funktionen

Definition 32. Ist G C C ein Gebiet und f : G — C eine bis auf Pole und hebbare
Singularititen holomorphe Funktion, so nennt man f meromorph.

Eine Funktion ist also genau dann meromorph, wenn sie lokal der Quotient von zwei
holomorphen Funktionen ist. Dass diese Aussage auch global gilt, werden wir mit
Hilfe des Weierstrass’schen Produktsatzes sehen.

Zuvor fassen wir einige niitzliche Fakten iiber unendliche Produkte zusammen. Zur
Erinnerung: Ein unendliches Produkt [[ ", a, konvergiert genau dann, wenn die
Folge der partiellen Produkte p,, := [[;_, a; konvergiert. Um Triviales zu vermeiden,
fordern wir a,, # 0 fiir alle n € N und interessieren uns nur fiir Grenzwerte ungleich
0. Eine notwendige Bedingung fiir diese Konvergenz ist dann lim a, = 1.

n—oo

Lemma 4.15. Sei ln der Hauptzweig des komplexen Logarithmus und (a,)3, eine
Folge komplexer Zahlen.

1. Sei Rea,, > 0. Das unendliche Produkt [~ a, konvergiert genau dann gegen
einen Grenzwert # 0, wenn Y Ina, konvergiert.

2. Sei Rea, > —1. Die unendliche Reihe Y " In(1+4a,) konvergiert genau dann
absolut, wenn Y > a, absolut konvergiert.
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Beweis. Folgt aus der Tatsache, dass bei 1. fiir grofie n stets a, € By/2(1) und bei
2. a, € B1/2(0) gelten muss. Fiir Details dieser elementaren Rechnung siehe z.B. [2,
Proposition 5.2 und 5.4]. O

Lemma 4.16. Ser X C C beliebig und f, : X — C eine Folge gleichmafig gegen f
konvergenter Funktionen auf X. Wenn Re f auf X beschrdnkt ist, dann konvergiert
auch die Funktionenfolge exp(f,) gleichmdfig auf X gegen exp(f).

Beweis. Sei || f, — fllx < 6 mit (¢° — 1) < &, dann ist
lef —ef||lx = [lef||lx - [|le¥~) —1]||x < ellRefllx ¢, [

Proposition 4.17. Sei D C C offen und f, : D — C eine Folge holomorpher
Funktionen, sodass Y f, gleichmaf$ig und absolut auf Kompakta konvergiert. Dann

existiert der Grenzwert
o0

F@) =] (1 + fa(2) (4.24)
n=1
und stellt eine in D holomorphe Funktion dar. Auferdem gibt es einen Index nyg,
sodass fir jede Nullstelle z € D von f gilt, dass fiir einen Index n < ngy der Faktor
(1+ fn(2)) verschwindet.

Beweis. Wir zeigen, dass das unendliche Produkt (4.24) gleichméBig auf Kompak-
ta konvergiert. Da alle Faktoren holomorph sind, muss dann auch der Grenzwert
holomorph sein (vgl. Ubungsbeispiel).

Sei K C D kompakt. Aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz von > f,, gibt es
einen Index ng, sodass |f,(z)| < % fiir alle n > no und z € K. Insbesondere
ist dann Re(1 + f,(2)) > 0 und daher konvergiert [[2, (1 + f.(2)) genau dann,
wenn Y In(1 + fu(2)) konvergiert. Letzteres ist wegen Lemma 4.15.1 der Fall.
Als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen ist Y " In(1+ f.(z)) auf K be-
schrankt. Nach Lemma 4.16 konvergiert daher auch

exp (Z In(1 —I—fn)> = H (1+ fulz)). (4.25)

n=ngo n=no

Gilt nun

0=f(2) = (14 fi(2)) ... (1 + frg-1(2)) exp (Z In(1+ fn)> (4.26)

n=ng
20
muss also einer der Faktoren (1 + f,,(z)) mit n < ng verschwinden. O

Definition 33. Die ganzen Funktionen

B 1—2z fir p=1
Ep(z)—{ (1—z)exp(2f;1l%) fir p>1

heiffen Elementarfaktoren.

(4.27)
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Bemerkung 4.18.

1. Jeder Elementarfaktor F, hat genau eine Nullstelle: ndmliche eine einfache
Nullstelle an z = 1.

2. Die Ableitung ist gegeben durch E/(z) = — 2P~ exp (z + % +...+ fj)

Es wird sich im folgenden auch als niitzlich erweisen, dass wir fiir |z| < 1 die Funktion
In(1 — 2) in ihre Taylorreihe — "> | £ entwickeln kénnen. Es gilt damit némlich

n=1
InE,(z) = — i % (4.28)
n=p
und daher |E,(2)| = |exp ( — i %)| = exp < — Rei Z—:)
n=p n=p
> exp ( = %) = B,(z)).  (4.29)
n=p

Lemma 4.19.

1. Sei 0 < |z| < 1. Dann gilt |1 — E,(2)] < |z/P.

2. Sei 0 < |z| < &. Dann gilt —1—27]2\7’ <In|E,(2)| < |z|P.
Beweis. ad (1): Sei

Ep(z) =1+ ) a2 (4.30)
k=1

die Taylor-Entwicklung von E, um 0. Aus der Darstellung

22 2Pl >
E(z)=—2"""exp (2 + > +...+ . 1) = Z kapz 1 (4.31)
n=1
lesen wir ab, dass a; = ... =a,_; = 0 und a4 < 0 fiir £ > p (denn die Koeffizienten
in der Entwicklung von exp (z +2+...+ ;p:ll ) sind alle positiv). Weiters gilt
dlal == ar==> ap=-E(1)+1=1 (4.32)
k=p k=p k=1
Somit kénnen wir fiir [z| < 1 abschétzen:
Ep(2) =1 =D ar?*| = 27| Y az*7| (4.33)
k=p k=p
< 2P ) lar] -1 =27 (4.34)
k=p
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ad (2): Durch Logarithmieren und Anwenden der elementare Ungleichung In(1+4t¢) <
t, folgt aus dem gerade Gezeigten

In |Ey(=)] < In (141 = Ey(2)]) < |1 - By(2)] < |2P, (4.35)

i.e. die rechte Seite der behaupteten Ungleichung. Verwenden wir (4.29), erhalten
wir fiir 2] < 3

2P~ L2
I |By(2)] = n By(|2l) = — - — 3 (4.36)
n=p+1
p 2 2
S e T R P
P p+1 p+2 p
1
<prit

Satz 4.20 (Produktsatz von Weierstrass). Sei (a,,)5, eine Folge (nicht notwendi-
gerweise paarweise verschiedener) komplezer Zahlen, welche keinen Haufungspunkt
besitzt. Dann gibt es eine ganze Funktion f, welche unter Beriicksichtung von Viel-
fachheiten thre Nullstellen genau an den a, besitzt.

Beweis. Wir konnen oBdA. a,, # 0 fiir alle n annehmen (multipliziere die Funktion
f am Schluss gegebenenfalls mit 2). Da (a,)5, keinen Haufungspunkt besitzt, gilt
sicherlich lim |a,| = co. Deshalb gilt auch fiir jedes r > 0 (Wurzelkriterium!)

Z (L>n < 0. (4.37)
Wegen Lemma 4.19 gilt fiir 2] <7

- B ()< |2 < (ﬁ)n (4.38)

Qn

Qn
Somit konvergiert fiir jedes feste R die Reihe
3 (En(ﬁ) - 1) (4.39)
n=1

gleichmiBig und absolut auf der Kreisscheibe Br(0). Damit konvergiert nach Pro-
position 4.17 dort aber auch das Produkt

fz) =] Eu(2). (4.40)

und stellt dort eine holomorphe Funktion dar, welche zumindest auf {a, : n €
N} N Bg(0) verschwindet. Nach Proposition 4.17 gibt es einen Index ng derart, dass
z € Bg(0) genau dann eine Nullstelle von f ist, wenn E,(Z=) = 0 fiir ein n < n,.
Somit sind die a, mit |a,| < R genau die in Bg(0) gelege%en Nullstellen von f.
Klarerweise stimmen dann auch die Vielfachheiten iiberein. Da R > 0 beliebig war,
folgt die Behauptung. n
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Bemerkung 4.21. Es lisst sich die Folge Ei(Z), Ea(Z),... durch jede Folge
Ep(Z), Ep,(Z), - - - ersetzen, welche folgende Wachstumsbedingung erfiillt:

f: <L>pn < 00, fiir alle > 0. (4.41)

n=1 |an|

Satz 4.22 (Faktorisierungssatz von Weierstrass). Sei f eine ganze Funktionen und
(an)o, die betragsmdfSig ansteigend geordnete Folge der von Null verschiedenen
Nullstellen von f (jeweils wiederholt mit ihrer Vielfachheit). Dann gibt es eine ganze

Funktion g und eine Folge natirlicher Zahlen (p,)Se,, sodass

F(z) = 270 o) ﬁ E, (ai) . (4.42)

n=1 n

Beweis. Sei py die Vielfachheit der Nullstelle 0 und (p,)5°, irgendeine Folge, die
die Wachstumsbedingung aus Bemerkung 4.21 erfiillt. Nach dem Produktsatz von
Weierstrass besitzt die Funktion

h(z) = 270 ﬁ E, (%) (4.43)

die selben Nullstellen mit den selben Vielfachheiten wie f. Die Funktion f/h besitzt
daher ausschliefllich hebbare Singularitdten und lasst sich also zu einer ganzen und
nullstellenfreien Funktion fortsetzen. Da C einfach zusammenhéngend ist, gibt es
einen holomorphen Logarithmus g : C — C*, i.e. % = e, O

Die Rolle der Folge (p,)52, wollen wir im néchsten Abschnitt noch néher untersu-
chen.

Korollar 4.23. Sei f : C — C eine meromorphe Funktion, dann gibt es ganze
Funktionen g, h, sodass f = .

Korollar 4.24. Ist f : C — C eine meromorphe Funktion, welche eine stetige
Fortsetzung auf C, besitzt, i.e. existiert | llirn f(2), dann ist f rational.
Bemerkung 4.25. Der Produktsatz 4.20 und der Faktorisierungssatz 4.22 gelten
entsprechend sogar fiir beliebige Gebiete G C C. Wir wollen das an dieser Stelle
aber nicht beweisen und verweisen stattdessen auf [2, Proposition 5.15].

4.4 Funktionen mit endlicher Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir die Wachstumsraten von ganzen Funktionen betrach-
ten. Wir vereinbaren dabei fiir ganze Funktionen folgende Sprechweise: ||f||zr < RP
wenn es ein Ry > 0 und ein C' > 0 gibt, sodass |f(2)| < C'|z|? fiir alle z mit |z]| > Ry.

Aus dem Satz von Liouville wissen wir schon, dass ganze Funktionen mit polyno-
miellen Wachstum auch wirklich Polynome sind. Quasi zum Aufwirmen wollen wir
uns folgende exponentielle Variante dieser Aussage iiberlegen.
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Proposition 4.26. Ist f eine ganze und nullstellenfreie Punktion mit || f|| g < e*B"
fiir ein a > 0. Dann ist f(z) = e™? fiir ein Polynom h vom Grad hichstens k.

Beweis. Da f nullstellenfrei ist, gibt es einen ganzen Logarithmus e**) = f(z). Wir
nehmen oBdA. h(0) = 0 an. Die Wachstumsbedingung lautet dann

azk z e z
T > |f(2)] =[] = efeh (4.44)

Es ist also Re h auf der Kreislinie Byz(0) durch a (2R)* beschriinkt. Aufgrund des
Maximumprinzips gilt sogar Reh(z) < a(2R)* fiir alle 2 € Byg(0). Verméoge der
Schwarz’schen Integralformel 3.17.2, angewandt auf 0Bsg(0) erhalten wir damit fir
|z| < R zunéchst die Abschéitzung

Reh(z) > —(3a) (2R)*, (4.45)

insgesamt also |Reh(z)] < (3a)(2R)* fiir alle 2z € Bpg(0). Wieder mit der
Schwarz’schen Integralformel folgt dann

|h(2)| < 3| Reh|lr < R". (4.46)
Aus dem Satz von Liouville folgt, dass h ein Polynom vom Grad hochstens k ist. [

Bemerkung 4.27. Ist f eine ganze Funktion mit [|f||pg < e*¥ fiir ein @ > 0
und Ny(R) die Anzahl der Nullstellen von f in der Kreissscheibe Bg(0). Dann ist
N¢(R) < RP, wie man durch Abschétzen von | g||sg fiir die holomorphe (!) Funktion

Z1 ... ZNf(R)

(21— 2) ... (2np(R) — 2)

9(2) = f(2)

(4.47)

sieht. Es sind dabei 21, ..., zy,r) die Nullstellen von f in Bg(0).

Definition 34. Ist f eine ganze Funktion und sind (a,)22, ihre von Null verschie-
denen Nullstellen, dann heifit das Infimum ber alle Zahlen p > 0 mit

=1
Y —— <o (4.48)
n=1 |CLn|

Rang von f bzw. der Folge (a,)22 ;. Gibt es kein solches p ist der Rang oo; gibt es nur
endlich viele Nullstellen, ist der Rang 0. Wird das Infimum angenommen sprechen
wir von striktem Rang.

Proposition 4.28. Sei (a,)3 , eine Folge von Null verschiedener komplexer Zahlen,
welche keinen Hdiufungspunkt besitzt und betragsmdf$ig ansteigend angeordnet ist.
Besitzt (a,,)2, den strikten Rang p und ist k = |p+ 1] € N die kleinste natirliche
Zahl echt grifer als p, dann erfillt das Weierstrass-Produkt

E(z) = ﬁEk (a—zn> (4.49)

die Wachstumsbedingung || E| r < e*™ fiir alle o > 0.

73



Beweis. Strikter Rang p bedeutet, dass die Reihe > |ai|p konvergiert. Die konstante
Folge (p,)22, = k erfiillt daher die fiir den Produktsatz von Weierstrass nétige
Wachstumsbedingung > ﬁ < oo fiir alle r > 0. Somit existiert das Weierstrass-

Produkt F(z).

Die Behauptung trifft offenbar fiir einzelne Elementarfaktoren zu, denn aus

k-1
InlE |l —z+ (2] +... 2

|z| =00 |Z|p |z]—o00 |Z|p

=0 (4.50)

fiir hinreichend grofe z, folgt In|Ey(z)| < a|z|? fir jedes a > 0 und |z| > R,, was
ja gerade || E,||r < e besagt.

Ist hingegen z in einem Kreisring Aj/s (0), so betrachten wir die Funktion
In|Ex(z)||2z]7P. Diese ist mit Ausnahme der Stelle z = 1 (dort nimmt sie den Wert
—oo an) stetig, also nach oben beschrinkt. Es gibt daher jedenfalls eine Konstante
B > 0 sodass

In|Eg(2)| < B|z| fir $|z| < R. (4.51)

Auf der Kreisscheibe Bj5(0) wissen wir schon aus Lemma 4.19.2, dass die
Abschétzung In |Ex(z)] < |z|P gilt. Insgesamt gibt es daher eine Konstante M > 0,
sodass

In|Eg(z)| < M|z? (4.52)

sogar fiir alle z € C gilt. Schrinken wir uns ausserdem auf hinreichend grofie z ein,
so kann diese Konstante M beliebig klein gemacht werden.

Fiir ein allgemeines Weierstrass-Produkt wihlen wir zundchst N > 0 so grof}, dass

fiir den Reihenrest gilt >0\, m < €. Damit schitzen wir fiir alle z € C ab:
3 ln|Ek<a>} <My o SEMIa (4.53)
n=N+1 n=N+1

Fiir die endlich vielen Terme, die noch fehlen, beschrinken wir uns jetzt auf jene
hinreichend grofien z, fiir die wir

p
n[B (=) <2 | (4.54)
an an
fiir n =1,..., N voraussetzen diirfen. Somit gilt
al z =1
- p
;m \Ek(an)l <e ; o (4.55)
— —
:=5<o0

Fiir diese hinreichend grofien z haben wir damit > In |Ek(i)‘ < e(S+ M)|zP,

n=1

woraus die Behauptung folgt. O]
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Definition 35. Ist f eine ganze Funktion und p > 0 so, dass f fir alle e > 0 die
Wachstumsbedingung

| fllr < =R (4.56)

mit einer Konstanten C. > 0 erfillt, dann heifst f von Ordnung hdchstens p. Gibt
es kein solches p hat f die Ordnung oco. Gilt sogar die Wachstumsbedingung

HJHR<<68 p7 (15‘>
tr alle € > 0, so sprechen wir von strikter Ordnunyg.
f ) ’4 g

Proposition 4.28 besagt also, dass das Weierstrass-Produkt vom strikten Rang p
auch strikte Ordnung hochstens p hat. Vollkommen analog zeigt man {ibrigens, dass
ein Weierstrass-Produkt vom Rang p auch Ordnung hochstens p hat. Wir wollen uns
nun eine Umkehrung davon iiberlegen.

Proposition 4.29. Sei f eine ganze Funktion und (a,)$%, die Folge der von Null
verschiedenen Nullstellen. Hat f strikte Ordnung p, dann zst rang (a,) < p.

Beweis. Sei N¢(R) wieder die Anzahl der Nullstellen von f in der Kreisscheibe
Bgr(0). Aus Bemerkung 4.27 wissen wir Ny(R) < RP. Sei ¢ > 0 und R fest. Es gilt
dann

2.

lan|<R

1
|an|p+5 Z Z |an|p+€ (458)

k=0  k<|an|<k+1

-y 1 +§Nf(k;+1)—Nf(k;) (459)

’an | pte kp+e

lan|<1 k=1

Wir verwenden nun die allseits bekannte und wohlgelittene Methode der
Abel’schen partiellen Summation. Diese besagt, dass fiir beliebige (komplexe) Zahlen

alv---vanaﬂla"'aﬁn gﬂt
n—1 n
ZAk (ﬁkJrl — ﬁk) = An ﬂn — Zak 5}67 wobel Ak =1+ ...+ ag. (460)
k=1 k=1

Wir setzen hier speziell ay, := 7= und B := Ny(k). Beachte, dass insbesondere

Ar <1 *_a L
r=LH . tp+1+a<<Rp+a‘

Damit folgt

’;U

-1

Ne(k+1) — Ng(k)
<< Rp+5 +Z

e (4.61)

kp+1+5

B
Il
—

I6)



Verwenden wir nun die Abschétzung fiir Ny(k), so erhalten wir

R
1 RP kP
Z |an|p+€ < Rp+e + Z kptlte (4'62)
k=1

lan|<R

1 &K
=5+ > pReed (4.63)
k=1

und dieser Ausdruck bleibt wegen der Konvergenz der hyperharmonischen Reihe
beschréankt fiir R — 0o. Somit ist ist rang (a,) < p + ¢ fir jedes € > 0. O

Bemerkung 4.30. Ist f von Ordnung hochstens p und ist s > p dann ist f auto-
matisch von strikter Ordnung héchstens s.

Wenn wir zwei Funktionen mit Ordnung hochstens p miteinander multiplizieren,
erhalten wir offenbar wieder eine Funktion von Ordnung héchstens p. Mochten wir
hingegen Aussagen iiber das Verhalten des Quotienten zweier solcher Funktionen
treffen, brauchen wir eine betragsméssige Abschitzung nach unten. Das ist der Inhalt
des folgenden Lemmas, dessen Beweis wir allerdings auf das Ende des Abschnitts
verschieben.

Lemma 4.31. Sei (a,)2, eine Folge von Null verschiedener komplexer Zahlen,
welche keinen Hdaufungspunkt besitzt und betragsmdf$ig ansteigend angeordnet ist.
Sei p der Rang von (a,)22, und k = |p+ 1] € N die kleinste natiirliche Zahl echt
grofier als p. Dann erfillt das Weierstrass-Produkt

B(z) = f[Ek (ain) (4.64)

die Wachstumsbedinung
|E(z)| > e FI" (4.65)

fiir alle hinreichend groffen z aufierhalb einer Ausnahmemenge U. U := U} kann
als Vereinigung der Kreisscheiben Bj,, |-s(a,) mit s > p dber alle Nullstellen a,, mit
la,| > R gewdihlt werden. Insbesondere kann das Lebesque-Mafl von U beliebig klein
gemacht werden.

Satz 4.32 (Faktorisierungssatz von Hadamard). Ist f eine ganze Funktion von
Ordnung hichstens p und sind (a,,)>, ihre von Null verschiedenen Nullstellen. Sei
k:= |p+ 1| die kleinste ganze Zahl echt grifler p, dann gilt

£(2) = 27 9 ﬁ B (i) (4.66)

n=1

wobet m die Vielfachheit der Nullstelle = = 0 ist und g ein Polynom vom Grad
hdochstens p.
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Beweis. Sei s > p. Da p die Ordnung von f ist, konvergiert die Reihe > IaiIS' Fiir
jedes hinreichend grofie > 0 gibt es daher ein R > r, sodass der Kreisrand 0Bg(0)
keine der Kreisscheiben Bj,,-s(ay) trifft, denn die Reihe m der Radien ist ja

endlich. Das Weierstrass-Produkt

B(z) = ﬁ o (é) (4.67)

n=1

ist nach Lemma 4.31 daher auf dBg(0) betragsmiiBig nach unten durch e " be-
schrénkt. Sei nun zusétzlich angenommen, dass r ausserdem so grof ist, dass die
Abschitzung || f||r < ae® fiir alle R > r gilt. Somit gilt fiir die ganze und nullstel-

lenfreie Funktion h(z) := Z,,{ (Efzz) die Abschétzung

|h(z)| < const. e*” el*I” = const. eV, (4.68)

fir z € 0BR(0). Aufgrund des Maximumprinzips gilt diese Abschitzung sogar in
ganz Bg(0), insbesondere daher fiir z € 0B,(0). Fiir jedes & > 0 und hinreichend
groBes r haben wir also ||A]|, < const. e®*V™ was gerade bedeutet, dass h ebenfalls
von Ordnung hochstens p ist. Nach Proposition 4.26 ist h daher von der Form e9*)
mit einem Polynom vom Grad hochstens p. Somit ist f(z) = 2™ F(2)ed). O

Korollar 4.33. Ist f eine ganze Funktion von endlicher Ordnung p und ist p ¢ N,
dann nimmt f jeden Wert o € C unendlich oft an.

Beweis. Durch Ubergang zu f — a kénnen wir oBdA. annehmen, dass o = 0. Hat

f nur endlich viele Nullstellen zq, ..., z,, so ist rang f = 0. Wegen des Satzes von
Hadamard gibt es daher ein Polynom ¢ mit

fley=eP(1-2)...(1-2), (4.69)
woraus man p = grad g abliest (beachte den Grad k = 1 der Elementarfaktoren).
Insbesondere ist p € N. O

Korollar 4.34 (Satz von Picard fiir Funktionen mit endlicher Ordnung). Ist f eine
ganze Funktion mit endlicher Ordnung, welche nicht konstant ist. Dann nimmt f
jeden Wert in C mait hochstens einer Ausnahme an.

Beweis. Sei oBdA. 0 der Wert, welcher nicht angenommen wird. Dann folgt die
Aussage aus der Darstellung f(z) = ¢(z) e?®) mit einem Polynom p(z). O

Beweis von Lemma 4.31. Setze P(z) = (z + % +...+ %), d.h. der k-te Ele-

mentarfaktor kann als Ej(z) = (1 — 2)e’®) geschrieben werden. Fiir das Poly-
nom P gibt es dann eine nur von k£ abhéngige Konstante M > 0, sodass folgende

Abschétzung gilt
M |z|F=t fiir |2] > 1
< >
P(2)] < { M fir |z] < 1. (4.70)
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Sei r = |z| fest. Wir teilen die Faktoren des Weierstrass-Produkts in zwei Teile auf, je
nachdem ob |a,| > 2r oder |a,| < 2r. Die Abschétzung fiir die ,,groflen” Nullstellen
ist vergleichsweise einfach: wegen [a,| > 2r > 2[z| gilt | =] < 2 und daher nach

2
Lemma 4.19.2

Zln|Ek |>— Z

|an|>2r |z |>2r

2 =1
— E = —CyrPte 4.71
an - k|Z| n=1 |an|p+5 1r ’ ( )

fiir eine Konstante C; > 0. Betrachte nun
S g = Y -2+ Y mer@E)) (4.72)
lan|<2r lan|<2r lan|<2r

Fiir den zweiten dieser beiden Summanden gilt

k—1
> m|e\a) > —m | Y - + Np(2r) | . (4.73)
lan|<2r lan|<r
Genau wie in Proposition 4.29 zeigt man
rp“
D e
lan|<r tn
woraus folgt, dass
> I )] > —CyrPte, (4.75)

|an|<2r

fir eine Konstante Cy > 0. Schlussendlich miissen wir noch abschéatzen

1- 2| =

Qn

|z — ay| 1 1

— 4.
@l 2 JaF R = @) (4.76)

fiir alle z auBlerhalb der Ausnahmemenge

U Biaw-(an) (4.77)

lan|>R

und alle Nullstellen a,, mit R < |a,| < 2r. Somit gilt

> Infl— 2| > —Ng(2r) (s + 1)In2r > —Csr"* In(2r), (4.78)

|an|<2r
fiir ein C3 > 0. Da Inr < r° und gilt fiir hinreichend grofles |z| > R
1D|E(Z)| > —(Cl —|—Cg —I—Cg)’l“p+8. (479)

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung durch Exponentiation. O
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5 Riemann’scher Abbildungssatz

5.1 Algebren holomorpher Funktionen

Ist D C C eine offene Menge und ist f,, : D — C eine Folge holomorpher Funktionen,
so heiit bekanntlich f,, kompakt konvergent gegen f, wenn es fiir jedes Kompak-
tum K C D, die Einschrinkungen f, x gleichméBig gegen fix konvergieren. Die
kompakte Konvergenz wird also durch das System der Semi-Normen

[f1lx := sup | f(2)] (4.1)
z€K

mit K C D kompakt, bestimmt.
Lemma 5.1. Ist D C C offen, dann g¢ibt es eine aufsteigende Folge von Kompakta
in D mit Ky C K41 derart, dass D = J,—_, K,.

Daraus folgt unmittelbar, dass auf H(D), dem Raum der holomorphen Funktionen
auf D, durch

1 gk,
9= L T gl 42

n=1
eine Metrik definiert wird, die die kompakte Konvergenz metrisiert. Insbesondere
héngt die metrische Struktur nicht von der speziellen Wahl der K, ab, d.h. die
induzierten Metriken sind dquivalent.

Sei D C C offen und D = |J>—, K, mit kompakten Mengen K, C D. Dann ist
H(D) versehen mit der Metrik d aus (4.2) vollstindig.

Insbesondere fiihrt also die kompakt Konvergenz nicht aus dem Bereich der holo-
morphern Funktionen heraus. Diese Aussage ist so wichtig, dass Sie einen eigenen
Namen erhélt.

Satz 5.2 (Konvergenzsatz von Weierstrass). Ist G C C ein Gebiet und (f,)32,
eine kompakt konvergente Folge von auf G holomorphen Funktionen. Dann ist die
Grenzfunktion auch holomorph auf G.

Bemerkung 5.3. Ist G C C ein Gebiet und (f,)>°, eine kompakt konvergente
Folge von auf G holomorphen Funktionen mit Grenzfunktion f. Gilt f,(G) C G’ fir
ein Gebiet G’ dann ist auch f(G) C G’. Denn fiir jedes Kompaktum K C G gilt ja
f(K)cCdG.

Korollar 5.4. Sei D C C offen, dann ist H(D), versehen mit dem System der
Semi-Normen {|| - ||k : K € D kompakt} ein Fréchet Raum.

Gilt f,, — f in kompakter Konvergenz, so konvergieren auch die Ableitungen f/ —
f" kompakt. Der Ableitungsoperator ;iz : H(D) — H(D) ist also stetig!

Bemerkenswerter Weise gilt in H (D) ein Analogon des Satzes von Heine-Borel im R”
nachdem die kompakten Teilmengen genau die beschrankten und abgeschlossenen
sind. Dazu miissen wir uns zuerst iiberlegen, wann eine Menge in H (D) beschriankt
ist.
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Definition 36. Sei D C C offen. Eine Menge F' C H(D) heifit beschrdankt, wenn
sup || fl|lx < oo fir jedes Kompaktum K C D.
feF

Lemma 5.5. Sei G C C ein Gebiet und (f,);>, eine lokal beschrinkte Folge von
auf G holomorphen Funktionen. Existiert im,, ., f,(2) fir alle z aus einer in G
dichten Teilmenge, dann konvergiert die Folge (f,)>2, sogar kompakt auf G.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass das Cauchy-Kriterium lokal gleichméfig erfiillt ist.
Dazu miissen wir fiir jedes zp € G eine Kugel B,.(z9) C G finden, sodass gilt

[fn(2) = fm(2)| < € (4.3)

fir alle z € Bund n,m > N(e). Sei 2y € G fest. Da die Menge der Konvergenzpunkte
dicht in G ist, gibt es fiir jedes r > 0 ein a € B,(2), sodass in

|fn(z) - an(z)‘ < lfn(z) - fn(a)l"i_lfn(a) - fm(a)l—i_lfm(a) : fm(z)l (4'4)

Vv Vv
1 11 117

der Summand II kleiner als € bleibt.

Fiir die Abschétzung der Summanden I und III nutzen wir die lokale Beschrénktheit
aus und wahlen r > 0 so klein und C' > 0 so grof}, dass die abgeschlossene Kreis-
scheibe vom Radius 2r um zy noch ganz in G liegt und |f,(z)| < C fir alle n und
alle z mit |z — zg| < 2r gilt. Fir alle z, 2’ € B,(2p) ist dann nach der Cauchy-Formel
und der Standardabschétzung

- 5 =gk [ (29 - 29 o

(—z (=%
0Ba,
z—2 fn(C)
- d
omi B/ ==X
dnr C' 2C
< |z =27 27:;2 :T\z—z’\. (4.5)

Wir betrachten nun die kompakte Menge B,(z) und wihlen ein £/-Netz aus Kon-
vergenzpunkten, d.h. endlich viele Konvergenzpunkte aq,...,ar € B,.(z) sodass
jedes z € B,.(z) hochstens & von einem der aq,...,a; entfernt ist. Auf jedem
B.(a;) N B.(%) gilt somit

) = Fu < 2 -2 < 20 (1.6

Wihle wir also ¢’ = ¢35 und N > 0 so groB, dass |f,(a;) — fim(a;)| < € fiir alle
n,m > N und i = 1,..., k gilt, konnen wir schlieflich auch die Summanden I bzw.
IIT abschétzen:

|fn(z) - fm(z)l < fn(z) - fn(al)| +lfn(ai) - fm(al) + fm(al) - fm(Z) < 3e.

N
~~ NV '

<e <e <e
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Ist nun K C G eine kompakte Teilmenge, so iiberdecken wir K durch endlich viele
der gerade konstruierten Kugeln B,.(z;) und erhalten, dass (f,)>; dort gleichméfig
die Cauchy-Bedingung erfiillt, also gleichmé&fig konvergiert. O]

Satz 5.6 (Montel). Sei G C C ein Gebiet. Eine Menge F' C H(G) ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschossen und beschrinkt ist. Insbesondere enthdlt jede lokal
beschrinkte Folge (f,)%, eine kompakt konvergente Teilfolge.

Beweis. Es geniigt natiirlich zu zeigen, dass eine abgeschlossene und beschréinkte
Teilmenge in H(G) kompakt ist. Da H(G) ein vollstédndiger metrischer Raum ist,
ist das dquivalent dazu, dass jede Folge in F' eine in I’ konvergente Teilfolge besitzt.

Sei D := {ay,aq, ...} eine abzdhlbare dichte Teilmenge des Gebiets G. Wegen der
lokalen Beschrénktheit gibt es eine Teilfolge ( f,, )5 _;, welche an der Stelle a; konver-

giert. Bestimme nun induktiv Teilfolgen f,,, , welche an den Stellen a;, as, . . ., a; kon-
vergiert. Dann konvergiert die Diagonalfolge f,, auf der dichten Teilmenge D C G
und damit nach Lemma 5.5 kompakt auf ganz G. O

Satz 5.7 (Hurwitz). Sei G C C ein Gebiet und f, : G — C eine Folge kompakt
konvergenter holomorpher Funktionen mit Grenzfunktion f. Ist B := B,.(z) C G
und Ny, (r) die Anzahl der mit Vielfachheiten gezihlten Nullstellen von f, in B,
dann st entweder f = 0 konstant oder

limsup Ny, (1) > Ng(r). (4.7)

n—oo

Beweis. Sei f # 0. Wenn die Anzahl Ny, (r) der Nullstellen nicht beschrénkt ist,
steht oo auf der linken Seite der Ungleichung und die Aussage gilt trivialerweise.
Gibt es hingegen ein M, sodass f, fiir n > ny hochstens M Nullstellen besitzt, so
withlen wir N > 0 hinreichend grof, um den Satz von Rouche (siche Ubungsbeispiel)
auf die Funktionen f und f,, anwenden zu kénnen:

f(2) = [o(2)] < [F(2)]+]ful2)], (4.8)
<e \>6_/

fir z € 0B und n > N(¢). Es haben somit f und f, in B gleich viele Nullstellen,
nédmlich héchstens M. O

Korollar 5.8. Sei G C C ein Gebiet und (f,)5>, eine kompakt konvergente Folge
von auf G holomorphen Funktionen. Sind alle f,, injektiv, so ist f = lim f, entweder

konstant oder auch injektiv.
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5.2 Biholomorph dquivalente Gebiete in C

Satz 5.9 (Riemann’scher Abbildungssatz). Sei G # C ein homologisch einfach
zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung ¢ : G — E.

Korollar 5.10. Jedes homologisch einfach zusammenhdingende Gebiet in C ist ein-
fach zusammenhdngend. Insbesondere gibt es keine nichttriviale Fundamentalgruppe
m(G) eines Gebietes G C C, welche mit ihrer Kommutatorgruppe [m1(G), m1(G)]
tibereinstimmt. Oder, nochmals anders gesagt, wenn die Fundamentalgruppe eines
Gebietes G C C die Figenschaft hat, dass die triviale Gruppe die einzige abelsche
Gruppe ist, in die w1 (G) homomorph und surjektiv abgebildet werden kann, dann ist
G schon einfach zusammenhdngend.

Beweis des Riemann’schen Abbildungssatzes. Sei G # C ein homologisch einfach
zusammenhédngendes Gebiet und @ € G. Wir betrachten die Menge F' C H(G) aller
in GG holomorphen Funktionen f, welche die folgenden Eigenschaften haben:

1. f(a) =0 und f'(a) > 0.
2. f ist injektiv.

3. f(G) CE.

Wir zeigen als erstes dass F' ist nicht leer ist: da G # C, gibt es einen Punkt
b € C\ G und wir kénnen wegen des einfachen homologischen Zusammenhangs von
G eine holomorphe Quadratwurzel h : G — C der injektiven und nullstellenfreien
Funktion z — z —b betrachten. h ist ebenfalls injektiv und nullstellenfrei. Nach dem
Satz von der offenen Abbildung enthélt das Bild h(G) eine Kreisscheibe B := B,.((),
welche dann natiirlich 0 nicht enthalten kann. Aufgrund der Injektivitéit von A muss
gelten —B N h(G) = (), denn ansonsten géibe es zp,z; mit h(z) = w € B und
h(z) = —w € —B. Aus h(z)? = w? = h(z;)? folgt dann aber zy = 2z; und damit
w = —w, was wegen 0 ¢ B nicht moglich ist. Die Inversion z +— pos ¢ an —( bildet
nun h(G) biholomorph auf eine Teilmenge des Einheitskreises ab, d.h. wir haben
cine Abbildung f gefunden, welche die Eigenschaften 2. und 3. erfiillt.

Sei w := f(a). Durch Nachschalten der Mobius-Transformation

zZ— W

¢z (4.9)

1 —-wz
erreichen wir, dass a auf 0 abgebildet wird (beachte dass diese Transformation E
invariant lésst, siehe auch Beispiel 1.22). Da die bisher konstruierte Funktion injektiv
ist, kann ihre Ableitung nach dem Satz von der holomorphen Umkehrfunktion f’
nirgends verschwinden. Durch Nachschalten einer geeigneten Drehung z +— z¢™
erreichen wir daher, dass die Ableitung an a positiv ist. Somit ist F' # ().

Um den Abschluss von F' zu berechnen, betrachte eine kompakt konvergente Folge
(fn)pey von Funktionen in F'. Wegen des Konvergenzsatzes von Weierstrass ist die
Grenzfunktion f ebenfalls holomorph und es gilt f(G) C E. Aufgrund des Satzes
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von der Gebietstreue ist entweder f konstant oder es muss sogar f(G) C (E)° = E
gelten (weil f,,(a) = 0 fir alle n > 0, muss diese Konstante dann 0 sein). Ist f # 0, so
ist f injektiv wegen des Satzes von Hurwitz. Die Stetigkeit des Ableitungsoperator
diz impliziert f'(a) > 0. Da f injektiv ist, kann nach dem Satz von der holomorphen
Umkehrfunktion f’ nirgends verschwinden. Also istf’(a) > 0 und daher f € F.

Aus dem Satz von Montel folgt nun, dass F'U{0} ein Kompaktum in H(G) ist. Das
Funktional 8/, : f — f’(a) ist stetig auf H(G) und reellwertig auf FU{0}, nimmt also
ein Maximum an. Sei f € F'U {0} so, dass f’(a) maximal ist. Wir zeigen f(G) = E.

Angenommmen w ¢ f(G). Da f(a) = 0 ist sicherlich w # 0. Betrachte wieder die

Mobius-Transformation
Z—w

¢z (4.10)

pu——

1—-wz
dann nimmt die Funktion ¢ o f : G — E den Wert 0 nicht an. Da G homologisch
einfach zusammenhéngend, gibt es daher eine holomorphe Quadratwurzel h : G — E
von ¢ o f, welche wegen 0 ¢ ¢ o f(G) injektiv ist. Ist

L AT h(a)
) . _mz, (4.11)

dann ist die Funktion F':= Y o h : G — E eine Verkettung injektiver holomorpher
Funktionen, die F'(a) = 0 erfiillt. Wir berechnen F’(a):
Nach der Kettenregel ist F’(a) = +'(h(a)) - h'(a). Beachte, dass h?(a) = ¢(0) = —w.

Damit ergibt sich zunéchst

V' (h(a)) = (11__||:(($)||2)2 = 1_1|w|. (4.12)

Durch implizites Differenzieren des Ausdrucks h?(a) = ¢ o f(a) folgt

1— |wp?

21 (a) h(a) = ————— f'(a) = (1 — |w|?) f'(a). 4.13
) hla) = e @) = (1= lof?) (0 (413)
weil ja f(a) = 0. Insgesamt ergibt sich
Fa) = S ) (4.14)
2h(a) ' ’
Komponieren wir noch F' mit der Drehung um den Winkel ¥ := arg(h(a)) koénnen
wir weiters annehmen, dass der Faktor ;:—(law)l positiv ist (die Eigenschaft a auf 0
abzubilden, in E abzubilden, sowie die Injektivitét bleiben davon ja unberiihrt).
1+ jw 14w 1 1
= =—|—+ V| >1 4.15
2h(a)  2y/lw] 2\ V|| o (4.15)

Das ist aber ein Widerspruch zur Maximalitét von f’(a). Es kann somit kein solches
w € E\ f(G) geben, i.e. f ist eine biholomorphe Abbildung zwischen G und E. [
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5.3 Automorphismen

Satz 5.11 (Schwarz’sches Lemma). Ist f : E — E eine holomorphe Funktion mit
f(0) =0, dann gilt fir alle z € E

f@I<lzl und  |f0) <L (4.16)

Gibt es ein zg € E* mit | f(20)| = |20|, oder gilt |f'(0)] = 1, so ist f eine Drehung
um 0, d.h. f(z) = ze® fiir ein 6 € [0,27).

Beweis. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f um 0:

f(z) = Zanz” =z- Zan+1z” =:z-g(2). (4.17)

n=1

Dann ist auch ¢(z) holomorph in E und es gilt ¢(0) = a; = f/(0). Es gilt stets
1z||g(2)| = | f(2)| < 1, somit ist fiir jede positive reelle Zahl r < 1:

7\ gllos,0) < 1. (4.18)

Nach dem Maximumsprinzip folgt daher sogar r ||g|/ 5,y < 1. Lassen wir 7 — 1, so
ergibt sich die Abschétzung |g(z)| < 1 fiir alle z € E und damit

FEI=lzllg) < [z[ baw. [f(0)] = |g(0)] < 1. (4.19)

Gilt nun |f(0)] = 1, so folgt |g(0)| = 1. Gleichfalls impliziert |f(zo)| = |z0|, dass
|9(20)| = 1 gilt. In beiden Fillen nimmt g in E ein Maximum an und ist daher nach
dem Maximumsprinzip eine Konstante vom Betrag 1. ]

Definition 37. Fine biholomorphe Abbildung f : D — D einer offenen nichtleeren
Menge D auf sich selbst heifst ein Automorphismus von D. Die Automorphismen
von D bilden eine Gruppe, die wir mit Aut D bezeichnen.

Beispiel 5.12. Die Automorphismengruppe von C besteht aus allen linearen Ab-
bildungen f(z) = az + b mit komplexen Konstanten a # 0 und b.

Definition 38. Sei D C C offen und L < Aut D eine Untergruppe und zy € D.
Dann st

Stab, p(z0) :={p € L: ¢(20) = 20} (4.20)

eine Untergruppe. Im Falle L = Aut D bezeichnen wir diese Untergruppe kurz mit
Aut,, D.
Die Gruppe AutgE besteht somit aus allen mittelpunktstreuen Automorphismen

von E.

Satz 5.13. Jeder Automorphismus ¢ : E — E mit ¢(0) = 0 ist von der Form
B(2) = ze fiir ein 6 € [0, 27).
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Beweis. Es gehoren sicherlich alle Drehungen zu Autg E. Sei umgekehrt ¢ € AutyE
und damit auch ¢—! € AutgE. Dann folgt dann aus dem Schwarz’schen Lemma

()| <lz|  un 2] = o7 (6(2))] < lo(2)], (4.21)
also |p(z)| = |z| fiir alle z € E. Wieder aus dem Schwarz’schen Lemma folgt daher,
dass ¢ eine Drehung ist. O

Korollar 5.14. Ist G C C ein einfach zusammenhdangendes Gebiet und a € G, dann
gibt es genau eine biholomorphe Abbildung f : G — E mit f(a) =0 und f'(a) > 0.

Beweis. Dass es so eine Abbildung gibt ist Inhalt des Riemann’schen Abbildungs-
satzes. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen: ist ¢ eine zweite Abbildung mit den
geforderten Eigenschaften, dann ist fog~! : E — E eine biholomorphe mittelpunkt-
streue Abbildung, i.e. ein Element von Autg [E, also eine Drehung. Da weiters

(fog ) (0) = f(g7'(0)) (g7)(0) = f'(a)

>0 (4.22)

muss der Winkel dieser Drehung 0 sein, d.h. f = g. O]

Fiir die explizite Angabe aller Automorphismen von E stiitzen wir uns auf folgenden

Lemma 5.15. Set D C C offen und J < Aut D eine Untergruppe mit folgenden
FEigenschaften:

1. J wirkt transitiv auf D, d.h. zu je zwei Punkten a,b € D gibt es ein ¢ € J mit
o(a) = b.

2. J enthdlt eine Isotropiegruppe, d.h. eine Untergruppe der Gestalt Aut,, D fir
em zg € D.

Dann gilt J = Aut D.

Beweis. Es sei f € Aut D. Wegen (1.) gibt es ein ¢ € J mit ¢(f(20)) = 2z0. Wegen
(2.)ist ¢po f € Aut,, D C J. Da J eine Gruppe ist, ist f = ¢ 1o (po f) € J. H

Beispiel 5.16. Aut E ist gegeben durch

w 2 —C .
{eﬁm,geE,O§6<2ﬂ}. (4.23)

Man rechnet nach, dass (4.23) tatsdchlich eine Untergruppe J < AutE ist. Da die
Abbildung z — f_‘é die Eigenschaft hat, 0 auf —( abzubilden wirkt J transitiv auf
E. Aulerdem enthélt J die Isotropiegruppe Autg E, da diese ja aus allen Drehungen
z +— z e besteht. Somit muss J = AutE gelten.

Beispiel 5.17. Aut H ist gegeben durch

{az—i—b

ca,b,c,d € R mit  ad — be > 0} (4.24)
cz+d
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Wieder rechnet man nach, dass durch (4.24) tatséchlich eine Untergruppe J von
Aut H gegeben ist. J agiert transitiv, denn etwa die Abbildung 2z +— “Zz—jlb hat die

Eigenschaft ¢ auf “TJ“I’ + ZGT_b abzubilden. Da die Cayley-Abbildung C : H — E mit
C(z) = 2 biholomorph ist, gilt

Aut,H={C"'o¢oC:¢c Aut,E}

B { (14 cosf)z+2sinf

0<0<2
(2sin6) z + (1 + cos0) 0s0< W}

Es enthélt J also eine Isotropiegruppe und stimmt daher mit Aut H {iberein.

Korollar 5.18. Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet. Dann ist
Aut G = SL(2,R).
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