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Binare Suchbaume
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Binare Suchbaume

Analyse von Quicksort = Analyse von binaren Suchbaumen

Wahrscheinlichkeitsmodell:
Jede Permutation von {1,2,...,n} ist gleichwahrscheinlich
—— Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Binarbaumen der GroBe n

—— jeder Baumparameter wird zu einer Zufallsvariablen



Binare Suchbaume

Rekursiver Aufbau

Die Unterbaume der Wurzel tragen wieder dieselbe Struktur:
(n=mn1+nox+1).

/Q

Verzweigungswahrscheinlichkeiten: pnq n,

Quicksort:

1
Pniny, — —
n

Median of 3:

nins
Pnying — (n)




Binare Suchbaume

Parameter:

e Tiefe eines zufallig gewahlten Knoten: Dy,

e Interne Pfadlange: I, (Summe aller Distanzen zur Wurzel)

e HOhe H,

e Profil X, , (Anzahl der Knoten mit Tiefe k)

Bemerkung:

Anzahl der Vergleichsopertationen in Quicksort = int, Pfadlange I,



Binare Suchbaume

Bedeutung des Profils X, :
1
n Y

o In — Z an,k
k>0

o Hp =max{k >0: X, >0}

e Das Profil beschreibt die Gestalt des Baumes.



Profil

Das durchschnittliche Profil:

n
EX, .=
nk T /Arlogn (6




Profil

Zentraler Grenzwertsatz fur die Tiefe

N(O,1
v20logn ( )

E D, =2logn+ O(1), Var D, = 2logn + O(1).
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Das externe Profil:

Einfugen freier Platze
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Das externe Profil:

(1 ... freie Platze




Profil

Das externe Profil:

Y, r = Anzahl der freien (= externen) Knoten der Tiefe k.

Xpp=> 287Y,;
1>k




Profil

Das Profilpolynom

Wn(z) = Z Yok 2k
k>0

Lemma. Die normierten Profilpolynome
bilden beziliglich der natirlichen Filtrierung (die von der Folge der
Baume (1y),>0 induziert wird) ein Martingal.

Myp(z) =

Bemerkung. EW,(z) = (22+n”_1>



Binare Suchbaume

Wachstumsprozess
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Profil

Grenzprozess des Profils [Chauvin 4+ D. 4+ Jabbour-Hattab]

Satz 1

<EWn(z)’Z € B) — (M(z),z € B)

fur einen geeigneten Bereich B C C.

Satz 2

Y,
nlalogn| 1) — (M(a/2),a€1).
(E Yo, lalogn)

X
n,lalogn| o c ]) — (M(a/2),a€el).
(EXn,LalognJ



Profil

Bemerkungen:

e (M(z),z € B) stochastischer Prozess von zufalligen analytischen
Funktionen.

e Fixpunktgleichung:

M(2) = 202 2D () + 2(1 — )22 12 ()

e INnterne Pfadlange

In—EI,

/
o M)

M; (1) =

M'(1) ... Quicksortverteilung, EI,, ~ 2nlogn.



Profil

Die “Quicksortgleichung’:

o= (2

a>0, »(0)>0

& (1) = /OOO W (y)e "™ dy mit

1

W(y/e) = [TW )Wy w) du




Profil

Die “Quicksortgleichung’:

o Fiir a = 21/(22=1) gilt

221

Ee r(zz) M (z)

= W(y)

e Genaue Eigenschaften der Verteilung von M(z) sind unbekannt.

e Dieselbe “Quicksortgleichung” tritt auch bei der Analyse der HOohe
auf.



Median of 3 — Variante

Grenzprozess des Profils [D. 4+ Janson + Neininger]

Satz 1’

(E Wn(z)’z € B) — (M3(z),z € B)

fur einen geeigneten Bereich B C C.

Satz 2’ 3(a) = (222 + \/4@4 + a?)/12.

Y
n,|lalogn] = I) N (M3([3(Oé)) o € I).
(E Yn,Lalog n|

( Tnlalogn] o f) — (M3((B(@)), a € I)
EXn,Lozlog nJ’ |



Median of 3 — Variante

Bemerkungen.

e Keine Martingalstruktur !!

e Stochastische Fixpunktgleichung in Funktionenraumen analytischer
Funktionen:

Ms(z) = 2V O 1D () 4 2(1 — V)OO 10 (z) (2 € B)

mit A\(z) = (/1 + 48z —3)/2.
V hat Dichte v(z) = 6x(1 — ) auf [0, 1].

e ‘‘Median-of-3-Gleichung”

() = 5 (¢/(u/a)?




Hohe

Satz 3. [Pittel, Robson, Devroye, Reed, D.]

3c
EH, =clo — log |O O(1
n=clogn 2o — 1) glogn 4+ O(1)

c=4.31107 ... erfiillt die Gleichung clog (2¢) = 1.

Var H, = O(1)




Hohe

Satz 4. [D.]

Pr{H, < hp+7r}=W()+ o(1)

W(z) = Wa(e %/ fir a = el/¢c=1.26107...,

Wyfa) = [ W)Wy - w)du

(hy ist eine Folge mit h, = E H, + O(1).)



Hohe

Erzeugende Funktionen

yp(z) = > Pr{H, < k}z™

n>0

Vi1 (2) = yp(2)?

mit yo(z) = 1, y(0) = 1.

Ersatzfunktionen:

Jp(z) = aFd(a(1 — z))

(mit ®(u) = [V (y)e Wdy und a = el/)

Top1 () = Tr(2)?




Profil

Erzeugende Funktionen

Yi(z,u) = Y Pr{Y, ; = £} z"u":
n>0

2 Vipr () = Vi, w)?.

Aus diesem Ansatz scheint es nicht moglich zu sein, die Verteilung von
Y, r (ausser mittels Momentenmethode) zu bekommen, insbesondere
keinen funktionalen Grenzwertsatz.



Hohe

Diskrete “Branching Random Walks”

Zufalliges Punktmal:

Z =6y, +0x,
z.B.: X7 =log(1/U), X5 =1log(1/(1 —U)).

“Branching Random Walk” : Folge Z; von zufalligen Punktmalen:

e /o= dp.

o 741 entsteht aus Zj, indem jedes “Teilchen”™ von Z; unabhangig
voneinander gemaB der Verteilung (additiv) aufgeteilt wird.



Hohe

Diskrete “Branching Random Walks”
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Hohe

Diskrete “Branching Random Walks”

k=3
k=2
k=1
k=0



Hohe

Diskrete “Branching Random Walks”

L;. ... Position des am weitesten links liegenden Teilchens
(nach k Schritten)

R;. ... Position des am weitesten rechts liegenden Teilchens
(nach k Schritten)

c=4.31107... und ¢ = 0.373... seien die 2 LOsungen der Gleichung

2e
clog <—> = 1.
C



Hohe

Diskrete “Branching Random Walks”

Satz 5. 7 = 5,09(1/U) + 5log(1/(1_U))_
Pr{ly >z} = wi(x—my(k))+o(1),
Pr{Ry <z} = wa(z—m2(k))+ o(1).
m1(k) ... Median von Ly, mo(k) ... Median von Ry,
wi(z) = We(e®) mit a=ell/c

wr(x) = W(e¥) mit of = ell?,

Bemerkung: Diskretes Analogon zur “branching Brownian

(KPP-Gleichung etc.)

motion”



Prafix-Codes

Beispiel. X = {x1,2z2,x3,24},

Pr{331} o %’ PT{ZE’Q} e %, PI'{LU3} = %, PI'{334} = %1

A={0,1} ... (Binar)-Alphabet

Code: |¢: X — AT

c(z1) = O,
c(xo) = 10,
c(xz) = 110,
c(xg) = 111.

Kein Codewort ist Prafix eines anderen (Prafix-Code).

c(rixixgxox321...) = 0/0|111]|10|110]O0]...



Prafix-Codes

e Ein Prafix-Code entspricht den Blattern eines (Binar-)Baums

N

10 ()

/N

110 111




Prafix-Codes

e Entropie: hxy =Y Pr{z;}logs (1/(Pr{z;}))
i
e Mittlere Codewortlange: L =) Pr{z;} - |c(x;)|
i

e Redundanz: R=L —hyx

L>hxy|l=— R>O0.

e Kraftsche Ungleichung:
ZQ—|C(%)| <1,
i



Prafix-Codes

Shannon-Code

X ={x1,z0,...,2n}
¢; = [logs (1/(Pr{x;}))] erfiellt die Kraftsche Ungleichung

Z >—¥; < Z o>—10go(1/(Pr{z;})) — Z Pr{z;} = 1.
=1 =1 1=1

Daher gibt es einen Code ¢: X — AT mit |c(x;)| = ¢; und Redundanz

R= 3 Priai} (b~ og2 (1/(Pr{ai})) < 3 Pr{ai} = 1

Der Unterschied zu einem optimalen Code ist maximal 1 Bit pro Quell-
textzeichen.



Prafix-Codes

Verbesserungen

o X — Xk: Zusammenfassen von jeweils k Quelltextzeichen,
darauf Shannon-Code ¢ : X — AT, R, <1

Der Unterschied zu einem theoretisch optimalen Code ist maximal
1/k Bit pro Zeichen.

e Aufteilen des Quelltextes bezuglich einer prafixfreien Menge:
z.B. X ={a,b}. D ={a,ba,bba,bbdb}.

abaaabbbaabbbabababbba ... — alba|a|a|bbbla|a|bbbla|ba|ba|bbblal . . .
darauf Shannon-Code ¢ : D — A1 (oder Varianten)



Prafix-Codes

Satz 6. [Khodak, D. 4+ Szpankowski]
Quelle: Bernoulli oder Markoff-Prozess liber einem endlichen Alphabet.

Es existieren prafixfreien Mengen D (liber X ) mit beliebig groBer durch-

schnittlicher Lange |D = Y Pr{d}-|d|| und Prefix-Codes c¢: D — AT
deD

Mmit Redundanz
R S C/ D_2/3

(mit einer absoluten Konstante ¢ > 0). Weiters ist max ep|d| =
O(Dlog D).

Der Unterschied zu einem (theoretisch) optimalen Code ist daher max-
imal

¢ . D~5/3 Bit pro Zeichen.




Prafix-Codes

Satz 7. [Bugeaud + D. + Szpankowski]

Fur fast alle Bernoulli-Quellen uber einem endlichen Alphabet X der
GroBe m gilt:

Es existieren prafixfreie Mengen D (liber X) mit beliebig groBer durch-
schnittlicher Lange D und Prefix-Codes ¢ : D — AT mit Redundanz

R< p—(m+1)/3+e

(fur beliebiges ¢ > 0 und D > Dg(e)). Weiters ist maxgep|d| =
O(Dlog D).

Der Unterschied zu einem theoretisch optimalen Code ist daher maxi-
mal

p—(m+4)/3+e gjt pro Zeichen.

Umgekehrt gilt fur alle prafixfreien Mengen D
R> D °m~¢,



Diophantische Approximation

Linearformen:

X ={z1,x0,...,2m}, p; = Pr{z;}.

ki k k
Pr{xilxiQ T x’tk} — Pi1Piy " " Py, — p11p22 Tt pmm

Redundanz ist klein

— plflpgz .. pkm ~ 27 fuir alle d € D (Blatter)
<= k1109op1 + ko lodopo + - kml0gopm =~ —£ €

< |k11092p1 + ko l09opo + -+ - km10dopm + £~ 0|




Diophantische Approximation

Problem:
Gegeben: p1 >0,...,pm >0 mit p1 +--- +pm = 1.

Gesucht: m-arer endlicher Baum mit

k1logop1 + kxlogopo + -+ kml0dop,y  fast ganzzahig
fur alle Blatter.

(kq,...,km) ist der jeweilige Typ des Blatts.



Diophantische Approximation

Dispersion

S C[0,1):

0(S) ;= sup inf |y —
0<y<lz€ES

MaB fur die Dichte von S in [0,1).



Diophantische Approximation

Satz 8.

p1>0,....pm >0 mit p;1 +--- 4+ pm = 1 seien gegeben, die Menge

habe Dispersion

1
5(S) <~

Dann existiert eine prafixfreien Menge D mit durchschnittlicher Lange
D ~ N3 und ein Prefix-Code ¢ : D — AT mit Redundanz

Der Unterschied zu einem optimalen Code ist daher maximal

¢ . D~ (1t4)/3 Bit pro Zeichen.




Diophantische Approximation

Lemma

Fur fast alle p1 >0,...,pm >0 mit p1 +---+ pm = 1 hat die Menge

S = {k1l0g2p1 + -+ km10g2pm Mod 1:0 < kj < N (1 <j < m)]

Dispersion

flir e > 0 und N > Ng(e).

Beweismethode: Metrische Diophantische Approximation auf Man-
nigfaltigkeiten.



Tunstall-Codes

p1 = 0.4, po> = 0.6.
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/Q\

0.4

0.6




Tunstall-Codes

p1 = 0.4, po> = 0.6.
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Tunstall-Codes

p1 = 0.4, po> = 0.6.
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Tunstall-Codes

p1 = 0.4, pp =0.6. Dy = {00,01,10,110,111}.

0.16 0.24| |0.24

0.144| |0.216




Tunstall-Codes

Satz 9. [D. 4+ Reznik 4+ Savari 4+ Szpankowski]

Djys Tunstall-Code der GroBe M

Ist logpi/logpy |irrational|, so gilt
H Ho> 1
R(Dyy) = (———Io H) ( )
(Par) = 10gar \Tam 1998 ) T oliog

Ist logpqi/logpy |[rational| und A > 0 die groBte reelle Zahl, sodass
log(1/p1) and log(1/p>) ganzzahlige Vielfache von A sind, so gilt

H ( H»>

log M 2H

R(Dyy) =

—log H 4+ log A — log(e™ — 1) + g) +0 ((|og M)_Q) .



Tunstall-Codes

Satz 10. [D. + Reznik 4+ Savari 4+ Szpankowski]
Djys Tunstall-Code der GroBe M, p1 #= po.

Djy; Lange eines Wortes von Dj; (gemalB der von pi,p> auf Dy, in-
duzierten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Dann gilt

Dy — % log M
(72— #)10900)™"

(H = p1109(1/p1) + p2log(1/p2), Ha = p1l0g?(1/p1) + polog?(1/p2))

— N(0,1).

logM logH H —logA\ + log(l —e
ED, — g n g 4 Ho g\ =+ log(
H H 2H?2 H

H 1
Var D), = (Hg — H) log M 4+ O(1).

A A
)+ 2+0((log M)~ 1),




Tunstall-Codes

Inverse Mellin-Transformation

Dy(z) = Y Pr{d}-2

dGDM

1 c+1i00 11—z 1 g
i /_. . 1-s 1—sv o v ds
1 Jc—100 5(1 Zp7 Zp5 ) S

_ U%—(%—Qlﬂ)(z 1)240(|z—1[3) (1—|—O(|z—1|1/2))

(v=v(M) ~ HM)

Beweismethode: Quantifizierte Version des Taubersatzes von Wiener-
Ikehara.

Die Nullstellen von 1—2zp1~%—2pi~% = 0, die die diophantische Struktur
von log py/ 109 pp widerspiegeln, gehen in den Fehlerterm ein.



