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Kapitel 8

Polynome und Korpererweiterungen

8.1 Polynome iiber Ringe und Koérpern

8.1.1 Der Polynomring R|x]

Sei R ein Ring. Unter einem Polynom f(z) iiber R in der Unbestimmten x versteht man
iiblicherweise eine formale Summe der Form

f(x)=ag+arx+ -+ apz"

mit n > 0 und ag, ay,...,a, € R. Die Elemente ag, a1, ..., a, heilen Koeffizienten von f(z).

Diese Definition ist allerdings ungiinstig, wenn man mit ihr exakt weiterarbeiten mochte. Bei-
spielsweise miiffite man, um Gleichheit zu definieren, folgendermaflen vorgehen:

Zwei Polynome f(z) = ap+a1x+---+a,z"™ und g(x) = bg+brx +- - -+ bya™ heiflen
gleich, i.Z. f(z) = g(x), wenn die entspechenden Koeffizienten gleich sind, d.h. (fir
m < n) gilt ag = by, a1 = b1, ..., Gy = by, und a; = 0 fiir m < j < n.

Es ist viel giinstiger, Polynome als Spezialfall formaler Potenzreihen

g anx"

zu betrachten, wobei verlangt wird, dafl die Menge
{n € N|a, # 0}

endlich ist. In dieser Schreibweise sind zwei Polynome genau dann gleich, wenn alle Koeffizienten
iibereinstimmen.

Definition 8.1 Sei R ein Ring. Fine formale Reihe der Form

E anx"

n>0

115



116 KAPITEL 8. POLYNOME UND KORPERERWEITERUNGEN

mit a, € R (n > 0) heiffit formale Potenzreihe diber R. Die Menge aller formalen Potenzreihen
tiber R wird durch R][[x]] bezeichnet.

Eine formale Potenzreihe

E anx"

mit der Eigenschaft, daff nur endlich viele a, von 0 verschieden sind, heifst Polynom dber R.
Die Menge aller Polynome iiber R wird durch R|x] bezeichnet.

Es lassen sich auch leicht Grad eines Polynoms und Rechenoperationen definieren.

Definition 8.2 Sei R ein Ring und
f(z) = Zanx” € Rx]
n>0
ungleich dem Nullpolynom, so heifst
grad(f(z)) := max{n € N|a, # 0}
Grad von f(x). Der Koeffizient agraq(f(z)) 7 0 von f(z) heifit fithrender Koeffizient oder
Hauptkoeffizient von f(x).

Sind alle Koeffizienten aj eines Polynoms f(x) a; = 0, so bezeichnet man f(x) als Nullpoly-
nom, das auch durch 0 bezeichnet wird.

Das Nullpolynom und die Polynome vom Grad O heiffen konstante Polynome. Sie haben die
Form f(z) = ay.

Ist R ein Ring mit 1, so heifit ein Polynom normiert oder monisch, wenn der fithrende Koef-
fizient 1 ist.

Definition 8.3 Sei R ein Ring und f(x) =3, 5¢anz", g(x) = 3,50 bnz™ € R[z]. Die Summe
von f(z) und g(x) ist durch

J(@) + g(@) = 3 (an + bo)a"

n>0

definiert, und das Produkt von f(z) und g(x) durch

f(x)g(x) ::Z Zajbn_j ™.

n>0 \ j=0

Man beachte, dal Summe und Produkt von Polynomen wieder Polynome sind. Fiir die Grade
gilt

grad(f(z) +g(z)) < max{grad(f(z)),grad(g(z))},
grad(f()g(z) < grad(f(z))+ grad(g(x)).

R[z] bildet mit diesen Operationen sogar wieder einen Ring.



8.1. POLYNOME UBER RINGE UND KORPERN 117

Satz 8.4 Flir jeden Ring (R, +,-) ist (R[], +, ) wieder ein Ring, der sogenannte Polynomring
tiber R. Die konstanten Polynome f(x) = ag (mit ag € R) bilden einen Unterring von Rx|, der
in nattirlicher Weise zu R isomorph ist.

Dabei werden folgende Eigenschaften vererbt:
1. R ist Ring mit 1 = R[z] ist Ring mit 1.
2. R ist kommutativ => R|z] ist kommutativ.

3. R ist nullteilerfrei => R|x| ist nullteilerfrei.

Insbesondere ist der Polynomring eines Integritétsbereichs wieder ein Integritidtsbereich. Hier
gilt iibrigens auch

grad(f(z)g(x)) = grad(f(z)) + grad(g(x)).

In vielen Féllen reicht es auch aus, Polynome iiber einem Koérper K zu betrachten. Da jeder
Korper auch Integrititsring ist, ist der Polynomring K[z] sicherlich auch ein Integrititsbereich.
K|[x] ist aber sicherlich kein Korper, da das Polynom x kein multiplikatives Inverses besitzt. Nur
die Polynome f(x) = ap # 0 von Grad 0 sind invertierbar.

Polynomringe iiber einem Korper tragen automatisch auch eine Vektorraumstruktur. Ist A € K
und f(z) € KJz], so kann A als konstantes Polynom interpretiert werden, und es ist natiirlich,
die Skalarmultiplikation \f(z) durch die Polynommultiplikation Af(z) zu definieren.

Satz 8.5 Sei K ein Kérper. Dann bildet K|x| einen abzihlbar unendlichdimensionalen Vektor-
raum tber K. Die Menge
B:={l,z,2% 2% ..}

ist eine Basis.

8.1.2 Was ist 27

Die oben verwendeten Begriffe Unbestimmte x, formale Summe, formale Potenzreihe bediirfen
natiirlich einer gewissen Erlduterung. Im folgenden soll eine mogliche Interpretation fiir x etc.
im Fall eines kommutativen Rings R mit 1 gegeben werden. Zunéchst geben wir eine alternative
Definition fiir Polynome.

Definition 8.6 Sei R ein Ring. Dann wird durch

R[z] :={(an)nen| (Vn € N:a, € R) A ({n € N|a, # 0} < Xg)}

die Menge der Polynome iber R definiert, d.h. ein Polynom tber R ist eine Folge (ap)nen =
(ap,ai,...) von Elementen aus R, wo nur endlich viele Elemente # 0 sind.

Summe und Produkt von Polynomen ist durch

(an)nen + (bp)nen = (an + bp)nen,
(an)nen * (bn)nen = Z a;jbn—;
=0 neN

definiert.
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Es ist klar, wie ein Polynom ) a,z™ im obigen Sinn mit einem Polynom (ay)nen im jetzigen
neN
Sinn zu identifizieren ist. Insbesondere entsprechen die konstanten Polynome f(z) = agp den

Folgen
(a0, 0,0,0,...).

Es ist daher durchaus sinnvoll, eine Folge der Form (a,0,0,0,...) mit a zu identifizieren.

Damit ist aber auch klar, wie man die Unbestimmte x interpretieren kann. Sie entspricht der
Folge (0,1,0,0,...), wenn R ein Ring mit 1 ist.

Von nun an sei vorausgesetzt, dafi R ein Ring mit 1 ist. Definiert man nun Polynome durch
Folgen und setzt

= (0n,1)nen = (0,1,0,0,...),

so ergibt sich induktiv
) = (0pj)nen = (0,...,0,1,0,0,...)

und daher

(0,...,0,a4,0,0,...) = (a;,0,0,...)-(0,...,0,1,0,0,...)

= ajz’
Mit dieser Festsetzung von x li8t sich jedes Polynom (a,)nen in der Form
(an)nen = ag + a1z + -+ + apa™

(mit einem geniigend grofiem m € N) darstellen.

8.1.3 Polynome und K-Algebren

Definition 8.7 Fin Vektorraum A tber einem Koérper K, auf dem eine zusdtzliche bindre Ope-
ration - definiert ist, so daff (A,+,-) ein Ring mit 1 ist und fir alle y € K und a,b € A

y(a-b) = (ya)-b=a- (yb)
gilt, heifst K-Algebra.

Beispiel 8.8 Der Polynomring K|[z] iiber einem Korper K ist eine K-Algebra.

Beispiel 8.9 Der Vektorraum L(V,V) der linearen Selbstabbildungen eines Vektoraums V
(iiber einem Koérper K) bildet mit der Hintereinanderausfithrung o eine K-Algebra.

Beispiel 8.10 Die Menge K™*" aller quadratischen Matrizen iiber einem Koérper K bildet eine
K-Algebra.

Bis jetzt wurde die Unbestimmte x rein formal behandelt, es ist aber naheliegend, in ein Polynom
etnzusetzen, d.h. man ersetzt die Unbestimmte x durch ein bestimmtes Element, etwa durch ein
Element aus R.
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Definition 8.11 Sei R ein Ring und c € R. Dann bezeichnet man durch

et Rlz] — R, Zana?” — Zanc”

neN neN

Einsetzungsabbildung an der Stelle c. Das Bild 1 (f(z)) wird auch durch f(c) abgekiirzt.
¢ € R heifit Nullstelle eines Polynoms f(z) € R[z], wenn ¢.(f(z)) = f(c) = 0.

Satz 8.12 Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist die Einsetzungsabbildung . : Rjx] — R fir
jedes ¢ € R ein Ringhomomorphismus kommutativer Ringe.

Die Einsetzungsabbildung . heifit in diesem Fall auch Einsetzungshomomorphismus.

Bei Polynomen iiber einem Korper K ist es auch moglich, Elemente einer /-Algebra einzusetzen.

Satz 8.13 Sei K ein Korper, A eine K-Algebra und ¢ € A. Dann ist die Abbildung

Ve : Klz] — A, Zanm‘” — Zanc”

neN neN

ein K-Algebrenhomomorphismus, d.h. 1. ist gleichzeitig Ringhomomorphismus und lineare Ab-
bildung.

Jede Identitit, die fiir Polynome aus K[x] besteht, gilt damit automatisch auch dann, wenn
man anstelle von z ein beliebiges Element einer K-Algebra (etwa eine Matrix oder eine lineare
Selbstabbildung) einsetzt.

8.2 Divisionsalgorithmus und irreduzible Polynome

8.2.1 Teilbarkeit von Polynomen

Ahnlich wie in den ganzen Zahlen definiert man auf einem Polynomring Teilbarkeit.

Definition 8.14 Sei K ein Korper und p(x),q(z) € K[z|. p(x) ist ein Teiler von q(z), wenn
es ein Polynom r(z) € K[x] mit
q(z) = p(z)r(z)

gibt. Man sagt auch p(z) teilt q(x) und schreibt dafiir
p(@)lq().

Definition 8.15 FEin Polynom p(z) € K[z] vom grad(p(z)) > 0 heifst irreduzibel, wenn es
keine Polynome a(zx),b(x) mit

p(z) = a(x)b(x)
und grad(a(x)) < grad(p(x)) und grad(b(z)) < grad(p(x)) gibt.



120 KAPITEL 8. POLYNOME UND KORPERERWEITERUNGEN

Irreduzible Polynome haben also nur triviale Teiler ¢ € K* und cp(z) (mit ¢ € K*). Beispiels-
weise sind alle Polynome p(z) = ag + a1z von Grad 1 (mit a; # 0) irreduzible Polynome.

Lemma 8.16 Sei K ein Kéorper. Dann gelten fiir Polynome a(x),b(z), c(x) € K|[z| die folgenden
Eigenschaften.

1. a(z)|b(z) ANb(z)|c(z) = a(z)|e(x).
2. a(z)[b(z) A a(z)|c(r) = a(z)| (b(z) + c(2)).
3. a(x)|b(z) ANb(x)|a(z) <= Fc € K* : a(x) = cb(x).

Definition 8.17 Sei K ein Korper. Ein Polynom d(z) € K[x] heifit grof3ter gemeinsamer
Teiler von zwei Polynomen p(x),q(z) € K[z], wenn

d(z)|p(z) A d(z)|q(x) und
2. (t(x)|p(z) At(z)|g(x)) = t(z)|d(z) gilt.

Zwei Polynome p(x),q(z) € K[z] heiffen teilerfremd, wenn das Polynom 1 grifiter gemeinsa-
mer Teiler ist.

Man beachte, dafl es bei Polynomen keinen eindeutigen grofiten gemeinsamen Teiler geben kann.
Es gilt nur folgende Beziehung:

Lemma 8.18 Sind di(x),d2(z) grifite gemeinsame Teiler von zwei Polynomen p(x),q(x) €
K(x], so gilt
dy(z)|d2(2) A da(2)|di(2),

bzw. es gibt ein c € K* mit
da(z) = cdy(z).

Insbeondere sind bei teilerfremden Polynomen alle ¢ € K* grofite gemeinsame Teiler.

Definition 8.19 Ein Polynom p(x) = apx™ + ap_12" 1 + -+ + a1z + ap € K[x] vom Grad n
heifit normiert, wenn a,, = 1 ist.

Unter allen grofiten gemeinsamen Teilern zweier Polynome p(z),q(z) € Kz ] gibt es genau
ein normiertes. Dieses wird dann oft als der grofite gemeinsame Teiler d(z) = ggT(p(x), ¢(x))
bezeichnet.

8.2.2 Division mit Rest

Eine der grundlegenden Eigenschaften von Polynomringen iiber Korpern ist die Division mit
Rest.
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Satz 8.20 Sei K ein Korper und a(x),b(x) € Klz] mit b(z) # 0. Dann gibt es Polynome
q(z),r(x) € K[z] mit
a(x) = b(z)q(z) + r(x),

wobei entweder r(x) = 0 oder grad(r(z)) < grad(b(x)) ist.

Die erste Anwendung der Division mit Rest ist der Euklidische Algorithmus zur Berechnung
eines grofften gemeinsamen Teilers.

Satz 8.21 Sei K ein Korper und a(x),b(z) € Klz] mit b(x) # 0. Fihrt man die folgende
Divisonskette durch:

Te—2(7) = rp_1(z)qr(z) + 1 ()
T-1(2) = 1%(2)qr+1(z) + 0

grad(ro(z)) < grad(b(z))
grad(ri(x)) < grad(ro(x))
grad(ra(x)) < grad(ri(x))
grad(rg(z)) < grad(rg_1(x))

)

dann ist der letzte von 0 verschiedene Rest ri(x) grofster gemeinsamer Teiler von a(x) und b(x).

Aus dieser Divisionskette gelingt es auch, den grofiten gemeinsamen Teiler durch eine Linear-
kombination darzustellen.

Satz 8.22 Sei K ein Korper und d(x) € K[x] ein grifster gemeinsamer Teiler von a(x),b(x) €
K[z] Dann gibt es Polynome e(x), f(z) € K[z] vom Grad grad(e(z)) < grad(b(z)) und
grad(f(z)) < grad(a(z)) mit

d(x) = e(z)a(z) + f(2)b(x).
8.2.3 Eindeutige Zerlegung von Polynomen
Eine erste Folgerung aus Satz 8.22 ist die folgende Eigenschaft fiir irreduzible Polynome.
Lemma 8.23 Sei p(z) € K[x] ein irreduzibles Polynom und a(x),b(x) € K[x]. Dann gilt

p(x)la(z)b(x) = p(x)|a(z) V p(z)[b(z).

Diese Eigenschaft ist grundlegend, um den folgenden Satz iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung
in irreduzible Polynome zu beweisen.

Satz 8.24 Sei K ein Korper. Dann lifit sich jedes Polynom a(x) € K|[z| als Produkt irreduzibler
Polynome darstellen. Diese Darstellung ist im folgenden Sinn eindeutig. Sind

a(z) = ep1(z)p2(2) -+ pu(@) = cq1(z)a2(2) - gm(z)
zwei solche Darstellungen mit normierten irreduziblen Polynomen py(x),p2(x),...,pn(x) bzw.
q1(z), ¢2(x), . .. , Dn(x) stim-

,qm (), so ist n = m und die irreduziblen Polynome p1(z),p2(x),. ..
men bis auf die Reihenfolge mit den irreduziblen Polynomen qi(x),qa(z), ..., qm(z) iberein.
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8.2.4 Nullstellen von Polynomen

Definition 8.25 Sei K ein Korper und p(z) € Klz]. Ein Kérperelement o € K heifst Null-
stelle von p(x), wenn p(a) = 0 ist.

Satz 8.26 Sei K ein Korper und p(x) € K[z]. Dann gilt fir alle o € K
pla) = 0 = (= - 0)lp(x).

Definition 8.27 Sei K ein Kérper, p(z) € K[z] und o € K Nullstelle von p(x). Die Vielfach-
heit der Nullstelle o ist jene natiirliche Zahl k mit

(x — oz)k\p(a:) A (z— a)k+1 fp(x),

Man kann auch sagen, dal (z — «) in der eindeutigen Zerlegung von p(x) in irreduzible Faktoren
genau k-mal vorkommt.

Eine wichtige Folgerung aus der eindeutigen Zerlegung in irreduzible Faktoren ist der folgende
Satz.

Satz 8.28 Sei K ein Korper und p(x) € K[z] ein Polynom von Grad grad(p(z)) = n. Dann
gibt es hichstens n verschiedene Nullstellen von p(x).

Dieser Satz kann noch verschirft werden. Bezeichnen aq,...,a,, € K die verschiedenen Null-
stellen von p(z) und ki, ..., ky, die entsprechenden Vielfachheiten, so gilt

kp 4otk < n.

8.3 Fundamentalsatz der Algebra

8.3.1 Polynome iiber den komplexen Zahlen

Der Fundamentalsatz der Algebra lautet:
Satz 8.29 Jedes Polynom f(x) € C[z] hat eine komplexe Nullstelle o € C.

Daraus folgt unmittelbar

Satz 8.30 Sei f(x) € Clz] ein Polynom vom Grad grad(f(z)) = n. Sind aq,...,a, € C die
Nullstellen von f(x) und ki, ..., ky, die Vielfachheiten dieser Nullstellen, so gilt

flx)=a(x — ozl)k1 s (x— am)km,

wobei a € C* der Hauptkoeffizient von f(x) ist, d.h. f(x) zerfillt in Linearfaktoren.
Dies kann auch anders ausgedriickt werden.

Satz 8.31 Die einzigen irreduziblen Polynome in Clz] sind die Polynome vom Grad 1.
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8.3.2 Polynome iiber den reellen Zahlen

Jedes Polynom f(z) € R[z] kann selbstverstandlich auch {iber C interpretiert werden, und hat
dann natiirlich, wenn es keine reelle Nullstelle haben sollte, jedenfalls eine Nullstelle o € C.

Lemma 8.32 Sei f(x) € R[z] und o € C eine Nullstelle von f(x). Dann ist auch die konjugiert
komplexe Zahl @ € C eine Nullstelle von f(x).

Ist @« = o + 47 mit 7 # 0 eine Nullstelle von f(z) € R[z], so gewinnt man daher automatisch
eine weitere Nullstelle @ = o —i7, also ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar und somit
einen Teiler von f(z) der Form

(z —a)(z — @) = 2% — 202 + (0® + 72) € Rz].

Jedes reelle Polynom zerféllt daher in der folgenden Art und Weise.

Satz 8.33 Sei f(x) € R[z] ein Polynom vom Grad n. Sind ai,...,an € R mit Vielfachheiten
ki,...,km die reellen Nullstellen von f(x) und oy £im1,...,0sxi1s mit Vielfachheiten Iy, ...l
die konjugiert komplexen Nullstellenpaare von f(x), so gilt

f(z) = a(x —a)* -+ (x — o)™ (2% = 2012 + (0F + )" -+ (2 = 2050 + (0F + 79))",

wobei a € R* der Hauptkoeffizient von f(x) ist, d.h. f(x) zerfdllt in Linearfaktoren und quadra-
tische Faktoren.

Dies kann auch anders ausgedriickt werden.

Satz 8.34 Die einzigen irreduziblen Polynome in R[z] sind die Polynome von Grad 1 und die
quadratischen Polynome
z? + px +q

mit negativer Diskriminante
p? —4q < 0.

8.4 Algebraische Korpererweiterungen

8.4.1 Polynomielle Kongruenzen

Der Ubergang von R nach C besteht im wesentlichen durch Hinzufiigen einer Nullstelle des
Polynoms z? + 1, die (iiblicherweise) durch i bezeichnet wird. Es wird dabei nicht die Frage
beantwortet, was ¢ ist, sondern nur, welche Eigenschaften ¢ hat. Die wesentliche Eigenschaft von
i ist 2 = —1. Damit kann man mit ¢ rechnen und Ausdriicke der Form a + bi mit a,b € R
addieren, subtrahieren, multiplizieren und, was besonders bemerkenswert ist, dividieren, falls
a # 0 oder b # 0 ist.

Eine dhnliche Vorgangsweise gelingt auch bei den rationalen Zahlen Q, wenn man die irrationale
Zahl /2 dazufiigt. Wie zuvor kann man Ausdriicke der Form a + bv/2 mit a,b € Q addieren,
subtrahieren, multiplizieren und dividieren, falls a # 0 oder b # 0 ist.
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Beiden Beispielen gemeinsam ist, dal zu einem Kérper K (R bzw. Q) ein Element o (i bzw. v/2)
hinzugefiigt wird, so dafl die Menge aller Ausdriicke a + ba mit a,b € K wieder einen Korper
L = K(«) bilden, einen Erweiterungskorper von K. Das Element « ist iiber dem Korper L
Nullstelle eines Polynoms f(x) € Klx] (z2 + 1 € R[z] bzw. 22 — 2 € Q[z]), wobei f(x) iiber
K irreduzibel ist. (Man spricht hier auch von eine algebraischen Kérpererweiterung, weil das
Element, das zum Korper K dazugefiigt wird, eine algebraische Gleichung erfiillt.)

Im folgenden sollen zwei Zugénge zu allgemeinen algebraischen Koérpererweiterungen vorgestellt
werden. Der erste basiert auf polynomiellen Kongruenzen.

Definition 8.35 Sei K ein Kérper. Zwei Polynome a(x),b(x) € K[x] heiffen kongruent mo-
dulo einem Polynom f(x) € Klz|, i.Z. a(x) = b(z) mod f(x), wenn

f(@)la(z) — b(z).

Offensichtlich bilden die Polynome
f(@)K[z] = {a(z) € K[z]|a(z) = 0 mod f(z)}

beziiglich der Addition eine Untergruppe.

Ganz analog zu den ganzen Zahlen gelten die folgenden Eigenschaften:

Lemma 8.36 Sei K ein Kérper und ay(z),as(x),bi(x),b2(x), f(x) € Klz] und ai(z) =
b1(z) mod f(x) und az(x) = ba(z) mod f(x), dann gilt auch

a1(x) + az(x) = bi(z) + bz(x) mod f(z)

und
a1(x) - az(x) = by (x) - bo(x) mod f(z).

Man kann daher auf den Nebenklassen von f(z)K[x] wieder in natiirlicher Weise Addition und
Multiplikation definieren.

Definition 8.37 Sei K ein Korper und f(x) € K|[z|. Die Menge der Nebenklassen von f(z)K|z]
wird durch

K]/ f(2)K[z] = {a(z) + f(2)K[z] | a(x) € K[z]}

bezeichnet. Die Summe zweier Nebenklassen wird durch
(a(z) + f(2)K[z]) + (b(z) + f(2)K[z]) := (a(z) + b(x)) + f(2) K[z]
und das Produkt durch
(a(z) + f(2)Klz]) - (b(z) + f(2)K[z]) := (a(z) - b(2)) + f(2) K[z]

definiert.

Aus den Nebenklassen a(z) + f(x)K|[z] kann ein kanonischer Représentant gefunden werden.
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Lemma 8.38 Sei K ein Korper und f(x) € K[z]. Dann gibt es zu jeder Nebenklasse a(x) +
f(z)K[z] € K[z]/f(x)K|[z] ein Polynom ag(x) mit grad(ag(z)) < grad(f(z)).

Weiters sind zwei Polynome ao(z),bo(z) € Klz] mit grad(ap(x)) < grad(f(z)) und
grad(bo(z)) < grad(f(x)) genau dann gleich, wenn sie kongruent modulo f(x) sind.

K|[z]/f(z)K][z] kann daher auch durch
Klz]/f(2)K[z] = {a(z) + f(2)K[z]| (a(z) € K[z]) A (grad(a(z)) < grad(f(2)))}

beschrieben werden.

Satz 8.39 Sei K ein Korper und f(x) € K[z|. Die algebraische Struktur (K[z]/f(x)K]z],+, ")
ist ein kommutativer Ring mit 1. Er ist genau dann ein Korper, wenn f(x) iber K irreduzibel
15t.

Die Ringeigenschaften sind sofort nachzurechnen. Die Berechnung der inversen Nebenklasse
erfolgt mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus. Sei f(x) € Klz] irreduzibel iiber K und sei
a(x)+ f(x)K[x] # f(x)K|[z] eine Nebenklasse modulo f(z). Dann sind a(z) und f(z) teilerfremd.
Folglich kénnen mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus Polynome b(z), ¢(z) € K[z] mit
a(z)b(z) +q(z)f(z) =1

bestimmt werden und es gilt

(a(x) + f(2)K[z]) - (b(x) + f(2)K[z]) = (a(z) - b(z)) + f(2)K[x] = 1+ f(x)K][z],
d.h. b(x) + f(z)K|[z] ist beziiglich der Multiplikation das zu a(x) + f(x)K|z] inverse Element.

Im Fall eines irreduziblen Polynoms f(z) kann K|z| als Erweiterung von K angesehen werden,
da die Nebenklassen der konstanten Polynome

a+ f(z)K|[z]
eine Kopie von K darstellen.

Weiteres hat die Nebenklasse
a:=z+ f(z)K|[z]

eine interessante Deutung. Es gilt nédmlich
f(a) = f(z + f(2)K[z]) = 0.

Im Erweiterungkorper L = K[z]/f(x)K|[z] hat daher das Polynom f(z) eine Nullstelle. Weiters
kann L durch

L={ag+aa+ - +an_10" " |ag,a1,...,an_1 € K A f(a) =0}

beschrieben werden. Fiir K = R und f(z) = 2% 4 1 erhilt man dadurch gerade C = R(i) und
fir K = Q und f(z) = 22 — 2 den Korper Q(v/2).

Es ist also zuléssig, bei einem iiber K irreduziblen Polynom f(x) € K|z], das ja keine Nullstellen
in K hat, die Existenz einer algebraischen Nullstelle a von f(x) als gegeben zu nehmen und
mit ihr in {iblicher Weise zu rechnen. Der Erweiterungskorper L (der eigentlich in der obigen
Weise konstruiert werden mufl) wird durch L = K («) bezeichnet.
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8.4.2 Direkte Produkte

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, daf alle Elemente aus L = K|z|/f(x)K|[z] durch

Klz]/f(x)K[z] = {a(z) + f(z)K[z]|a(z) € Klz] A grad(a(z)) < grad(f(z))}
= {ap+ax+- - +ap 12" '+ f(2)K[z] | ag, a1, ... ,a,_1 € K}

bzw. durch
Klz]/f(z)K[z] = K(a) = {ag + a1+ - - + an_10" | ag, a1, ..., an_1 € K A f(a) = 0}

beschrieben werden kénnen. Jedenfalls kann man K[z]/f(z)K[z] mit K" identifizieren, d.h. der
Restklasse
ap + a1z + -+ ap-12" " + (o) K[z] € K[2]/f(2)K]a]

ordnet man das n-Tupel
(ag,ai,...,a,) € K"

zu. Offensichtlich konnen alle Rechnungen auch in K™ durchgefiihrt werden. Beispielsweise ent-
spricht der Addition zweier Restklassen die Addition der entsprechenden n-Tupel.

Definiert man beispielsweise auf den Paaren (a,b) € R? Addition und Multiplikation durch
(a,b) + (¢,d) := (a+¢,b+d) und (a,b)-(c,d):= (ac—bd,ad + be),

so entspricht dies der Konstruktion der komplexen Zahlen C, wobei a + bi bzw. die Restklasse
(a + bx) + (22 + 1)R[z] durch das Paar (a,b) reprisentiert wird. Man kénnte C auch in dieser
Weise definieren und a-posteriori erkennen, daf die Elemente (a,0) mit den reellen Zahlen a € R
identifiert werden konnen, dafl also eine Erweiterung des reellen Korpers R vorliegt, und das
Element (0,1) als i bezeichnen und nachrechnen, daf

i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

gilt.

In #hnlicher Weise kann man auf den Paaren (a,b) € Q? rationaler Zahlen Addition und Multi-
plikation durch

(a,b) + (¢,d) := (a+¢,b+d) und (a,b)-(c,d):= (ac+ 2bd,ad + bc),

definieren. Wieder liegt eine Erweiterung vor. Die Elemente (a,0) konnen mit a € Q identifiziert
werden und das Element (0, 1) iibernimmt die Rolle von v/2:

(0,1)-(0,1) = (2,0) = 2.

Die allgemeine Vorgangsweise ist daher die folgende. Sei K ein Koérper und f(z) € Klz| ein
irreduzibles Polynom vom Grad n. Man kann nun auf L = K" Addition und Multiplikation
definieren, so dafl die Elemente (a,0,0,...,0) € K™ mit a € K identifiziert werden kénnen, d.h.
K™ kann als Erweiterungskorper von K interpretiert werden, und dafl das Element

a:=(0,1,0,0,...,0)
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Nullstelle von f(z) ist: f(a) = 0. (Dabei muf§ das Polynom f(z) € K[x] als Polynom in L[z]
interpretiert werden, indem K durch die gerade erwdhnte Identifikation als Unterkorper von
L = K™ aufgefait wird.)

Die Addition auf L = K™ wird einfach durch
(ag,a1,-..,an—1) + (bo,b1,...,bn—1) := (ao + bo, a1 + b1,...,an—1 + bp_1)

definiert. Bevor man die Multiplikation definieren kann, mufl man mit Hilfe des Divisionsalgo-
rithmus zu Polynomen

a(z) =ao+ a1z + -+ an_12"Y, b(@) =bo+ bz + - +by_12" !

ein Polynom

clx)=co+crx+--- Cp1x™ !

mit
a(x)b(x) = q(x) f(z) + c(x)
bestimmen. Offensichtlich hangen die Koeffizienten ¢; von ¢(z) nur von den (festen) Koeffizienten

von f(z) und von den Koeffizienten aj von a(z) und b; von b(x) ab. Die Koeffizienten ¢; kénnen
daher als Funktionen von ag, b; der folgenden Gestalt

¢; = cjlao,a1,...,an—1,b0,b1,...,b 1)

n—1
= § cj k1axby

k,1=0

interpretiert werden. Fiithrt man den Divisonsalgorithmus einmal mit allgemeinen Koeffzien-
ten ay, by durch, so konnen die Koeffizienten ¢; i auch explizit berechnet werden. (Es ist auch
moglich, die Koeffizienten c;j; durch Lésung eines entsprechenden linearen Gleichungssystems
zu gewinnen.)

Das Produkt auf L = K™ wird schliefSlich durch

(ao,al, e ,an_l) . (bo,bl, e ,bn_l) = (C(),Cl, e 7Cn—1)

definiert.

8.5 Erweiterungen von Vektorrdumen

8.5.1 Algebraische Erweiterungen von Vektorrdumen

Bei der Bestimmung von Eigenwerten einer linearen Abbildung miissen nur die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms ermittelt werden. Die Kenntnis von Eigenwerten (und dazugehéri-
gen Eigenrdumen) dient zum besseren Verstdndnis der Struktur der linearen Abbildung. Hat
das charakteristische Polynom keine Nullstellen, so kann man zunéchst zu einem algebraischen
Erweiterungskoper des Grundkopers iibergehen, so dal das charakteristische Polynom im FEr-
weiterungskorper Nullstellen hat. Um diese Nullstellen als Figenwerte einer geeigneten linearen
Abbildung zwischen geeignenten Vektorrdumen interpretieren zu kénnen, mufl man die gegebe-
nen Vektorrdume und die lineare Abbildung erweitern.



128 KAPITEL 8. POLYNOME UND KORPERERWEITERUNGEN

Ist beispielsweise V ein Vektorraum iiber R, so kann es sinnvoll sein, V zu einem Vektorraum
V¢ iiber € zu erweitern. Um die allgemeine Vorgangsweise zu motivieren, gehen wir einmal
zunéichst formal vor. Wir nehmen an, die Vektoren ¢ € V¢ werden (analog zur Konstruktion
der komplexen Zahlen) in Real- und Imaginérteil

c=a-+t1b

mit a,b € V zerlegt. Offensichtlich bildet die Menge dieser Vektoren eine Erweiterung von V.
Die Addition dieser Vektoren wird einfach durch

(a1 + ibl) + (az + ibg) = (a1 + a2) + i(b1 + bg)

definiert. Die Skalarmultiplikation eines Skalars z = x 4 iy mit einen Vektor ¢ = a + ¢b wird in
natiirlicher Weise durch

zc = (x +1iy)(a+1ib) := (zra — yb) + i(zb + ya)

festgelegt. (Es wird einfach formal ausmultipliziert und die Rechenregel i> = —1 beniitzt.)

Ein exakter Weg, diese Vorgangsweise nachzuzeichnen, ist, eine Menge Ve = V x V aller Paare
von Vektoren aus V zu betrachten, die Addition durch

(al, bl) =+ (ag, bg) = (a1 + aog, b1 + bg)
und die Skalarmultiplikation durch
(z +1iy)(a,b) := (ra — yb,zb + ya)

zu definieren. Es ist leicht nachzurechnen, dafl V¢ mit diesen Operation ein Vektorraum iiber
C ist. Identifiziert man die Vektoren (a,0) € V¢ mit a € V, so erkennt man, da V¢ eine
Vektorraumerweiterung von V ist. Wegen

(a,b) = (a,0) +i(b,0) = a+ib
ist die obige Vorgangsweise auch gerechtfertigt.

In dhnlicher Weise kann man auch eine Vektorraum V iiber Q zu einem Vektorraum VQ( V)
iiber Q(v/2) erweitern. Auf den Paaren Vavz) =V x V definiert man die Addition durch

(al, bz) —+ (ag, bz) = (a1 + ag, b1 —+ bg)
und die Skalarmultiplikation durch
(z 4+ v2y)(a,b) := (za+ 2b,zb + ya).

Wieder erkennt man durch Nachrechnen, dafi V5, einen Vektorraum iiber Q(V2) = {z +

V2y|z,y € Q} bildet. Identifiziert man wieder die Vektoren (a,0) € Ve mit a € V, so
kann V. 5y wieder als Vektorraumerweiterung von V interpretiert werden. Weiters fiithrt diese
Identifikation zu der einpragsameren Darstellung

(a,b) = (a,0) + v2(b,0) = a + V2b.

Die eben geschilderte Vorgangsweise kann auch allgemein durchgefiihrt werden.
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Definition 8.40 Sei V ein Vektorraum iber dem Korper K und f(z) € Klx] ein iber K
irreduzibles Polynom vom Grad grad(f(x)) = n. Weiters bezeichne

K(a) ={zo+z100+ -+ zp10™ 2,21, .., 21 € K}
eine algebraische Korpererweiterung von K um eine Nullstelle o von f(x).

Dann wird auf der Menge V g (o) := V" durch
(ag,ai,...,an—1) + (bg,b1,...,bn_1) := (ap + bg,a; + by,...,a,-1 + bp_1)

eine Addition und durch

-1
(xoﬁ—xla-+---+—xn_1a" )'(aﬂvalw"aan—l)
n—1 n—1 n—1
= E Co,kITEAL, § ClLEITEAL, - - -, E Cn—1,klTEA]
k=0 k=0 k,l=0

eine Skalarmultiplikation definiert, wobei die Koeffizienten c;iy durch die Multiplikation

(o +z1a+ -+ 210" ) (Yo +yra+ -+ yp_1a” )

n—1 n—1 n—1
= § Co,klxkylag C1,k1$kyly--~7§ Cn—1,kITEYL | »

k,1=0 k,1=0 k,1=0
in K(a) gegeben sind.
Satz 8.41 Sei V ein Vektorraum iber dem Kérper K, f(z) € K[z] ein tber K irreduzibles
Polynom und K(«) ein Erweiterungskirper von K um eine Nullstelle o von f(z). Dann bildet

V k() mit der soeben definierten Addition und Sklarmultiplikation einen Vektorraum dber K(a),
der V mittels der Identifikation von (a,0,...,0) € V() mit a € V enthiilt.

Jede Basis B = {b; |i € I} von V ist (mittels dieser Identifikation) auch eine Basis von V g (q)-
Insbesondere sind die Dimensionen von V (iber K) und V(o (tiber K(a)) gleich.

Mit Hilfe der Identifikation von (a,0,...,0) € V K(a) Mit a € V konnen die Vektoren aus Vg (q)
auch durch

(ag,ai,...,a,_1) = (ap,0,...,0))+a(ar,0,...,0))+ - +a" (a, 1,0,...,0))
= ap+aa;+--+a" la,

dargestellt werden.

8.5.2 Erweiterung von linearen Abbildungen

Definition 8.42 Seien V, W Vektorriume iiber dem Korper K, g(x) € K[z| ein iber K irre-
duzibles Polynom vom Grad grad(g(z)) = n und K(«) ein Erweiterungskirper von K um eine
Nullstelle o von g(x). Ist f : V. — W eine Abbildung, so definiert man die Fortsetzung

JK(@) : VE(@@) = WK(a)
durch
fK(a)((aO7alv S 7an—1)) = (f(ao)v f(al)a R f(an—l))'
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Satz 8.43 Seien V, W Vektorriume iber dem Korper K g(x) € K|x] ein dber K irreduzibles
Polynom vom Grad grad(g(z)) = n und K(«) ein Erweiterungskorper von K um eine Nullstelle
a von g(z). Ist f € L(V, W) eine lineare Abbildung, so ist auch die Fortsetzung fr (o) : VK (a) =
Vi (a) linear.

Es gelten folgende Figenschaften:
1 fr@lv ="
2. (f(VM)k(@) = (Vi)
3. (kern(f))K(a) = kern(fK(a))'

4. Sind V und W endlichdimensional und B bzw. C Basen von 'V bzw. W, so gilt

Ppc(fr(a) = PBC(f)-

Insbesondere stimmen Rang und Defekt von f und fr () iberein.



Kapitel 9

Diagonalisierbarkeit und Jordansche
Normalform

9.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

9.1.1 Eigenwerte linearer Abbildungen

Definition 9.1 Sei V ein Vektorraum diber einem Kérper K und f € L(V,V). Ein Skalar
t € K heifit Eigenwert von f, wenn es einen Vektor a € V \ {0} mit

f(a) =ta
gibt.

Die Menge aller Figenwerte t € K einer linearen Abbildung f € L(V,V) heifst Spektrum von
f und wird durch
spec(f)

bezeichnet.

Definition 9.2 FEin Vektor a € V \ {0}, zu dem es ein t € spec(f) mit f(a) = ta gibt, heifst
Eigenvektor von f (zum Figenwert t).

Die Menge aller Eigenvektoren zu einem Eigenwert t € spec(f) (erginzt um 0)
Vi =Vi(f):={aeV]|f(a) =ta}
heifit der zu t € spec(f) gehirige Eigenraum von f.
Beispiel 9.3 Sei V der Vektorraum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen g : R — R
und D : V — V, g — ¢’ der Ableitungsoperator. Dann ist fiir jedes ¢ € R die Funktion
gi(z) = e Eigenfunktion von D zum Eigenwert ¢, d.h. spec(D) = R.
Definition 9.4 Sei f € L(V, V). Ein Unterraum U <V von V heifit f-invariant, wenn
fU)cu
gilt, d.h. flu € L(U,U).

131



132 KAPITEL 9. DIAGONALISIERBARKEIT UND JORDANSCHE NORMALFORM

Lemma 9.5 Sei f € L(V,V). Dann ist fir jedes t € spec(f) der FEigenraum V, ein f-
mwartanter Unterraum von V.

Weiters gilt.

Satz 9.6 Sei f € L(V,V) und seien t1,te € spec(f) zwei verschiedene Eigenwerte von f. Dann
gilt
Vi, NV, ={0}.

Insbesondere sind zwei Eigenvektoren von f zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig.
Dies gilt sogar fiir ein System von Eigenvektoren.

Satz 9.7 Sei f € L(V,V). Dann ist jedes System {a;|i € I} von Eigenvektoren von f zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhdngig.

Daraus ergibt sich unmittelbar die folgende Eigenschaft von Eigenrdumen.

Satz 9.8 Sei f € L(V,V). Dann ist die Summe >, 'V, direkt, d.h.
tespec(f)

b v
tespec(f)
ist ein Unterraum von V.

Korollar 9.9 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gibt es zu jeder Abbildung f €
L(V,V) hochstens n verschiedene Figenwerte.

Ein wichtiges Problem wird es sein, zu entscheiden ob
® vi-v
tespec(f)
gilt. Dies ist genau jener Fall, wenn V eine Basis besitzt, die nur aus Eigenvektoren von f

besteht.

Satz 9.10 Sei f € L(V,V). Dann gibt es genau dann eine Basis von 'V, die nur aus Eigenvek-
toren von f besteht, wenn
® vi-v

tespec(f)

gilt.

Eine Abbildung f € L(V,V) mit der Eigenschaft, daf§ es eine Basis von Eigenvektoren gibt,
heif3t einfach strukturiert.
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9.1.2 Eigenwerte von Matrizen

Definition 9.11 Sei K ein Kéorper und A € K™ eine quadratische Matriz. Ein Skalart € K
heift Eigenwert von A, wenn es einen Vektor a € K™\ {0} mit

Aa =ta

gibt.
Die Menge aller Figenwerte t € K von A heifst Spektrum von A und wird durch

spec(A)

bezeichnet.
Offensichtlich gilt spec(A) = spec(fa).

Definition 9.12 Sei K ein Kéorper und A € K™ eine quadratische Matriz. Fin Vektor a €
K™\ {0}, 2u dem es ein t € spec(A) mit Aa = ta gibt, heifit Eigenvektor von A (zum
Figenwert t).

Die Menge aller Eigenvektoren zu einem Eigenwert t € spec(A) (erginzt um 0)
V.=V (4) ={acV|Aa=ta}

heifit der zu t € spec(A) gehorige Eigenraum von A.

Offensichtlich besteht ein Zusammenhang zwischen Eigenwerten und Eigenrdumen von linearen
Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen und Matrizen.

Satz 9.13 Sei V cin endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Kérper K und B eine Basis
von V. Dann gilt firt € spec(f) und a € Vy

OpB(f) - PB(a) =t Pp(a),

d.h.
spec(f) = spec(PB(f)) und PR(Vy) = (K™,

9.2 Charakteristisches Polynom

9.2.1 Matrizen iiber Polynomringen

Fiir viele Anwendungsfille (wie etwa in der Eigenwerttheorie) ist es giinstig, Matrizen zu ver-
wenden, deren Eintragungen nicht nur Kérperelemente sind, sondern Polynome. (Fiir unsere
Zwecke wird es ausreichen, Polynome iiber einem Korper einzusetzen.)
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Definition 9.14 Sei K ein Kdérper. Die Menge aller m x n-Matrizen mit Fintragungen aus
K|x] wird durch K[x]™*™ bezeichnet.

Sind A(;p) = (aij<x))l§i§m,1§j§n7 B(g’;) = (sz(x))lglﬁm,lﬁjgn zweir Matrizen aus K[SU]mxn S0
bezeichnet
A(z) + B(x) = (aij(z) + bij(2))1<i<m1<j<n

die Summe von A(z) und B(z) und
tA(x) := (taij(z))1<i<m,1<j<n

die Multiplikation mit einem Skalar ¢t € K.
Lemma 9.15 Fir jeden Korper K ist K[z]™*™ ein Vektorraum iber K.

Ebenso kann man zwei Polynommatrizen miteinander multiplizieren.

Definition 9.16 Sei A(x) = (aij(w))lgiSmJSan (S K[w]mxn und B(ac) = (bjl(x))lgjgnylglgp S
K|z]"*P. Dann bezeichnet die Matriz

C(x) = (ca(x))1<icm1<i<p € Klx]™P
mit den Eintragungen

cil(x) = Z aij(x)bji(x)
j=1

das Produkt

Es gelten dieselben Rechenregeln wie bei gewthlichen Matrizen:
(A(z)B(2))C(x) = A(x)(B(z)C(x)), A(z)(B(z)+ C(z)) = A(x)B(z) + A(z)C(x),. ..

Insbesondere bilden quadratische Polynommatrizen eine K-Algebra.
Lemma 9.17 Fiir jeden Korper bildet K[z]|"*" eine K-Algebra.

Entsprechend ist das Einsetzen (von Kérperelementen in x) ein K-Algebrenhomomorphismus.

Es konnen aber in x nicht nur Kérperelemente eingesetzt werden, sondern auch Elemente einer
K-Algebra, beispielsweise lineare Abbildungen f € L(V,V), wobei V ein Vektorraum iiber K
ist.

Definition 9.18 Sei K ein Kérper und A(z) = (aij(x))1<ij<n € K[z|"*™ eine quadratische
Polynommatriz. Dann bezeichnet

det A(zx) := Z sgn(m) - Gw(1)1(l‘) . -aw(n)’n(x)

TES,

die Determinante von A(z).
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Offensichtlich besagt det A(z) # 0 nicht unbedingt, da§ A(x) invertierbar ist. Allerdings gilt der
folgende Satz:

Satz 9.19 Sei A(x) = (aij())1<ij<n € K[z]™™" eine quadratische Polynommatriz und bezeich-
ne A;j(z) den Kofaktor von A(x), also die Determinante jener Matriz, die dadurch hervorgeht,
daf$ man die j-ten Spalte von A(x) durch e; ersetzt, so gilt

A(m)fl(x)T = det A(x) . En mit fl(a:) = (Aij(w))lsi,jgn.

9.2.2 Das charakteristische Polynom einer Matrix

Definition 9.20 Sei K ein Kiorper und A = (aij)i<ij<n € K™*" eine quadratische Matriz.
Das Polynom

XA({L') = det(A — mEn) = det(aij — méij)lgmgn
heifst charakteristisches Polynom von A.

Definition 9.21 Die Spur spur(A) einer quadratischen Matriz A = (aij)i<ij<n € K" ™ist
durch

spur(A) := Za“
i=1

definiert

Satz 9.22 Das charakteristische Polynom x () einer Matriz A = (aij)1<ij<n € K"*™ ist ein
Polynom n-ten Grades der Form

xa(x) = (=1)"z" 4 (=1)"tspur(A)z""1 + - - + det(A).

Die wichtigste Eigenschaft des charakteristischen Polynoms ist, dafl es ermoglicht, die Eigenwerte
von A zu berechnen.

Satz 9.23 Sei A € K™ " eine quadratische Matriz und x a(z) das charakteristische Polynom
von A. Dann gilt

t € spec(A) <= xa(t) =0,
d.h. die Nullstellen von xa(x) sind die Figenwerte von A.
Weiters sind die Figenrdume von A (fir t € spec(A)) durch

Vy,={ac Kt | (A —tE,)a =0} =kern(fq — tid)
gegeben.

Kennt man also einen Eigenwert ¢ von A, so ist das Bestimmen von (K™*!); das Losen eines
homogenen linearen Gleichungssystems.
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Korollar 9.24 Zerfillt das charakteristische Polynom x a(x) einer Matrix A € K™ ™ in Line-
arfaktoren,

xa(z) = (=1)" ] | (= - ),
=1

(2

d.h. t1,to, ..., t, sind die Figenwerte von A, dann gilt

Zti = spur(A) und Hti = det(A).
i=1 i=1

9.2.3 Das charakteristische Polynom einer Abbildung

Auf endlichdimensionalen Vektorrdumen kann auch das charakteristische Polynom einer Abbil-
dung f € L(V,V) definiert werden:

Definition 9.25 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Das charakteristische Poly-
nom einer linearen Abbildung f € L(V,V) ist durch

x¢(z) := det(PB(f) — xEn)

definiert, wobei B eine Basis von 'V und n = dim(V) bezeichnen.

Daf} das charakteristische Polynom einer Abbildung nicht von der Wahl der gewéhlten Basis B
abhéngt, sichert die folgende Eigenschaft.

Lemma 9.26 Sei A € K™*" eine quadratische Matriz und B = T AT, wobei T € K™ eine
requldre Matriz ist. Dann stimmen die charakteristischen Polynome von A und B iberein:

xa(z) = xB(z).

Definition 9.27 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Die Spur spur(f) einer linearen
Abbildung f € L(V,V) ist durch

spur(f) := spur(®ps(f))

definiert, wobei B eine Basis von V bezeichnet. Entsprechend ist die Determinante von f durch

det(f) := det(®B(f))

gegeben.
Offensichtlich héngen diese beiden Begriffe nicht von der Wahl der Basis B ab.

Satz 9.28 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Das charakteristische Polynom x ¢(x)
einer linearen Abbildung f € L(V,V) ist ein Polynom n-ten Grades der Form

Xg(@) = (=1)"2" + (=1)" tspur(f)z" " + - + det(f).
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Satz 9.29 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V, V). Dann gilt
t € spec(f) <= xy(t) =0,

d.h. die Nullstellen von xs(x) sind die Eigenwerte von f.

Damit erhélt man einen zweiten Beweis von Korollar 9.9, daflein Polynom n-ten Grades
hochstens n verschiedene Nullstellen hat. Weiters gilt:

Korollar 9.30 Sei V ein endlichdimensionlaler Vektorraum. Zerfillt das charakteristische Po-
lynom xf(x) einer linearen Abbildung f € L(V,V) in Linearfaktoren,

xf(x) = (=1)"

(2

(.Z' - tl)a
1

n

d.h. t1,to, ..., t, sind die Figenwerte von f, dann gilt

Zti = spur(f) und Hti = det(f).
i=1 i=1

9.2.4 Algebraische und geometrische Vielfachheit

Definition 9.31 Die algebraische Vielfachheit \,(t) eines Figenwertes t € spec(A) einer
quadratischen Matriz A € K™ ™ ist die Vielfachheit von t als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms x a(x).

Die geometrische Vielfachheit \,(t) eines Eigenwertes t € spec(A) einer quadratischen Ma-
trix A € K™*"™ ist die Dimension des Figenraums V; < Knxl:

Ag(t) := dim V.

Ag(t) ist daher auch die Dimension des Losungsraums des linearen Gleichungssystems
(A—tE,)x =0.

Definition 9.32 Se: 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Die algebraische Vielfachheit
Aa(t) eines Eigenwertes t € spec(f) einer linearen Abbildung f € L(V,V) ist die Vielfachheit
von t als Nullstelle des charakteristischen Polynoms x ¢(x).

Die geometrische Vielfachheit \,(t) eines Eigenwertes t € spec(f) einer linearen Abbildung
f € L(V,V) ist die Dimension des Eigenraums Vy < V:

Ag(t) := dim V.
Wegen V; = kern(f — tid) gilt auch \,(t) = def(f — tid).

Satz 9.33 Die geometrische Vielfachheit \y(t) eines Eigenwerts t € spec(A) resp. t € spec(f)
ist nie griofer als die algebraische Vielfachheit:

Ag(t) < Aa().
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9.2.5 Summen von Unterriumen

Es soll nun untersucht werden, wie das charakteristische Polynom einer auf einen f-invarianten
Unterraum eingeschréinkten Abbildung mit dem urspriinglichen charakteristischen Polynom zu-
sammenhéngt.

Satz 9.34 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V,V). Ist V.= U o W
direkte Summe von zwei f-invarianten Unterrdumen, so gilt

Xf(@) = Xg1y () - X plw (2)-

9.3 Diagonalisierbarkeit

9.3.1 Einfach strukturierte Abbildungen

Definition 9.35 Fine lineare Abbildung f € L(V,V) heifit einfach strukturiert, wenn es
eine Basis B von 'V gibt, die nur aus Figenvektoren von f besteht.

Satz 9.36 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Eine Abbildung f € L(V,V) ist genau
dann einfach strukturiert, wenn es eine Basis B von 'V gibt, so daff P (f) eine Diagonalmatriz
18t:

q)BB(f) = diag(tl, tg, e ,tn).

t1,ta,...,t, sind dabei die Eigenwerte von f.

9.3.2 Ahnliche Matrizen

Definition 9.37 Zwei Matrizen A, B € K™" heiflen dhnlich, wenn es eine requlire Matrix
T € K™ mit
B=T"1'AT

gibt.
Beispielsweise sind die Koordinatenmatrizen ®g, B,(f), ®B,,B,(f) einer linearen Abbildung

f € L(V,V) beziiglich verschiedener Basen Bj, Bs von V &hnlich. Insbesondere stimmen die
charakteristischen Polynome &hnlicher Matrizen iiberein.

9.3.3 Diagonalisierbarkeit

Definition 9.38 FEine Matriz A € K™*™ heifst diagonalisierbar, wenn es eine regqulire Matrix
T € K™ gibt, so dafl
T~ YAT = diag(t1,to, ..., t,)

eine Diagonalmatriz diag(ti,ta, ..., t,) ist.

Die Werte t1,ts,...,t, sind dabei die Eigenwerte von f.
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Satz 9.39 Fine Matriz A € K"™*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn die dazugehorige
Abbildung fa : K™ — K™ x — Ax, einfach strukturiert ist.

Satz 9.40 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Eine lineare Abbildung f € L(V,V)
ist genau dann einfach strukturiert, wenn die Matriz g (f) fir jede Wahl einer Basis B von
V diagonalisierbar ist.

Satz 9.41 Sei 'V ein Vektorraum mit endlicher Dimension dim(V) =n < oo und f € L(V,V).
Hat f n verschiedene FEigenwerte, so ist f einfach strukturiert.

9.4 Minimalpolynom

9.4.1 Annullatorpolynom und Minimalpolynom

Definition 9.42 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V,V) eine lineare
Abbildung. Fin Polynom p(xz) € K|x]\ {0} heiit Annullatorpolynom von f, wenn

p(f) =0.

Lemma 9.43 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V,V) eine lineare Ab-
bildung. Dann gibt es ein Annullatorpolynom von f.

Definition 9.44 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V,V) eine lineare
Abbildung. Ein normiertes Polynom p(x) € K[z] heifft Minimalpolynom wvon f, wenn p(x)
Annullatorpolynom von f vom kleinstmdglichen Grad ist.

Satz 9.45 Jede lineare Abbildung f € L(V,V) auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
besitzt ein eindeutig bestimmtes Minimalpolynom p¢(x). Weiters ist ein Polynom p(x) genau
dann Annullatorpolynom von f, wenn das Minimalpolynom ps(x)von f ein Teiler von p(x) ist:

pr(z)|p(z).

Wegen der Eindeutigkeit spricht man auch von dem Minimalpolynom (und bezeichnet es mit

prf(z)).

9.4.2 Satz von Cayley-Hamilton

Uberraschenderweise ist x #(x) ein Teiler des charakteristischen Polynoms. Dies ist die Aussage
des Satzes von Cayley-Hamilton.

Satz 9.46 Sei'V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V, V) eine lineare Abbildung.
Dann ist das charakteristische Polynom x¢(x) ein Annullatorpolynom von f, d.h.

pp(@)Ixs (@)
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9.4.3 Zerlegung des Minimalpolynoms

Ahnlich wie beim charakteristischen Polynom gibt es auch beim Minimalpolynom eine Produkt-
formel.

Satz 9.47 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, f € L(V,V) und U,W zwei f-
invariante Unterrdume von V mit V. = U & W, so daf$ die charakteristischen Polynome von
Xflu () und X () teilerfremd sind. Dann gilt

pp(x) = pppo (@) - prppg (2)-
Es wird sich herausstellen, dafl man gemé&fl der Zerlegung des charakteristischen Polynoms

o) = (07 [ @—ep

tespec(f)
f-invariante Unterriiume V; mit dim(V;) = A, (¢) und
Xrig, (@) = ()

finden kann. Daher wird es das erste Ziel sein, Abbildungen f € L(V,V) zu untersuchen, derer
charakteristisches Polynom von der Gestalt x ¢(x) = (t — )" ist. Der allgemeine Fall kann dann
aus Spezialfillen dieser Art zuriickgefiithrt werden. Insbesondere gilt fiir das Minimalpolynom:

Satz 9.48 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V, V) mit x¢(x) = (t —x)".
Dann gilt

il@) = (@ — )"
mit

m = min{r > 1 [im((f — tid)") = {0}}.
Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton gilt sicherlich m < n, das Mimimum existiert in jedem

Fall.

9.5 Jordansche Normalform

9.5.1 Primérzerlegung

Lemma 9.49 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, f € L(V,V) und t € spec(f).
Weiter sei v > 1 eine natirliche Zahl. Dann gelten die folgenden drei Eigenschaften:

1. Die Unterridume kern((f — tid)") und im((f — tid)") sind f-invariante Unterrdume.
2. kern((f —tid)") @ im((f — tid)") =V fir r > u(t).

3. Ist s € spec(f) \ {t}, dann gilt Vs Nkern((f — tid)") = {0}.
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Definition 9.50 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, f € L(V,V) und t € spec(f).
Dann bezeichnet

Vi = Vi(f) = kern((f — tid)""))
den Hauptraum von f beziiglich t € spec(f), wobei u(t) > 1 durch
p(t) == min{r > 1 |kern((f — tid)") = kern((f — tid) 1)}
gegeben ist.

V, ist also ein f-invarianter Unterraum von V und V; ist ein f-invarianter Unterraum von V;:
V; <V < V. Weiters gilt Gleicheit V; = V; genau dann, wenn pu(t) = 1 ist.

Die Hauptriume leisten genau das, was im vorigen Abschnitt angedeutet wurde.

Satz 9.51 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum dber dem Korper K und f € L(V,V)
eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Dann
gelten die folgenden drei Eigenschaften:

1.v= & V.
tespec(V)
2. dim(Vy) = \a(t), (t € spec(f)).
3. Xflg, (2) = (t = 2)*®).
Korollar 9.52 Sei 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € L(V,V) eine lineare Ab-

bildung, deren charakteristisches Polynom tiber K in Linearfaktoren zerfdllt. Dann ist das Mi-
nimalpolynom von f durch

ni@ = [ @-0®

tespec(f)

gegeben.

Jeder Vektor d € V; hat die Eigenschaft, daB (f — tid)*(*)(d) = 0 gilt. Das kleinste m > 1 mit
dieser Eigenschaft (f — tid)™(d) = 0 wird auch als Stufe von d bezeichnet, d.h.

m =min{r > 1|(f —tid)"(d) = 0}.
Offensichtlich ist dann der Vektor
c:=(f —tid)™1(d)#0

und es gilt
f(c) = tc,
d.h. ¢ ist Eigenvektor von f zum Eigenwert ¢. Es zeigt sich, dafl die (Eigen-)Vektoren

(f —tid)™ (), (f —tid)™2(d),..., (f —tid)™™(d) =d

linear unabhéngig sind Es gilt sogar noch mehr.



142 KAPITEL 9. DIAGONALISIERBARKEIT UND JORDANSCHE NORMALFORM

Lemma 9.53 Sei 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum, f € L(V, V) und t € spec(f). Sind
weiters dy,...dy € Vi und mq, ..., my die entsprechenden Stufen, d.h.

mj = min{r > 1] (f —tid)"(d;) = 0},
so daf$ die Vektoren
c1 = (f —tid)™ (dy),..., ¢ = (f — tid)™ ! (dy)
linear unabhingig sind, dann ist auch das System der Vektoren
dij = (f —tid)™7"(dy)  (1<j<k, 1<i<my)

linear unabhdngig.

9.5.2 Jordansche Normalform

Definition 9.54 FEine m X m-Matriz

t 0 0 0
0 1 0 0
Int):=1 0o ~-. . - .0
0 0o ... 0 t 1
0 0o ... 0 0 ¢t

heifit Jordan-Kéastchen der Dimension m zum Figenwert t € K.

Ist d € V; ein Vektor der Stufe m, so erfiillen die Vektoren
ci:=(f—tid)™"(d) (1<i<m)

die Beziehungen

fler) = te,
f(CQ) = (f — tid)(Cg) +tco =c1 + tCQ,
flem) = Cm—1+tcn.
Fiir den Unterraum U := [{cy,...,cm}] mit der Basis B = {cy,...,cm} ist die Koordinaten-

matrix fiir f|y durch
BB (flu) = Jm(t)

gegeben. Gelingt es also, den Vektorraum V als direkte Summe solcher Unterrdume darzustellen,
so existiert eine Basis von V, so daf die Koordinatenmatrix von f € L(V,V) nur aus Jordan-
Kastchen besteht, die an der Diagonale hintereinander aufgereiht sind. Dies kann tatséchlich
erreicht werden.
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Satz 9.55 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und f € L(V,V) mit xs(x) = (t — )™
Dann gibt es eine Basis B von 'V, und natiirliche Zahlen mi; > mg > --- > m, > 0 und
ki,ka,....kpy >0, so daff PB(f) erweiterte Diagonalform

OB (f) = diag(Jm, (1), -+ Ty (1), Jmo (8), - s Ting (8) - oy Ty ()5 -+ 5 T (1))

hat, wobei das Jordan-Kdistchen Jp, (t) k1-mal vorkommt, das Jordan-Kdistchen Jp,(t) ko-mal
etc. Die Zahlen p, m1,ma,...,mp und k1, ks, ..., ky sind durch die Beziehungen

k1+"-+kp fﬂrje{(),...,mp—l},
ki+--+kp1 firje{my,...,mp_1 —1},
dim((f — tid)? (V) Nkern(f — tid)) = :

k1 fﬂ?“je{mg,...,ml—l},
0 firj € {my,m;+1,...}
gegeben.
Man beachte, dafl
p= lel(Vt)
ist und dafl die Zahen my, mo, ..., m, und k1, ko, . . ., k), eindeutig bestimmt sind, d.h. jede andere

Koordinatenmatrix von f, die nur aus Jordan-Késtchen aufgebaut ist, unterscheidet sich von
der angegeben Form nur durch die Reihenfolge der Késtchen. In beiden Fallen spricht man von
einer Jordanschen Normalform

Definition 9.56 Fine (erweiterte) Diagonalmatriz, die nur aus Jordan-Kdstchen besteht, heifst
Jordansche Normalform.

Insgesamt erhilt man folgende Charakterisierung.

Satz 9.57 Sei 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber einem Kérper K und f € L(V,V),
so daf das charakteristische Polynom x ¢(x) tber K in Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es eine
Basis B von V, so daff Pg(f) Jordansche Normalform hat, wobei die auftretenden Jordan-
Kistchen (bis auf die Reihenfolge) durch die Abbildung f eindeutig bestimmt sind.

9.5.3 Klassifikation von dhnlichen Matrizen

Satz 9.58 Jede Matriz A € K™*", derer charakteristisches Polynom tiber K in Linearfaktoren
zerfallt, ist zu einer Jordanschen Normalform dhnlich.

Mit Hilfe der Jordanschen Normalform konnen dhnliche Matrizen klassifizert werden.

Satz 9.59 Zwei Matrizen A, B € K"*"™, deren charakteristische Polynome iiber K in Linearfak-
toren zerfallen, sind genau dann dhnlich, wenn sie zur selben Jordanschen Normalform dhnlich
sind.
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Der einzige Nachteil dieses Satzes ist es, dafl er nur fiir Matrizen gilt, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerféllt. Dies ist insbesondere der Fall, wenn K = C gilt.

Satz 9.60 Zwei Matrizen A, B € C"*" sind genau dann dhnlich, wenn sie zur selben Jordan-
schen Normalform dhnlich sind.

Im allgemeinen Fall miifite man den Korper K um die Nullstellen von x¢(x) ergénzen. Dies ist
bei den reellen Zahlen besonders einfach.

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R und f € L(V,V), deren charakteristisches
Polynom x f(«) nicht in Linearfaktoren (iiber R) zerfillt. In diesem Fall erweitert man f zu einer
Abbildung fec € L(Vc, Ve). Sei nun ¢ = o + 7 ein nichtreeller Eigenwert von fec und d € V,
ein Vektor der Stufe m, so erfiillen die Vektoren

¢; = (f —fid)" () =a; +ib;  (1<j<m)

wie vorhin diskutiert die Beziehungen

fc(er) = teu,
fc(CQ) = (f — tid)(CQ) + tco = c1 + tco,
fC(Cm) = Cpy_1+1tcy,.

Da xf(z) ein reelles Polynom ist, besitzt fc auch die konjugiert komplexe Zahl t = o — it
als Eigenwert, und wir bekommen entsprechende Beziehungen fiir ¢ und ¢; = a; — b;. Die
reellen Vektoren ai,...,am,b1,..., b, spannen denselben Unterraum auf wie die Vektoren
Cl,.--,Cm,Cl,...,Cnp. Aullerdem kann man durch Vergleich von Real- und Imaginérteil able-
sen, wie f auf a; und b; operiert:

f(al) + Zf(b1> = (aa1 — Tbl) + i(O’bl + Tal),
f(ag) +if(b2) = (a1 +o0ags —7by) +i(by + oby + 7as),

flam) +if(bm) = (am-1+0an — 7bp) +i(bm_1 + oby, + Tan).

Dieser 2m-dimensionale Unterraum U ist auch f-invariant und die Koordinatenmatrix fiir f|y
beziiglich der Basis {ai,...,am,b1,...,bs,} ist durch

Im(o)  TEn,
—7E,  Jn(0)
gegeben. Man kann also immer noch eine Normalform angeben.

Definition 9.61 FEine (erweiterte) Diagonalmatriz, die nur aus Jordan-Kdstchen und aus

Kistchen der Form
Im(o)  TEn,
—TEnm  Jn(0)

besteht, heifst reelle Jordansche Normalform.
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Insgesamt erhélt man folgende Charakterisierung.

Satz 9.62 Sei 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Korper R und f € L(V, V).
Dann gibt es eine Basis B von 'V, so dafi @B(f) reelle Jordansche Normalform hat, wobei die
auftretenden Jordan-Kdastchen und Kdstchen der Form

Im(o)  TEn,
—TEpm  Jn(0)
(bis auf die Reihenfolge) durch die Abbildung f eindeutig bestimmt sind.

Satz 9.63 Zwei Matrizen A, B € R™" sind genau dann dhnlich, wenn sie zur selben reellen
Jordanschen Normalform dhnlich sind.



Kapitel 10

Bilinearformen

10.1 Bilinearformen und kongruente Matrizen

10.1.1 Bilinearformen und L(V,V¥)

Ist A € K™*" eine quadratische Matrix, so kann man Vektoren x,y € K™*! von links und von
rechts mit A multiplizieren:
xTAy.

Das Resultat ist in K. Hilt man x fest so ist die Zuordnung y — x’ Ay linear und ebenso bei
festgehaltenem y die Zuordung x — x’ Ay. Man erhilt eine sogenannte Bilinearform.

Definition 10.1 Sei V ein Vektorraum iber dem Kérper K. Eine Abbildung o : V XV — K
heifst Bilinearform, wenn sie in beiden Komponenten linear ist, d.h. fiir a,a;,as, b, b, bs € V
und x,y € K gilt

o(za; +yas,b) = zo(ai,b)+yo(az,b),
o(a,zby +ybe) = zo(a,by)+ yo(a, ba).

Die Menge aller Bilinearformen o : V. x V. — K wird mit BL(V) bezeichnet.

BL(V) kann &hnlich wie V* = L(V, K) als Vektorraum angesehen werden. Man definiert fiir
o, 7€ BL(V)und z € K

(c+7)(a,b) := o(a,b)+7(a,b),
(zo)(a,b) = zo(a,b).

Satz 10.2 Sei V ein Vektorraum tber dem Kérper K. Dann ist BL(V) als Vektorraum iso-
morph zu L(V,V*):

BL(V) X L(V,V*).
FEiner Bilinearform o € BL(V) entspricht die lineare Abbildung f, € L(V, V™) durch die Fest-
legung

(fo(b),a) := o(a,b).

146
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Selbstverstandlich hitte man die Zuordung ¢ — g, mit

<gd(a)v b> = U(aa b)

betrachten kénnen. Der Zusammenhang bei Koordinatenmatrizen ist aber einfacher, wenn man
fo statt g, betrachtet.

Definition 10.3 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und B = {by,...,b,} eine Basis von
V. Die Koordinatenmatrix ®g (o) einer Bilinearform o € BL(V) ist durch

Pg(0) = (a(bi,bj))1<; j<n

gegeben.

Lemma 10.4 Sei'V ein n-dimensionaler Vektorraum und B = {by, ... ,b,} eine Basis von V.
Dann gilt fiir c € BL(V) und a,b €V

o(a,b) = ®g(a)’ dp(o)Pp(b).
Satz 10.5 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, B = {by,...,b,} eine Basis von V und
B* C V* die duale Basis von B. Dann gilt fiir o € BL(V) und der entsprechenden Abbildung

fo € L(V,V*)
Pp(0) = PBB-(fo)-

Fiir g, gilt tibrigens
®BB-(95) = B(0)" = PBB-(f5)".

Definition 10.6 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und o € BL(V). Dann werden
Rang rg(o) und Defekt def(o) von o durch

rg(o) = rg(fo),
def(o) = def(fs)

definiert.

Man beachte, dafl dann fiir jede Basis B von V

rg(o) = rg(fs) = rg(®BB-(f5)) = rg(®B(0)) = rg(®BB-(95)) = r8(90)

gilt.

10.1.2 Kongruente Matrizen

Lemma 10.7 Sei V ein Vektorraum und o € BL(V) eine Bilinearform. Dann ist fir jede
lineare Abbildung f € L(V,V) die Abbildung

T=00o(f,f):VxV, (ab)—oa(f(a),f(b))
wieder eine Bilinearform (in BL(V)).
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Definition 10.8 Sei V ein Vektorraum. Zwei Bilinearformen o,7 € BL(V) heiffen kongru-
ent, wenn es eine bijektive lineare Abbildung f € L(V, V) mit

7(a,b) = a(f(a), (b)) resp. T=00(f,[)

gibt.
Offensichtlich ist die Relation o ist kongruent zu 7 eine Aquivalenzrelation auf BL(V).

Satz 10.9 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, B eine Basis von V, o € BL(V) und
f € L(V,V). Dann gilt fir r =oco (f, f) € BL(V)

op(7) = ®BB(f) ®B(0)PBB(/).

Satz 10.10 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und B,B zwei Basen von V. Dann
gilt fir jede Bilinearform o € BL(V)

O5(0) =T PB(0) Tap-
Diese beiden Sétze motivieren die folgende Definition.

Definition 10.11 Zwei quadratische Matrizen A, B € K™*" heiffen kongruent, wenn es eine
requldre Matriz P € K™*" mit

B=PTAP

gibt.
Offensichtlich gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 10.12 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und B eine Basis von V. Zwei
Bilinearformen o,7 € BL(V) sind genau dann kongruent, wenn die Koordinatenmatrizen
dp(0), Pa(T) kongruent sind.

Weiters sind die Koordinatenmatrizen ®g(c), ®g(0) von o beziiglich zweier Basen B, B von V
kongruent.

10.2 Orthosymmetrische Bilinearformen

10.2.1 Symmetrische und alternierende Bilinearformen

Mit Hilfe von Bilinearformen kann ein Orthogonalitétsbegriff auf einem Vektorraum eingefiihrt
werden.
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Definition 10.13 Sei V ein Vektorraum und o € BL(V) eine Bilinearform. Zwei Vektoren
a,b € V heiffen orthogonal beziiglich o, wenn o(a,b) = 0. Man schreibt dafiir auch

al,b.
Ist die Relation 1, symmetrisch, d.h.
o(a,b) =0 <= o(b,a) =0,

dann heifft o orthosymmetrisch.

Offensichtlich ist o orthosymmetrisch, wenn o(a,b) = o(b,a) fiir alle a,b € V ist. Dieser und
ghnliche Spezialfille sollen nun genauer untersucht werden.

Definition 10.14 Sei V ein Vektorraum und o € BL(V).

1. o heifft symmetrisch, wenn

Va,be V: o(a,b) =o(b,a).
2. o heifst schiefsymmetrisch, wenn
Va,be V: o(a,b) = —o(b,a).

3. o heifst alternierend, wenn
VaeV: o(a,a) =0.

Satz 10.15 Sei V ein Vektorraum dber dem Koérper K. Dann gelten fir eine Bilinearform
o € BL(V) folgende Implikationen:

1. o symmetrisch = o orthosymmetrisch.
2. o schiefsymmetrisch = o orthosymmetrisch.
3. o alternierend = o schiefsymmetrisch.
4. o schiefsymmetrisch Achar(K) # 2 = o alternierend.
Man beachte, dafl nur im Fall char(K) = 2 die Begriffe schiefsymmetrisch und alternierend

verschieden sind. Im Fall char(K) = 2 stimmen allerdings die Begriffe symmetrisch und schief-
symmetrisch iiberein.

Fiir Matrizen konnen analoge Begriffe eingefiithrt werden.
Definition 10.16 Sei A = (aij)i<ij<n € K™" eine quadratische Matriz.

1. A heifit symmetrisch, wenn AT = A.

2. A heifit schiefsymmetrisch, wenn AT = —A.
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3. A heifit alternierend, wenn AT = —A und alle Diagonalelemente a; = 0, 1 < i < n,
sind.

Satz 10.17 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und B eine Basis von V. Dann gelten
fiir o € BL(V) folgende Eigenschaften:

1. o symmetrisch <= ®g(c) symmetrisch.
2. o schiefsymmetrisch <= ®g(o) schiefsymmetrisch.

3. o alternierend <= ®g(0) alternierend.

10.2.2 Klassifikation orthosymmetrischer Bilinearformen

Im vorigen Abschnitt wurde erwahnt, dafl jede Bilinearform, die symmetrisch oder schiefsymme-
trisch ist, (offensichtlich) auch orthosymmetrisch ist. Interessanterweise hat man damit bereits
alle orthosymmetrischen Bilinearformen beschrieben.

Satz 10.18 Sei V ein Vektorraum. Dann ist eine Bilinearform o € BL(V) genau dann ortho-
symmetrisch, wenn sie symmetrisch oder schiefsymmetrisch ist.

Fiir den Nachweis dieses Satzes benttigt man einige Vorbereitungen.

Lemma 10.19 Sei V ein Vektorraum und a* € V* eine Linearform. Dann gilt
(kern(a®))° = [a”].
Satz 10.20 Sei V ein Vektorraum. Stimmen fiir zwei Bilinearformen o,7 € BL(V) die Ortho-
gonalitdtsrelationen 1, 1, tberein, d.h.
o(a,b) =0 <= 7(a,b) =0,

dann gibt es c € K* mit

Satz 10.18 folgt nun direkt aus Satz 10.20.

10.2.3 Orthogonalrdume

Definition 10.21 Sei V ein Vektorraum und o € BL(V). Fiir eine nichtleere Teilmenge M C
V bezeichnen

Mt = {beV|VaeM: o(a,b) =0},

M = {aeV|¥beM: o(a,b)=0}.

den Rechts- bzw. Links-Orthogonalraum von M. Die Mengen V- und +V heiflen Rechts-
bzw. Links-Radikal von V.
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Ist o orthosymmetrisch, so stimmen M+ und +M fiir alle M C V iiberein.

Definition 10.22 Fine Bilinearform o € BL(V) auf einem Vektorraum heifit nichtausgear-
tet, wenn

vi=~1v={ol.

Ein Unterraum U <V heifst nichtausgeartet, wenn o|y auf U nichtausgeartet ist.

U ist daher genau dann nichtausgeartet, wenn

UNnUt=Un"U = {o}.
Einige Eigenschaften von Orthogonalrdumen sind im folgenden Satz zusammengefafit:

Satz 10.23 Sei V ein Vektorraum, o € BL(V), M, N nichtleere Teilmengen von V und U;
(1 € I) ein System von Unterrdumen von V.

I. MCN= NtCM A INCM.
M]+ =M+, H[M] =M.

Mt <V,TM<V.

TM =g, (M), M = f (M),

V+ =kern(f,), +V = kern(g,).

S T o

MC (MY, M C (tM)*.

7. (Z Uz’) T=UF  (Zier Ui) = Nier U

el el

8. ZUzL < (ﬂ Ui) S e U (N U,
iel iel
wobei Gleichheit gilt, wenn dim(V') endlich ist und o nichtausgeartet ist.

Ist U ein Unterraum eines endlichdimensionalen Vektorraums V, so kénnen genaue Aussagen
iiber die Dimensionen der auftretenden Vektorrdume gemacht werden.

Satz 10.24 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, o € BL(V) und U < V. Dann gilt:
1. dim(U) + dim(Ut) = dim(V) +dim(U N +V).

2. dim(U) + dim(+U) = dim(V) 4+ dim(U N V1),

Korollar 10.25 Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und o € BL(V) nichtausgeartet,
so gilt fir alle Unterrdume U <V

U="+Uh = ()t
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Von besonderer Bedeutung fiir die Struktursétze alternierender und symmetrischer Bilinearfor-
men ist die folgende Eigenschaft:

Satz 10.26 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und o € BL(V). Dann gilt fir jeden
nichtausgearteten Unterraum U <V

UapUr=Us'U=V.

10.3 Stuktursitze von Bilinearformen

10.3.1 Alternierende Bilinearformen

Satz 10.27 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und o € BL(V) eine alternierende
Bilinearform vom Rang r. Dann ist r gerade, und es gibt s = 5 paarweise orthogonale, nicht-
ausgeartete, zweidimensionale Unterrdume Ly, ..., Ls von 'V mit

V=L & --®L,®d V"

Es gibt daher eine Basis B von V, so dafl die Koordinatenmatrix ®g (o) die Gestalt

0 1
-1 0

dp(0) = 0 (10.1)

0

hat, wobei die restlichen Elemente durch 0 gefiillt werden miissen. Man sagt auch, ®g(c) hat
erweiterte Diagonalgestalt und schreibt dafiir

auor=aios(( 2 2).( 0 )0 2) m0n0).

Satz 10.27 16st auch das Kongruenzproblem von alternierenden Bilinearformen.

Satz 10.28 Zwei alternierende Bilinearformen o,7 € BL(V) auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum sind genau dann kongruent wenn ihre Rdnge gleich sind.

Entsprechend gilt, daf eine alternierende Matrix immer zu einer Matrix der Form (10.1) kon-
gruent ist, und daraus folgt unmittelbar:

Satz 10.29 Zwei alternierende Matrizen A, B € K™*™ sind genau dann kongruent, wenn ihre
Ringe gleich sind.
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10.3.2 Symmetrische Bilinearformen

Satz 10.30 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und o € BL(V) eine symmetrische
aber nicht alternierende Bilinearform vom Rang r. Dann ¢ibt es r paarweise orthogonale, nicht-
ausgeartete, eindimensionale Unterriume A1,..., A, von 'V mit

V=A@ @A, V™

Es gibt daher eine Basis B von V, so dafl die Koordinatenmatrix ®g (o) Diagonalgestalt

@B(U) = diag(glvg2> s 7gTa0707 o 70)

mit g1, 92, ..., 9. € K* hat. Entsprechend ist eine symmetrische Matrix immer zu einer Diago-
nalmatrix kongruent.

Damit ist das allgemeine Kongruenzproblem fiir symmetrische Bilinearformen bzw. Matrizen
nicht geldst, da die Diagonalelemente g1, . .., g, (aufler in Spezialfillen) nicht genau spezifiziert
werden konnen. Allgemein kann nur gesagt werden, dafl es auf quadratische Faktoren nicht
ankommt. (Ersetzt man némlich den Basisvektor b; durch zbj, so wird das Diagonalelement
g; = o(bj,b;) durch x?g; ersetzt.)

10.3.3 Symmetrische Bilinearformen iiber C

Satz 10.31 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum dber den komplexen Zahlen C und
o € BL(V) eine symmetrische Bilinearform vom Rang r. Dann gibt es eine Basis B von 'V mit

bp(0) = < Eg g ) — diag(1,1,...,1,0,0,....0).

Dieser Satz 16st das Kongruenzproblem fiir symmetrische Bilinearformen iiber C.

Satz 10.32 Zwei symmetrische Bilinearformen o,7 € BL(V) auf einem endichdimensionalen
Vektorraum V iber C sind genau dann kongruent, wenn ihre Rdnge gleich sind.

Entsprechend gilt,
daB jede Matrix A € C"™™ zu einer Matrix der Form diag(1,1,...,1,0,0,...,0) kongruent
ist, und daraus folgt:

Satz 10.33 Zwei symmetrische Matrizen A, B € C™*" sind genau dann kongruent, wenn ihre
Ringe gleich sind.

10.3.4 Tragheitssatz von Sylvester

Die Situation bei reellen endlichdimensionalen Vektorrdumen ist nicht ganz so einfach wie im
komplexen Fall. Trotzdem gelingt es hier, das Kongruenzproblem zu l6sen. Dazu fithrt man
folgende Begriffe ein.
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Definition 10.34 Sei V ein Vektorraum iber R, o € BL(V) eine symmetrische Bilinearform
auf V und U <V ein Unterraum von V.

1. U heifit positiv definit, wenn fir alle a € U\ {0} o(a,a) > 0 ist.

2. U heifit positiv semidefinit, wenn fir alle a € U o(a,a) > 0 ist.

3. U heifit negativ definit, wenn fir alle a € U\ {0} o(a,a) < 0 ist.

4. U heiffit negativ semidefinit, wenn fir alle a € U o(a,a) <0 ist.

5. U heifit indefinit, wenn es a,b € U mit o(a,a) > 0 und o(b,b) < 0 gibt.

Definition 10.35 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum dber R und o € BL(V) eine
symmetrische Bilinearform. Definiert man

p:=max{dim(U) |U <V A U ist positiv definit}

und
¢ :=max{dim(U) |U <V A U ist negativ definit},

dann heif$t die Differenz
pP—q

Signatur von o.
Entsprechend kann man die Signatur einer symmetrischen Matrix A € R™*™ definieren.

Satz 10.36 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iber R und o € BL(V) eine symme-
trische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis B von V mit

E, 00
dp(c)=( 0o —-E, 0 |, (10.2)
0 00

wobei p 4+ q der Rang von o und p — q die Signatur von o ist.

Der Tragheitssatz von Sylvester 16st nun das Kongruenzproblem fiir reelle symmetrische
Bilinearformen.

Satz 10.37 Zwei symmetrische Bilinearformen o,7 € BL(V) auf einem endlichdimensiona-
len Vektorraum V dber den reellen Zahlen sind genau dann kongruent, wenn thre Rdinge und
Signaturen gleich sind.

Entsprechend gilt, daf8 jede symmetrische Matrix A € R™™"™ zu einer Matrix der Form (10.2)
kongruent ist, wobei p und ¢ eindeutig bestimmt sind. Es gilt auch:

Satz 10.38 Zwei symmetrische Matrizen A, B € R™*" sind genau dann kongruent, wenn ihre
Ringe und ihre Signaturen gleich sind.
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10.4 Quadratische Formen

10.4.1 Bilinearformen und Quadratische Formen

Betrachtet man zu einer (symmetrischen) Matrix A € K™*" die Abbildung ¢(a) = a’ Aa (bzw.
setzt man in einer Bilinearform ¢ € BL(V) in beide Stellen denselben Vektor ein: g(a) =
o(a,a)), so erhilt man eine Abbildung ¢ : V — K mit der Eigenschaft ¢(ra) = 2%¢(a). Genauer
definiert man:

Definition 10.39 Sei 'V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Fine Abbildung q : V — K mit
den FEigenschaften
q(za) = 2%¢(a) (xe K,aeV)

und
o(a,b) :=q(a+b) —qg(a) — q(b) ist eine Bilinearform

heifit quadratische Form auf V.

Man beachte, daf} die einer quadratischen Form ¢ zugeordnete Bilinearform ¢ immer symmetrisch
ist. Umgekehrt kann man wegen

o(a,a) = 2%¢(a) — 2(a) = 2q(a)

im Fall char(K) # 2 sofort die quadratische Form zuriickgewinnen.

Satz 10.40 Sei V ein Vektorraum tber einem Koérper K mit char(K) # 2. Dann entsprechen
die quadratischen Formen und die symmetrischen Bilinearformen einander eineindeutig.

Ist V iiberdies endlichdimensional (iiber einem Koérper K mit char(K) # 2), dann kann man ¢
auch mit Hilfe einer Matrix beschreiben. Dazu lege man eine Basis B von V fest und setze

1
G := §<I>B(0).
Dann gilt
q(a) = op(a)’'G ®p(a).
10.4.2 Definite quadratische Formen

Definition 10.41 Sei V ein Vektorraum iber den reellen Zahlen R und q eine quadratische
Form auf V.

1. q heifit positiv definit, wenn g(a) > 0 fir alle a € V \ {0}.
2. q heif$t positiv semidefinit, wenn g(a) > 0 fir allea € V.

3. q heif$t negativ definit, wenn g(a) < 0 fir alle a € V \ {0}.

4. q heifft negativ semidefinit, wenn q(a) <0 fir allea € V.
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5. q heift indefinit, wenn es Vektoren a,b € V mit q(a) > 0 und q(b) < 0 gibt.

Entsprechend definiert man fiir symmetrische Matrizen:

Definition 10.42 Sei G € R™ "™ eine reelle symmetrische Matriz.

~

. G heifst positiv definit, wenn al’ Ga > 0 fiir alle a € R"™*!\ {0}.

IS

. G heifit positiv semidefinit, wenn a’Ga > 0 fiir alle a € R™*!.

Co

. G heift negativ definit, wenn a’Ga < 0 fiir alle a € R"*! \ {0}.

. G heifit negative semidefinit, wenn a’ Ga < 0 fiir alle a € R"*!.

SNy

. G heifit indefinit, wenn es Vektoren a,b € R™! mit al’ Ga > 0 und bT’Gb < 0 gibt.

Sei G = (gij)1<ij<n € R™*" eine Matrix. Die Determinanten
det G(12, 1)

der k x k-Untermatrizen Gy 9 k) := (ij)1<i,j<k, die aus den ersten k Zeilen resp. Spalten von
G gebildet werden, heilen Hauptminoren der Matrix G. Mit Hilfe der Hauptminoren kann
entschieden werden, ob eine quadratische Form positiv bzw. negativ definit ist (Hauptmino-
renkriterium).

Satz 10.43 Sei g eine quadratische Form auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V tiber
R und o € BL(V) jene symmetrische Bilinearform auf V mit q(a) = o(a, a).

Dann ist q genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz G = ®g(o) (fir eine
beliebige Basis B von V) positiv sind:

det G121 >0 (1<k<n).
q ist genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren abwechselnd negativ und positiv sind:
detG(12,.26-1) <0 und detGpp . op) >0 (1<k<n/2).
Satz 10.44 Sei G € R™™" eine reelle symmetrische Matriz.
Dann ist G genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz G positiv sind:
detG(12,..x) >0 (1<k<n).
G ist genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren abwechselnd negativ und positiv sind:

det G(I,Q,...,2k—1) <0 wund det G(l,2,...,2k) >0 (1 <k< TL/2)

Man beachte, dafl man positive bzw. negativ semidefinite quadratische Formen (bzw. Matrizen)
nicht mit einem Satz dieser Form charakterisieren kann.
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10.5 Sesquilinearformen und Hermitesche Formen

10.5.1 Sesquilinearformen

Definition 10.45 Sei V ein Vektorraum iber dem Koérper K und ( : K — K ein Kdérper-
automorphismus. Eine Abbildung o : V x V — K heifit (-Sesquilinearform, wenn o
in der ersten Komponente linear und in der zweiten Komponente (-semilinear ist, d.h. fiir
a,aj,as,b,by1,bo € Vund z,y € K gilt

o(ra; +yas,b) = zo(a;,b)+ yo(as,b),
o(a,zb; +ybs) = ((z)o(a,bi) +((y)o(a, by).

Im Spezialfall ( = idx ist eine (-Sesquilinearform eine Bilinearform. Die Menge aller (-
Sesquilinearformen bildet natiirlich wieder einen Vektorraum.

Ist A € K™ ™ eine Matrix, so ist z.B. die Abbildung
o(a,b) := al A¢(b)
eine (-Sesquilinearform auf V.= K™*" (wobei ((b) natiirlich komponentenweise zu verstehen

ist).

Definition 10.46 FEine (-Sesquilinearform o heifst (-symmetrisch, wenn fir alle a,b € V
G(a7 b) = C(U(bv a))
gilt.
FEine (-Sesquilinearform o heifit (-schiefsymmetrisch, wenn fir alle a,b € V
U(av b) = _C(U<b7 a))
gilt.
Eine (-Sesquilinearform o heifit alternierend, wenn fiir alle a € V
o(a,a)=0
gilt.

Lemma 10.47 Eine alternierende Sesquilinearform ist eine Bilinearform. (Insbesondere ist ( =

idg.)
Der praktisch wichtigste Fall einer Sesquilinearform ist eine Hermitesche Form.

Definition 10.48 Sei 'V ein Vektorraum iber den komplexen Zahlen C und bezeichne ( : C — C
die kompleze Konjugation ((z) = Z. Eine (in diesem Sinn) (-symmetrische (-Sesquilinearform
o heifit Hermitesche Form oder Hermitesche Sesquilinearform:
o(ra; +yaz,b) = zo(ar,b)+yo(az,b),
o(a,zby + ybg) To(a,bi) +yo(a, ba),
o(a,b) = o(b,a).
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Ist A € C™ " eine Hermitesche Matrix, d.h. AT = A, dann ist die Abbildung
o(a,b):=a’ Ab

eine Hermitesche Form, denn

o(b,a) =bTAa = b Aa=b ATa=alAb= o(a,b).

Ahnlich wie bei einer Bilinearform kann man einer ¢-Sesquilinearform o eine ¢-semilineare Funk-
tion f, : V — V* durch
o(a,b) = (f5(b),a)

zuordnen.

Satz 10.49 Der Vektorraum aller (-Sesquilinearformen auf 'V ist zum Vektorraum aller (-
semilinearen Abbildungen V. — V* isomorph.

Genauso wie bei den Bilinearformen kann man Sesquilinearformen beziiglich einer Basis eine
Matrix zuordnen.

Definition 10.50 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum dber dem Korper K, ( : K — K
ein Korperautomorphismus und B = {by,...,b,} eine Basis von V. Die Koordinatenmatrix
dp (o) einer (-Sesquilinearform o auf V ist durch

¢g(0) := (o(by, bj))lgi,jgn
gegeben.

Lemma 10.51 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und B = {by,...,b,} eine Basis von
V. Dann gilt fiir eine (-Sesquilinearform o auf V und Vektoren a,b € V

o(a,b) = dg(a)’ Pp(0)((PB(b)).

D.h., man kann eine Sesquilinearform auf der Ebene der Koordinaten immer durch eine Matrix
beschreiben.

Satz 10.52 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, B = {by,...,b,} eine Basis von V und
B* C V* die duale Basis von B. Dann gilt fiir eine (-Sesquilinearform o auf V und der ent-
sprechenden (-semilinearen Abbildung fs : V — V*

(o) = ((PB*(f,))-

Definition 10.53 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber dem Korper K, (: K — K
ein Korperautomorphismus und o eine (-Sesquilinearform auf V. Dann werden Rang rg(o) und
Defekt def(o) von o durch

rg(o) = 18(fs),
def(o) := def(fs)

definiert.
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Man beachte, dal dann fiir jede Basis B von V

rg(o) =18(fs) = rg(PBB-(f5)) = 18(PB(0))

gilt.

Abschlieflend beschiftigen wir uns noch kurz mit {-symmetrischen bzw. (-schiefsymmetrischen
Matrizen und der Zusammenhang zu (-symmetrischen bzw. (-schiefsymmetrischen Sesquiline-
arformen.

Definition 10.54 Sei ¢ : K — K ein Korperautomorphismus und A = (a;j)1<ij<n € K™
eine quadratische Matriz.

1. A heifst (-symmetrisch, wenn AT = ((A).

2. A heift (-schiefsymmetrisch, wenn AT = —((A).
Durch direktes Nachrechnen erhilt man, dafl die entsprechenden Abbildungen
o(a,b) := al A¢(b)

¢-symmetrisch bzw. (-schiefsymmetrisch sind.

Die Eigenschaften {-symmetrische und (-schiefsymmetrisch spiegeln sich auch bei den Koordi-
natenmatrizen wider.

Satz 10.55 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber dem Kérper K, ( : K — K ein
Korperautomorphismus und B eine Basis von V. Dann gelten fiir eine (-Sesquilinearform o auf
V folgende FEigenschaften:

1. o ¢-symmetrisch <= ®p(o) (-symmetrisch.

2. o (-schiefsymmetrisch <= ®g(o) (-schiefsymmetrisch.

Insbesondere erfiillen die Koordinatenmatrizen ®g(o) von Hermiteschen Formen

op(0)" = op(0)
bzw.
(I)B(O')H = dp(0),
wenn man fiir
A = (Z)T
setzt. AT heifit auch die Hermiteschtransponierte Matrix.

Eine Matrix A € C™*", die A = (A)T = A erfiillt, heifit auch Hermitesch. Hermitesche Formen
entsprechen also Hermiteschen Matrizen.
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10.5.2 (-kongruente Matrizen
Wieder kann ganz analog zu Bilinearformen vorgegangen werden:

Lemma 10.56 Sei V ein Vektorraum tber dem Korper K, ( : K — K ein Korperautomor-
phismus und o eine (-Sesquilinearform auf V. Dann ist fiir jede lineare Abbildung f € L(V,V)
die Abbildung

T:JO(f,f):VXVHK, (a,b)»—>a(f(a),f(b))

wieder eine (-Sesquilinearform auf V.

Definition 10.57 Sei V ein Vektorraum tiber dem Kéorper K und ¢ : K — K ein Kérperauto-
morphismus. Zwei (-Sesquilinearformen o, 7 auf V heiffen kongruent, wenn es eine bijektive
lineare Abbildung f € L(V, V) mit

7(a,b) = o(f(a), f(b)) resp. T=00o(f f)
gibt.

Offensichtlich ist die Relation ¢ ist kongruent zu 7 eine Aquivalenzrelation auf den (-
Sesquilinearformen.

Satz 10.58 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber dem Koérper K, ( : K — K ein
Korperautomorphismus, B eine Basis von 'V, o eine (-Sesquilinearform auf V und f € L(V, V).
Dann gilt fir T =oo (f, f) € BL(V)

®p(7) = ®BB(f) ®B(0) {(PBB(/)).

Satz 10.59 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iber dem Korper K, ¢ : K — K ein
Korperautomorphismus und B, B zwei Basen von V. Dann gilt fir jede (-Sesquilinearform o
auf V

Oy(0) = TEsPB(0) ((Tp)-

Diese beiden Sétze motivieren die folgende Definition.

Definition 10.60 Sei ( : K — K ein Korperautomorphismus. Zwei quadratische Matrizen
A, B € K™ heiflen (-kongruent, wenn es eine requlire Matriz P € K™"™ mit

B = PTA((P)

gibt.
Offensichtlich gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 10.61 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber dem Koérper K, ( : K — K ein
Korperautomorphismus und B eine Basis von V. Zwei (-Sesquilinearformen o,7 auf V sind
genau dann kongruent, wenn die Koordinatenmatrizen ®g(o), ®g(7) (-kongruent sind.

Weiters sind die Koordinatenmatrizen ®g(c), ®5(c) von zwei Basen B, B von V (-kongruent.
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10.5.3 Orthosymmetrische Sesquilinearformen

Mit Hilfe von Sesquilinearformen wird wie bei Bilinearformen ein Orthogonalitétsbegriff ein-
gefiihrt.

Definition 10.62 Sei V ein Vektorraum diber dem Korper K, ( : K — K ein Koérperauto-
morphismus und o eine Sesquilinearform auf V. Zwei Vektoren a,b € 'V heiflen orthogonal
beziiglich o, wenn o(a,b) = 0. Man schreibt dafiir auch

al,b.
Ist die Relation 1, symmetrisch, d.h.
o(a,b) =0<«= o(b,a) =0,

dann heifft o orthosymmetrisch.

Die Strukturtheorie ist bei allgemeinen Sesquilinearformen ein wenig komplizierter als bei Bili-
nearformen.

Satz 10.63 Sei V ein Vektorraum iber dem Korper K und ( : K — K ein Kérperautomorphis-
mus. Stimmen fiir zwei (-Sesquilinearformen o, 7 auf V die Orthogonalititsrelationen 1., L.
iberein, d.h.

o(a,b) =0<«= 7(a,b) =0,

wobei rg(o) > 2 ist, dann gibt es c € K* mit

o = cT.
Daraus ergibt sich die folgende Charakterisierung orthosymmetrischer Sesquilinearformen.

Satz 10.64 Sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K und ( : K — K ein Korperautomor-
phismus. Dann ist eine (-Sesquilinearform o auf V genau dann orthosymmetrisch, wenn sie
alternierend ist (d.h. o ist eine alternierende Bilinearform und ¢ = idg ) oder wenn (? = idg
ist und es eine Konstante c € K* gibt, so dafl co (-symmetrisch ist.

Ebenso kann man auch beziiglich Sesquilinearformen Orthogonalrdume betrachten. Einfachheits-
halber werden in diesem Zusammenhang nur orthosymmetrische Sesquilinearformen betrachtet.

Definition 10.65 Sei V ein Vektorraum tber dem Korper K, ( : K — K ein Kérperau-
tomorphismus und o eine orthosymmetrische (-Sesquilinearform auf V. Zu einer nichtleeren
Teilmenge M C 'V bezeichnet

Mt :={becV|VacM: o(a,b) =0}

den Orthogonalraum von M. Die Menge V+ heifst Radikal von V.
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Definition 10.66 Sei V ein Vektorraum tber dem Kéorper K und ¢ : K — K ein Kérperauto-
morphismus. Fine (-Sesquilinearform o auf V heifit nichtausgeartet, wenn

v+t ={0}.

FEin Unterraum U < 'V heifit nichtausgeartet, wenn o|y auf U nichtausgeartet ist.

U ist daher genau dann nichtausgeartet, wenn
UnuUt={o}.
Einige Eigenschaften von Orthogonalrdumen sind im folgenden Satz zusammengefaf3t:
Satz 10.67 Sei 'V ein Vektorraum tber dem Korper K, ( : K — K ein Kérperautomorphismus,

o eine orthosymmetrische (-Sesquilinearform auf V, M, N nichtleere Teilmengen von V und
U; (i € I) ein System von Unterrdiumen von V.

1. MCN = N+ Cc M-+

2. [MJ+ = M+,

3. Mt <V,

4. M = foH (M),

5. V+ =kern(f,).

6. M C (M*)*L.

7. (ZU) t=u.
el i€l

1
8. Y Ul cC (ﬂU) ,
i€l el

wobei Gleichheit gilt, wennn dim (V) endlich ist und o nichtausgeartet ist.

Ist U ein Unterraum eines endlichdimensionalen Vektorraums V, so kénnen genaue Aussagen
iiber die Dimensionen der auftretenden Vektorrdume gemacht werden.

Satz 10.68 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber dem Kérper K, ( : K — K ein
Korperautomorphismus und o eine orthosymmetrische (-Sesquilinearform o auf V. Dann gilt:

dim(U) + dim(Ut) = dim(V) 4+ dim(UN V).

Korollar 10.69 Sei V ein Vektorraum dber dem Kéorper K, ( : K — K ein Korperautomor-
phismus, o eine nichtausgeartete orthosymmetrische (-Sesquilinearform auf 'V, so gilt fir alle
Unterraume U <V

U= (UHt



10.5. SESQUILINEARFORMEN UND HERMITESCHE FORMEN 163

Der folgende Satz spielt bei den Struktursétzen fiir Hermitesche Formen eine grofie Rolle.

Satz 10.70 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K, ( : K — K ein
Kérperautomorphismus und eine (-Sesquilinearform o auf V. Dann gilt fiir jeden nichtausgear-
teten Unterraum U <V

UaUt=V.

Damit erhélt man wie bei symmetrischen Bilinearformen die Moglichkeit zu diagonalisieren.

Satz 10.71 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K, ( : K — K ein
Kérperautomorphismus und o eine (-symmetrische Sesquilinearform vom Rang r. Dann gibt es
r paarweise orthogonale, nichtausgeartete, eindimensionale Unterrdume A4, ..., A, von V mit

V=A&--- @A &V,

Es gibt daher eine Basis B von V, so daf} die Koordinatenmatrix ®g (o) Diagonalgestalt
dp (o) =diag(g1,92,---,9r,0,0,...,0)

mit g1,92,...,9r € K* hat.

Entsprechend gilt:

Satz 10.72 Sei ¢ : K — K ein Korperautomorphismus mit (> = idg. Dann ist jede (-
symmetrische Matriz A € K™*™ zu einer Diagonalmatriz (-kongruent.

10.5.4 Hermitesche Formen

Eine Hermitesche Sesquilinearform (kurz auch Hermitesche Form, was aber zu Verwechslungen
fithren kann, wie wir gleich sehen werden) o ist eine (-symmetrische (-Sesquilinearform auf
einem Vektorraum V iiber C, wobei ¢ die komplexe Konjugation ((z) = Z bezeichnet. Setzt
man in o an beiden Stellen denselben Vektor ein, so erhélt man ein Analogon zu quadratischen
Formen, ndmlich sogenannte Hermitesche Formen.

Definition 10.73 Sei V ein Vektorraum tiber C. Dann heifit eine Abbildung h : V — R Her-
mitesche Form, wenn folgende drei Figenschaften erfillt sind:

1. h(za) = 2T h(a).
2. h(a+b) + h(a—b) =2(h(a) + h(b)).
3. o(a,b) := (h(a+b)+ih(a—b)—(1+i)(h(a)+h(b)) ist eine Hermitesche Sesquilinearform.
Man beachte, dafl Hermitesche Formen immer reellwertig sind.
Ist A € C™ " eine Hermitesche Matrix, d.h. A¥ = A, dann ist
h(a) := al Aa
eine Hermitesche Form.

Hermitesche Formen treten auch als Fortsetzung reeller symmetrischer Bilinearformen in natiirli-
cher Weise auf.
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Lemma 10.74 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber R und bezeichne V¢ die kom-
plexe Erweiterung von V. Weiters sei o eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann g¢ibt es
genau zwei Mdglichkeiten, o auf V¢ fortzusetzen, einerseits zu einer symmetrischen Bilinear-
form auf V¢ und andererseits zu einer Hermiteschen Form.

Satz 10.75 Sei V ein Vektorraum tber C. Jede Hermitesche Sesquilinearform o bedingt durch
die Festleqgung

h(a) :=o(a,a)
eine Hermitesche Form. Andererseits kann o aus der Kenntnis von h ermittelt werden. D.h.

Hermitesche Sesquilinearformen und Hermitesche Formen entsprechen einander eineindeutig.

Da Hermitesche Formen reellwertig sind, kann man in Analogie zu den quadratischen Formen
folgende Begriffe einfiihren:

Definition 10.76 Sei V ein Vektorraum tiber C, o eine Hermitesche Form auf V und U <V
ewn Unterraum von V.

1. U heifit positiv definit, wenn fiir alle a € U\ {0} o(a,a) > 0 ist.

2. U heifit positiv semidefinit, wenn fir alle a € U o(a,a) > 0 ist.

3. U heifit negativ definit, wenn fir alle a € U\ {0} o(a,a) < 0 ist.

4. U heiffit negativ semidefinit, wenn fir alle a € U o(a,a) <0 ist.

5. U heifit indefinit, wenn es a,b € U mit o(a,a) > 0 und o(b,b) < 0 gibt.

In derselben Weise kann man entsprechende Begriffe fiir Hermitesche Matrizen A € C"*"
einfithren, indem man o(a,a) = h(a) = a’ Aa setzt.

Definition 10.77 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber C und o eine Hermitesche
Form. Definiert man

p:=max{dim(U) |U <V A U ist positiv definit}
und
¢ :=max{dim(U) |U <V A U ist negativ definit},
dann heif$t die Differenz
pP—q

Signatur von o.
Entsprechend wird die Signatur einer Hermiteschen Matrix A € C"*" (d.h. A = A) definiert.

Satz 10.78 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber C und o eine Hermitesche Form.
Dann gibt es eine Basis B von V. mit

E, 00
dpo)=| 0o -E, 0|, (10.3)
0 00

wobei p 4+ q der Rang von o und p — q die Signatur von o ist.
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Diese Version des Tragheitssatzes von Sylvester 16st nun das Kongruenzproblem Hermitesche
Formen.

Satz 10.79 Zwei Hermitesche Formen o, T auf einem endlichdimensionalen Vektorraum 'V iber
C sind genau dann kongruent, wenn ihre Rdnge und Signaturen gleich sind.

Entsprechend ist jede Hermitesche Matrix A € C"*" zu einer Matrix der Form (10.3)

Hermitesch-kongruent, d.h. es gibt eine regulire Matrix P € C™*" mit
E, 00
PAPE = o -E, 0 |,
0 00

wobei p und ¢ eindeutig bestimmt sind. Auflerdem gilt:

Satz 10.80 Zwei Hermitesche Matrizen A,B € C™" (d.h. A" = A, B? = B) sind genau
dann Hermitesch-kongruent, wenn ihre Rdinge und ihre Signaturen gleich sind.

Man definiert nun in entsprechender Weise definite Hermitesche Formen bzw. definite Hermite-
sche Matrizen.

Definition 10.81 Sei 'V ein Vektorraum tiber den komplexen Zahlen C und h eine Hermitesche
Form auf V.

1. h heifit positiv definit, wenn h(a) > 0 fir alle a € V \ {0}.
2. h heifit positiv semidefinit, wenn h(a) > 0 fir alle a € V.

3. h heif$t negativ definit, wenn h(a) < 0 fir alle a € V' \ {0}.
4. h heifft negativ semidefinit, wenn h(a) <0 fir allea € V.

5. h heif$t indefinit, wenn es Vektoren a,b € V mit h(a) > 0 und h(b) < 0 gibt.

Entsprechend definiert man fiir symmetrische Matrizen:
Definition 10.82 Sei G € C"*" eine Hermitesche Matriz, d.h. G = G.

1. G heifit positiv definit, wenn a’ Ga > 0 fiir alle a € C"*1 \ {0}.
2. G heifit positiv semidefinit, wenn a’ Ga > 0 fiir alle a € C™*1.
3. G heifit negativ definit, wenn a’Ga < 0 fiir alle a € C"*!\ {0}.
4. G heift negative semidefinit, wenn a’Ga < 0 fiir alle a € C**1.

5. G heifit indefinit, wenn es Vektoren a,b € C"*! mit a’ Ga > 0 und a’ Ga < 0 gibt.

Wieder kann mit Hilfe der Hauptminoren entschieden werden, ob eine hermitesche Form positiv
bzw. negativ definit ist (Hauptminorenkriterium).
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Satz 10.83 Sei h eine Hermitesche Form auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V diber
C und o jene Hermitesche Sesquilinearform auf V mit h(a) = o(a,a).

Dann ist h genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matrix G = ®g (o) (fir eine
beliebige Basis B von V) positiv sind:
det G(l,?,...,k) >0 (1 <k< n)

h ist genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren abwechselnd negativ und positiv sind:

det G1a,. 2k—1) <0 wund detGao op) >0 (1<k<n/2).

Satz 10.84 Sei G € C™*" eine Hermitesche Matriz, d.h. GH = G.

Dann ist G genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz G positiv sind:
det G(LQw-yk) >0 (1 <k< n)
G ist genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren abwechselnd negativ und positiv sind:

det G(I,Q,...,Qk—l) <0 wund det G(1,2,...,2k) >0 (1 < k < TL/Q)

10.6 Quadriken

Ziel dieses Abschnittes ist es im wesentlichen, die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms
in mehreren Verénderlichen zu untersuchen. Sei etwa

Az, 22) = Qm% — 4dxi29 + 533% —3r1 4+ a2 — 7

ein quadratischen Polynom vom Grad 2. Es besteht aus einem rein quadratischen Teil (223 —
4179 + 523), einem linearen Teil (—3x1 + x2) und einer Konstanten (—7). Es stellt sich heraus,
daB die Nullstellenmenge {(x1,z2) € K?|\(x1,22) = 0} leichter untersucht werden kann, wenn
man zu homogenen Koordinaten iibergeht. Man betrachtete anstelle von A das rein quadratische
Polynom

q(xg, 1, m2) = 2@% — 4x129 + 5x% — 3xox1 + T — 7$8 = x%)\(:rl/xo, T2 /x0).

Offensichtlich ist ¢ eine quadratische Form und es gilt A(z1,2z2) = ¢(1,21,22). Da ¢ quadra-
tische Form ist, ist mit jeder Lésung (zg,z1,22) von ¢(xg,x1,22) = 0 auch jedes Vielfache
t(xg, x1,22) = (two,txy,txs) Losung: q(txg,tx,txe) = t2q(zo, 21, 72) = 0. Insbesondere erhilt
man aus einer Losung (zg, x1, z2) von g(xo,z1,x2) = 0 (mit xg # 0) auch die Losung der Form
(1,21 /20, x2/70) und damit eine Losung von A(z),z5) = 0 mit 2} = 1/ und 2, = x2/x0.

Das heifit, es ist (im wesentlichen) gleichwertig, die Nullstellenmenge von A oder die Nullstellen-
menge von ¢ zu betrachten. Der Vorteil von ¢ ist, dafl Methoden der linearen Algebra direkt auf
q anwendbar sind, da ¢ mit einer symmetrischen Bilinearform o identifiert werden kann. Weiters
ist ¢ ein homogenes Polynom und kann daher auch iiber einem projektiven Raum betrachtet
werden, was eine weitere Vereinfachung mit sich bringt. Das ist auch der Ausgangspunkt des
folgenden Unterabschnitts.
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10.6.1 Projektive Quadriken

Es wird jetzt immer vorausgesetzt, daf3 die Charakteristik des Skalarkorpers K ungleich 2 ist,
damit symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen einander eineindeutig entsprechen.

Definition 10.85 Sei V ein Vektorraum dber einem Kérper K mit char(K) # 2. Unter ei-
ner projektiven Quadrik @ auf dem projektiven Raum P(V) versteht man die Menge der

projektiven Punkte
Q=Q(0)={A=KaecP(V)|o(a,a) =0},!

wobei o € BL(V) eine symmetrische Bilinearform ist.

Man hitte anstelle der symmetrischen Bilinearform o auch die durch g(a) = o(a,a) gegebene
quadratische Form ¢ verwenden kénnen.

Ist dim(V) =n+1 < oo und B = {bg,by,...,b,} eine Basis von V und G = (g;;) = PB(0)
die Koordinatenmatrix von o, dann ist @@ = Q(o) die Menge der Punkte A = K(xzobg + z1b1 +

-+ 4 zpby) mit
n
Z GijTiTj = 0.
i,j=0
Es geht also um die Nullstellenmenge eines (homogenen) quadratischen Polynoms.

Da o symmetrisch ist, gibt es auch eine Basis B = {bg, b1,...,b,} von B, so dafi G = ®p(0)
eine Diagonalmatrix ist, d.h. man mufl nur quadratische Gleichungen der Form

9075 + G173 + -+ + gzl =0

untersuchen.

Definition 10.86 Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) # 2 und Q eine
projektive Quadrik im projektiven Raum P(V).

Eine projektive Gerade g € P(V) heifst Tangente, wenn entweder g und Q nur einen Punkt
gemeinsam haben oder wenn g in @ enthalten ist.

Ein Punkt S € Q heifit singulér, wenn jede projektive Gerade g, die S enthdilt Tangente von Q
15t.

Ein Punkt S € @ heifit regulér, wenn er nicht singuldr ist.
Q heifit singulér, wenn QQ einen singuldren Punkt enthdlt.
Q heiffit regulidr, wenn alle Punkte von QQ requldr sind.

Die Menge aller singuldren Punkte einer Quadrik wird als Spitzenraum bezeichnet.

Satz 10.87 Sei 'V ein Vektorraum iber einem Korper K mit char(K) # 2 und Q eine projektive
Quadrik im projektiven Raum P(V). Dann ist eine projektive Gerade genau dann Tangente von
Q im Punkt P, d.h. P € QN g, wenn

g C Pt.

'Die projektive Geometrie P(V) iiber einem Vektorraum V Besteht aus allen Unterrdumen von V. Insbeson-
dere ist ein projektiver Punkt ein eindimensionaler Unterraum, der durch die Vielfachen Ka = {za|x € K} eines
Vektors a # 0 beschrieben werden kann.
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wobei 1= 1, die von o induzierte Orthogonalititsrelation ist.

Weiters gilt fiir jede projektive Gerade g, die nicht in Q) enthalten ist, daf$ sie héchstens 2 Punkte
mit () gemeinsam hat.

Satz 10.88 Sei 'V ein Vektorraum iber einem Korper K mit char(K) # 2 und Q eine projektive
Quadrik. Dann besteht der Spitzenraum genau aus den Punkten von P(V=).

Korollar 10.89 FEine projektive Quadrik Q = Q(o) ist genau dann regulir, wenn die Bilinear-
form o nichtausgeartet ist.

Der nichste Satz zeigt, dal (im wesentlichen) die Punktmenge @ die zugrundeliegende Biline-
arform o rekonstruiert.

Satz 10.90 Sei 'V ein Vektorraum iber einem Korper K mit char(K) # 2 und Q eine projektive
Quadrik in P(V), die wenigstens einen requliren Punkt enthdlt, so daf$ es zwei Bilinearformen
01,09 € BL(V) mit
Q = Q(o1) = Q(02)
gibt. Dann existiert c € K™ mit
01 = C0O2.

10.6.2 Affine Quadriken

Definition 10.91 Sei'V ein Vektorraum iber einem Korper K mit char(K) # 2 und N = ¢+U
ein Nebenraum eines Unterraums U <V wvon V. Fine Abbildung der Form

AMa)=¢qla—c)+Il(a—c)+yg,

wobei q eine quadratische Form auf U, | eine Linearform auf U und g € K ist, heifit quadra-
tische Funktion auf dem affinen Raum A(N).

Fiir die Definition einer quadratischen Funktion benétigt man also einen Vektor (Reprisentaten)
c € N, eine quadratische Form ¢, eine Linearform [ und eine Konstante g. Verindert man den
Représentanten ¢, so veréindern sich auch [ und g, aber nicht q.

Betrachtet man eine affine Basis {c,c + by,...,c + b,} von N (mit Ursprung ¢ und Einheits-
punkten ¢ + b;), dann gilt fir a=c+ ) ;| z;b;

n n
)\(a) = Z 9i5TiT; + Z lix; + g.
1=0

ij=1

Auf der Ebene der Koordinaten ist eine quadratische Funktion daher ein allgemeines Polynom
von Grad 2.

Quadratische Funktionen héngen eng mit quadratischen Formen bzw. mit symmetrischen Bili-
nearformen zusammen.
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Satz 10.92 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iber einem Kérper K mit char(K) #
2, H <V eine Hyperebene von V und ¢ &€ H. Ist A eine quadratische Funktion auf N = c+ H,
dann gibt es eine eindeutig bestimmte quadratische Form q auf ganz V, so daf$ fir alle a € N

Aa) = q(a)

ist. Die quadratischen Funktionen auf N und die quadratischen Formen auf V entsprechen daher
eineindeutig.

Definition 10.93 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iber einem Kérper K mit
char(K) # 2 und N = ¢ 4+ U ein Nebenraum von U < V eines Unterraums von V. Fine
affinen Quadrik Q.5 = Qurr(A\) auf dem affinen Raum A(N) ist durch

Qasr = Qasr(A) = {a = {a} € A(N)[A(a) = 0}

definiert, wobei A eine quadratische Funktion auf N bezeichnet.

Wegen Satz 10.92 kann jede affine Quadrik als Schnitt einer projektiven Quadrik mit dem zugrun-
deliegenden Nebenraum angesehen werden. Daher kénnen viele Eigenschaften affiner Quadriken
aus entsprechenden Eigenschaften fiir projektive Quadriken abgeleitet werden.

Wieder 1a8t sich die definierende quadratische Funktion einer affinen Quadrik Quf¢(A) (im we-
sentlichen) aus den Menge der Punkte aus Q,f¢(\) rekonstruieren.

Satz 10.94 Sei 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum iber einem Korper K mit char(K) # 2
und N = ¢ + U ein Nebenraum von U < 'V eines Unterraums von V. Weiters sei Qupp € N
eine affine Quadrik auf N, so daf die affine Hiille der Punkte aus Qqry ganz N ist. Sind nun
A1(a), A2(a) zwei quadratische Funktionen auf N mit Qqrf = Qafr(M) = Qars(X2). Dann gibt
es ein c € K* mit

)\1 = C)\Q.

10.6.3 Struktursitze fiir Quadriken

Da projektive Quadriken auf symmetrische Bilinearformen zuriickgefiihrt werden kénnen, gilt
der folgende Satz

Satz 10.95 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iber einem Korper K mit char(K) # 2
und Q eine projektive Quadrik im projektiven Raum P(V). Dann gibt es eine Basis B von V,
so dafs

o(bi, b)) = gidij,

gilt.
Beziiglich dieser Basis wird die Quadrik durch die Gleichung
9o + grat + -+ gy = 0

beschrieben. Uber den reellen Zahlen R kann durch Skalierung |g;| = 1 erreicht werden, das
Vorzeichen aber nicht verdndert werden. Man erhéalt daher die Félle

2 2 2 2 2 _
m0+$1+‘..+$p—1_‘,Ep_”'_xp—i-q—l_0
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mit p > ¢, p+qg<n+1,

Der affine Fall ist etwas komplizierter, da man auf die Hyperebene H Riicksicht nehmen muf.
Hier gilt:

Satz 10.96 Sei 'V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) # 2
und N = ¢ + U ein Nebenraum von U <V eines Unterraums von V. Weiters sei Qupp € N
eine affine Quadrik auf N. Dann gibt es eine Basis B von 'V, so daf$ Qqry beziiglich dieser Basis
entweder durch

9o+ G123+ + gaal =0

oder durch
171 + goh + -+ + guat =0

beschrieben werden kann.
Uber R ist die Situation wieder etwas einfacher. Hier gibt es zu jeder affinen Quadrik Q, 7f ein

Koordinatensystem, so dafl die Punkte a = {a} € Q. mit den Koordinaten (z1,...,z,) durch
eine Gleichung der Form

2 2 2 2
mit p > ¢q, p+ g < n, durch

mit p > q, p+ g < n oder durch

2 2 2 2 _
T+ Tpp ~ Tppp — T Tpyg1 = I

beschrieben werden kann.



Kapitel 11

Skalarprodukte und Euklidische
Vektorraume

11.1 Skalarprodukte und reziproke Basen

11.1.1 Vektorridume mit Skalarprodukt
Definition 11.1 Sei 'V ein Vektorraum tber dem Kérper K und o

e cine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V x V,
e cine nicht ausgeartete alternierende Bilinearform auf V X V oder

e cine nicht ausgeartete (-symmetrische (-Sesquilinearform auf V X V,

wobei ¢ : K — K einen Kdrperautomorphismus bezeichnet. o heiffit dann Skalarprodukt und
das Paar (V,o0) Vektorraum mit Skalarprodukt.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt schreibt man anstelle von o(a,b) auch
(a,b) oder (a,b),.
Ein Vektorraum V mit einer symmetrischen Bilinearform (bzw. mit einer (-symmetrischen (-
Sesquilinearform) als Skalarprodukt wird auch als ((—)symmetrischer Raum bezeichnet.
Ein Vektorraum V mit einer alternierenden Bilinearform als Skalarprodukt wird als symplek-

tischer Raum bezeichnet.

Symmetrische Bilinearformen sind natiirlich auch ¢-symmetrische {-Sesquilinearformen, wenn
¢ = idg ist. Wegen ihrer Bedeutung wurden sie hier trotzdem extra genannt. Weiters beachte
man, dafl jedes Skalarprodukt orthosymmetrisch ist. Es muf also, falls dim(V) > 1 ist, immer
¢? =idg gelten.

Beispiel 11.2 Im Vektorraum V = K™*! ist

<(.’L‘1, ce ,l’n)T’ (yl’, . ’yn)T> =Y+ TuYn

171
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das gewdhnliche Skalarprodukt.

Beispiel 11.3 Im Vektorraum C™*! ist

<(l’1, R 7xn)T7 (@/17 s 7yn)T> = xlyl + - +$n@n

ein von einer Hermiteschen Form stammendes Skalarprodukt.

Beispiel 11.4 Sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [0,1] — C. Dann ist

(f.9) /f

ein (von einer Hermiteschen Form stammendes) Skalarprodukt.

Beispiel 11.5 Sei V = R**! und ein Skalarprodukt durch

(z1,22,23,24) ", (Y1, Y2, y3,ya)") 1= 1y1 + T2y + T3Y3 — TaYs

definiert. Man beachte, da§ dieses Skalarprodukt (definitionsgemé&f) nicht ausgeartet ist, es aber
Unterrdume, wie z.B.

U :=[(1,0,0,1)7]
gibt, auf denen das Skalarprodukt ausgeartet ist.

Definition 11.6 FEin Vektorraum mit Skalarprodukt (V, o) heifft anisotrop, wenn o auf jedem
Unterraum U < 'V nicht ausgeartet ist.

Lemma 11.7 Ein Vektorraum mit Skalarprodukt (V, o) ist genau dann anisotrop, wenn fir alle
Vektoren a € V \ {0}

(a,a) #0
gilt.

Man bezeichnet auch einen Vektor a eines Vektorraums mit Skalarprodukt (V, o) als anisotrop,
wenn (a,a) # 0.

Im endlichdimensionalen Fall kann bei fest gewéhlter Basis B von V einem Skalarprodukt o eine
Matrix (o) zugeornet werden. Da &g (o) genau dann regulér ist, wenn o nicht ausgeartet ist,
ist im Fall eines Skalarprodukts ®p(c) immer regulir.

Satz 11.8 Sei (V, o) ein ((-)symmetrischer Vektorraum mit endlicher Dimension dim(V) = n.
Dann g¢ibt es eine Basis B von V und Skalare cq,co,...,c, € K* mit
(a,b) = c1z1((y1) + caw2C(y2) + -+ + cnznC(yn),

wobei dg(a) = (z1,...,2,)" und ®g(b) = (y1,...,yn)’.
Satz 11.9 Sei (V,0) ein symplektischer Vektorraum mit endlicher Dimension dim(V) = n.
Dann ist n gerade und es gibt eine Basis B von 'V mit

(a,b) = 21y2 — Tay1 + T3y — Tay3 + -+ + Tp—1Yn — TnYn-1
wobei dp(a) = (v1,...,2,)" und ®(b) = (y1,...,yn)’.
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11.1.2 Orthogonalsysteme

Definition 11.10 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und C eine Teilmenge von V.
C heifit Orthogonalsystem (0S), wenn

1. {c,c) # 0 fiir alle c € C und

2. (c1,c2) =0 fiir alle c¢1,co € C mit ¢1 # ca.
C heifit Orthonormalsystem (ONS), wenn

1. {c,c) =1 fir alle c € C und

2. (c1,¢c2) =0 fir alle c1,co € C mit ¢1 # ca.

FEine Basis B von V heifit Orthogonalbasis (OB), wenn B ein Orthogonalsystem bildet.
Fine Basis B von 'V heifit Orthonormalbasis (ONB), wenn B ein Orthonormalsystem bildet.

Satz 11.11 Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig.

Satz 11.8 kann auch so interpretiert werden, daf es in einem endlichdimensonalen symmetrischen
Raum immer eine Orthogonalbasis gibt. Diese Eigenschaft kann noch etwas verfeinert werden
und fiithrt zum Orthogonalisierungverfahren von Gram-Schmidt:

Satz 11.12 Sei (V,0) ein anisotroper ((—)symmetrischer Vektorraum und C = {c1,cz...} ein
endliches oder abzdihlbares System von linear unabhingigen Vektoren. Bildet man nun induktiv

b1 = C,

o "~ (cn+1, b
b,t1 = cpy1— Z W b,
k=1 ’

so ist B = {by,ba,...} ein Orthogonalsystem mit
[{Cla Coy. .. 7Ck}] — [{blv b27 cee )bk}] -

fiir alle k > 1. Insbesondere gilt

Korollar 11.13 Jeder anisotrope hochstens abzihlbar dimensionale Vektorraum mit Skalarpro-
dukt besitzt eine Orthogonalbasis.

Korollar 11.14 Jedes endliche Orthogonalsystem eines anisotropen hdchstens abzdhlbar dimen-
sitonalen Vektorraums mit Skalarprodukt lafit sich zu einer Orthogonalbasis fortsetzen.
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11.1.3 Reziproke Basen

Definition 11.15 Sei (V, o) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und B = {b; |i € I} eine Basis
von V. Eine Basis C = {c;|i € I} heifit zu B reziprok oder reziproke Basis, wenn fir alle
1el

(bi,c;) = i
gilt.
Dafl man (im Falle ihrer Existenz) von der reziproken Basis sprechen kann, sichert die folgende
Eigenschaft.

Lemma 11.16 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Besitzt eine Basis B von V eine
reziproke Basis C, so ist diese eindeutig bestimmt. Weiters ist B dann die zu C reziproke Basis.

Man schreibt fiir die reziproke Basis von B = {b; | i € I} manchmal auch B = {b; |i € I}.

Mit Hilfe einer reziproken Basis kann man die Koeffizienten beziiglich einer Basis leicht angeben.

Satz 11.17 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und B = {b;|i € I} eine Basis von
V und B ={b;|i € I} die zu B reziproke Basis. Dann gilt fir jeden Vektor a € V

a = Z(a, f)l>bz

el

Dieser Satz erinnert an eine &hnliche Eigenschaft der dualen Basis B*, wo anstelle von (a, f)l> der
Koeffizient b’(a) = (b}, a) zu setzen ist. Tatséchlich realisiert b; mit Hilfe des Skalarprodukts
o die Linearform b}. Dadurch erhilt man auch ein Existenzkriterium fiir reziproke Basen.

Satz 11.18 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Weiters bezeichne f, : V.— V* jene
injektive (semi-)lineare Abbildung, die durch

<fa(b)’ a) = U(av b)

definiert ist. Dann existiert zu einer Basis B = {b;|i € I} genau dann eine reziproke Basis,
wenn B* C f,(V) gilt. In diesem Fall ist

B = {b, = £, (b})|i € I}

die reziproke Basis.

Ist V unendlichdimensional, so ist f, nicht surjektiv. Es ist daher im allgemeinen nicht gesichert,
daf es eine reziproke Basis gibt, und tatséchlich ist das nicht immer der Fall.

Trotzdem gibt es auch im Unendlichdimensionalen Félle, wo es immer reziproke Basen gibt.
Satz 11.19 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und B = {b;|i € I} eine Orthogo-
nalbasis. Dann ist )
B=<{bj=——b;liel
{ " (bi,by) (| }
die zu B reziproke Basis.

Korollar 11.20 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann ist eine Basis B genau
dann Orthonormalbasis, wenn sie selbstreziprok ist.
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11.1.4 Orthogonalprojektion

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt (V, o) bezeichnet 1= 1, die zu o gehorige Orthogo-
nalitatsrelation.

Definition 11.21 Sei (V, o) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Gilt fir einen Unterraum U <
A%

Uap Ut =V,

so heifit U+ orthogonales Komplement von U.

Jeder Vektor a € V kann dann eindeutig durch a = u+ (a—u) dargestellt werden, wobei u € U
und u L (a—u).

Definition 11.22 Besitzt ein Unterraum U < V ein orthogonales Komplement UL, so heifit
die Projektion
pu:V—-U, a—u mit ul (a—nu)

Orthogonalprojektion auf U.

Die Existenz eines orthogonalen Komplements ist im Unendlichdimensionalen nicht immer ge-
sichert. Eine Ausnahme bilden endlichdimensionale Unterrdume U.

Satz 11.23 Sei (V,0) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U < 'V ein endlichdimensionaler,
anisotroper Unterraum von V, d.h. o|y ist nicht ausgeartet. Dann besitzt U ein orthogonales
Komplement.

Bezeichnet B = {by,ba,...,b,,} eine Basis von U und B = {61,52,...,l3m} die reziproke
Basis von B, dann ist die Orthogonalprojektion py : V. — U durch

pu(a) = Z<a’ b;) b;

J=1

gegeben.

Man beachte, daf} es in jedem endlichdimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt zu jeder Ba-
sis eine reziproke Basis gibt. Insbesondere kann man eine Orthogonalbasis B verwenden, so dafl
sich die reziproke Basis B durch b; = ((bj, b;))~'b; berechnen liiit. Die Orthogonalprojektion
pu ist dann durch

S <av bj>
PuU (a) = b;
; (bj, bj)
gegeben.

Leider kann man diese Darstellung von py nicht allgemein im unendlichdimensionalen Fall ver-
wenden, auch wenn man eine Orthogonalbasis B = {b;|j € J} von U kennt. Es kann némlich
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passieren, daff (a,b;) fiir unendlich viele j € J ungleich Null ist. Allerdings wird der formale

Ausdruck
Z <aa b]> b,
< (bj.by)

als Fourierreihe bezeichnet. Nur in ganz bestimmten Féllen, etwa in Hilbertrdumen, kann
dieser formalen Summe wieder ein Vektor in V zugeordnet werden.

11.2 Euklidische und unitire Vektorriaume

11.2.1 Positive definite Skalarprodukte

Definition 11.24 FEin Vektorraum V dber den reellen Zahlen R mit einer positiv definiten
symmetrischen Bilinearform o heiffit euklidischer Vektorraum.

Ein Vektorraum V dber den komplexen Zahlen C mit einer positiv definiten Hermiteschen Form
o heiffit unitdrer Vektorraum.
Lemma 11.25 Jeder euklidische bzw. unitdre Vektorraum ist anisotrop.
Ist V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitirer Vektorraum, so gibt es jedenfalls eine
Basis B = {by, bsg,...,b,} von V mit
CI)B(J) = E’n7

d.h. fiir dg(a) = (z1,...,2,)" und ®(b) = (y1,...,y,)T gilt

(a,b) = 21y1 + - + Tnyn

bzw.
(a,b) = 17y + -+ + 2,7,
AuBlerdem ist B eine Orthonormalbasis.

In euklidischen bzw. unitédren Vektorrdumen kann man iibrigens immer von einer Orthogonal-
basis zu einer Orthonormalbasis iibergehen. Dazu benttigt man den Begriff der Lénge eines
Vektors.
Definition 11.26 Sei (V,0) ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Dann bezeichnet

lall := v/(a,a)
die Lange bzw. die Norm des Vektors a € V.
Ein Vektor a € V heifit normiert, wenn

laf = 1.

Satz 11.27 Sei (V,0) ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum und B = {b;|i € I} eine
Orthogonalbasis von V. Dann ist

1
B = {b; = ——b; |i GI}
byl

eine Orthonormalbasis von V.
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11.2.2 Normierte Riume

Grundlegend fiir viele Betrachtungen in euklidischen bzw. unitdren Vektorrdumen ist die Un-
gleichung von Cauchy—Schwarz.

Satz 11.28 Fliir je zwei Vektoren a,b eines euklidischen bzw. unitiren Vektorraums (V, o) gilt
(a, b)| < [[a]| [|b]|-

Weiters gilt Gleichheit genau dann, wenn a, b linear abhdngig sind.

Beispielsweise gilt fiir komplexe Zahlen x1,x2, ..., Tn, y1,Y2,.--,Yn € C

Z%?i < (Z|3ﬁi|2> (Z|yi|2)
=1 i=1 i=1

und fiir (stetige) Funktionen f,g:[0,1] — C

1 1
g\/ /0 If(fv)|2dfc\/ /0 l9(2)|2dz.

Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung erlaubt es, in euklidischen bzw. unitéren Vektorrdumen
den Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren.

1
/ f(@)g(z) dx
0

Definition 11.29 Sei (V,0) ein euklidischer bzw. ein unitirer Vektorraum. Der Winkel o €
[0, 7] zweier Vektoren a,b € V \ {0} ist durch

(a,b)
lall - [[b]]

CcCos&x —

definiert.

Zwei orthogonale Vektoren haben also Winkel o = 7.

Eine unmittelbare Folgerung der Ungleichung von Cauchy—Schwarz ist die Dreiecksunglei-
chung.

Satz 11.30 Fir je zwei Vektoren a, b eines euklidischen bzw. unitiren Vektorraums (V, o) gilt
la+ bl < [[af| + [[b].

Weiters gilt Gleichheit genau dann, wenn a = 0 oder b = 0 oder wenn es eine positive reelle
Zahl t mit a = tb gibt.

Die Dreiecksungleichung ist die wichtigste Eigenschaft eines normierten Raums, der folgender-
maflen definiert ist.

Definition 11.31 FEin Vektorraum V dber K = R oder K = C heifit normierter Raum, wenn
es eine Abbildung || - || : V — R mit den folgenden FEigenschaften gibt:
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1. VaeV: |a]| >0.
2. |la]] =0 <= a=0.
3. YaeVVreK: |zal =|z||a].

4. Ya,be V: |la+bl| <|al +|b]-

Demnach ist jeder euklidische bzw. unitére Vektorraum mit ||a|| = \/(a, a) ein normierter Raum.
Andere Normen im R™*! bzw. C"*! sind z.B. die sogenannten p-Normen

1
n P

”(xla L2, .. 7xn)THP = (Z |xl’p>
=1

mit p > 1 und die co-Norm

|(z1, 22, ... ,xn)THoo = 1%1%}; |z

In normierten Raumen wird durch
d(a,b) := [la — b]|

ein Abstandsbegriff eingefithrt. Die Abbildung d : V x V — R erfiillt die Eigenschaften eines
metrischen Raums.

Definition 11.32 Sei X eine nichtleere Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifst Metrik
auf X, wenn folgende Figenschaften erfillt sind:

e Va,be X : d(a,b) > 0.
e d(a,b) =0<=a=0.
o Va,be X : d(a,b) =d(b,a).

e Va,b,ce X : d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).
Das Paar (X,d) heifst metrischer Raum, wenn d: X x X — R eine Metrik ist.

Demnach ist jeder normierte Raum in kanonischer Weise ein metrischer Raum.

In metrischen Rdumen, also insbesonder in normierten Rdumen, kann wie auf den reellen Zah-
len ein Konvergenzbegriff eingefithrt werden. Das besondere an den reellen Zahlen ist, daf} jede
Cauchyfolge konvergent ist. Diese Eigenschaft gilt nicht in allen normierten Rd&umen. Normierte
Réume, die diese Eigenschaft haben, namlich dafl jede Cauchyfolge konvergent ist, heiflen Ba-
nachridume. Ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum, der Banachraum ist, heifit Hilbert-
raum. Insbesondere ist es in Hilbertraumen moglich, allgemeine Fourierreihen zu betrachten.
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11.2.3 Fourierreihen

In euklidischen bzw. unitdren Vektorrdumen gibt es eine verallgemeinerte Version des Satzes
von Pythagoras.

Satz 11.33 Sei (V,0) ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Dann gilt fiir orthogonale
Vektoren a,b € V,
la+bl* = [la]* + [|b]1*.

Aus dieser Eigenschaft folgt, dafl die Orthogonalprojektion ein Approximationsproblem lost.

Satz 11.34 Sei (V,0) ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum und U < 'V ein Unterraum,
zu dem es ein orthogonales Komplement UL gibt. Dann gilt fir jeden Vektor a € V

la = pu(a)|l = minfla — u]

und
lpu(a)| < [laf.

pu(a) ist also jener Vektor aus U, der a am besten von allen Vektoren aus U approximiert.

Diese Eigenschaft kann beispielsweise fiir die Polynomapproximation verwendet werden.
Beispiel 11.35 Sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Mit dem Ska-

larprodukt
1
zAf@M@Mw

wird V zu einem euklidischen Vektorraum.

Die Polynome f;(z) = 27, 0 < j < m, spannen einen (m+1)-dimensionalen Unterraum V,, <V
auf. Nach dem Orthogonalisierungverfahren von Gram—Schmidt gibt es auch eine Orthonormal-
basis {pj(z) |0 < j < m}, von V,,, wobei p;(z) Polynom von Grad j ist, und es gilt

1
AJM) (@)dr =6y  (0<i,j<m).

Ist nun f € V eine beliebige stetige Funktion, so ist

m
= (f,p) pja
7=0

jenes Polynom vom Grad < m, fiir das das Integral

léﬁmwmme

am kleinsten ist.
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Beispiel 11.36 Sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [-m,7] — C. Mit dem
Skalarprodukt

™

(fr9) = | f(@)g(z)dx
wird V zu einem unitidren Vektorraum.
Die Funktionen
1 . 1 ) . )
t(a) j (cos(ja) + isin(jz))  (-m < j < m)

TV Vo

bilden ein Orthonormalsystem in V. Der von den Funktionen t;(z), —m < j < m, aufgespannte
Unterraum von V wird auch als Raum der trigonometrischen Polynome von Grad < m bezeich-
net. Wie im vorigen Beispiel ist das trigonometrische Polynom

m

t(r) = Z (f,tj) tj(x)

j=-m

jedes trigonometrische Polynom vom Grad < m, fiir das das Integral

/ " f (@) — t(x) Pda

—T

kleinstmoglich ist.
Wie schon erwéhnt, nennt man bei einem Orthogonalsystem {b; |i € I} die formale Summe

(a, bz>
2 (bs,by)

i€l

Fourierreihe von a. Jede endliche Teilsumme dieser Reihe entspricht einer Orthogonalprojek-
tion auf einen endlichdimensionalen Teilraum, und je mehr Summanden man aufnimmt desto
besser wird die Approzimation. Dal man (im geeigneten Sinn) wirklich von einer Reihe sprechen
kann, sichert die folgende Eigenschaft.

Satz 11.37 Sei{b;|i € I} ein Orthogonalsystem eines euklidischen bzw. unitiren Vektorraums
V. Dann ist fiir jeden Vektor a € V die Menge

{i € I'|(a,b;) # 0}

hdchstens abzdhlbar.

11.3 Adjungierte und metrische Abbildungen

11.3.1 Adjungierte Abbildungen

Definition 11.38 Seien (V,o0) und (W,T) zwei symmetrische bzw. (-symmetrische Vek-
torrdume tiber demselben Korper K (wobei ¢ einen Kérperautomorphismus von K bezeichnet)
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und f € L(V,W). Eine lineare Abbildung g € L(W,V) heifit zu f adjungierte Abbildung,
wenn fir alle Vektorena € V, c € W

<f(a)7 C>T = <a,g(c)>g
gilt.

Lemma 11.39 Existiert zu einer linearen Abbildung f € L(V, W) eine adjungierte Abbildung
g € L(W, V), so ist diese eindeutig bestimmt. Weiters ist dann f die zu g adjungierte Abbildung.

Wegen der Eindeutigkeit bezeichnet man (im Falle seiner Existenz) die adjungierte Abbildung
von f auch durch f.

Die Adjungierte Abbildung f hat formale Ahnlichkeit mit der adjungierten bzw. transponierten
Abbildung f*: W* — V* die durch

(c", f(a)) = (f"(c"),a)
definert werden kann. Tatséchlich besteht ein Zusammenhang dieser beiden Begriffe mittels der

((—semi-)linearen injektiven Abbildungen f, : V — V* und f; : W — W™,

Satz 11.40 Seien (V,0) und (W,T) zwei symmetrische bzw. (—symmetrische Vektorriume
iber demselben Korper K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet) und f €
L(V,W). Dann ezistiert die adjungierte Abbildung f € L(W,V) genau dann, wenn

(f* o [1)(W) C fo(V).
Weiters gilt in diesem Fall )
f:fglof*ofT-

Korollar 11.41 Ist dim(V) < oo, so existiert fiir jede lineare Abbildung f € L(V,W) die
adjungierte Abbildung f € L(W, V).

Weitere Eigenschaften der adjungierten Abbildung sind im folgenden Satz aufgelistet.

Satz 11.42 Seien (V, o) und (W, T) zwei symmetrische bzw. (—symmetrische Vektorrdume tiber
demselben Kiorper K (wobei ¢ einen Kdrpeviautomorphismus von K bezeichnet) und es existiere
zu f € L(V, W) die adjungierte Abbildung f € L(W, V). Dann gelten die folgenden Eigenschaf-
ten:

o f(V)L =kern(f) resp. f(W)L = kern(f).
o Ist f surjektiv, so ist f injektiv.
o Sei zusitzlich dim(V) < oco. Ist dann f injektiv, so ist f surjektiv.

o Ist dim(V) < oo oder dim(W) < oo, dann gilt rg(f) = rg(f).

Schlieilich besteht im endlichdimensionalen Fall ein Zusammenhang zwischen den Koordinaten-
matrizen von f und f.
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Satz 11.43 Seien (V, o) und (W, 1) zwei symmetrische bzw. (—symmetrische Vektorrdume tiber
demselben Kiorper K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet) mit dim(V) =n
und dim(W) = m. Weiters sei B eine Basis von V und C eine Basis von W. Dann gilt fiir
adjungierte Abbildungspaare f € L(V, W), fe L(W,V)

bep(f) = ¢ (@Be(f)"
Insbesondere gilt fiir Orthonormalbasen B, C

oce(f) = ¢ (Ppc(f)”

11.3.2 Isometrische Abbildungen

Definition 11.44 Seien (V,o) und (W,T) zwei symmetrische bzw. (-symmetrische Vek-
torraume tber demselben Korper K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet).
Eine Abbildung f € L(V, W) heifit isometrische Abbildung oder Isometrie, wenn fir alle
Vektoren a,b € V

<f(a)7 f(b)>7' = <a7 b>0
gilt.

Der Betriff Isometrie stammt daher, dafl im euklidischen bzw. unitédren Fall eine Isometrie durch
die Léngentreue charakterisiert werden kann.

Satz 11.45 Seien (V,0) und (W, 7) zwei euklidische bzw. unitire Vektorrdume. Dann ist eine
Abbildung f € L(V,W) genau dann eine Isometrie, wenn fir alle a € V

1 (@) = llall

gilt.

Es ist interessant, dal die Linearitdt in der Definition von isometrischen Abbildungen im sur-
jetkiven Fall nicht gefordert werden mu#.

Satz 11.46 Seien (V,0) und (W, T) zwei symmetrische bzw. (—symmetrische Vektorrdume tiber

demselben Korper K (wobei ¢ einen Kdrperautomorphismus von K bezeichnet). Dann ist eine
surjektive Abbildung f : V — W mit der Figenschaft, daf fiir alle Vektoren a,b € V

<f(a)> f(b)>7' = <a7 b>a

gilt, eine isometrische Abbildung.
Die Injektivitdt mufl nicht gefordert werden.

Satz 11.47 Jede isometrische Abbildung f : V — W zwischen symmetrischen bzw. (-
symmetrischen Vektorrdumen (V,o) und (W, 1) dber demselben Kérper K ist injektiv.

Fiir lineare Abbildungen kann die Isometriebedingung leicht iiberpriift werden.
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Satz 11.48 Seien (V, o) und (W, 1) zwei symmetrische bzw. (—symmetrische Vektorrdume tiber
demselben Kiorper K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet) und bezeichne
B = {b;|i € I} eine Basis von V. Dann ist eine lineare Abbildung f € L(V, W) genau dann
eine Isometrie wenn

VZ,] el: <f(bl)7f<bj)>7' - <bivbj>cf
gilt.
Insbesondere werden Orthonormalsysteme auf Orthonormalsysteme abgebildet.

Fiir bijektive Abbildungen besteht ein Zusammenhang zwischen Isometrien und adjungierten
Abbildungen.

Satz 11.49 Seien (V, o) und (W, T) zwei symmetrische bzw. -symmetrische Vektorrdume tiber
demselben Kiorper K (wobei ¢ einen Kérperautomorphismus von K bezeichnet). Dann ist ein
Vektorraumisomorphismus f € L(V, W) genau dann eine Isometrie, wenn die inverse Abbildung
f~te L(W,V) die zu f adjungierte Abbildung ist.

Korollar 11.50 Sind die Vektorrdume V, W aus Satz 11.49 zusdtzlich endlichdimensional und
sind B, C Orthonormalbasen von V bzw. W, so gilt fir jede bijektive Isometrie f € L(V, W)

Ppc(f) ! = ((Phe)-

11.3.3 Orthogonale Matrizen

Definition 11.51 FEine requlire Matriz A € K™*™ heifit orthogonal bzw. (-orthogonal (wo-
bei ¢ einen Korperautomorphismus von K mit (2 = idy bezeichnet), wenn

471 = ¢(aT)

1st.

Im unitéiren Fall nennt man eine Matrix A € C**" mit A~1 = AH = ZT unitire Matrix.

Insbesondere sind die Koordinatenmatrizen von isometrischen Abbildungen beziiglich Orthonor-
malbasen und Basistransformationsmatrizen zwischen zwei Othonormalbasen (-orthogonal.

Satz 11.52 Sei ( : K — K ein Korperautomorphismus mit (? = idg, und im Vektorraum
V = K™ bezeichne
(a,b) :=a’((b)

das gewdhnliche Skalarprodukt.
Dann sind fiir eine Matrix A € K™*"™ folgende drei Bedingungen dquivalent.

e A ist (—orthogonal.
e Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von K™*1.

e Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von K™*1.
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Definition 11.53 Sei ¢ : K — K ein Korperautomorphismus mit (? = idg. Zwei Matrizen
A, B € K™ heiflen (-orthogonal—dhnlich, wenn es eine (—orthogonale Matriz P € K"*"
mit

B=P1'AP

gibt.

Wegen P! = ¢(P7) sind in diesem Fall die Matrizen A, B auch (-kongruent.

Insbesondere sind Koordinatenmatrizen isometrisch—konjugierter Abbildungen {—orthogonal—
ghnlich:

Definition 11.54 Sei (V,0) ein symmetrischer bzw. (—symmetrischer Vektorraum diber einem
Korper K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet). Zwei lineare Abbildungen
f1, f2 € L(V,V) heiffen (-orthogonal—dhnlich, wenn es eine bijektive Isometrie g € L(V,V)
mit

fa=g7lofiog

gibt.

11.4 Normale Abbildungen

11.4.1 Spektralsatz

Definition 11.55 Sei (V,0) ein symmetrischer bzw. (—symmetrischer Vektorraum diber einem
Korper K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet). Fine lineare Abbildung
f € L(V,V) heifit normal, wenn die adjungierte Abbildung fe L(V,V) existiert und f mit f
kommutiert, d.h.

fof=fof.

Definition 11.56 Sei ( : K — K ein Kérperautomorphismus mit (> = idg. Fine Matrix
A € K™ heifst (-normal, wenn

A((AT) =¢(AT) A

gilt.

Offensichtlich sind Koordinatenmatrizen normaler Abbildungen beziiglich Orthogonalbasen (-
normal.

Normale Abbildungen sind im wesentlichen jene, wo es eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren
gibt. Zunéchst gilt allgemein folgende Eigenschaft.

Satz 11.57 Sei (V,0) ein symmetrischer bzw. (—symmetrischer Vektorraum diber einem Kérper
K (wobei ¢ einen Korperautomorphismus von K bezeichnet) und f € L(V, V). Gibt es eine
Orthogonalbasis B = {b; |i € I} von V, die nur aus Eigenvektoren von f besteht, dann ist f
normal.
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Bezeichnet t; den zu b; gehirigen Eigenwert, d.h. f(b;) = tb;, so ist die adjungierte Abbildung
f durch

f(bi) = ((ti)b;
gegeben.

Die Umkehrung gilt unter natiirlichen Voraussetzungen im Endlichdimensionalen und wird In-
halt des Spektralsatzes sein.

Lemma 11.58 Fliir normale Abbildungen f € L(V,V) gilt

(f(a), f(b)) = (f(a), f(b))  (abeV).

Lemma 11.59 Sei (V,0) ein anisotroper (—symmetrischer Vektorraum. Ist t ein Eigenwert ei-
ner normalen Abbildung f € L(V, V) mit Eigenraum Vy, so ist ((t) Eigenwert der adjungierten
Abbildung f € L(V,V) mit demselben Eigenraum.

Lemma 11.60 Sei (V,0) ein anisotroper (-symmetrischer Vektorraum und f € L(V,V) eine
normale Abbildung. Sind a,b zwei Eigenvektoren von f mit verschiedenen Figenwerten t1 # to,
dann sind a, b orthogonal.

Lemma 11.61 Sei (V,0) ein anisotroper (—symmetrischer Vektorraum und f € L(V,V) eine
normale Abbildung. Ist U ein f- und f-invarianter Unterraum von V., so ist U+ ebenfalls f-
und f-invariant.

Der Spektralsatz fiir normale Abbildungen lautet nun:

Satz 11.62 Sei (V,o0) ein anisotroper, endlichdimensionaler, (—symmetrischer Vektorraum
tiber dem Korper K (wobei ¢ ein Korperautomorphismus auf K bezeichnet) und f € L(V,V) ei-
ne normale Abbildung, deren charakteristisches Polynom x f(x) iber K in Linearfaktoren zerfallt.
Dann gibt es eine orthogonale Basis B von 'V, die nur aus Eigenvektoren von f besteht, d.h.

(I)BB(f) = diag(tl, to, ... ,tn),

wobet t1,to, ..., t, die Figenwerte von f sind.

Korollar 11.63 Eine (-normale Matric A € K™ ", deren charakteristisches Polynom x a(x)
tiber K in Linearfaktoren zerfillt, ist diagonalisierbar, insbesondere ¢ibt es eine orthogonale Basis
aus Eigenwerten von A bzw. es gibt eine C-orthogonale Matriz P € K™ (d.h. P~1 = ((PT)),
so dafy P~ AP Diagonalmatriz ist.

11.4.2 Normale Abbildungen in unitidren Vektorridumen

Der Spektralsatz kann nun sofort auf unitire Vektorrdume angewandt werden.

Satz 11.64 Sei V ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum und f € L(V, V). Dann gel-
ten die folgenden Charakterisierungen:
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1. f ist genau dann normal, wenn es eine Orthonormalbasis B von 'V gibt, die nur aus
Eigenvektoren von f besteht.

2. f ist genau dann selbstadjungiert, d.h. f: f, wenn es eine Orthonormalbasis B von V
gibt, die nur aus Eigenvektoren von f mit reellen Eigenwerten besteht.

3. f ist genau dann antiselbstadjungiert, d.h. f = —f, wenn es eine Orthonormalbasis B von
V gibt, die nur aus Figenvektoren von f mit rein imagindren Eigenwerten besteht.

4. f ist genau dann eine Isometrie, wenn es eine Orthonormalbasis B von 'V gibt, die nur

aus Eigenvektoren von f mit Eigenwerten t vom Betrag |t| = 1 besteht.

Der entsprechende Satz fiir Matrizen lautet folgendermafien.
Satz 11.65 Sei A € C"*"™ eine Matriz. Dann gelten die folgenden Charakterisierungen.

1. A ist genau dann normal, d.h. AA" = AH A, wenn A unitir-ihnlich zu einer Diagonal-
matriz ist, d.h. es gibt eine unitdre Matriz P € C™*™ mit

P7YAP = PHAP = diag(t, ta, ..., tn),
wobei t1,to, ..., t, € C die Figenwerte von A bezeichnen.

2. A ist genau dann Hermitesch, d.h. A = A", wenn A unitir-ihnlich zu einer rellen Dia-
gonalmatriz ist.

3. A ist genau dann anti-Hermitesch, d.h. A = —A" | wenn A unitir-dhnlich zu einer rein
imagindren Diagonalmatriz ist.

4. A ist genau dann unitir, d.h. A=t = A" wenn A unitir-dhnlich zu einer Diagonalmatriz
ist, deren Diagonalelemente alle Betrag 1 haben.

11.4.3 Normale Abbildungen in euklidischen Vektorrdumen

Im euklidischen Fall ist die Situation ein wenig komplizierter, da bei allgemeinen normalen
Matrizen die Eigenwerte nicht unbedingt reell sein miissen, allerdings kann ein euklidischer
Raum (V, o) sofort in einen unitédren Raum (V¢,o¢) eingebettet werden, wobei o¢ die positiv
definite Hermitesche Form ist, die die positiv definite Bilinearform o fortsetzt.

Satz 11.66 Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und f € L(V,V). Dann
gelten die folgenden Charakterisierungen:

1. f ist genau dann normal, wenn es eine Orthonormalbasis B von 'V gibt, so daff Pp(f)
erweiterte Diagonalgestalt der Form

. g T g T g T,
(I)B(f)_dlag(tlvt27"'7t7"7( ! 1)7( > 2>7"'7( ° S))
—T1 O1 —To 09 —Ts Os

hat.
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2. f ist genau dann selbstadjungiert, wenn es eine Orthonormalbasis B von V gibt, die nur
aus Figenvektoren von f besteht.

3. f ist genau dann antiselbstadjungiert, d.h. f = —f, wenn es eine Orthonormalbasis B von
V gibt, so daff Pp(f) erweiterte Diagonalgestalt der Form

T 0 mn 0 7 0 7
out) =g (0000 )o(L0 )0 7))

4. f ist genau dann eine Isometrie, wenn es eine Orthonomalbasis B von V, so daf$ ®5(f)
erweiterte Diagonalgestalt der Form

PB(f)

= diag (1 1.1, =1, -1...,-1 <COS(‘P1) —sinfe) > (COS(%) —sin(py)
Pt T\ sin(er) cos(p1) /7777 \ sin(ps) cos(ps)

hat.

mit 0 < ¢1,...,ps < hat.

Der entsprechende Satz fiir Matrizen lautet folgendermaflen.
Satz 11.67 Sei A € R™ ™ eine Matriz. Dann gelten die folgenden Charakterisierungen.

1. A ist genau dann normal, d.h. AAT = AT A, wenn A orthogonal-ihnlich zu einer erwei-
terten Diagonalmatrix der Form

. o1 T1 02 T2 O0s Ts
(e (2 P) (2 ) ()

ist, d.h. es gibt eine orthogonale Matriz P € R™™, so dafy P~'AP = PTAP von dieser
Gestalt ist.

2. A ist genau dann symmetrisch, d.h. A = AT, wenn A orthogonal-ihnlich zu einer Diago-
nalmatrix ist.

3. A ist genau dann antisymmetrisch, d.h. A = —AT, wenn A orthogonal-ihnlich zu einer
erweiterten Diagonalmatriz der Form

. 0 n 0 m 0 75
sos(00.-0.( 0w ) (0 Y0 7))

4. A ist genau dann orthogonal, d.h. A=t = AT wenn A orthogonal-dhnlich zu einer erwei-
terten Diagonalmatrixz der Form

diag (1,1,...,1,—1,—1...,—1,( cos(ipr)  —sin(p1) ) ( cos(ips) - —sin(e) ))

sin(p1)  cos(e1) sin(ps)  cos(ps)

1st.

mit 0 < p1,...,0s < T ist.
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Die isometrischen Abbildungen auf einem euklidischen Vektorraum V bzw. die reellen ortho-
gonalen Matrizen A € R™ " bilden eine Gruppe, die sogenannte orthogonale Gruppe, die
durch O(V) bzw. durch O(n,R) bezeichnet wird. Von besonderem Interesse sind die speziellen
Abbildungen bzw. Matrizen dieses Typs, ndmlich jene mit det(f) = 1 bzw. det A = 1. Diese
Gruppen werden mit SO(V) bzw. SO(n,R) bezeichnet.

Definition 11.68 Fine isometrische Abbildung f mit Determinante det(f) = 1 auf einem eu-
klidischen Vektorraum heifit Drehung.

Drehungen werden also im endlichdimensionalen Fall (beziiglich einer ONB) durch Matrizen der
Form

diag (1,1,...,1,—1,—1...,—1, < cos(ipr) = sin(ip1) ) ( cos(ps) - —sin(py) )>

sin(p1)  cos(p1) sin(ps)  cos(ps)

realisiert, wobei die Anzahl der —1 gerade ist. Daraus ergibt sich der folgende Satz.

Satz 11.69 Jede Drehung f in einem endlichdimensionalen euklidischen Raum V wungerader
Dimension besitzt einen Fizvektor a € V \ {0}, d.h. f(a) = a.

Der von diesem Fixvektor aufgespannte eindimensionale Unterraum kann als Drehachse inter-
pretiert werden.

Abschliefend geben wir noch ein weiteres Kriterium fiir positiv (semi-)definite Matrizen an.

Satz 11.70 Sei A € R™" (bzw. A € C"*") eine symmetrische (bzw. Hermitesche) Matrix.
Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind, und A ist
positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A nicht negativ (also > 0) sind.

11.4.4 Singuldrwerte

Beliebige lineare Abbildungen f € L(V, W) kénnen natiirlich nicht invertiert werden. In eu-
klidischen bzw. unitdren Vektorrdumen V, W ist es aber moglich, eine inverse Abbildung zu
simulieren. Sei also f € L(V, W) und b € W. Es soll ein Vektor a € V angegeben werden, so
daf einerseits der Abstand von f(a) zu b kleinstmoglich ist, d.h.

If(@) = b]| = min{||f(a’) - b|| |a" € V}

und andererseits unter allen Vektoren a € V, die diese Eigenschaft erfiillen, die Linge ||al|
kleinstmoglich ist.

Dazu muf} zunéichst jener Vektor b’ € f(V) C W gesucht werden, fiir den der Abstand ||b’ —b||
minimal ist. Das ist aber gerade b’ = p(b), wobei p : W — f(V) die Orthogonalprojektion von
W auf f(V) bezeichnet. Nun gibt es sicherlich Vektoren a € V mit f(a) = b’. Der kiirzeste von
diesen liegt im Orthogonalraum der Kerns: kern(f)* = f(W).

Satz 11.71 Seien V, W euklidische bzw. unitire Vektorriume und f € L(V, W) eine lineare
Abbildung, deren adjungierte Abbildung f € L(W,V) existiert. Bezeichnet p : W — f(V) die
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Orthogonalprojektion von W auf f(V) und fi : f(V) — f(W) die Inverse der Einschrinkung
f:f(W)— f(V) von f. Dann ist

a= fi(p(b)) € V

jener Vektor minimaler Linge ||a|| mit
If(a) = bl = min{|| f(a') — b |a" € V'}

Die Abbildung f* = fiop : W — V ist also linear und erfiillt die Eigenschaften einer pseu-
doinversen Abbildung.

Definition 11.72 Seien V, W euklidische bzw. unitire Vektorrdume und f € L(V,W). Fine
Abbildung g € L(W,V) heifit Moore-Penrose-Pseudoinverse, wenn

fog wund gof

selbstadjungiert sind und
f=Tfogof und g=gofog
gilt.

Satz 11.73 Secien V, W cuklidische bzw. unitdre Vektorrdume und f € L(V,W) eine lineare
Abbildung, deren adjungierte Abbildung f € L(W,V) existiert. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte pseudoinverse Abbildung g € L(W, V), die durch

g=fiop

gegeben ist, wobei p : W — f(V) die Orthogonalprojektion von W auf f(V) und f1 : f(V) —
(W) die Inverse der Einschrinkung f : f(W) — f(V) von f ist.

Im folgenden wird fiir die Pseudoinverse immer die Bezeichnung f* verwendet werden. Man
beachte auch, daf im Falle einer bijektiven Abbildung f* = f~1 ist.

In vielen Féllen kann die Pseudoinverse sehr einfach angegeben werden.

Satz 11.74 Seien V, W euklidische bzw. unitire Vektorriume und f € L(V, W) eine lineare
Abbildung, deren adjungierte Abbildung f € L(W, V) existiert. Ist die Abbildung fof: VoV
bijektiv, so gilt

Man beachte, dafl im Endlichdimensionalen immer eine pseudoinverse Abbildung existiert. Ins-
besondere kénnen diese Ergebnisse auf Matrizen iibertragen werden. Das einleitend geschilderte
Problem transformiert sich nun in ein Ldsen eines moglicherweise unlosbaren linearen Glei-
chungssystem. Sei A € R™*" bzw. A € C™*" eine Matrix und b € R™! bzw. b € C™*%
Gesucht ist ein Vektor x € R"*! bzw. x € C"*! minimaler Liinge [|x||, so dal der Abstand

[Ax — D]

kleinstmoglich ist.
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Definition 11.75 Sei A € R™*"™ bzw. A € C"™*". Fine Matrix B € R™*" bzw. B € C™*"™ heif§it
Moore-Penrose-pseudoinverse Matrix, wenn

AB und BA
symmetrisch bzw. Hermitesch sind und

A=ABA wund B = BAB

gilt.

Es existiert immer eine pseudoinverse Matrix B, und sie ist eindeutig bestimmt. Sie wird im
folgenden durch A" bezeichnet werden. Bei einer invertierbaren Matrix A gilt natiirlich AT =
AL

In vielen Fillen kann A sehr einfach angegeben werden.

Satz 11.76 Sei A € R™*" bzw. A € C"™*", so daff AT A bzw. A™ A invertierbar ist. Dann gilt

AT = (ATA)TIAT  baw. AT = (AH A)TAH,

Im allgemeinen Fall ist es zur Berechnung von AT giinstig, die Singuldrwerte von A bzw. f zu
bestimmen.

Lemma 11.77 Seien V, W euklidische bzw. unitdre Vektorrdume und f € LQV,W) eine li-
neare Abbildung, deren adjungierte Abbildung f € L(W, V) existiert. Dann ist fo f € L(V,V)
selbstadungiert, und die Eigenwerte von f o f sind nichtnegativ.

Definition 11.78 Seien V, W endlichdimensionale euklidische bzw. unitire Vektorrdume und
f € L(V,W). Die positiven Wurzeln

VWL, AW, ...y /Wy >0

der Eigenwerte von fo f heifflen Singuldrwerte von f.

Definition 11.79 Sei A € R™*" bzw. A € C™*"™. Die positiven Wurzeln

VWL, AW, ...y AWy >0

der Eigenwerte von AT A bzw. A" A heifien Singulirwerte von A.

Im folgenden werden die Singuldrwerte so geordnet, dafl
wy >0,...,w, >0 und wpp1=---=w, =0

sind.
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Lemma 11.80 Seien V, W endlichdimensionale euklidische bzw. unitdre Vektorrdyme und
f e L(V,W). Sei B = {by,...,b,} eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von f o f mit
Eigenwerten wy > 0,...,w, > 0, wpq1 =+ =w, = 0. Dann gilt

(f(3), f(by)) = widij, (1<i,j<n)
d.h. [[f(b)|| = wi, und die Bildvektoren f(by),..., f(by) bilden ein Orthogonalsystem von
f(V).

Normiert man die Bildvektoren f(by),..., f(b,) und ergénzt diese zu einer Orthonormalbasis
C von W, so hat die Matrix ®pc(f) folgende Gestalt:

Vw1 o o ---0
0 w2 O - 0

Pc(f) = 0 0
0 - 0 Juw,
0 0 0 0

Interpretiert man diese Eigenschaft fiir Matrizen, erhélt man die sogenannte Singuldrwertzer-
legung eine Matrix A.

Satz 11.81 Sei A € R™*™ bzw. A € C"™*". Dann gibt es orthogonale bzw. unitdre Matrizen
U,V mit
VW o o0 ---0

0 ywa O - 0
A=U o o0 . . ilv

0 - 0w,

0 o 0 0 0

wobei /w1, /Wa, . ..,/ w, > 0 die positiven Singulirwerte von A bezeichnen.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung gelingt es auch, allgemein die pseudoinverse Matrix zu
berechnen.

Satz 11.82 Set A € R™*"™ pzw. A € C™*"™ und
JJwy 0 0 - 0

0 yJwa 0 -~ 0
A=U o o0 . . ilw

0 : 0 wr

0 - 0 0 0

die Singuldrwertzerlegung von A mit orthogonalen bzw. unitdren Matrizen U,V , dann ist die
pseudoinverse Matriz AT durch

1
L 0 0 0
q 1 0 0

Vw2
A+ — V—l 0 0 U—l

1 .
0 0 o
0 0 00
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gegeben.

11.4.5 Polar- und (QR-Zerlegung

In Analogie zu definiten Bilinearformen und definiten Matrizen kann man auch definite selbst-
adjungierte Abbildungen betrachten.

Definition 11.83 Sei V ein euklidischer oder unitirer endlichdimensionaler Vektorraum. Eine
selbstadjungierte Abbildung f € L(V, V) heifit positiv definit, wenn alle Figenwerte von f positiv
sind und positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind.

Entsprechend kann man auch negativ definite Abbildungen definieren.

Man beachte, dal eine Abbilung f € L(V,V) genau dann positiv (semi-)definit ist, wenn die
Opp(f) positiv (semi-)definit ist.

Lemma 11.84 Sei V ein euklidischer oder unitdrer endlichdimensionaler Vektorraum. Eine
selbstadjungierte Abbildung f € L(V, V) ist genau dann positiv semidefinit, wenn es eine positiv
semidefinite Abbildung g € L(V,V) mit f = gog gibt. Die Abbildung g ist dann auch eindeutig
bestimmd.

Man bezeichnet diese Abbildung g auch als Quadratwurzel \/f von f. Man beachte auch, dafl
f genau dann positiv definit ist, wenn g = \/f positiv definit ist.

Mit Hilfe dieser Begriffsbildung 148t sich die Polarzerlegung einer Abbildung angeben.
Satz 11.85 Sei V ein euklidischer oder unitdrer endlichdimensionaler Vektorraum und f €
L(V,V). Dann gibt es eine Isometrie g € L(V,V) und eine positiv semidefinite Abbildung
se€ L(V,V) mit

f=gos,

wobei in jeder solchen Zerlegung s = \/f o f gilt.

Entsprechend gilt fiir Matrizen:

Satz 11.86 Sei A € R™™" (bzw. A € C"*"). Dann gibt es eine orthogonale Matriz Q) (bzw. eine
unitire Matriz Q) und eine positiv semidefinite Matriz S mit

A=Q5,
wobei in jeder solcher Zerlequng S = vV AH A gilt.

Der Name Polarzerlegung kommt von der Analogie zu den komplexen Zahlen, die als Produkt
z = e dargestellt werden kénnen.
Eine &hnlich Zerlegung ist die sogenannte () R-Zerlegung.

Satz 11.87 Sei A € R™*" (bzw. A € C"*™). Dann gibt es eine orthogonale Matriz ) (bzw. eine
unitire Matriz Q) und eine obere Dreiecksmatriz R mit

A=QR.
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Dieser Satz ist Grundlage des Q R-Verfahrens zur nidherungsweisen Bestimmung der Eigenwerte
einer Matrix A. Man beginnt mit der Zerlegung Ay = A = QuRp und betrachtet darauf die
Matrix Ay = Qéf ApQo = RpQo, die natiirlich dieselben Eigenwerte wie A hat, und bestimmt
die QR-Zerlegung dieser Matrix: A; = ()1 R;. Dieses Verfahren wird nun iteriert. Haben die
Eigenwerte von A nicht alle nahezu den selben Absolutbetrag, dann konvergieren die Matrizen
A, zu einer oberen Dreiecksmatrix. Damit sind die Diagonalelemente von A, Niherungswerte
fiir die Eigenwerte von A.

11.4.6 Gramsche Matrix

Definition 11.88 Sei o ein anisotropes Skalarprodukt auf einem Vektorraum V wund seien

ai,...,a, € V Vektoren aus V. Dann bezeichnet man die p X p-Matriz
Glai, ..., ap) = ((ai, a5))1<ij<p
als Gramsche Matrix und die Determinante det G(ay, ..., a,) als Gramsche Determinante.

Die wichtigste Eigenschaft von G(ay,...,a,) ist die folgende:

Lemma 11.89 Sei o ein anisotropes Skalarprodukt auf einem Vektorraum V und seien
ai,...,a, € V Vektoren aus V. Dann sind ai,...,a, genau dann linear abhdingig, wenn die
Gramsche Determinante det G(ay,...,a,) =0 ist.

In einem endlichdimensionalen Vektorraum mit Basis B besteht auch die Darstellung
G(ai,...,ap) = ATog (o) ¢(A)
mit
A= ( <I>B(a1) <I>B(a2) <I>]3(ap) )
Insbesondere gilt in einem euklidischen Vektorraum mit einer ONB B

G(ay,...,a,) = AT A,

woraus auch

detG(ai,...,a,) >0
folgt, da eine Matrix der Form AT A immer positiv semidefinit ist.

Im euklidischen Fall hat die Gramsche Determinante auch eine interessante Interpretation.

Satz 11.90 Zu Vektoren aq,...,a, € R" bezeichne
A(al,...,ap) = {t1a1—|—---+tpap\0§t1,...,tp§ 1}

das wvon ai,...,a, aufgespannte Parallelepiped. Das p-dimensionale Lebesquemafi wvon
A(ay,...,ap) ist durch

Vol,(A(ay,...,ap)) =4/G(ai ..., ap)

gegeben.
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Abschliefend wird noch eine interessante Determinatenidentitét angegeben, die mit der Gram-
schen Determinante zusammenhéngt.

Satz 11.91 Sei p<n, A= (aij)1§¢§p71§j§n e KP*"™ ynd B = (blk)lglgn,lgkgp € K™"P, Dann

gilt
Ay g, || b e by
det(AB) = Y : : :
IS <=t ap; o apg, || bip ot by
Daraus folgt ein zweites Mal det G(ay,...,a,) > 0.

11.5 Euklidische Quadriken

11.5.1 Diagonalisieren symmetrischer Matrizen

Ist 7 eine symmetrische Bilinearform (bzw. eine Hermitesche Form) in einem endlichdimensio-
nalen euklidischen (bzw. unitdren) Vektorraum V und bezeichne B eine Orthonormalbasis von
V, dann ist die Matrix G = ®g(7) symmetrisch. Es gibt daher eine orthogonale (bzw. unitére)
Matrix P, sodafl

PGP = diag(g1,...,gn)

eine Diagonalmatrix ist. Die Matrix @Q = P ist dann auch orthogonal (bzw. unitiir) und es gilt
wegen P! = QT, daB B
QTGQ = PGP = diag(g1,. .., gn)

eine Diagonalmatrix ist. Das heif3t, die Matrix () vermittelt einen Basiswechsel von der Basis B
zu einer Basis C mit

(bC(T) = QTG@ = diag(glv o 7gn)

Da @ orthogonal (bzw. unitér) ist, ist C wieder eine Orthonormalbasis.

Satz 11.92 Sei (V,0) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitirer Vektorraum und T
eine symmetrische Bilinearform bzw. Hermitesche Form auf V. Dann gibt es eine Orthonormal-
basis B = {bi,...,b,} (n =dim(V)) von V, sodaf§ ®g(7) Diagonalgestalt hat: d.h.

T(bi,bj) =0 furz;éj

o ist ja nichts anderes als eine definite symmetrische Bilinearform bzw. Hermitesche Form auf V,
und eine Orthonormalbasis B ist durch ®g(0) = E,, charakterisiert. Insbesondere ist E,, auch
eine Diagonalmatrix. Satz 11.92 kann daher folgendermafien umformuliert werden (Hauptach-
sentransformation):

Satz 11.93 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R bzw. C und seien o,T zwei
symmetrische Bilinearformen bzw. Hermitesche Formen auf V, von denen eine definit ist. Dann

gibt es eine Basis B von V, so daff ®g(0) und ®g(7) Diagonalmatrizen sind.

Eine entsprechende Version dieses Satzes fiir Matrizen lautet folgendermafien:
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Satz 11.94 Seien A, B zwei symmetrische bzw. Hermitesche Matrizen aus R™™™ bzw. C"*™, so
daf A oder B definit ist (d.h. eine der quadratischen Formen qa(x) = x! AX, qp(x) = x! BX
ist definit). Dann gibt es eine regulire Matriz P (€ R™™ bzw. C"*"), so daf

PTAP und P'BP
Diagonalmatrizen sind.
Zunéchst ermittelt man mit Kongruenzumformungen (gleichzeitiges Spalten- und Zeilenumfor-
men) eine regulidre Matrix P; mit PlT APy = E,. Die Matrix C = PIT BP; ist dann auch sym-
metrisch (bzw. Hermitesch), und mit Hilfe des Spektralsatzes kann man eine orthogonale (bzw.

unitére) Matrix P» bestimmen, so dafl P, 1C’P2 Diagonalform hat. Die Matrix P = P; Py diago-
nalisiert dann beide Matrizen A, B im Sinn von Satz 11.94.

Es ist auch moglich, die Spalten der Matrix P durch Eigenvektoren von A~!B zusammenzufas-
sen, so daf} sie beziiglich des von A induzierten Skalarprodukts orthogonal sind.

11.5.2 Euklidische Geometrie

Sei N = ¢ + U ein Nebenraum eines euklidischen bzw. unitéren Vektorraums V. Die affine
Geometrie A(N) gewinnt durch das in V vorhandene Skalarprodukt eine erweiterte Struktur.
Insbesondere kann man in natiirlicher Weise den Abstand zweier Punkte, den Winkel zweier
einander schneidender Geraden und auf den Elementen von A(IN) eine Orthogonalitétsrelation
einfiihren.

Definition 11.95 Sei N = ¢+ U ein Nebenraum eines euklidischen bzw. unitiren Vektorraums
V. Dann heifit die affine Geometrie A(N) euklidische Geometrie bzw. unitire Geometrie
auf N.

Der Abstand zweier Punkte a = {a},b = {b} € U aus A(N) ist durch
d(a,b) :==|b—al| =+/(b—a,b—a)
definiert.

Sind g1 = ¢1 + [a1],91 = c2 + [az] € A(N) zwei Geraden mit nichtleerem Schnitt, so ist der
Winkel ¢ € [0, 5] zwischen g1 und gy durch

[(a1,a2)]

COS =
7 Taull - aol]

gegeben.
Zwei Elemente ¢1 + Uy, co + Uy € A(N) heifien orthogonal, wenn Uy L Us gilt.

Insbesondere gibt es in euklidischen bzw. unitiren Geometrien Analoga zu Orthonormalbasen.

Definition 11.96 Fin affines Koordinatensystem {u, p1,p2,...,Pn} €iner n-dimensionalen eu-
klidischen bzw. unitiren Geometrie A(IN) heif kartesisches Koordinatensystem, wenn

{pl_u7p2_u7--'apn_u}

eine Orthonormalbasis von U ist.
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11.5.3 Normalformen euklidischer Quadriken

Im Abschnitt 10.6 wurde gezeigt, dafl es zu jeder affinen Quadrik @,y auf einem endlichdimen-
sionalen affinen Raum eine affine Basis gibt, so daf§ beziiglich deren Koordinaten (x1,...,z,)
die Quadrik Q,rs entweder durch die Gleichung

go+glm%+ggx§+-~+gnx%:0

oder durch die Gleichung
1+ 92w+ + gny, =0

bestimmt wird. In euklidischen Geometrien stellt sich natiirlich die Frage, ob man auch ein kar-
tesisches Koordinatensystem finden kann, so daf eine Quadrik durch eine so einfache Gleichung
wie die oberen beschrieben werden kann. Dies ist tatséchlich der Fall.

Satz 11.97 Sei N = ¢+U ein endlichdimensionaler Nebenraum eines euklidischen Vektorraums
V und
Ma)=gqg(a—c)+l(a—c)+yg

eine quadratische Funktion auf N. Dann gibt es ein kartesiches Koordinatensystem
{u,p1,p2,...,Pn} der euklidischen Geometrie A(N), so dafi einem Vektor a € N mit den
affinen Koordinaten (x1,...,xy), d.h.

a=u+t+uzi(p1—u)+zi(p2—u)+ -+ zp(pn — 1)
die quadratische Funktion q(a) entweder durch
q(a) = go + G127 + goa} + -+ + gnty,
mit go, 91, - - -, gn € R oder durch
q(a) = 121 + g2x3 + - + gl

mit g1,...,9n € R und g1 # 0 gegeben ist.

In einer endlichdimensionalen euklidischen Geometrie gibt es daher zu jeder affinen Quadrik Q¢
ein kartesisches Koordinatensystem, so daf die Punkte a = {a} € Qqrs mit den Koordinaten
(x1,...,zy) entweder durch eine Gleichung der Form

gLy + -+ 9195012; - 9p+1f'312;+1 - 9p+qx12>+q =0
mit p > ¢, p+q¢<nund g1,92,...,gptrq > 0, durch
glx% +-- gpx?g - 9p+1x12o+1 - gp-‘rqxzz)—i-q ==l
mit p > ¢, p+q <nund g1, 92,...,gprq > 0, oder durch
925+ o1 Ty — G420y — 0 Oprg-1Tp o1 = T

mit p > ¢, p+q <nund g1, 92, ..., gp+q > 0 beschrieben werden kann.

Praktisch wird diese Transformation folgendermaflen durchgefiihrt:
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1. Man wahlt ein kartesisches Koordinatensystem auf N und stellt die quadratische Funktion
A, die die Quadrik Q4 bescheibt, beziiglich dieser Basis in der Form

n n
AMa) = Z GijTi%j + Z a;x; + g
i=1

4,j=1

mit g;; = g;; dar. Die quadratische Form in der entsprechenden projektiven Einbettung
hat dann die Form

n n
_ 2
q= E 9i5 ;x5 + E a;ToT; + gxy.
ij=1 i=1

Definiert man goo := g und go; = gio := a;, dann ist die Matrix G = (g;;)o<i,j<n die Koef-
fizientenmatrix jener symmetrischen quadratischen Form 7, der die quadratische Form g
entspricht. Die Hyperebene H ist durch die Gleichung xy = 0 festgelegt und der Neben-
raum N durch die Gleichung zg = 1.

2. Man untersucht, ob H** ¢ H oder H** C H erfiillt ist. Dazu muf nur das lineare
Gleichungssystem

Gx=0

geldst werden, wobei G = (gij)lgign,ogjgn jene Matrix ist, die aus G durch Streichen der
1. Zeile entsteht.

3. Ist H'" ¢ H, so wihlt man einen Vektor
by € (HY" \H)NN
und bestimmt durch Losen eines Eigenwertproblems eine Orthonormalbasis {by, ..., by}
von H, die Eigenvektoren der Matrix G bzw. G = (gij)1<i,j<n sind. (Man unterdriickt dabei
die erste Komponente der Vektoren {by,...,b,}, die ja 0 ist.) Das System von Vektoren

{bg,bg+bi,...,bg+b,} ist dann das gewiinschte kartesische Koordinatensystem, so daf}
die quadratische Funktion A die Gestalt

Aa) = go+ q12] + -+ + gn),
hat. g1, ..., g, sind die Eigenwerte von G und gy = b} Gby.

4. Ist H'* C H, so bestimmt man zuniichst V= durch Losen des Gleichungssystems

Gx=0
und eine Orthonormalbasis {b,;1,...,b,} von V7. Daraufhin erginzt man diese zu ei-
ner Orthonormalbasis von {bi,b,41,...,b,} von H'" und schlieflich mit einem Eigen-
wertproblem zu einer Orthonormalbasis {by,ba,..., b, by41,...,b,} von H, so dafl die

Vektoren bo, ..., b, Eigenvektoren der Matrix G (bzw. G) sind. Fiir by wird vorliufig der
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Vektor (1,0,0,...,0)” verwendet. Die Matrix ®g(7) = BTGB hat nun die Gestalt

hoo hot ho2 hos --- hor O 0
h1o 0 0 o --- 0 0 0
hoo 0 g 0 --- 00 0
hsp 0 0 g3 - 00 0
T
ho 0 0 -« 0 g 0 - 0
0 0 0 . 0 0 0
0 0 o0 e 00 - 0

mit ho; = hio # 0 und g9, g3, ..., gr # 0. Durch Kongruenzumformungen (d.h. gleicharti-
ges Spalten- und Zeilenumformen) dieser Matrix gelingt es (z.B. in dieser Reiherfolge) die
Elemente hyo = hoy,...,h2o = hp2 durch 0 zu ersetzen. Dabei werden nur (entsprechen-
de) Vielfache der r.,...,2. Spalten bzw. Zeilen zur 0. Spalte bzw. Zeile dazuaddiert. Das
Element hgg wird dadurch natiirlich verdndert. Schliellich kann noch, da hg1 = hig # 0
ist, durch Addition eines entsprechenden Vielfachen der 1. Spalte bzw. Zeile das (neue)
Element hgg durch 0 ersetzt werden. Alle diese Operationen modifizieren nur den Vektor
bg. Das (neue) System von Vektoren {bg,bg + bi,..., by + b, } ist dann das gewiinschte
kartesische Koordinatensystem, so dafl die quadratische Funktion A die Gestalt

AMa) = 2h1071 + gowh + -+ + gra?

hat. go,..., g, sind die Eigenwerte von G.
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