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1 Einleitung

Das Klassenzahlproblem, in der Form in der es heutzutage behandelt wird,
besteht im wesentlichen daraus, fiir den Ring der ganzen Zahlen eines alge-
braischen Zahlkorpers die Anzahl der Klassen dquivalenter Ideale zu bestim-
men. Von besonderem Interesse sind in diesem Zusammenhang jene Zahlkorper,
fiir die die Klassenzahl 1 ist, da in diesem Fall der Ring der ganzen Zahlen
ein faktorieller Ring ist.

Der Ursprung des Problems liegt jedoch nicht in der Betrachtung alge-
braischer Zahlkorper, sondern in der quadratischer Formen. Einer der Ersten,
die sich mit diesem Problem beschéftigten, war C. F. Gauf}, der es im fiinften
Kapitel seiner Disquisitiones Arithmeticae behandelte. Allerdings betrachtet
Gaufl quadratische Formen der Bauart

fz,y) = ax® + 2bxy + cy?
im Gegensatz zu der allgemeineren Form
g(x,y) = do* + exy + fy’.

Bezeichnet man nun zwei ” Gauf’sche” Formen fi(x,y) und fo(z,y) als dqui-
valent, wenn es eine ganzzahlige Matrix A mit Determinante £1 gibt, sodass

(Afi)(z,y) == fi(Az + By, Cz + Dy) = fo(x,y),

wobei p
B
“=(p)
gilt, so stellt sich heraus, dass alle quadratischen Formen der selben Aqui-
valenzklasse auch die selbe Determinante D(f) := b* — ac besitzen. Da es

dariiber hinaus zu einer gegebenen Determinante nur endlich viele Aquiva-
lenzklassen gibt, ist es moglich die Klassenzahl H(D) als die Anzahl der
Aquivalenzklassen quadratischer Formen mit Determinante D, fiir die der
groffte gemeinsame Teiler von a, 2b und c eins ist und die im Falle von nega-
tiven D, positiv definit sind, zu definieren, wie es bereits Gaufl getan hat.
Betrachtet man nun allgemeine quadratische Formen, wie es bereits J. L.
Lagrange und L. Kronecker getan haben, so ergibt sich fiir die Diskriminante
d(f) := b* — 4ac, das heifit fiir den Spezialfall einer Gaufi’schen Form gilt
d(f) = 4D(f) und man kann weiters feststellen, dass alle quadratischen
Formen mit einer durch vier teilbaren Determinante Gauf’sch sind. Die obige
Definition der Klassenzahl, kann direkt auf den allgemeinen Fall iibertragen
werden, wobei hier nun Formen mit (a,b,c) = 1 betrachtet werden, die im
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Falle von negativem d positiv definit sind. Die Klassenzahl wird nun mit h(d)
bezeichnet.

Nun stellt sich die Frage, wie grofl die Klassenzahl einer gegebenen Deter-
minante d ist. Bereits Gauf} listete einige kleine negative Determinante auf,
fir die H(d) klein ist und wie D. Shanks zeigte ist die Aussage, dass GauB’s
Liste der Determinanten D fiir die H(D) = 1 oder = 3 gilt, komplett ist,
dquivalent dazu, dass fiir negatives d h(d) genau dann eins ist, wenn —d gleich
einer der Zahlen 3,4,7,8,11,19,43,67 oder 163 ist. Der tatsédchliche Beweis
fiir die Vollstandigkeit dieser Liste, sollte jedoch erst Mitte des letzten Jahr-
hunderts erfolgen und fiir positive Determinanten ist das Problem bis heute
ungelost, das heifit es ist ungekléart ob es unendlich viele reelle quadratische
Zahlkorper mit Klassenzahl 1 gibt.

Den néchsten wichtigen Beitrag zur Erforschung der Klassenzahl lieferte
P. G. Lejeune Dirichlet, indem er eine Formel fiir die Klassenzahl fand, die
sogenannte Dirichletsche Klassenzahlformel

e(d)|d|*/? ..
hd)=3 L7 La(1) fir d <0 "
mlzd(l) fir d >0
b (@) ~ld (d
E7a d fiir d < 0
loge Zo<n<% (ﬁ) log (81717) fiir d > 0.

Die ersten Ansétze zur Bestimmung einer explizite Formel zur Berech-
nung der Klassenzahl, finden sich bereits bei Gauf, in dessen Nachlafl sich
ein unvollendetes Manuskript befand, in dem bereits das richtige Ergebnis
fiir Formen mit negativer Diskriminante und der Ansatz zu einem Beweis
enthalten war. Obwohl es sehr wahrscheinlich ist, dass Dirichlet, als Freund
und Schiiler Gaufl” mit dessen Ideen vertraut war, unterscheidet sich seine
Vorgehensweise doch grundlegend von der Gaufl’. Fiir sich allein genommen
stellt die Klassenzahlformel schon ein bemerkenswertes Ergebis dar, das wah-
re Ausmafl ihrer Bedeutung wird aber erst klar, wenn man ihre Anwendug
in dem Beweis eines anderen wichtigen Satzes des Dirichletschen Primzahl-
satezes beriicksichtigt. Dieser Satz besagt im wesentlichen, dass jede Folge
der Form kn + h, n = 0,1,2,... mit (k,h) = 1 unendlich viele Primzah-
len enthélt. Die Schliisselstelle im Beweis dieses Satzes ist es zu zeigen, dass
L4(1) # 0 gilt. Kennt man nun Formel (1.1) so folgt das unmittelbar, da die
Klassenzahl nie Null sein kann. Ganz in der Tradition Gauf}’ betrachtete Di-
richlet nur quadratische Formen mit geradem Mittelkoeffizienten, der Beweis



fiir allgemeine quadratische Formen geht auf L. Kronecker zuriick. Obwohl
Dirichlet Klassenzahlen nur aus der Blickwinkel der quadratischen Formen
betrachtete, stellte sich spéater heraus, dass sich die Formel auch auf Abelsche
Korper verallgemeinern léasst.

Der néchste wesentliche Schritt in der Entwicklung der Theorie der Klas-
senzahlen war die Einfithrung von Idealen und die Ausweitung des Begriffes
auf Idealklassen algebraischer Zahlkorper. Diese Entwicklung ist vor allem
einem Schiiler Gauf3’ und insbesondere Dirichlets R. Dedekind zu verdanken.
In Anlehung an Dirichlets Arbeiten beschéftigte sich Dedekind mit algebrai-
schen Zahlkoérpern und fiihrte den Begriff des Ideals fiir den Ring der ganzen
Zahlen ein. Viele wichtige Sétze gehen auf Dedekind zuriick, so zum Beispiel
der Satz, dass jeder algebraische Zahlkorper eine Ganzheitsbasis besitzt, oder
die Tatsache, dass jedes Ideal in dem Ring der ganzen Zahlen eine eindeuti-
ge Faktorisierung in Primideale besitzt, weiters definierte er auch Norm und
Spur eines algebraischen Zahlkorpers. Aulerdem gelang es Dedekind ein Ver-
bindung zwischen den Klassen quadratischer Formen und den Idealklassen
eines imaginédr quadratischen Zahlkodrpers herzustellen. Ist ndmlich d < 0 die
Diskriminante eines imaginér quadratischen Korpers K = Q(v/d), so kann
man fiir jedes Ideal I < Ok, dargestellt in der From I = Zay + Zas, wobei
man 0.B.d.A annehmen kann, dass $(ajas — @yay) > 0 ist, eine quadratische

Form
1

fa1a2 (:L“, y) = WNK/Q(CHJ" + a2y> (13)

definieren, fiir die folgende drei Eigenschaften gelten:

(1) fayae(z,y) ist eine primitive, positiv definite quadratische Form mit
ganzzahligen Koeffizienten und Diskriminante d.

(ii) Zwei Ideale I = Zay + Zas und J = Zb; + Zbs sind genau dann in
derselben Idealklasse, wenn die quadratischen Formen f;, ,,(z,y) und
foune (2, y) dquivalent sind.

(iii) Die Zuordung f,,., — (Klasse von I = Zay + Zas) induziert eine Bi-
jektion zwischen der Menge aller Klassen primitiver, positiv definiter
quadratischer Formen mit Diskriminante d und der Idealklassengruppe
H(K).

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist, dass die Klassenzahl ima-
ginér quadratischer Zahlkorper mit Diskriminante d mit der Klassenzahl qua-
dratischer Formen mit der Diskriminante d iibereinstimmt.



Viele der Resultate Dedekinds beziiglich des Ringes der ganzen Zahlen
eines algebraischen Zahlkorpers, lassen sich auch allgemeiner anwenden. Al-
lerdings fehlte Dedekind das Konzept des Ringes, das in seiner heute ge-
bréauchlichen Form erstmals durch A. Frénkel 1916 eingefiihrt wurde. Wei-
terentwickelt und verallgemeinert wurden Dedekinds Ideen vorallem von D.
Hilbert und E. Noether. Im besonderen Emmy Noether erweiterte die Theo-
rie indem sie sogenannte Dedekindsche Ringe definierte, das sind Ringe, die
Noethersch sind, das heifit, dass jede aufsteigende Idealkette endlich ist und
dariiber hinaus ganz algebraisch abgeschlossen und deren Primideale alle ma-
ximal sind. Der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers ist
ein spezieller Dedekindscher Ring. Insbesondere gilt fiir alle Dedekindschen
Ring, dass ihre Ideale eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzten und
dass jedes ihrer Ideale invertierbar ist.

Bedingt durch die Ergebnisse Dedekinds beziiglich dem Zusammenhang
zwischen imaginédr quadratischen Zahlkérpern und quadratischen Formen,
war es moglich das Klassenzahlenproblem fiir solche Zahlkorper zu losen.
Den ersten Schritt in diese Richtung unternahmen H. Heilbronn und E. Lin-
foot indem sie zeigten, dass es aufler den neun bereits von Gaufl gefunden
Diskriminanten, maximal noch eine zehnte geben konne, fiir die die Klassen-
zahl eins ist. 1967 gelang es schlieSlich H. M. Stark zu beweisen, dass eine
solche Diskriminante nicht existiert nachdem er bereits ein Jahr zuvor gezeigt
hatte, dass fiir diese zehnte Diskriminante d, |d| > 2.2-107 gelten miifite. Der
Vollstéandigkeit halber sollte noch erwdhnt werden, dass K. Heegner bereits
1952 einen Beweis fiir die Nichtexistenz einer zehnten Diskriminante erbrach-
te, der allerdings nicht als vollstéindig angesehen wurde. Erst spéter wurde
klar dass Heegners Ansatz richtig war.

Wie bereits erwahnt ist das Klassenzahlproblem fiir reell quadratische
Zahlkorper bis heute ungelost. Das grofite Hindernis stellt hier die Tatsache
dar, dass die Einheitengruppe in diesem Fall unendlich ist und die Klassen-
zahlformel von der fundamentalen Einheit des Zahlkorpers abhéngt. Daher
ist es wichtig die fundamentale Einheit explicit zu bestimmen, was in eingigen
Féllen mit Hilfe von Kettenbruchentwicklungen gelungen ist.



2 Klassenzahl Algebraischer Zahlkorper

2.1 Algebraische Zahlkorper

Zwei fiir die Behandlung der Klassenzahl wesentliche Begriffe sind der des
algebraischen Zahlkorpers und der des Ringes der ganzen Zahlen, einer spe-
ziellen Teilmenge des algebraischen Zahlkorpers. Doch um diese beiden defi-
nieren zu kénnen bendétigt man zunéchst einige Voraussetzungen.

Definition 2.1.1 Seien K und L zwei Korper und gelte K C L, dann ist L
ein so genannter Erweiterungskorper von K. Fafst man nun L als Vektor-
raum tber K auf, heifst die Erweiterung L/K endlich, falls die Dimension
des Vektorraumes L iiber K endlich ist. Diese Dimension nennt man Er-
weiterungsgrad [L : K].

Definition 2.1.2 Sei L/K eine Korpererweiterung, o € L heifit algebra-
isch iber K, falls es ein Polynom f(x) € K[z| mit f(a) = 0 gibt. Ist jedes
a € L algebraisch iiber K, so heifit die Korpererweiterung algebraisch.

Definition 2.1.3 Ein Korper E heifit algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes Polynom f(x) € E[z]| eine Nullstelle a € E besitzt.

Definition 2.1.4 Sei R Teilring eines Korpers K, ein Element o € K heif§t
ganz oder auch ganzalgebraisch beziiglich R, wenn o Nullstelle eines nor-
maerten Polynoms mit Koeffizienten aus R ist.

Definition 2.1.5 Sei R Teilring eines Korpers K, dann wird die Gesamtheit
O der beziiglich R ganzen Elemente von K als ganzalgebraische Hiille von
R in K bezeichnet.

Eine interessante Eigenschaft ganzer Elemente ist, dass bereits das Mi-
nimalpolynom, also das eindeutig bestimmte, irreduzible Polynom kleinsten
Grades, dass das Element als Nullstelle hat, nur Koeffizienten aus dem Ring
besitzt. Der Beweis hierfiir ist nicht sonderlich kompliziert und kann zum Bei-
spiel in [4] gefunden werden. Auch das folgende Lemma gibt eine Eigenheit



ganzer Elemente an.

Lemma 2.1.1 Sei K ein Korper, R ein Teilring von K und M C K ein
endlich erzeugter R-Modul, sodass M auch ein Teilring von K ist, dann sind
alle Elemente aus M ganz beziiglich R.

Beweis: Sei M = {aywy + - - - + apwy|ay, ...a € R}, da M ein Ring ist, gilt
fir alle « € M, dass aw; € M und sich somit mittels aw; = Zle a;jw; mit
a;; € R darstellen ldsst. Setzt man nun A = (a;;) und B = al,, — A = (b;),
dann erhélt man:

n

D byw; =Y (ady; — ay)w,
j=1

Jj=1
n
= QU; — E aijwj
j=1
=0

Hieraus folgt B(wy,...,wy)" = (0,...,0)". Daaber (wy, ..., w) # (0,...,0),
muss det(B) = 0 gelten und somit, weil die Determinante von B ein normier-
tes Polynom in R]a] ist, ist a ganzalgebraisch iiber R.

d

Mit Hilfe des Vorhergehenden kann man nun algebraische Zahlkorper und
den Ring der ganzen Zahlen O definieren. Im folgenden werden vor allem
die Ideale von O, das sind Teilringe I, fiir die al C [ fiir alle a aus Ok gilt,
eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.1.6 Sei K C C ein endlicher Erweiterungskorper von Q, dann
heifit K algebraischer Zahlkorper und der ganzalgebraische Abschlufl von
7Z i K Ring der ganzen Zahlen Ok.

Ist K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n, so gibt es ein Element
a € K vom Grad n, sodass K = Q(«a) gilt. Einen Beweis dieser Tatsache
findet man etwa in [4]. Zu jedem algebraischen Zahlkorper gibt es dquivalente
Korper, die sogenannten Konjugierten Korper. IThre Anzahl ist gleich dem



Grad der Korpererweiterung. Vor allem die zahlenméfBige Aufteilung in reelle
und komplexe Korper, die sogenannte Signatur, wird im folgenden immer
wieder eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.1.7 Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Erweiterungsgrad
n, das heifst 3o € K : K = Q(«) und sei
ma(r) = (z—a)(z—az) - (3—as) (T —Qep1) (T —Wss1) - -+ (2= Q) (T — W)
agy .0 ER gy, Qg Qgigy .., Qs ECNR ) n=s+2t
das Minimalpolynom von «, dann kann man einen Isomorphismus
. Q@) — Qo)
o — Oéj

definieren. Die Kdrper

Qo) 2 Q(a) = K
werden als die zu K konjugierten Korper bezeichnet. Die Wurzeln des
Minimalpolynoms von o werden die Kongugierten von o genannt.

Definition 2.1.8 Sei K ein algebraischer Zahlkorper und
o1(K),...,04(K),0601(K),...,054(K),Ts11(K), ..., Ts14(K)

( s+ 2t =n) die konjugierten Kéorper von K, wobei o1(K),...,04(K) C R
und o541(K),...,0544(K) € R gilt. Dann heifit das Paar [s,t] die Signatur
von K.

Fiir jedes Element eines Erweiterungskorpers kann man zwei Kenngréfien
definieren, die Norm und die Spur.

Definition 2.1.9 Sei L/K eine endliche Erweiterung. Fir jedes o € L ist
die Abbildung

a — aa

eine lineare Abbildung auf L.
Sei wy,...,w, eime Basis von L tiber K und sei

n
oaw; = E QWi 5 Q5 € K

J=1



dann bezeichnet
fa(r) = det(z] — (ay))

das charakteristische Polynom von «.
Die Determinante von (a;;) heifft Norm

Np k(o) = det(a;j)

und die Spur von (a;;) Spur von o

SpL/K Zam

Eine niitzliche Eigenschaft der Norm beziehungsweise der Spur, die hier
jedoch nicht gezeigt werden soll, ist ihre Multiplikativitdt beziehungsweise
Addidivitét, das heif3t fiir o, 8 € L gilt

Nix(aB) = Npx(a)Npjx(B)
Sprx(a+3) = Sprx(a)+ Spr/k(5).

Fiir einen Beweis dieser Tatsache siche [6].Wie das folgende Lemma zeigt,
liegen fiir ein Element aus dem Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen
Zahlkorpers die Norm und die Spur immer in Z.

Lemma 2.1.2 Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n diber Q und
a € Ok, dann liegen Spkg(a) und Nig(a) in Z.

Beweis: Seien wy, . .., w, eine Basis von L/K und aw; = "

gilt =
Z QW 7

wobei a® die k-te Konjugierte von o bezeichnet. Unter Verwendung des
Kronecker Deltas kann man diese Gleichung auch folgendermafien schreiben:

Z S w Z ;W (k

AWy, dann
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mit
P 0 fir i#7
Y11 fir i=g
Definiert man nun folgende Matrizen mittels
Ag = (aD5), W =), A=(ay)
so ergibt sich

WAy =AW oder auch Ay =W AW

woraus sich SpA = SpAgp und det A = det Ay schlieflen lasst. SpAg ist aber
die Summe der Konjugierten von o und somit bis auf das Vorzeichen der Ko-
effizient von 2! im Minimalpolynom von a und gleichermafen ist det A, das
Produkt der Konjugierten von o und daher wiederum bis auf ein Vorzeichen
der konstante Term im Minimalpolynom. Hieraus folgt, da die Koeffizienten
des Minimalpolynoms ganze Zahlen sind, dass Spy/k(a) und Ny k(a) in Z
liegen.

O

Wie dieser Beweis zeigt, gilt fiir ganze Zahlen algebraischer Zahlkorper
folgende Tatsache: die Norm ist das Produkt und die Spur die Summe der
Konjugierten des Elementes.

Im folgenden sollen nun die Begriffe der Ganzheitsbasis und der Diskri-
minante eines algebraischen Zahlkorpers eingefithrt werden. Vor allem die
Diskriminante ist eine wichtige Kenngrofle und wird auch im weiteren immer
wieder eine zentrale Rolle einnehmen.

Satz 2.1.1 Sei M ein von ay,...,«a, endlich erzeugtes Z-Modul und N ein
Teilmodul, dann gilt

(Z) 3517”'7 i N mltmgn, sodass
N =ZLp + LB+ +Lbn
und B; = 375, piyoy mit 1 < i <m und py; € Z,

(i) ist m =n, so folgt [M : N| = p11paz - Dan-

Bewezs:
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(i)

Der Beweis soll mittels Induktion nach der Anzahl der erzeugenden
Elemente von M gefiihrt werden. Ist n = 0 so ist die Aussage trivial.
Angenommen der Satz wurde fiir n—1 oder weniger erzeugende Elemen-
te gezeigt, so definiert man M’ als das Teilmodul, das von «s, ..., a,
erzeugt wird und betrachtet N' = NN M'. Ist n = 1, dann ist M’ =0
und es ist nichts weiter zu beweisen, gilt N’ = N so ist die Aussage
wahr nach der Induktionsannahme.

Nun bleibt noch der Fall N’ # N zu betrachten. Sei A die Menge aller
ganzen Zahlen k fiir die es ko, ..., k, € Z gibt, sodass kay + keas +
<o+ kya, € N gilt. Da N ein Teilmodul ist, ist A eine Untergruppe
der ganzen Zahlen. Jede additive Untergruppe der ganzen Zahlen ist
von der Form mZ fiir eine ganze Zahl m, daher kann man A mittels
k117, darstellen. Sei o € N, dann gilt

n
o = E hiOéi
=1

mit h; € Z, somit h; € A und daher h;y = aki;. Setzt man nun
G1 = kiioq + kippan + - + kipap, so folgt o — affy € N'. Nach In-
duktionsvoraussetzung existieren

Bi=> kyoy; i=23,....m

J=i

die N’ erzeugen, fiigt man dieser Menge (3; hinzu, so erhalt man ein
Erzeugendensystem von N, das das geforderte Kriterium erfiillt.

Sei « ein beliebiges Element aus M mit der Darstellung o = > | ¢;ei;
und sei p1; gegeben durch

Bi = Z bijcg,

j>i

dann lésst sich c¢; als ¢; = p11q1 + r1 mit ganzen Zahlen ¢; und 7
schreiben und es gilt 0 < r; < py;. Bildet man nun « — ;51 = > clay;,
sogilt 0 < ¢ < p1; und @ = a — 1/ mod N. Wiederholt man nun
diesen Vorgang mit ¢, so erhélt man ¢, = paaga + 72 mit 0 < 79 < poo
und auBerdem

a=a—qpB — gl modN.

Wie sich leicht mittels Induktion zeigen lasst ergibt sich durch Fortfiihren
dieser Vorgehensweise ein o = > k;op; mit 0 < k; < py und o = o
mod N.
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Nun muss noch gezeigt werden, dass wenn a = > ¢;o; und 8 = > d;«;
mit ¢; # d; fiir mindestens ein ¢ und 0 < ¢;,d; < p;;, @ und (3 nicht
aquivalent mod N sind. Angenommen

Z oy = Z d;a; mod N

und sei r der kleinste Index, sodass ¢, # d,., dann folgt ZizT(Ci —dy)ay; €
N und somit

Z(Ci - di)ai = Z ;3 = le‘ (ZPij%) .
i>r i>r i>r j>i

Da ¢, und d, beide kleiner als p,, sind, muss ¢, = d, gelten, im Wi-
derspruch zur Annahme. Daher hat jede Nebenklasse von M/N einen
eindeutig bestimmten Reprisentanten

a:ani mit 0 < ¢ < py

und da es pi1paeg « - Pup von ihnen gibt, gilt [M : N] = p11pas -« Pun-

Lemma 2.1.3 Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen des Korpers K, dann
existieren wi, ws, ..., w; € K, sodass

Ok C Zwi + Zw;s + - - - + Zw,

n

gilt.

Beweis: Sei wq,ws, ..., w, eine Basis von K/Q. Fiir jedes a € K gibt es
eine ganze Zahl m, sodass ma € Og. Der Beweis dieser Tatsache ist nicht
besonders schwierig, man kann ihn zum Beispiel in [4] nachlesen. Daher kann

man annehmen, dass wq,...,w, € Og. Definiert man nun eine Bilineare
Abbildung
KxK — Q
B (*T ) y) : IS
(z,y) — Spxjolzy)
so ist B reguldr und man kann somit eine duale Basis wj, ..., w; finden, fiir

die B(w;,w;) = d;; gilt (siehe zum Beispiel [4]). Schreibt man nun wj =
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> cpjwy, ergibt sich
dij = Spr/g(ww})
= Sprcjo(wi Y cijuwy)
= Z ijSpK/Q(wiwk)
Fiithrt man nun die Matrizen C' = (¢;;) und W = (wz(j )) ein, so erhélt man
aus obiger Gleichung
L, =WW'C bzw. C'=WW"

wobei I,, die Einheitsmatrix bezeichnet. Hieraus folgt, dass C' regulér ist und
somit, dass wj,...,w; eine Basis bilden.
Sei nun « ein beliebiges Element aus Ok, dann lasst sich a mittels

n
o= Zajw;‘-‘ mit a; € Q
j=1
darstellen. Bildet man nun aw; so erhélt man
n
oaw; = Zajwiw;‘ Vi
7j=1

und somit
n

Sprsglow;) = a;Spijg(wiw]) = a; Vi
j=1
Da aber aw; € Oy, folgt daraus, dass a; € Z fiir alle i und daher gilt
Ok C Zwy + -+ - + Zwy,.

O

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht mehr schwierig zu zeigen, dass der
Ring der ganzen Zahlen eine Ganzheitsbasis besitzt.

Satz 2.1.2 K besitzt eine Ganzheitsbasis, das heifit es existieren wy, wo,
.o wy, € Ok, sodass Og = unZi+ - -+ + wy, 2.

Beweis: Aus dem vorhergehenden Lemma folgt, dass es immer w}, w3, ...,
wr € K gibt, sodass O C Zwj + Zwj + - -+ + Zw;,. Setzt man nun in Satz
211 M = Zw;y 4 - - - + Zw;, und N = Ok, dann existieren wy, ..., w, € Ok,
sodass O = Zwy + - - - + Zw,, gilt.
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Lemma 2.1.4 Jedes Ideal I von O besitzt eine Ganzheitsbasis.

Den Beweis dieses Lemmas findet man zum Beispiel in [4]. Ausgehend
vom Begiff der Ganzheitsbasis ist es nun moglich die Diskriminante eines
algebraischen Zahlkorpers zu definieren.

Definition 2.1.10 Sei K ein algebraischer Zahlkorper vom Gradn mit Ganz-
heitsbasis wy, ..., w,, dann definiert man die Diskriminante dx von K
folgendermafien

N2
dr = det <w§7)> :

wobei ng) die Konjugierten von w; darstellen.

Satz 2.1.3 Die Diskriminante eines algebraischen Zahlkorpers ist wohldefi-
niert, das heifft, dass je zwei Ganzheitsbasen eines algebraischen Zahlkédrpers
die gleiche Diskriminante liefern.

Beweis: Seien wy,...,w, und 6y,...,0, zwei verschiedene Ganzheitsbasen
des algebraischen Zahlkorpers K, dann gilt

n

w; = E Ciij

J=1

491‘ = zn: dijwj
j=1

fiir alle ¢ mit ganzzahligen ¢;; und d;;. Daher sind (¢;;), (¢;j)™' € Z™™ und
somit det(c;;), det(c;;) ™' € Z, das heifit det(c;;) = +1. AuBerdem gilt fiir alle

7 und j
Sp(w;w;) = Sp ((Z ci19l> (Z ijem)>

= Z CitCimSp(010,,).
I,m

und
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Setzt man nun W = (ng)), C = (¢;) und © = (Ql(j)), kann man obige
Gleichungen zu
wiw = c(ere)or
zusammenfassen. Hieraus folgt
dg = (det W)? = (det ©)%*(det C')* = (det ©)?,
und somit, dass die Diskriminante von der Wahl der Basis unabhiingig ist.

O

Die Definition der Diskriminante ist aber nicht nur auf Basen eingeschrankt,
sondern kann auch fiir eine beliebige Menge von Elementen aus K erfolgen.

Definition 2.1.11 Man kann den Begriff der Diskriminante erweitern, in-
dem man sie fiir beliebige Elemente aq,...,a, € K folgendermafien definiert

dijq = [det (0i(a))]”,

wobei n der Erweiterungsgrad von K 1ist.

Die folgenden zwei Lemmata beschreiben noch einige Eigenschaften der
Diskriminante.

Lemma 2.1.5 Seien uy,...,u, und v,...,v, aus K mit u; = > " iV,
a;; € Q, dann gilt

dicjo(ur, - - - un) = (det (aij)) diso(vi, -, vy).

Beweis: Nach Definition gilt dg/q(u1, ..., un) = [det(o4(u;))]” und auBerdem

oi(u;) = o <Z ajkvk) = Z a0 (Vk).
k=1 k=1
Definiert man die drei Matrizen U, A und V folgendermaflen
U= (0i(u) A=(ai) V=o0i(v))

erhiilt man U = VAT und somit (det U)* = (det VAT)?. Hieraus folgt un-
mittelbar

dK/Q(Ul, c. ,Un) = (det(aij))QdK/Q(vl, e ,Un).
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Lemma 2.1.6 Seien aq,...,a, € Ok linear unabhdingig tber Q und m der
Index des von aq, ..., a, erzeugten Z-Moduls, dann gilt

dK/Q<CL1,...,CLn) :deK- (21)
Beweis: Sei ay, . .., a, eine Ganzheitsbasis von O und N das von aq, ..., a,

erzeugte Z-Modul, dann besitzt N nach Satz 2.1.1 eine Basis by, . . . , b,,, sodass
b; = ijipijaj~ Nach Lemma 2.1.5 gilt dann

dicjo(b, - - ba) = (det(pi))” dicjg(n, -, an)
= m2dk

Da sowohl ay, ..., a, als auch by,...,b, N erzeugen, gilt

n
a; = E Cijbj
Jj=1
und

bi = i dijaj
j=1

fiir alle ¢ mit ganzzahligen ¢;; und d;;. Daher sind (¢;5), (¢;j) ™' € Z™™ und
somit det(c;;), det(c;;) ™' € Z, das heit det(c;;) = +1. AuBerdem gilt fiir alle

1 und j
Sp(a;a;) = Sp ( (Z cilbl> <Z cjmbm>>

= Z CitCimSp(biby,).
I,m

Setzt man nun A = (az(j)), C = (¢;;) und B = (bl(j)), kann man obige Glei-
chungen zu

ATA=C(B"B)COT
zusammenfassen. Hieraus folgt
drcjglar, ..., a,) = (det A)* = (det B)*(det C')* = (det B)?,

und somit
dK/Q(bl, ey bn) = dK/Q(Cbl, Ce ,an),

womit die Aussage bewiesen wére.
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2.2 Noethersche und Dedekindsche Ringe

Das Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass die Menge der Bruchideale eines
Dedekindschen Ringes eine multiplikative Gruppe bilden und dass dariiber-
hinaus jedes Ideal eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzt. Auflerdem
wird sich herausstellen, dass der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen
Zahlkorpers ein Dedekindscher Ring ist, der die endliche Normbedingung
erfiillt.

Um zu einer Gruppenstruktur beziehungsweise zu einer eindeutigen Prim-
faktorenzerlegung zu kommen benotigt man die Begriffe des Produkts, der
Summe und der Teilerfremdheit zweier Ideale.

Definition 2.2.1 Seien I und J Ideale eines kommutativen Ringes mit Eins-
element R, dann definiert man die Summe zweier Ideale als die Menge

I+J={a+blacl, beJ}
und das Produkt als
IJ:{a1b1+---+akbk|ai€], b, eJ, k?Zl}

I+ J und IJ sind dann wieder Ideale von R.

Fiir das Produkt beziehungsweise die Summe zweier Ideale, gilt folgende
Beziehung:
LI, Chinlb ChL,I, CL+1

Definition 2.2.2 Zwei Ideale I und J eines kommutativen Ringes mit Eins-
element R heifien tetlerfremd, wenn I + J = R gilt.

Da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal ein maximales Ideal ist,
sind je zwei Primideale in einem Dedekindschen Ring teilerfremd. Das fol-
gende Lemma beschreibt eine interessante Eigenschaft teilerfremder Ideale,
némlich, dass ihr Produkt gleich ihrem Durchschnitt ist.
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Lemma 2.2.1 Sind I4, ..., I, paarweise teilerfremde Ideale eines kommuta-
tiven Ringes mit 1, so gilt

Li-I,=Ln---nI,

Beweis: Der Beweis wird mit Hilfe von vollstéandiger Induktion gefiihrt, zuerst
wird das Lemma fiir n = 2 gezeigt: Die erste Inklusion I11, C I; N I, folgt
direkt aus der Definition des Produktes zweier Ideale. Es bleibt also noch
die zweite zu zeigen, dazu betrachtet man ein x € I, N [,. Da I, und I,
teilerfremd sind, muss es Elemente a € I; und b € I, geben, sodass a+b =1
gilt. Daher kann man x darstellen als * = xa + xb und Da xa und xb beide
Elemente aus I; /5 muss auch ihre Summe in diesem Ideal liegen.

Sei nun k£ > 2 und das Lemma bereits fiir n = k — 1 gezeigt, dann kann
man I;N---N1L, = ([N -NIp_1)NIg als (LN NI )N, = ([ -+ T—1) N,
schreiben. Sind I, und I - - - I, teilerfremd, so folgt Iy --- I, = [;N--- N I}.
Es bleibt also nun noch die Teilerfremdheit von I, und I - -- Iy zu zeigen.

Angenommen man betrachtet drei Ideale I, Jy, Js und es gilt, dass [
sowohl zu J; als auch zu J teilerfremd ist, dann muss es Elemente a1, as € I,
by € Jy und by € Jo geben, sodass a; + b; = 1 und as + by = 1, daher gilt
1= (CL1 +b1)(a2+bg> = a1a2+a1b2+a2b1+b1b2 mit a1a2+a1b2+a2b1 € I und
biby € JyJo, das heifit es sind auch I und J;Js teilerfremd. Diese Tatsache
ldsst sich leicht mittels Induktion auf beliebig viele Elemente ausweiten.

O

Der folgende Satz ist das Analogon zum Chinesischen Restsatz fiir Ideale,
hierbei heiflen zwei Elemente a,b kongruent modulo eines Ideals I, wenn
a—bel gilt.

Satz 2.2.1 (Chinesischer Restsatz) Seien I1,..., I, paarweise teilerfrem-
de Ideale eines kommutativen Ringes R mit 1 und aq,...,a, € R gegeben,
dann gibt es ein x € R sodass

r=a; (I)

r = a,; (1)

und x ist eindeutig bestimmt modulo I -- - I,,.
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Beweis: Zuerst wird die Existenz mit Hilfe eines Induktionsbeweises gezeigt:
Sein = 2, ay,as € Rund I, I, zwei teilerfremde Ideale von R, dann existieren
a € I; und b € Iy, sodass a + b = 1 gilt. Das ist gleichbedeutend mit a = 1
(Is) und b =1 (Iy). Sei = := a1b + asa dann folgt

r=a; ()
r=ay (o)

Ist n > 2, dann gibt es ein v € R, sodass
v=a; (L) , 1<j<n-1

. und ein x € R, sodass

r = v ([1 N In—l)
r = a, (I
gilt. Daraus folgt
z=a; (I;) , 1<j<n

Nun bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Angenommen es existieren x,y €
R mit

r=a; ([;) 1<j<n

y=a; ([;) 1<j<n
gilt, dann liegt x —y in Iy N...N I,, da aber I,..., I, teilerfremd sind, gilt
wegen Lemma 2.2.1 1N...N 1, =1;--- I, und somit z = y(I, - - - I,).

O

Um nun Dedekindsche Ringe zu definieren, benétigt man zunéchst den
Begriff des Noetherschen Ringes, der nach der wohl bekanntesten Mathema-
tikerin des 20. Jahrhunderts Emmy Noether benannt ist.

Definition 2.2.3 Ein kommutativer Ring mit 1 heifit Noethersch, wenn
jede aufsteigende Kette von Idealen Iy C Iy C ... endlich ist, das heifst es
gibt ein N, sodass fiir m > N immer I, = I, gilt.

Ein zu dieser Definition dquivalentes Kriterium fiir Noethersche Ringe lie-
fert das folgende Lemma.

Lemma 2.2.2 Ein kommutativer Ring R mit 1 ist genau dann Noethersch,
wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.
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Beweis: Nimmt man zunéchst an, dass es ein Ideal I in R gibt, das nicht end-
lich erzeugt ist, so folgt die Existenz von Elementen 1, xg, ... € I mit x,,,1 ¢
1R+ -+ z,,R. Definiert man nun ein Ideal I, als I,, = v;R + -2, R
und betrachtet die so entstehende Idealkette, so ist diese nicht endlich, da
I €I, € --- gilt, im Widerspruch zu Noethersch.

Geht man umgekehrt davon aus, dass jedes Ideal endlich erzeugt wird
und betrachtet die Idealkette I; C Ir---, so kann man ein Ideal I mittels
I =U,,>; Im definieren. Dieses Ideal ist natiirlich endlich erzeugt, also I =
TR+ -4+ xR, x1,...,2; € I. Daraus folgt die Existenz eines Index N,
sodass x1,...,xr € Iy. Das heifit aber, dass I eine Teilmenge von [y sein
muss, also gilt I C Iy C Iy C--- CTunddamit Iy = Inyyy = Injo="--.

O

Definition 2.2.4 Ein Noetherscher Ring heifst Dedekindscher Ring,
wenn er ganzalgebraisch abgeschlossen und jedes seiner Primideale mazximal
15t.

Ziel ist es zu zeigen, dass in einem Dedekindschen Ring jedes Ideal ei-
nerseits invertierbar ist, andererseits eine eindeutige Primfaktorenzerlegung
besitzt, dazu benotigt man zunéchst folgende zwei Lemmata.

Lemma 2.2.3 Sei R ein Noetherscher Ring und I ein Ideal von R, dann
gibt es Primideale Py, ..., Ps, sodass

P.---P,CICPN...NPF (2.2)

qilt.

Beweis: Sei J die Menge aller Ideale von R, fiir die die Bedingung (2.2)
nicht erfiillbar ist und I ein maximales Element von J. Die Existenz eines
solchen Elementes folgt aus der Definition von Noethersch und dem Lemma
von Zorn. I kann natiirlich nicht prim sein, da sonst (2.2) mit s = 1 und
Py = I erfiillt wére. Also gibt es Elemente a, b € R, sodass a ¢ I, b ¢ I aber
ab € I gilt. Nun definiert man Ideale A und B folgendermaflen:

A=1+aR =1+ (a)
B:=1+bR=1+(b)
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Dann ist I G A und I G B. Daraus folgt, wegen der Maximalitét von 7, die
Existenz von Primidealen Q1,...,Q, und @4,...,Q,, sodass A und B (2.2)
erfiillen. Da aber

ABCICANB

gilt, miifite I (2.2) erfiillen, im Widerspruch zur Annahme. Daher ist J = (.

Bemerkung: Das Lemma von Zorn besagt, dass eine geordnete Menge, in
der jede vollstandig geordnete Teilmenge eine obere Grenze hat, mindestens
ein maximales Element besitzt.

Lemma 2.2.4 Seien Pi,..., Py, P mit P # R Primideale eines Dedekind-
schen Ringes R und gelte Py --- P, C P, dann gibt es einen Index i, 1 < i <
k, sodass P, = P.

Beweis: Zunéchst wird das Lemma fiir £ = 2 bewiesen und anschlieBend mit
Hilfe von vollstéandiger Induktion verallgemeinert.

Sei k = 2, dann gilt PP, C P. Nimmt man nun an es gibt ein a; € P\ P
und ein ay € P, \ P, dann liegt das Produkt ayas in PP, C P. Da aber
P ein Primideal ist muss entweder a; oder ay in P liegen, im Widerspruch
zu der Annahme, dass keines der beiden dies tut. Daraus folgt P, C P oder
P, C P und somit, da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal P # 0
ein maximales Ideal ist, P, = P oder P, = P.

Man nimmt nun an, dass man das Lemma bereits fiir £ bewiesen hat
und folgert daraus die Korrektheit fiir £ + 1. Sei P, --- P41 C P, angenom-
men es existieren ay € Py --- P, ~ P und ay € P,.; ~\ P, dann liegt a;ay in
P, --- P,y C P, daraus folgt, wie im ersten Schritt, dass entweder a; € P
oder ay € P gelten muss, wodurch wiederum ein Widerspruch entsteht. Ist
nun P - -+ Py eine Teilmenge von P, so kann man nach Induktionsvorausset-
zung P = P, fiir ein ¢, 1 < ¢ < k schlielen, gilt allerdings Pry; C P, so ist
P.1=P

Definition 2.2.5 Sei R ein Integrititsbereich und K sein Quotientenkdrper.
FEin R-Modul I # 0, I C K heifit Bruchideal von K, wenn es ein a €
R, a# 0 gibt, sodass al C R gilt.
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Definition 2.2.6 FEin Hauptbruchideal ist ein Bruchideal der Form

I=aR, ace K

Wie der folgende Satz zeigt, gibt es zu jedem Primideal ein Bruchideal,
welches das zugehorige inverse Element darstellt. Gemeinsam mit Satz 2.2.3
ergibt sich hieraus, dass fiir jedes Ideal eines Dedekindschen Ringes ein in-
verses Bruchideal existiert. Da die Menge der Ideale eine Teilmenge der Bru-
chideale darstellt, erhélt man somit, dass die Bruchideale eines Korpers eine

Gruppe bilden, fiir einen genauen Beweis dieser Tatsache siehe zum Beispiel
[6].

Satz 2.2.2 Sei R ein Dedekindscher Ring, K sein Quotientenkdrper und
P # 0 ein Primideal von R, definiert man

P'={zr € K|zP C R}

s0 ist P’ ein Bruchideal und es gilt PP' = R sprich P' = P71,

Beweis: Zuerst soll gezeigt werden, dass P’ ein Bruchideal ist. Klarerweise
ist P’ ein R-Modul, da P ein Ring ist kann man Lemma 2.1.1 anwenden,
woraus folgt, dass jedes Element aus P ganz beziiglich R ist. Daher gibt
es ein aw # 0 € P das Nullstelle eines normierten Polynoms f(z) = 2" +
Ap1 2"t 4 - + a1 + ap mit Koeffizienten aus R ist. Somit folgt, dass sich
ap # 0 auf folgende Weise darstellen ldsst ag = —(a™ +a,_ 10" 1 + -+ a1Q)
und daher im Durchschnitt von R und P liegt. Nach der Definition von P’
gilt nun ag P’ € PP’ C R, daher ist P’ ein Bruchideal.

Da P # 0 gilt, gibt es ein Element a # 0 € P. Betrachtet man das von a
erzeugte Hauptideal aR, so gibt es nach Lemma 2.2.3 Primideale P, ..., P,
sodass Py --- P, C aR C P gilt. Man wahlt nun a so, dass £ minimal ist.

Da P, --- P, C P gilt, kann man nach Lemma 2.2.4 ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass P; = P ist. Da k zuvor minimal gewé&hlt
wurde, kann P; - - - P, keine Teilmenge mehr von aR sein, somit existiert ein
be Py--- P, aR, fir das dann bP C PP,--- P, C aR gilt. Daraus folgt
ba='P C Rund damit ba~! € P’. Dab ¢ aR, ist ba! kein Element aus R und
deshalb gilt R ; P’. PP’ ist wieder ein Ideal und weil P = RP C PP' C R
gilt, muss, da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal maximal ist,
PP’ = P oder PP’ = R gelten.
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Betrachtet man nun ersteren Fall, sprich PP" = P, so muss auch P(P')" =
P, n = 0,1,2,... gelten. Konkret heifit das, dass fir x € P ~ {0} und
y € PPN R zy™ in P C R liegen muss und somit xR[y| ein Ideal von R ist,
das dariiber hinaus gehend, da R noethersch ist, wegen Lemma 2.2.2 endlich
erzeugt wird. Deswegen wird auch R[y| als R-Modul endlich erzeugt, aufier-
dem ist R[y| ein Ring. Daraus folgt mit Lemma 2.1.1 , dass alle z € R[y]
ganzalgebraisch sind. Im speziellen ist y € R[y|, daher muss y ganzalgebra-
isch sein und deswegen, da R ganzalgebraisch abgeschlossen ist, in R liegen.
Das ist jedoch ein Widerspruch zu der Annahme, dass y € P’ ~. R, daher
kann nur der zweite Fall eintreten, namlich, dass PP’ = R.

Satz 2.2.3 In einem Dedekindschen Ring R kann jedes Ideal I, 0 # I # R,
als Produkt von Primidealen dargestellt werden, das heif$t

I= ][ P,

PeP;

wobei Py = {P|P prim, P|I} die Menge aller Primideale die I teilen be-
zeichnet. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Beweis: Angenommen es existiert ein Ideal I von R, das nicht als Produkt von
Primidealen dargestellt werden kann, dann gibt es aber wegen Lemma (2.2.3)
Primideale Pi,..., Py, sodass Py --- P, C [ gilt. Man wahlt nun [ so, dass
k kleinstmoglich ist, allerdings muss k£ > 2 sein, da in einem Dedekindschen
Ring jedes Primideal maximal ist. Ferner gibt es ein weiteres Primideal P
mit / C P. Somit gilt P --- P, € P und man kann wegen Lemma 2.2.4 ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass P = P; ist. Es gilt also
P --- P, CIC P und da wegen Satz 2.2.2 jedes Primideal invertierbar ist
folgt daraus P, --- P, C I'Pf1 C R. Da aber zu Beginn [ so gewéhlt wurde,
dass k kleinst moglich ist, muss J = T Pfl < R als Produkt von Primidealen
darstellbar sein, also J = @)1 - - - Q5. Dann liele sich aber auch I als Produkt
von Primidealen darstellen, ndmlich [ = P,Q;---Q,, im Widerspruch zur
Annahme.

Nun muss nur noch die Eindeutigkeit gezeigt werden. Nimmt man an
es gibt fiir I zwei verschiedene Darstellungen durch Primideale P, ..., P
und Qq,...,Qs, [ = P+ P, = Q1---Q, so muss P --- P, C ) gelten.
Daraus folgt , dass fiir ein 7, 1 <1¢ <k P, = @ gilt und man kann ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass i = 1 ist. Da aber jedes
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Primideal in R invertierbar ist, muss auch Py -+ P, = Qo - -+ Qs gelten und
man kann somit sukzessive P; = (); verifizieren.

Lemma 2.2.5 Jedes Bruchideal I eines Dedekindschen Ringes besitzt eine
eindeutige Darstellung der Form

PP P,

I =
PP},

= (P)H(B) e (B) PPy P

wobei Py, ..., Py, P,..., P, Primideale sind.

Der Beweis dieses Lemmas soll hier entfallen, er ist nicht sonderlich schwie-
rig und kann zum Beispiel in [4] nachgelesen werden.

Fasst man die bisherigen Ergebnisse {iber die Eigenschaften von Idealen
in Dedekindschen Ringen zusammen, so kann man eine groBe Ahnlichkeit
zu den gewohnlichen ganzen Zahlen erkennen. Es gibt Primelemente, eine
eindeutige Primfaktorenzerlegung und eine zu den rationalen Zahlen analo-
ge Erweiterung um auch beziiglich der Multiplikation eine Gruppenstruktur
zu erhalten. Sogar der chinesische Restsatz gilt fiir Ideale. Es ist daher nur
natiirlich auch eine Teilbarkeitsbedingung und den grofiten gemeinsamen Tei-
ler zweier Ideale zu definieren.

Definition 2.2.7 Seien I und J zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes,
dann sagt man I teilt J, wenn es ein Ideal K g¢ibt, sodass J = K1 gilt.

Definition 2.2.8 Seien A und B zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes,
dann definiert man den grifiten gemeinsamen Teiler D = ggT(A, B) folgen-

dermajen: D teilt A und B und jeder gemeinsame Teiler von A und B teilt
auch D.

Die folgenden beiden Lemmata liefern wichtige Eigenschaften des grofiten
gemeinsamen Teilers beziehungsweise der Teilbarkeit zweier Ideale, die Be-
weise findet man zum Beispiel in [4].
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Lemma 2.2.6 Seien [ und J zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes dann
gilt I teilt J genau dann, wenn J C I.

Lemma 2.2.7 Seien A und B zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes, dann
gilt ggT(A,B) = A+ B.

Fiir die Ideale gewisser Dedekindscher Ringe lédsst sich eine Norm defi-
nieren, die immer ganzzahlig und gréfler oder gleich 1 ist. Aulerdem ist sie
multiplikativ, wie die folgenden Sétze zeigen werden.

Definition 2.2.9 Ein Dedekindscher Ring R erfillt die endliche Norm-
bedingung, falls fir alle Ideale I # 0 der Faktorring R/I endlich ist. In
diesem Fall heif$t die Mdchtigkeit N(I) = |R/I| die Norm des Ideals I.

Satz 2.2.4 Sei R ein Dedekindscher Ring und I ein Ideal von R mit I =
IT—, P, dann gilt

(i)

(1) R/P ~ P71/ P¢ und

fiir jede ganze Zahl e > 0.

Beweis:
(i) Betrachtet man die Abbildung
R — @ (R/F)

r — (T1,...,2,)

(O3

mit z; = x (P{), so folgt aus dem Chinesischen Restsatz, dass ® sur-

jektiv ist. Auflerdem ist ® ein Homomorphismus, da jede ihrer Kom-

ponenten z — x; (P;") ein Homomorphismus ist. Wegen Lemma 2.2.1

gilt N, P = 11—, Pf" und da ker(®) = (,_, P/, folgt
RJT ~ &(R/P)
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oder anders ausgedriickt N(I) = [[;_, N(P{).

Wegen der eindeutigen Primfaktorenzerlegung gilt P¢*! ;Cé P¢ und so-
mit gibt es ein @ € P~ P°"l. Definiert man nun ein Abbildung g
mittels
(R,+) — (P%+)
r — aw,
so ist g ein Homomorphismus und es gilt g(P) C P*"!. Weiters kann
man eine Abbildung g

_ (R/P,+) — (P¢/P*T 4)
9- 4+ P — ax+ P!

einfithren, die ebenfalls ein Homomorphismus ist und dariiberhinaus
bijektiv, wie nun gezeigt werden soll.

Sei T =z + P € kerg, dann ist az € P°"! und auBerdem gilt (a) C P®
und somit (a) = P¢Q mit P t Q. Da P°Q(z) = (ax) C P! und
daher P*1|P¢Q(x), erhéilt man P|Q(z) und somit P|(z) woraus z € P
beziehungsweise 7 = 0 und somit die Injektivitit von g folgt.

Nun bleibt noch die Surjektivitit zu zeigen. Sei iy = y+ P mit y € P¢.
Da ggT((a), P™') = P¢ gilt, folgt aR + P¢' = P¢ nach Lemma 2.2.7
und somit die Existenz von x € R und z € P°"! sodass ax + 2z = y
gilt. Mit diesem x ergibt sich g(z + P) = 7 und damit das Gewiinschte.

Da die Abbildung

(R/P*,+) — (R/P" +)
x+ P¢ — x4+ P!

ein surjektiver Homomorphismus mit Kern P¢~!/P¢, gilt
(R/P®)/ (P ') P¢) ~ R/ P!,

Wegen N(P') = N(P)' kann man Vollstéindige Induktion anwenden
und erhéilt somit fiir e > 2

N(P°) = |R/P*| = |R/P*!|| P!/ P¥|
= N(P“'N(P)
= N(P)*'N(P)
= N(P)°.
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Lemma 2.2.8 FErfillt ein Dedekindscher Ring R die endliche Normbedin-
gqung, dann gilt

(1) N(IJ) = N(I)N(J)
(i) Fir alle T > 0 ist die Menge {0 # I < R|N(I) < T} endlich.

Bewezs:

(i) Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.2.4.

(ii) Seien ag,...,a, m + 1 verschiedene Elemente aus R und I ein Ideal
von R mit N(I) < m, dann gilt |R/I| < m und somit muss es a; # a;
geben mit a; —a; € 1. Hieraus folgt (a; —a;) C I und daher I|(a; — a;),
es gibt also nur endlich viele Moglichkeiten fiir 1.

d

Das folgende Lemma liefert einen interessanten Zusammenhang zwischen
der Norm eines Hauptideals und der Norm seines erzeugenden Elementes.

Lemma 2.2.9 st a # 0 ein Element des Ringes der ganzen Zahlen Ok und
I = a0k, das von a erzeugte Hauptideal, dann gilt

N(I) = |Nk/q(a)| (2.3)

Beweis: Sei O = Zw; + --- + Zw,, dann existieren nach Satz 2.1.1 und
Lemma 2.14 «; = Z?zlpijwj, 1 <7 < nmitp; >0, pj € Z, sodass
(a) = Zoy + -+ + Za, und N((a)) = p11 - Pan- Andererseits gilt (a) =
Zawy + - - - + Zaw,. Setzt man nun C' = (¢;;) wobei aw; = 2?21 ¢;jw; und
R = (ry) mit aw; = 37, rijay, 1y € Z und weiters P = (pj;), so erhilt man
(awy, ..., aw,)" = Clwy, ..., w,)"

= R(Ofl, e ,O{n)T

= RP(wy,...,w,)",
und daher Ng/g(a) = detC = det (RP) = det Rdet P. Da {aw;} und
{a;} beide Z-Basen von (a) sind, miissen sowohl R als auch R™! ganz-
zahlige Eintrdge haben und somit muss det R = 41 gelten. Hieraus folgt
det C' = £ det P und wegen det P > 0 erhélt man insgesamt

|Nkg(a)| = |det C| = det P = N((a)).
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d

Bisher war vor allem von allgemeinen Dedekindschen Ringe die Rede. Ziel
ist es nun zu zeigen, dass der Ring der ganzen Zahlen Ok ein solcher Dede-
kindscher Ring ist, der dariiber hinaus die endliche Normbedingung erfiillt.

Lemma 2.2.10 Sei I ein Ideal von Oy, dann gilt [ NZ # 0.

Beweis: Sei o € I dann gibt es a; € Z, sodass o™ + a;a™ ' +--- +a,, =0
mit a,, # 0 und somit gilt a,, € I N Z.

Satz 2.2.5 Der Ring der ganzen Zahlen Ok erfillt die endliche Normbedin-
qung.

Beweis: Sei I ein Ideal von O, dann gibt es nach Lemma 2.2.10 ein a € INZ,
a # 0. Bezeichnet man mit A das von a erzeugte Hauptideal, so geniigt es, da
man jeder Restklasse von Ok /A eine Restklasse von Ok /I zuordnen kann,
zu zeigen, dass der Index von A in Ok endlich ist, ndmlich a” betragt.

Sei wy, ..., w, die Ganzheitsbasis von Og und S = {>_ ¢w;|0 < ¢; < a},
dann ist S ein vollstindiges Reprasentantensystem der Nebenklassen von
Ok /A. Angenommen w = Y m;w; € O, dann lisst sich m; als m; = ¢;a+¢;
mit 0 < ¢; < a schreiben und es gilt

w = ch-wi (a).

Somit enthélt jede Nebenklasse ein Element von S. Angenommen es ldgen
zwei Elemente von S ) ¢;w; und Y cw; in der selben Nebenklasse, dann
wiirde aus der linearen Unabhéngigkeit der w; folgen, dass ¢; — ¢, durch a
teilbar wére. Da aber 0 < ¢;,¢; < a gilt, folgt daraus ¢; = ¢; und daher
dass S ein vollstandiges Reprisentantensystem der Nebenklassen von Ok /A
darstellt mit |S| = a".

Satz 2.2.6 Sei K ein algebraischer Zahlkérper und Oy der Ring der ganzen
Zahlen von K, dann ist Ok ein Noetherscher Ring.

29



Beweis: Sei I; C I, C ... eine Idealkette von O, da N(I;) immer enlcih ist
und dariiberhinaus aus I; C I; folgt, dass N(I;) > N(I;), kann es nur endlich
viele Ideale geben, die I; enghalten.

O

Die folgenden zwei Lemmata sollen nicht bewiesen werden, hierfiir siehe
zum Beispiel [4]

Lemma 2.2.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, dann gilt:
(i) Das Ideal I ist genau dann mazimal, wenn R/I ein Korper ist.

(ii) Das Ideal I ist genau dann prim, wenn R/I ein Integrititsbereich ist.

Lemma 2.2.12 Jeder endliche Integrititsbereich ist ein Korper.

Lemma 2.2.13 Jedes Primideal von Ok ist mazximal.

Beweis: Da Oy die endliche Normbedingung erfiillt, ist Og /P endlich fiir
jedes Primideal P, auflerdem ist Ok /P nach Lemma 2.2.11 (ii) ein Inte-
gritdtsbereich, da aber wegen Lemma 2.2.12 jeder endliche Integriétsbereich
bereits ein Korper ist, kann man Satz 2.2.11 (i) anwenden und erhélt somit,
dass P maximal ist.

Lemma 2.2.14 Sei K ein Korper und R C K ein Ring, dann ist der gan-
zalgebraische Abschluss R ganzalgebraisch abgeschlossen, das heifit es gilt

=R

=l

Beweis: Sei 9 € ﬁ, dann gibt es ein normiertes Polynom flz) = o™ +
12"t + -+ ag € Rlz] mit () = 0, da die Koeffizienten von f(z)
in R liegen gibt es normierte Polynome g;(z) € R[z] mit grad(g;) = kj,
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sodass g;j(c;) = 0 gilt. Betrachtet man nun das R-Modul

p— m lO DY ln71
M = <19 oy O‘n71>0§m<n

0<l;<k;

= R[J,aq,...,q, 1]

so ist M sogar ein Rin_g und aus Lemma 2.1.1 folgt, dass M C R und da
¥ € M, gilt somit ¥ € R.

Satz 2.2.7 Sei K ein algebraischer Zahlkorper und O der Ring der ganzen
Zahlen von K, dann ist Ok ein Dedekindscher Ring.

Beweis: Wie bereits gezeigt, ist Ok ein Noetherscher Ring und jedes seiner
Primideale maximal. Auflerdem ist Ok der ganzalgebraische Abschluss von
Z in K und somit ganzalgebraisch abgeschlossen.

O

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen noch zwei Kenngrofien eines Prim-
ideals betrachtet werden, der Verzweigungs- und der Tragheitsindex.

Lemma 2.2.15 Jedes Primideal P # 0 von Ok enthdilt genau eine Primzahl.

Beweis: Nach Lemma 2.2.10 enthélt jedes Ideal von Ok eine ganze Zahl. Die-
se Zahl ist nun entweder bereits eine Primzahl, oder einer ihrer Primfaktoren
muss in P liegen, da nach der Definition eines Primideals mit ab entweder
a oder b in P liegen muss. Angenommen P wiirde zwei Primzahlen p und
q enthalten, so miisste P auch ihren gréfiten gemeinsamen Teiler 1 enthal-
ten, da sich dieser nach dem Euklidischen Algorithmus mittels rp + sq mit
ganzzahligen r und s darstellen lédsst. Hieraus wiirde aber P = Op folgen,
im Widerspruch zur Annahme.
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Satz 2.2.8 Sei K ein algebraischer Zahlkdrper mit Erweiterungsgrad n und
P ein Primideal von Ok, dann ist P N Z ein Primideal von Z, das heifSt
PNZ = pZ fir eimne Primzahl p. Sei I = pOg, dann gilt weiters I =
P Ps? - Py mit P, = P und N(P;) = p't, f; € N, f; > 1 und fiberdies

erhalt man .

Zeifi =n

=1

Beweis: Klarerweise ist P N Z ein Ideal von Z, auflerdem gilt, sind a,b € Z
und ab € P N Z, so folgt, wegen ab € P, a € P oder b € P und somit
a € PNZ oder b € PNZ. Da es nach Lemma 2.2.15 genau eine Primzahl
in P NZ gibt, ist p eindeutig bestimmt und weil I C P kann man ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit P, = P setzten. Da wegen Lemma 2.2.8
N((p)) = N(Py)--- N(P,)% gilt, folgt

N((p)) = Ngjo(p) =p" = N(P)* --- N(Py)*™

und somit muss es fiir jedes P; ein f; geben, sodass N(P;) = p/i. Hieraus

erhalt man unmittelbar
g

Zeifi =n

=1

Definition 2.2.10 Sei K ein algebraischer Zahlkérper, P # 0 ein Primideal
von O und p € Z so gewdhlt, dass PNZ = pZ gilt und pOy = P¢Ps? - - Py?,
dann heif$t die natirliche Zahl e > 1 der Verzweigungsindex von P. Den
Tragheitsindez f(P) von P definiert man mittels |O /P| = p/().

2.3 Die Klassenzahl

Den Abschluss dieses einfithrenden Kapitels bildet die Definition der Klas-
senzahl und der Beweis der Tatsache, dass diese immer endlich ist. Hierfiir
benotigt man zunéchst den Begriff des Quotientenkorpers.

Definition 2.3.1 Sei R ein Integritdtsbereich. Auf den formalen Quotienten

g a,beR,b#0 wird durch

a

¢ ad + be
b d  bd
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und
ac ac

bd  bd

eine Addition und eine Multiplikation definiert.

Zwei Quotienten § und 5 heiffen gleich oder dquivalent, falls
ad = bc

gilt. Diese (Aquivalenz—) Relation ist mit den Operationen +, - vertrdglich.
Faktorisiert man nach dieser (Kongruenz-) Relation, so erhdlt man den Quo-
tientenkdorper von R.

R lisst sich in seinen Quotientenkdrper einbetten, indem man a € R mit der
Aquivalenzklasse identifiziert, die den Quotienten T enthdlt.

Definition 2.3.2 Sei K ein algebraischer Zahlkorper, G(K) die Gruppe der
Bruchideale in K und P(K) die Untergruppe der Hauptbruchideale. Dann

bezeichnet man
H(K)=G(K)/P(K)

als die Idealklassengruppe und
WEK) = |H(K)|

als die Klassenzahl von K.
Alternativ kann man die Klassenzahl auch folgendermaflen definieren

Definition 2.3.3 Seien I und J zwei Bruchideale von Ok, dann sind I und
J dquivalent, wenn es Elemente a,b € Ok ~\ {0} gibt, sodass

al =bJ

gilt. Die Anzahl der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation entspricht
dann der Klassenzahl h(K).

Bemerkung: Die beiden Definitionen sind dquivalent, da aus al = bJ (a)l =
(b)J und somit I = (2)J folgt.
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Das folgende Lemma zeigt, dass jede Bruchidealklasse ein Ideal enthélt, das
heift, dass es in vielen Situationen ausreicht Ideale zu betrachten anstelle von
Bruchidealen, den Beweis findet man zum Beispiel in [4].

Lemma 2.3.1 Jede Klasse von Bruchidealen kann durch ein Ideal reprisen-
tiert werden.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dass die Klassenzahl immer endlich
ist. Der hier gefithrte Beweis beruht auf einem Satz H. Minkowskis.

Lemma 2.3.2 Sei X; ein Gebiet bestehend aus allen Punkten

r+2s
(X1, Ty Y1y 21, - - -5 Usy 25) € R

lzo| 4+ |z 4+ 20/ + 2 -+ 2002+ 22 <

dann ist X; beschrdinkt, symmetrisch und konvex.

Beweis: Klarerweise ist X; beschriankt und symmetrisch. Um die Konvexitét
zu beweisen, wahlt man zwei beliebige Punkte

P:<a17"’7017‘7617617"'7()8708)

und
Q: (dh-"7d7‘7€1af17-"a687f8)

aus X; und zeigt, dass auch AP + pu@ mit A, x> 0und A+ p = 1 in X, liegt.
Da, wie leicht nachzurechnen ist, die Ungleichungen

|[Aai + pd;| < Nas| + pildy]

und

V(b + pes)? + (Aes + pfi)? < A\/b? +ci + M\/ef + 7
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gelten, folgt
|Nay + pdy| + -+ [Ny + pdy] + 24/ (Aby + pey)? + (Aey + pufi)2 4 -
+ 24/ (b + p1e5)? + (Acs + pufs)?

< May| + pldy] + -+ + Nap| + pldy] +204/02 + 2 + 2u/e3 + f2+ - -

+ 22/ b2 + 2 4 2un/e2 + f2

<M A+ pt =t.

Lemma 2.3.3 Sei X; wie im vorhergehenden Lemma definiert, dann gilt fiir
das Volumen des Gebietes
2T_S,7T8tn

vol(Xy) = "

mitn =r + 2s.

Beweis: Um das Volumen von X; zu berechnen, fithrt man zunéchst eine
Koordinatentransformation in Polarkoordinaten durch und erhélt so mittels
2y; = pjcosb;, 2z; = p;sinfd; und somit 4dy;dz; = p;dp;db; fiir z; > 0,
1<i<r

vol(X;) = 27272 /p1 o psday - - daydpy - - dpgdfy - - - dO,

= 27"2—28(27_{_)5/ p1 “',Osdfl dmrdpl dps
Y:
mit
}/;5:{<m1a7'r7"aplaaps)xzyp] 207171++513T+P1++Ps St}

Setzt man nun
fr,s(t) = / prece /)sd% cee dxrd/h R dps
Y,

so erhalt man

1
fr,s(l) = \/0 fr—l,s(l - $1)dl’1
1

— fr—l,s(]-)/ (1 —xl)T_1+2sdx1
0

B 1

Cr+2s

fr—l,s(l)
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Fiithrt man nun diese Vorgehensweise fort, so ergibt sich

Fralt) = 55 o)

Jetzt bleibt nur noch fy (1) zu bestimmen:

1
mAnaémmHm—m@s

1
— 3 . — Ds 2s—2d <
fos 1<1>/0 po(1— po)>2dp
fO,s—l(l)

 2s5(25—1)°

Geht man nun wieder induktiv vor ergibt sich

1
s 1) =
fO, ( ) (2$)|
und man erhélt insgesamt
1 1
r,s )= —F =—.
Jrs(1) (r+2s)!  nl

Lemma 2.3.4 Sei C ein beschrinktes, symmetrisches, konvexes Gebiet in
R™ und A € R™" eine Matriz, deren Reihen ai,...,a, linear unabhdngig
tiber R sind und fiir die tiberdies

vol(C) > 2"| det A|
qilt, dann gibt es ganze Zahlen x1,...,x,, nicht alle Null, sodass
ria1+ -+ zha, € C

qilt.

Beweis: Betrachtet man die Menge D bestehend aus allen (x4, ..., 2,) € R,
sodass
r1a1 + - - + xpa, € C,
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so ist D beschrinkt, symmetrisch und konvex, da C' all diese Eigenschaften
besitzt. Auflerdem gilt D = A~*C und daher

vol(D) = vol(C)(| det A])~".

Ist nun vol(D) > 2", so enthélt D einen ganzzahligen Punkt (x4, ..., x,) # 0,
sodass z1ay + - -+ + xpa, € C. Da aber vol(D) > 2" dquivalent zu vol(C) >
2"| det A| ist, erhélt man das Gewiinschte.

O
Lemma 2.3.5 Sei I ein Ideal von O das von ws,...,w, erzeugt wird und
A die Matriz, deren Zeilen die Vektoren
a; = (O-l(wi)u s 70T1 (wl>7 §R(0‘T1+1(wi))7 %(O-T1+1<wi))7 R
g%<0-7“1+1“2 (wl))7 S(Uﬁ-i-?“z (wi)))
bilden, dann gilt
|det A| = 2_’°2|]\7([)||alk|1/2
Beweis: Betrachte man die Diskriminante der Elemente wy, . . ., w,, so erhélt
man
dK/Q(wh RN ,wn) = [det(az(w]))f
= [det(or(w;), ..., o0 (w;), 2Ry 11(w;), =100, 41 (w;), - . .,
2§R0—T‘1+’r‘2 (wz)7 _igarl—l-'rg (wi>>i:1 ..... n]2
= (_2i)2r2 [det(al (wi)v <3 0py (wi)> §RO’T1+1 (wi)v %UT1+1 (wi>7

= (—2i)%2(det A)?.

Wegen Lemma 2.1.6 gilt auBerdem dg/q(wi,...,w,) = N(I)*dx, woraus
unmittelbar das Gewiinschte folgt.

Lemma 2.3.6 Sei K ein algebraischer Zahlkorper mit Signatur [ry,re] und
I ein Ideal von Ok, dann gibt es ein a # 0 in I, sodass

4 2 n' 1
Mol < (3) BNl

gilt.
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Beweis: Sei I ein beliebiges Ideal von Ok und wq, ..., w, eine Basis von I,
dann sind die Vektoren

a; = (0‘1(102-), <oy Oy (wi>’ %(grl-l-l(wi))v %(O_m-l-l(wi))? SR
R(r14ra (wi)), S04y (wi))) € R”

linear unabhéngig. Betrachtet man das beschrinkte, symmetrische, konvexe
Gebiet X;, das in Lemma 2.3.2 definiert wurde mit r = r; und s = r5, dann
betrégt nach Lemma 2.3.3 das Volumen von X,

27’1 —T2 7.[_7'2 tTL

vol(Xy) = oy

Wiéhlt man ¢ so, dass vol(X;) grofler als 2™| det A] ist, so gibt es nach Lemma
2.3.4 (zq,...,x,) € Z", fiir den

0 # z1ay + -+ + xha, € X,

gilt, wobei die Matrix A wie in Lemma 2.3.4 definiert wird. Setzt man a =
rwy + - -+ xw, € 1, so folgt aus der arithmetisch - geometrischen Mittel

Ungleichung

t
N(a)|V" < =
[N (o) -

IN(a)] < (%)n

AuBerdem gilt mit det A = 27"2|N(I)||dg|"/?

" 2" det A 4\"
o= = ()

n!  2ni-rapre T

und somit

und daher erhélt man insgesamt

Vel < 2 (2) v

Satz 2.3.1 Die Klassenzahl h(K) ist fiir jeden algebraischen Zahlkorper end-
lich.
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Beweis: Der hier gefithrte Beweis geht auf H. Minkowski zuriick und verwen-
det folgendes Lemma, das auch eine Abschétzung fiir h(K) liefert.

Lemma 2.3.7 Ist K eine algebraische Korpererweiterung mit Erweiterungs-
grad n und Signatur [s,t|, dann gibt es in jeder Idealklasse ein Ideal dessen

Norm nicht gréfier ist als
n! /4\"
— (‘) |d|.
n® \

Beweis: Sei I ein beliebiges Ideal von O, dann gilt fiir ein Element a € I,
dass das von a erzeugte Hauptideal in I enthalten ist und somit, dass I|(a).
Daraus folgt die Existenz eines Ideals J, sodass IJ = (a). Nun kann man
Lemma 2.3.6 anwenden und erhalt

Niolell < 25 (2) VIRING) (2.4)

fiir ein ¢ # 0 aus J. Das von ¢ erzeugte Hauptideal ist, da (¢) C J gilt,
durch J teilbar, das heifit es existiert ein Ideal B mit (¢) = BJ. Daraus
folgt, dass (a)B = (¢)I und daher liegen B und I in der selben Idealklasse.

Da man wegen Lemma 2.2.8(i) und Lemma 2.2.9 N(B) als N(B) = %
schreiben kann, gilt

Satz 2.3.1 folgt nun unmittelbar aus Lemma 2.2.8(ii).

Definition 2.3.4 Die Zahl

! (é)t NP (2.5)

nt \m

wird die Minkowski Konstante des Kdrpers K genannt.
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Abschlieflend kann man sagen, dass die Anzahl der Ideale des Ringes der
ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers, deren Norm kleiner oder
gleich der Minkowski Konstante ist, eine obere Schranke fiir die Klassenzahl
dieses Zahlkorpers darstellt.

Den Abschlufl dieses Kapitels soll ein Satz bilden, der noch einen Hinweis
darauf liefert, warum die Fragestellung, wann ein algebraischer Zahlkorper
die Klassenzahl eins besitzt, so interessant ist, den Beweis findet man zum
Beispiel in [6].

Satz 2.3.2 Ist Ok ein Dedekindscher Ring, dann sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent:

(1) H(K) =1
(ii) Ok ist ein Hauptidealring

(iii) Op ist ein faktorieller Ring

40



3 Quadratische Zahlkorper

Bisher wurden vor allem allgemeine algebraische Zahlkoérper behandelt, in
diesem Kapitel soll nun auf einen Spezialfall, die quadratischen Zahlkérper
eingegangen werden. Der Vorteil dieser Zahlkorper besteht darin, dass die
Losung des Klassenzahlenproblems sich hier einfacher gestaltet. Insbesondere
fiir den Fall negativer Diskriminante gilt das Problem als gelost.

3.1 Einfiihrung

Ziel dieses ersten Abschnitts ist es, einige wesentliche Eigenschaften quadra-
tischer Zahlkorper anzufithren. Wichtig ist vor allem eine Ganzheitsbasis fiir
den Ring der ganzen Zahlen zu bestimmen.

Definition 3.1.1 Fin algebraischer Zahlkérper mit [K : Q] = 2 heif$t qua-
dratisch.

Lemma 3.1.1 Sei K ein quadratischer Zahlkdrper, dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte quadratfreie ganze Zahl d # 1 mit K = Q(v/d).

Beweis: Da K quadratisch ist, gibt es ein 7, sodass K = Q(v) mit
ay*+by+c=0und a,b,c€Z, a,c#0, b* — 4ac # 0.

Daraus folgt

_ —bE Vb2 —dac
N 2a ’
setzt man D = b — 4ac = ¢*d, d quadratfrei, gilt somit K = Q(vD) =
Q(Vd).
Sei nun K = Q(v/d1) = Q(v/d2), dy, dy quadratfrei, dann kann man +/dy

durch
Vs = a+by/dy

ausdriicken. In dieser Darstellung muss a # 0 sein, da sonst dy nicht quadrat-
frei, und b # 0, da sonst /dy € Q wére. Quadriert man nun obige Gleichung,
erhélt man

v

d2 = CL2 + 2ab\/ d1 + b2d1,

woraus v/d; € Q folgen wiirde im Widerspruch zu d; quadratfrei. Somit ist
auch die Eindeutigkeit bewiesen.
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Satz 3.1.1 Sei d # 1 quadratfrei und K = Q(v/d), dann gilt fiir den Ring

der ganzen Zahlen Oy
Ok =7+ 7ZVd , di = 4d fird=2,3 (4) (3.1)

OK—Z+Z<#E>,dK_d fird=1 (4) (3.2)

Beweis: Sei 7 ein beliebiges Element aus K mit der Darstellung v = r+ sv/d,
dann gilt v* — (sp(y))y + N(v) = 0 mit sp(y) = 2r und N(vy) = r? — ds*.
Daher ist v genau dann aus Ok, wenn 2r € Z und r*> — ds* € Z. Sind diese
Bedingungen erfiillt, so muss (2r)? — 4ds* € Z und somit, da 2r € Z, auch
4ds? in Z liegen. Da d quadratfrei ist, gilt 2s € Z. Setzt man m = 2r und
n = 2s dann ist m? —dn* =0 (4).

Ist nun d = 2,3 (4) dann gilt entweder m?+n? =0 (4) oder m?+2n? =0
(4). Da m*,n* = 0,1 (4), folgt hieraus m = n = 0 (2) und damit r,s € Z
bezichungsweise Ox = Z + Z+/d. Fiir die Determinante dg gilt dann

sp(1) spw?o‘:'Q 0
sp(Vd) sp(d) | |0 2d

Betrachte man den Fall d = 1 (4), so ist m? —n? = 0 (4) und somit
m =n (2). Fiir den Ring der ganzen Zahlen gilt deshalb

{m—l—n\/_

dg =

‘:461

Ok = |lmneZ , m=n (2)}

{m+n < 1;ﬂ)|m,n€Z , m=n (2)}

—1+\/_

=7Z+

Die Diskriminante ist dann wie man analog zu oben leicht nachrechnen kann

dg =d.

O

Bemerkung: Aus obigem Satz folgt unmittelbar, dass fiir m = dgx das
Paar (1, (m + y/m)/2) immer eine Ganzheitsbasis von O bildet.
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Eine endliche Korpererweiterung E /K heifit Galoisch, falls F' Zerfallungskorper
eines separablen Polynoms ist, das heifit, es gibt ein Polynom, das keine mehr-
fachen Nullstellen besitzt und iiber £ in Linearfaktoren zerféllt. Der folgen-
de Satz besagt, dass jede quadratische Korpererweiterung diese Eigenschaft
erfiillt. Der Beweis dieser Tatsache basiert darauf, das setzt man F = Q(\/E),
das Minimalpolynom von v/d p(x) = % — d einerseits iiber Q(v/d) in Linear-
faktoren zerfillt und andererseits fiir d # 0 nur einfache Nullstellen besitzt.

Satz 3.1.2 Jede quadratische Korpererweiterung von Q st Galoisch.

Weiters heifit eine Galoische Korpererweiterung K/Q Abelsch, falls ihre
Galoisgruppe, das heifit die Gruppe der Automorphismen auf K, die Q ele-

mentweise fest lassen, Abelsch ist. Da die Galoisgruppe eines quadratischen
Zahlkorpers gleich {id, v/d — —+/d} ist, trifft diese Tatsache zu.

Satz 3.1.3 Jeder quadratische Zahlkdrper ist abelsch.

Im folgenden sollen, wenn nicht anders angegeben, K immer einen qua-
dratischen Zahlkorper, d die eindeutig bestimmte, quadratfreie ganze Zahl,
fiir die K = Q(v/d) gilt, dg die zugehorige Diskriminante und Ok den Ring
der ganzen Zahlen bezeichnen.

3.2 Die Dirichletsche Klassenzahlformel

Dieser Abschnitt ist dem Beweis der Dirichletschen Klassenzahlformel ge-
widmet. Viele der verwendeten Sétze gehen bereits auf Dirichlet zuriick.
Zunachst benotigt man den Begriff des Legendresymbols. Das Legendresym-
bol gibt an, ob eine Zahl n quadratischer Rest modulo einer Primzahl ist
oder nicht.

Definition 3.2.1 Sei p eine Primzahl, dann definiert man das Legendre-
symbol (2) durch

n
p

n +1 falls 2*
(—) =< —1 falls 2?
0 falls pln

(p) losbar  undptn
n  (p) unlosbar und ptn (3.3)

11l
S
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Das Legendresymbol besitzt einige interessante Eigenschaften, die seine
Berechnung wesentlich vereinfachen, es gilt zum Beispiel (a/p) = (b/p) falls
a = b mod p, wie unmittelbar aus der Definition folgt. Die Beweise zu den
Sétzen 3.2.1 und 3.2.3, sowie Lemma 3.2.1 findet man zum Beispiel in [4].

Lemma 3.2.1 Das Legendresymbol ist mulitiplikativ, das heifst
5)-G)6)
p p) \p/

Satz 3.2.1 Sei p eine ungerade Primzahl, dann gilt

(1)
(i)

(iii)

(2) = aP V2 mod p.
p

Satz 3.2.2 Die Anzahl der quadratischen Reste ist gleich der Anzahl der
quadratischen Nichtreste mod p.

Beweis: Fiir eine Primzahl p ist die zugehorige Faktorgruppe zyklisch mit
einem erzeugenden Element ¢ der Ordnung p — 1. Daher gilt fiir jede gerade

Potenz ¢?* von g
(p—1)/2 —1\k _
(@) =) =1 o),
fiir ungerade jedoch

(92k+1)(p—1)/2 _ (g(p—1)/2) £1 (p).

Es gilt also fiir die Hélfte der Elemente der Faktorgruppe, namlich fiir die
geraden Potenzen von g

(2) = PV =1 (p)

p
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Da die Méachtigkeit der Faktorgruppe einer Primzahl p jedoch immer p — 1
betrigt, sind (p—1)/2 Elemente quadratische Reste und die iibrigen (p—1)/2
quadratische Nichtreste mod p.

Folgerung: Fiir eine feste Primzahl p gilt

> ()

a=1

Satz 3.2.3 (Quadratisches Reziprozitidtsgesetz) Fiir zwei unterschied-
liche, ungerade Primzahlen p und q gilt

HE-cr

Eine natiirliche Verallgemeinerung des Legendresymbols stellt das Jacobi-
symbol dar.

Definition 3.2.2 Fiir ganze Zahlen a und ungerade, positive Zahlen b wird
das Jacobisymbol (%) durch

-G ()

definiert, wobei b = py - - - p; die Primfaktorenzerlequng von b ist und (pij) das
Legendresymbol bezeichnet.

Fiir das Jacobisymbol gelten ganz dhnliche Rechenregeln wie fiir das Legen-
dresymbol, man beachte jedoch, dass hier die Bedingung (a/b) = 1 nur noch
notwendig, jedoch nicht hinreichend fiir die Losbarkeit von 22 = a mod b ist.
Den Beweis fiir den folgenden Satz findet man zum Beispiel in [4].

Satz 3.2.4 (Rechenregeln fiir das Jacobisymbol) Seien aq,as,a ganze
Zahlen und by, by, b ungerade ganze Zahlen, dann gilt
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(i)

W a a
=)0
(iii)
(@)
(iv)
§)- v
(v)

In Anlehnung an die bisher definierten Symbole kann man ein weiteres
Symbol, das Kroneckersymbol einfiihren.

Definition 3.2.3 Mit Hilfe des Legendresymbols kann man fiir gewisse Zah-
len d das Kroneckersymbol (%) folgendermajlen definieren:

(i) d=ep1---p,=1(4) mite==+1, r>1undp, =1 (2), 1 <i<r

(5)-11(;)

(ii) d=4epy---p. mitepy---p, =3 (4), r>0undp; =1 (2), 1 <i<r

(i) :{ ZHZ_l (2) firn=1 (2

firn=0 (2)

wobei
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(i1i) d=8epy---p, mitr>0undp;, =1 (2), 1<i<r

(

e inee { fallsn=1 (2)
(1) =D, <p_1-> und sgn(d) = [, (;_3>
(g) N (n*=1)/8 TT" n fallsn =1 (2

n n(—1) Iz <p_> und sgn(d) # [ i, <_p_1>
0 fallsn=0 (2)

\

Alternativ kann man das Kroneckersymbol auch folgendermafien mit Hil-
fe des Jacobisymbols definieren. Der Beweis fiir die Aquivalenz der beiden
Definitionen soll hier nicht ausgefithrt werden. Es sei nur bemerkt, dass er
unmittelbar aus den Sétzen iiber das Legendre- und das Jacobisymbol, sowie
aus Lemma 3.2.2 folgt.

Satz 3.2.5 Seid = 0,1 (4) und n = 2°ny, 2 { ny, dann definiert man eine
Erweiterung des Jacobisymbols folgendermafen

(5)-0) ()

wobei (d/ny) das Jacobisymbol bezeichnet und (d/2) wie folgt definiert wird

= 1 falls d=1modS8 .

(d) 0 falls d=0mod4
—1 falls d=5mod8

Dieses erweiterte Jacobisymbol ist dquivalent zum Kroneckersymbol.

Wie dieser Satz zeigt, lassen sich einige Eigenschaften des Jacobisym-
bols, wie zum Beispiel die Multiplikativitdt der unteren Komponente auf
das Kroneckersymbol {ibertragen. Auflerdem folgt aus der Definition des
Kroneckersymbols iiber das Legendresymbol zum Beispiel (d/n) = (d/ng)
falls n = ngy (d).

Lemma 3.2.2 Seid Diskriminante eines quadratischen Zahlkorpers und (d/2)
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das Kroneckersymbol, dann gilt

= 1 falls d=1mod8 (3.5)

(d) 0 falls  2|d
—1 falls d=5mod 8.

Beweis: Der Fall 2|d folgt direkt aus der Definition des Kronecker Symbols.
Wegen Satz 3.2.1 (ii) ist 2 immer quadratischer Rest der Primzahlen der
Form 8n + 1 oder 8n + 7 und quadratischer Nichtrest der Primzahlen der
Form 8n + 5 oder 8n + 3. Daher gilt

(]3)_{ 1 falls p=81+1 oder p=8n+7, p prim

2) ~ | =1 falls p=8n+5 oder p=8n-+3, p prim.

Da d als Diskriminante eines quadratischen Zahlkorpers dquivalent 0,1 (4)
sein muss, kann sie im Falle 2 { d mod 8 nur Aquivalent 1 oder 5 sein.
Hat nun d die Primfaktorenzerlegung d = p;---ps, und bezeichne r; den
Rest von p; modulo 8 , so muss, weil ja das Produkt der Reste mod 8,
der Rest des Produktes ist, r1---ry; = 1,5 (8) gelten. Da die ungeraden
Reste mod 8 eine involutorische Gruppe bilden, kann d nur dann dquvialent
1 mod 8 sein, wenn die Reste 3,5 und 7 entweder alle in gerader oder alle
in ungerader Anzahl vorkommen. Daraus folgt aber, dass (d/2) = 1 gilt. Ist
nun d dquivalent 5 mod 8, so muss entweder 5 in einer ungeraden Anzahl
auftreten oder 3 und 7, in beiden Féllen ist dann (d/2) = —1.

O

Der folgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen dem Legendresym-
bol (d/p), wobei hier p eine ungerade Primzahl darstellt, und der Struktur
des von p erzeugten Hauptideals. Fiir p = 2 gilt eine &hnliche Aussage, man

betrachtet hier jedoch die Reste modulo 8 beziehungsweise die Teilbarkeit
durch 2.

Satz 3.2.6 Sei K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkirper, dy seine Diskri-
minante, p eine ungerade Primzahl und bezeichne (d/p) das Legendre Symbol,
dann gilt:

(i) (d/p) =1 dann und nur dann, wenn pOx = PP,

(ii) (d/p) =0 dann und nur dann, wenn pOyx = P?,
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(iii) (d/p) = —1 dann und nur dann, wenn pOg = P,

wobei P # P' Primideale von Ok sind. Ist jedoch p = 2, dann folgt
(i) 20k = PP'" dann und nur dann, wenn d =1 mod 8 und 2 { dg,
(ii) 20k = P? dann und nur dann, wenn 2|dy,

(iii) 20k = P dann und nur dann, wenn d =5 mod 8 und 2 1 d.

Beweis: Zunéchst soll der Satz fiir p # 2 bewiesen werden:

(i) = Da (d/p) =1 gilt, gibt es ein a, sodass

Setzt man nun
P=(pa+Vd) und P'=(pa—d)

so erhélt man pOg = PP’, denn

pQ,p(a + \/E),p(& - \/8),(12 - d)
p)(p,a+Vd,a—Vd, (a®—d)/p)

p)

PP’ = (p,a+ Vd)(p,a — Vd)
= (
= (
= (

Die letzte Gleichheit gilt, da 2a und p beide im zweiten Ideal enthalten
sind, nun ist aber (2a,p) = 1 und daher 1 € (p,a + v/d,a — Vd, (a*> —
d)/p). Klarerweise ist P # P’ da sonst 2a und p in P liegen wiirden,
woraus P = Og folgen wiirde, was nicht der Fall sein kann. Da die
Norm von pOy gleich p* ist, muss N(P)|p* gelten. Weil P # (1) gilt
N(P) # 1 und aus Symmetriegriinden kann die Norm von P auch nicht
p? sein, somit besitzen sowohl P als auch P’ als Norm p und sind daher
beide prim.

< Da pOg = PP’ muss es ein a € P geben, dass allerdings nicht in
pOk liegt. Nach der Bemerkung zu Satz 3.1.1 bildet {1, (m + /m)/2}
mit m = dx eine Ganzheitsbasis von Og, also lédsst sich a mittels

m+/m

a=xr+Yy 5
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darstellen, wobei p kein gemeinsamer Teiler von x und vy ist. Betrachtet
man nun das von a erzeugte Ideal, so gilt (a) C P also P|(a), daher
muss die Norm von P auch die Norm von (a)

2
(o )" - U

teilen. Daraus folgt
2z +ym)* =v*m  (p).

Gilt nun ply so folgt p|(2z+ym)?, dann miisste aber p 2z und somit, da p
ungerade ist, x teilen, im Widerspruch zu der Voraussetzung, dass p kein
gemeinsamer Teiler von x und y ist. Also folgt 3? ist nicht #quivalent
0 mod p und da Z/pZ ein Korper ist gilt

(22 4+ ym)?
Daher wurde ein z gefunden, sodass 2> = m (p) und da m = d oder

m = 4d gilt erhélt man (d/p) = 1.

= Zuniichst soll gezeigt werden, dass pOx = (p, v/d)? gilt: Da (d/p) = 0
folgt p|d und da d quadratfrei ist, sind d/p und p relativ prim, das heifit
(p,v/d,d/p) = 1, somit erhilt man

(p, Vd)? = (p*,pVd, d)

= (p)(p, Vd,d/p)
= (p).

Aus den gleichen Griinden wie oben folgt, dass (p, \/E) ein Primideal
ist.

< Analog zu obigem Beweis muss es wiederum ein a geben, dass in P,
nicht aber in pOg liegt. Sei m die Diskriminante von K dann lésst sich
a folgendermaflen darstellen:

m+/m

a=x+y 7

wobei p abermals kein gemeinsamer Teiler von x und vy ist. Da a? € Ok,
erhalt man

(22 + ym)? + my? 2z +ym

1 + QyT\/R € pOk.
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(iii)

Hieraus folgt p|(2x+ym)?+my? und p|y(2z+ym). Teilt p nun y, so folgt
p teilt 2z und da p ungerade ist p|z, im Widerspruch zur Annahme, dass
a kein Element von pOj ist. Also gilt p|2z +ym und p|my?, woraus p|m
folgt. Da p eine ungerade Primzahl ist ergibt sich hieraus (d/p) = 0.

Diese Aquvivalenz folgt unmittelbar aus den beiden vorherigen. Ist
(d/p) = —1 so kann nur der Fall pOx = P eintreten, da die anderen
beiden moglichen Félle ausgeschlossen werden konnen. (Der Fall, dass
pOfk ein Produkt von mehr als 2 Primidealen ist, ist nicht moglich, da
N(pOg) = p? und die Norm multiplikativ ist.) Umgekehrt bleibt fiir
pOk = P nur der Wert (d/p) = —1.

Jetzt bleibt noch der Fall p = 2 zu betrachten.

(1)

< Analog zum vorhergehenden Beweis soll gezeigt werden, dass

1 d 1—+d
20 = PP’ mit P = <2, +2\/_> und P = <2, \/—> .

2

Betrachtet man nun PP’ so erhilt man

(271+\/8) (2’1—\@) o (271+\/871—\/871—d>
2 2 2 2 1,
=(2)

da 1 = (1++/d)/2+ (1 —+/d)/2 im zweiten Ideal enthalten ist. Die
prim-Eigenschaft folgt wie oben.

= Sei (2) = PP’ mit P # P', dann folgt wegen (ii) d = 1 (4). Au-
Berdem existiert ein Element a € P, das allerdings nicht in PP’ liegt,
daher gilt, schreibt man a als

1++d

a=m-+n ,
2

dass 2 kein gemeinsamer Teiler von m und n ist. Da (a) C P gilt, folgt
2= N(P)|N((a)). Da

N((@) = IN(@)] = | el )

erhalt man
(2m + n)? = n*d mod 8.
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(i)

Angenommen n = 2ny, n; = 1 (2), dann folgt 2|(m + ny)? + n3d. 2 ist
allerdings kein Teiler von n?d, daher kann 2 auch nicht (m+mn;)? teilen.
Hieraus ergibt sich, dass m gerade sein muss im Widerspruch zu der
Tatsache, dass 2 ein gemeinsamer Teiler von m und n ist. Angenommen
4|n, dann muss 4 auch ein Teiler von 2m + n sein, und somit wire
m gerade, abermals im Widerspruch zur Voraussetzung. Es muss also
n ungerade sein und ist daher dquivalent zu einer primen Restklasse
mod8. Aus der Gruppeneigenschaft der Menge der primen Restklassen
folgt nun die Existenz eines nq, sodass nny = 1 (8) gilt. Man erhélt also

d =n3(2m +n)? mod 8
und da 2 1 d, muss ny(2m + n) ungerade sein, woraus
d=1mod 8

folgt.

< Teilt 2 dg, dann folgt nach Satz 3.1.1, dass d = 2, 3 (4). Ist d = 2
(4) dann folgt (2) = (2,v/d)?, denn

(2,Vd)? = (4,2Vd, d)

(2)(2,Vd,d/2).

(2)

Die letzte Gleichheit erhélt man aus der Tatsache, dass 2 und d/2 tei-
lerfremd sind, da d quadratfrei ist und somit (2,v/d,d/2) = O gilt.

P = (2, \/E) ist weiters ein Primideal, da N(P) = 2 gelten muss. Tritt
nun der Fall d = 3 (4) ein, so ist (2) = (2,1 + Vd)?, weil

(2,1+Vd)? = (4,2 +2Vd, 1+ d + 2Vd)
1+d
= (2) <1,1+\/EZ,T+\/E)
2).

Die letzte Gleichheit gilt wiederum da 1+ v/d und 1%1 +/d teilerfremd
sind. Der Rest folgt analog zu oben.

= Nach Satz 3.1.1 ist dx = 0,1 (4). Angenommen dx =1 (4), dann

ware
1++d
2

Ok =7+ 7
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und fiir ein a € P~ P? wiirde a = m + n(1 + v/d)/2 mit m und n sind
entweder 0 oder 1 gelten, da fiir jedes a € Ok a + 2 in P~ P? liegt.
Wiirde n = 0 gelten, dann miisste m # 0 sein, da sonst a = 0 € (2) =
P?, ist andererseits m = 1 so wire a = 1 und daher a ¢ P da P # Og.
Also folgt n =1 und m = 0 oder 1. Da a? in (2) liegt, erhélt man im
Widerspruch dazu

2
1 d
2 = <m—l— +2\/_)

d—1 1
:m2+T+(2m+l)

¢ (2),

da (2m + 1) ungerade ist. Somit muss dx =0 (4) gelten.

(iii) Die dritte Aussage folgt direkt aus den beiden ersten, da aus 2 1 dg
und d nicht dquivalent 1 mod 8 folgt, dass d = 5 (8). Andererseits muss
(2) = P gelten, da die anderen beiden Fille, (2) = PP' und (2) = P?
ausgeschlossen sind.

O

Bemerkung: Nach Satz 3.2.5 gilt, wenn man mit (d/2) das Kroneckersym-
bol bezeichnet, ein zum ersten Teil des Satzes analoges Ergebnis.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse lassen sich nun die folgenden zwei Lemmata
beweisen, die eine Formel fiir die Anzahl der Ideale mit einer bestimmten
Norm liefern. Diese Formel hiangt nur von der Diskriminante und der Prim-
faktorenzerlegung der Norm ab.

Lemma 3.2.3 Sei a,, die Anzahl der Ideale in O mit Norm n, dann gilt
fiir alle Primzahlen p

)Tl w

l|pe

Beweis: Wegen Satz 2.2.8 und Satz 3.2.6 ist die Norm eines Primideals ent-
weder p oder p?, wobei der zweite Fall nur auftreten kann, wenn (dg /p) = —1
ist. Die Félle @« = 1 und a = 2 folgen nun unmittelbar aus den vorherge-
henden Sétzen. Sei nun a > 2, ist (dx/p) = —1, dann gilt a,e = 0 fiir «
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ungerade und @y = 1 fiir a gerade, da nur Ideale, deren Norm eine gerade
Potenz von p ist, dargestellt werden kénnen. Im Falle (dx/p) = 1, sind die
Ideale mit Norm p® von der Form P?(P")*™7 | 0 < j < a, es gibt also genau
a + 1 von ihnen. Das stimmt mit obiger Summe iiberein. Es bleibt jetzt nur
noch die letzte Moglichkeit zu betrachten, ndmlich (dg/p) = 0. Hier gibt es
nur ein Ideal mit passender Norm.

Lemma 3.2.4 Sei a,, die Anzahl der Ideale mit Norm n, dann gilt

an = (dTK) . (3.7)

ln

Beweis: Da aus der Multiplikativitdt der Norm und der eindeutigen Prim-
faktorenzerlegung der Ideale die Multiplikativitdt von a, folgt, erhédlt man
aus dem vorhergehenden Lemma

« dK

SnEE)
pn \j=0

Die Formel (3.7) folgt nun unmittelbar durch Umformungen.

O

Zwei weitere Eigenschaften des Kroneckersymbols (dx/n) liefern die fol-
genden beiden Lemmata. Einerseits gilt, dass es immer ein n gibt, sodass
(dg/n) = —1, andererseits ist fiir jedes x die Summe |Zn<m ()| immer
kleiner oder gleich dem Betrag der Determinante.

Lemma 3.2.5 Sei di die Diskriminante eines quadratischen Zahlkorpers,
dann gibt es ein n > 0, sodass (dg/n) = —1 gilt.

Beweis: Aus Satz 3.1.1 folgt, dass dx nur folgende Formen annehmen kann:
(i)
dgx =epr--p,=1 (4) mit e==+1, r>1
und p; =1 (2)71§Z§T
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dix =4epy---p, mit ep---p. =3 (4), r>0

und p;=1 (2), 1<i<r

(iii)
dig =8pr---p, mit r >0
und p; =1 (2), 1<i<r
Nun betrachtet man die einzelnen Fille gesondert:

(i) Aus der Definition des Kroneckersymbols erhélt man

(5)-11(;)

Wegen des chinesischen Restsatzes kann man n so wahlen, dass
n = a ((p),i=1...,r—1
n = a (p)

gilt, wobei a, quadratischer Nichtrest mod p, ist. Somit gilt (n/p;) =1
fiir i # r und (n/p,) = —1, also insgesamt (d/n) = —1.

(ii)) Es gilt

<g) _ { Il (2) firn=1 (2)

n 0 firn=0 (2)

wobel

B 1 firn=1 (4)
T =1 firn=-1 (4)

Wegen des chinesischen Restsatzes kann man n so wahlen, dass

= a (p),i=1,...,r
n = —1 (4)

woraus (d/n) = —1 folgt.
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(iii) Im letzten Fall gilt

( fallsn=1 (2)

(—1)®* =D/ T 1( ) und sgn(d ﬁ( 1)
(g) ) fallsn=1 (2)
n(— )n—l/SHl 1( > und sgn(d 7é1:[( 1)

i=1

L 0 fallsn=0 (2)

Hier muss man die beiden Moglichkeiten sgn(d) = ] (_—1> und

=1\ p;
sgn(d) # [1_, (;—3) unterscheiden. Im ersten Fall wahlt man n so,

dass

n = a (p),i=1,...,r
= 3 (16)

gilt, da aus n = 3 (16) folgt, dass (n*> —1)/8 = 1 (2) ist und somit
(d/n) = —1. Im zweiten Fall sucht man ein n, sodass

a? (ps) , i=1,...,r
n = —3 (16).

Hieraus folgt (—1) =1/ = —1 und = 1, also wiederum das gewiinsch-
te (d/n) = —

Lemma 3.2.6 Sei (di/n) das Kroneckersymbol, dann gilt

> (%)

n<x

< |dkl|.

Beweis: Sei

S= > (df)

n mod |dx|
(n,dg)=1
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wegen Lemma 3.2.5 kann man immer ein ng finden, sodass (ng, |[dx|) = 1 und
(dk /ng) = —1 gilt. Betrachtet man nun

(d_K) . (d_K>
"o n mod |dk]| "o
(n,dr)=1

—5 = <d—K>S:S
No

gilt, da mit n auch nny alle Restklassen mod |df| durchlauft. Also muss S =
0 sein. Definiert man nun v mittels v|dx| < z < (v + 1)|dk]|, so folgt

>(v)-,2 ()

nlx ldg |lv<n<z

stellt man fest, dass

dx\ < dg\ |
S (E)-2| X (%))-o
n<|dg|v Jj=1 (-Dldr|<n<jldx|

weil die innere Summer immer gleich S ist. Somit erhélt man

> (%)

n<x

< |dk].

O

Ein fiir den Beweis der Dirichletschen Klassenzahlformel wichtiger Begriff
ist der des Dirichletschen Charakters. Ein Charakter allgemein ist eine mul-
tiplikative Abbildung von einer bliebigen abelschen Gruppe in die punktierte
komplexe Zahlenebene. Ist diese Gruppe eine prime Restklassengruppe, dann
spricht man von einem Dirichletschen Charakter. Ein Beispiel fiir einen sol-
chen Charakter ist das Kroneckersymbol.

Definition 3.2.4 Ein Charakter f ist ein Homomorphismus einer beliebi-
gen abelschen Gruppe G in die punktierte komplexe Zahlenebene, das heifst:

f:G—CX\0
f(ab) = f(a)f (D)
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Ist G = G(m) die prime Restklassengruppe mod m, dann definiert man zu
jedem Charakter f von G(m) eine arithmetische Funktion x = x folgender-
mafen

sonst

y(a) = {g(a mod m) wenn (a,m) =1, ‘

Diese Funktion heifst Dirichletscher Charakter mod m.

Charaktere haben viele interessante Eigenschaften, so gilt zum Beispiel
fiir endliche Gruppen f(e) = 1, wenn man mit e das neutrale Element dieser
Gruppe bezeichnet. Hieraus folgt auch unmittelbar, dass jeder Wert f(a)
eine Einheitswurzel ist. Definiert man die Muliplikation zweier Charaktere
fogendermaflen

(fifi)(a) = fi(a) fi(a),
so bildet die Menge der Charaktere einer endlichen abelschen Gruppe eben-
falls eine abelsche Gruppe. Das inverse Element eines Charakters f; ist sein

Reziprokwert 1 /fi. Mit f ist auch die komplex konjugierte Funktion f, defi-
niert durch f(a) = f(a), ein Charakter und es gilt insgesamt

= f(a™).

Jede abelsche Gruppe besitzt zu mindest einen Charakter, ndmlich jene
Funktion, die auf der gesamten Gruppe identisch 1 ist. Einen Beweis all
dieser Eigenschaften findet man zum Beispiel in [1]. Dieser Charakter wird
auch Hauptcharakter genannt.

Summen die Charaktere beinhalten, spielen in der Zahlentheorie eine wich-
tige Rolle, so auch die erstmals von C. F. Gaufl behandelten und nach ihm
benannten Gauflschen Summen.

Definition 3.2.5 Sei m € N fest gewdhlit, x ein Dirichletscher Charakter
mod m und (, = €>™/™ die m-te Finheitswurzel, dann definiert man fiir ein
fizes a € Z die Gaufdsche Summe 7,(x) mittels

m

Ta(X) = Y x(r)G (3-8)

r=1

Im Falle a =1 soll im weitern 7(x) statt T1(x) geschrieben werden.
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Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung dafiir, dass 7,,(x) # 0
gilt, falls (n,m) > 1.

Satz 3.2.7 Seix ein Dirichletscher Charakter mod m und 7,(x) # 0 fir ein
n mit (n,m) > 1, dann gibt es einen Teiler d von m, d < m, sodass

x(a) =1 fir alle a mit (a,m) =1 und a = 1 mod d (3.9)

qilt.

Beweis: Fiir ein festes n sei ¢ = (n,m) und d = m/q, dann d|lm und da ¢ > 1
gilt d < m. Wahlt man nun ein @ mit (a,m) = 1 und ¢ = 1 mod d, dann
kann man in 7, () den Summationsindex r durch ar ersetzen und erhalt

Tn(X) = Z X<T)e27rmr/m — Z X(ar)e%rinar/m — X(a> Z X(T)e%rinar/m‘
r mod m r mod m r mod m

Daa =1 modd und d = m/q kann man a = 1 + bm/q fiir ein b € N
schreiben und es gilt, da g|n
anr nr  bmnr nr bnr  nr

= -4 = —+ —=— mod 1.
m m qm m q m

Hieraus folgt e?™mar/m — ¢2minr/m ypd somit

(X)) = x(a) DY x(r)e ™ = x(a)7(X)-

r mod m
Da 7,,(x) # 0 bedeutet das x(a) = 1.
O

In Anlehnung an den letzten Satz lassen sich zwei Begriffe definieren, der
des induzierten Modulus und der des primitiven Charakters.

Definition 3.2.6 Sei x ein Dirichletscher Charakter mod m und d > 0 ein
Teiler von m, dann heifit d ein induzierter Modulus fir x, wenn (3.9)
gilt.

Definition 3.2.7 FEin Dirichletscher Charakter x mod m heifit primativ,
wenn er keinen induzierten Modulus d < m besitzt.
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Ein Beispiel fiir einen primitiven Charakter wére das Legendresymbol, ein
anderes, wie das folgende Lemma zeigt, das Kroneckersymbol, fiir m > 1
ist der Hauptcharakter nicht primitiv. Einen Beweis dieser Tatsachen findet
man zum Beispiel in [7], [1].

Lemma 3.2.7 Das Kroneckersymbol ist ein primitiver, reeller Dichrichlet-
sche Charakter.

Die folgenden beiden Sétze liefern weitere wichtige Eigenschaften Gaufy’scher
Summen. Interessant ist, dass es verhiltnisméfig einfach ist zu zeigen, dass
|7(x)| = m gilt, wohingegen der Beweis von Satz 3.2.9 doch einigen Aufwand
bendtigt.

Satz 3.2.8 Sei (a,m) =1 und b eine beliebige ganze Zahl, dann gilt

Ta(X) = X ()7 (x)-
Ist x ein primitiver Charakter, dann gilt diese Gleichheit fiir alle a € Z.

Beweis: Wegen |x(a)]? = x(a)x(a) =1 gilt
x(r) = x(a)x(a)x(r) = x(a)x(ar),
daraus folgt

Ta(X) = Y XM =x(a) Y x(ar)(hr

r mod m r mod m

) 3 k) = x(a)m()

k mod m

=|

und somit wére der erste Teil bewiesen. Ist nun yx ein primitiver Dirichletscher
Charakter, so ist nach Satz 3.2.7 7,(x) = 0 fiir alle a mit (a, m) > 1. Da aber
in diesem Fall auch Y(a) = 0 gilt, stimmt die Aussage.

O
Satz 3.2.9 Sei x ein reeller primitiver Charakter mod m, dann gilt
m'2  falls x(—1)=1
T =9, 15 B} (3.10)
im falls x(=1) = -1
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Weitere Charakere beinhaltende Summen sind die sogenannten Dirichlet-
schen L-Reihen L(s, x) = > 7, qu’:). Da |x(n)n~*| < n~* gilt, konvergiert

L(s,x) im gleichen Bereich wie die Riemannsche (-Funktion ((s), das heifit
fiir s > 1, und ist dort auch stetig.

Definition 3.2.8 Unter einer Dirichletschen L-Rethe versteht man eine
Rethe der Form .
x(n)

L(s,x) =) =
n=1 n

Setzt man fir x das Kronecker Symbol ein, so erhdlt man

Nach diesen Vorbereitungen kann mit dem eigentlichen Beweis der Dirch-
letschen Klassenzahlformel begonnen werden. Zentrale Bedeutung kommt
den Sitzen 3.2.12 und 3.2.13 beziehungsweise 3.2.14 zu, die einen Zusam-
menhang zwischen dem Volumen einer beschriinkten, offenen Menge des R?
und der Anzahl der Ideale, deren Norm < x ist, einer Idealklasse herstellen.

Satz 3.2.10 Sei (a,,) eine Folge komplexer Zahlen und gelte

A(x) =)y =0() fir >0,

m<x

dann konvergiert die Summe
Z a—nz fir R(s) >0

und hat in dieser Halbebene die Darstellung

= < A(x)
Z s S/1 JRPES] da.
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Beweis: Zuerst formt man ) a,,/m*® folgendermafien um:

M M

Wegen

erhalt man

Fiir R(s) > J gilt

da A(z) = O (2°). Daraus ergibt sich

i am S/OO A(z)dx
ms o 1 Is—i—l

m=1

in der Halbebene R(s) > .

Definition 3.2.9 Fine Abbildung
f:N=1,23,... —C

heifit zahlentheoretische Funktion.

Satz 3.2.11 Seien g(n) und h(n) zwei zahlentheoretische Funktionen und

OESIOIACY
Iln

ihr Dirichletprodukt, weiters seien G(x) und H(x) folgendermafen definiert:

G(z) =7 g(n)

n<x

62



H(z) =) h(n)

n<x

Dann gilt fiir ein beliebiges y > 0

S ) =Y g)H (%) +3 h0)G (%) — Gy H (f) . (3.11)

n<z <y lg% y

Beweis:

Y fn) =) g)hle)

n<z le<z
= " g(Dh(e) + Y g(1)h(e)
S () + S {6 (2) -}
=S o (3) + S he)6 (2) - Gwn (g)
1<y e<y

Lemma 3.2.8 Sei K ein quadratischer Zahlkérper mit Diskriminante d und
a, die Anzahl der Ideale mit Norm n in Oy, dann gilt:

Zan =cx+ O(Vx)

n<x

~£()!

=1

mit

Beweis: Nach Lemma 3.2.4 gilt

und es kann Satz 3.2.11 mit g(I) = (%), h(l) = 1 und y = /7 angewendet
werden und somit erhdlt man

Se=3 (1) i+ S () -avaa

n<z I<yzx I<Vz
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Aus Lemma 3.2.6 folgt |G(z)| < |d|, setzt man auBerdem |z/l| = x/l4+O(1),

so erhilt man
Ya=> (%l) 7+ 0(Va).

n<e 1<z

Schliellich kann man

d\1 < [d\1 d\ 1
S (H)i=x()i-2 %)
I<V= =1 >V
schreiben. Wegen Satz 3.2.10 konvergiert die Reihe

Satz 3.2.12 Sei D eine beschrinkte, offene Menge im R* und N(z) die
Anzahl von ganzzahligen Punkten (u,v) € Z* in xD, dann gilt

im ) _ o) (3.12)

T—00 IQ

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man D durch einen
ganzzahligen Punkt in den ersten Quadranten verschieben. Ein beliebiger
ganzzahliger Punkt (u, v) liegt genau dann in D, wenn (u/x,v/z) in D liegt.
Teilt man nun die Ebene parallel zu den Koordinatenachsen in Quadrate mit
Seitenldange 1/z und bezeichnet die Anzahl der inneren Quadrate mit I,
und die der Randquadrate mit B,, so erhélt man nach der Definition des
Riemannschen Integrals

.+ B,
72

Iy
2 < wol(D) <
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und somit
.1y . I, + B,
lim — = lim 5
xr—00 I r—00 e

Andererseits gilt fiir N(x)

= vol(D).

I, <N(z)<I,+B,

und es ergibt sich

lim N(z) = wvol(D).

Tr—00 ,I'Q

Lemma 3.2.9 Sei K ein algebraischer Zahlkorper, C' eine Idealklasse von K
und N(z,C') die Anzahl der Ideale I # 0 in O, fir die gilt I € C', N(I) < z,
dann folgt fiir ein Ideal J € C~1, dass N(z,C) die Anzahl der Hauptideale
() #0 mit o € J und |[Ng(a)| < xN(J) ist.

Beweis: Fir jedes I € C gilt IJ = («a), also ist (o) € J und Ng(«a) =
N(I)N(J). Ist nun andererseits « € J, so folgt, dass I = J~'(a) ein Ideal
mit Norm < zx ist.

Satz 3.2.13 Sei K ein imagindr quadratischer Zahlkorper, C eine Idealklas-
se von Ok und dyi die Diskriminante von K, dann gilt

lim V@0 2 (3.13)

z—00 x w /|dK|

wobet w die Anzahl der Einheitswurzeln in K ist.

Beweis: Nach Lemma 3.2.9 ist wN (x, C') die Anzahl von ganzen Zahlen o €
I, IeC ! sodass 0 < |Ng(a)| < z|N(I)| gilt. Sei {a1,as} eine Basis von
I, dann definiert man

D = {(u,v) € R*: 0 < |ua; +vay|® < 1}.
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Es ist unmittelbar klar, dass D beschrénkt ist. Betrachtet man nun /x| N (I)|D,
so stellt sich heraus, dass wN (z, C') genau die Anzahl der ganzzahligen Punk-
te in dieser Menge ist. Wegen Satz 3.2.12 gilt nun

wN(z,C) — vol(D),

und es bleibt nur noch vol(D) zu berechnen. Sei u; = R(ua; + vas) und
us = I(uay + vag) dann folgt

vol(D) = / / dudv

Jlua +vas|?<1

:—N(I)f/m / / dus dus

u% +’LL% <1

B 27

- N()/ldk]

Satz 3.2.14 Sei K ein reell quadratischer Zahlkorper mit Diskriminante dg
und fundamentaler Einheit € und C eine Idealklasse von Oy, dann gilt

lim N(z,C) _ 2loge

e/l

(3.14)

Beweis: Sei I € C!, dann gibt es nach Lemma 3.2.9 N(z,C) Hauptideale
(a), o € I mit Ng(a) < aN(I). Da es aber wegen (o) = (€"a), m € Z
unendlich viele Wahlmoglichkeiten fiir o gibt, muss ihre Anzahl eingeschrénkt
werden. Da

og |5

_210g6

[—

QlIR

eR

existiert ein ganzzahliges m, sodass

Qlle

< log! ‘

— < 1
—  2loge m

oder dquivalent dazu

—2mloge < log < (2m +2)loge

alpha
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gilt. Setzt man w = €™« erhélt man durch Umformen obiger Ungleichung

0 <log < loge.

w
| Nic(w)'?]

Seien w; und wy zwei assoziierte Elemente aus I, das heifit es gilt w; = nw,
fiir eine Einheit n von O, die beide obige Ungleichung erfiillen, so erhélt
man fiir ihre Differenz

w2

0 S lOg |NK(UJ2)1/2|

— log < loge,

wn
| N (wi)'?|
hieraus ergibt sich
0 <log|n| <loge

und somit
1<|n <e

Da € die fundamentale Einheit ist muss deswegen n = 41 gelten, hieraus
folgt, dass die Anzahl der w, fiir die

0 < |Ng(w)| <xN(I)

und

0 <log < loge

w
[N (w)['/?

gilt, gleich 2N (z, C') ist. Daher ist 2N (z,C') die Anzahl von Gitterpunkten
in \/zN(I)D mit

uf1+v52
0 <log |15 s 725, 705,172

D—{(u v) ER?: 0 < |ufy + vfalluf, +vfB,| <1 }

‘ < loge,
wobei {1, B2} eine Ganzheitsbasis von [ ist. Es folgt daher mit Satz 3.2.12
lim 2N(z,C) _ 4loge

e w d]

Lemma 3.2.10 Sei K ein imagindr quadratischer Zahlkérper und bezeichne
h die Klassenzahl von K, dann gilt

lim M@ K) _ 2mh (3.15)

T wy/|dk]|
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Beweis: Sei H(K) die Idealklassengruppe von K, dann gilt

N(z,K)= > N(z,0).

CeH(K)

Diese Summe ist endlich, da die Klassenzahl endlich ist und somit kann man
Grenziibergang und Summation vertauschen und erhélt

. N(z,K) . N(z,0)
lim ———~ — i St BV
Jim —= > Jim —
CeH(K)
In Satz 3.2.13 wurde
N(z,C) 27

lim =

—00 €T W /|dK|

gezeigt, woraus unmittelbar (3.15) folgt.

Lemma 3.2.11 Sei K ein reell quadratischer Zahlkorper und bezeichne h
die Klassenzahl von K dann gilt

. N(z,K) 2hloge
lim =

T—00 T /|dK‘

(3.16)

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum letzten Lemma mit Satz 3.2.14.

Satz 3.2.15 (Dirichletsche Klassenzahlformel) Sei K ein quadratischer
Zahlkorper mit Diskriminante di = d, €(d) die Anzal der Einheitswurzeln im
Falle d < 0 beziehungsweise € > 1 die Fundamentale Einheit in K im Falle
d >0 und h(d) die Klassenzahl, dann gilt

e(d)|d'”? .
h(d> = d1/227T Ld(l) fUT d<0 (3'17)
siogzLa(l)  fiird >0
bzw. v
i = (5 ird <0
oy = 4 2 2 () o (3.18)
loge 20<n<% (5) log (sznj) fiird >0
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Beweis: Zuerst soll (3.17) bewiesen werden. Nach Lemma 3.2.8 ist die Anzahl
der Ideale von O mit Norm < z gleich cx + O(y/z) mit

n=1
Somit gilt
N K) 2 (9)
1 = ~s = Ly(1
Jim =2 =25 = L)

und es muss nur noch dieses Ergebnis in die Formeln (3.15) und (3.16) ein-
gesetzt werden.

Der Beweis von (3.18) soll in folgenden Lemmata erfolgen.

Lemma 3.2.12 Sei x ein primitiver Charakter modm, dann gilt

L(1,y) = —T|£:|) ]f;y(j) {log (2 sin %) + i (% - ﬁ)} (3.19)

Beweis: Sei fir x € (—1,1) die Funktion
_ Z X(”)xn
n
n=1

definiert, dann gilt
lim f(z) = L(1, x).

:L'—)l
Wie man leicht sieht, ist
ORI DI PN g s
T) = T — = r ,
r=1 * n=r mod m n r=1 * n=0 T+ nm

leitet man nun f(z) ab und summiert die geometrische Reihe, so erhélt man

__/Oxrmzlx(r)tm_ / Zt— dt
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wobei (,, = €*™/™ und die Koeffizienten ag, a1, . .. fogendermafien bestimmt

werden: Da
m

;X(T)t” - Zaj—im__ 7]: ,

5=0
erhiilt man, lisst man auf beiden Seiten ¢ gegen * streben,

m

D> XS = mat,!

r=1

1

und somit ay = m~'7(x). Aus der Tatsach, dass

odt ' 1 '
/ . :log(Qsinﬂ>+m’ (——i>
o t—Ch m 2 m

gilt und mit Satz 3.2.8 folgt schliellich

L(1,y) = —T%) ]Zi;y(j) {log (2 sin %) + i (% - |jﬁ|) } .

Lemma 3.2.13 Sei d = di Diskriminante eines quadratischen Zahlkérpers
und (d/n) das Kroneckersymbol, dann gilt fir d < 0

|d|

La(1) = W Y n (g)

n=1

und fir d > 0

Lo(1) = —d™ ') <%) log(sin(mn/d)).

Beweis: Wegen Lemma 3.2.7 ist (d/n) ein primitiver Charakter mod |d|. Aus
Satz 3.2.9 folgt
(d) d'?  fird>0
=)= :
n i|d|'/?  fiir d <0

da L4(1) reell ist und
d
3 (55) _
— \J

Jj=1
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gilt (siehe dazu Beweis Lemma 3.2.6), folgt nun das gewiinschte Ergebnis
direkt aus (3.19).

d

Setzt man nun diese Formeln fiir die L-Reihen in 3.17 ein, so erhélt man
die zweite Version der Dirichletschen Klassenzahlformel.

3.3 Abelsche Zahlkoérper

Quadratische Zahlkorper sind, wie zu Beginn dieses Kapitels bereits ge-
zeigt wurde, ein Spezialfall sogenannter Abelscher Zahlkorper. Wie in der
Einleitung bereits erwéhnt, lasst sich die Klassenzahlformel auch fiir solche
Zahlkorper formulieren. Der Beweis ist allerdings etwas aufwendiger und soll
daher hier entfallen, man kann ihn, wie auch alle anderen Beweise dieses Ab-
schnittes in [6] nachlesen. Obwohl Abelsche Zahlkérper schon einmal definiert
wurden, soll das an dieser Stelle der besseren Lesbarkeit wegen wiederholt
werden.

Definition 3.3.1 FEin Erweiterungskorper L/ K heifit Zerfallungskorper
eines Polynoms f(x) € K|z|, falls f(z) dber L in Linearfaktoren zerfillt, das
heifst

flx) =cle —ar) - (x = an),

und L = K(aq,...,ay) gilt. Die Korpererweiterung L/K heifit dann nor-
mal.

Definition 3.3.2 Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung, ein Element
a € L heifit separabel, falls sein Minimalpolynom m(x) keine mehrfachen
Nullstellen besitzt. Die Erweiterung heif$t separabel, wenn jedes o € L se-
parabel ist. Ein Polynom f(x) heifit separabel, wenn es keine mehrfachen
Nullstellen hat.

Definition 3.3.3 Eine endliche Erweiterung E/K heifit Galoisch, falls E
Zerfillungskorper eines separablen Polynoms ist.

Der folgende Satz liefert eine dquivalente Bedingung zu obiger Definition.
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Satz 3.3.1 Eine Kirpererweiterung E/K ist genau dann Galoisch, wenn
es eine endliche Gruppe G von Automorphismen auf E gibt, sodass K der
Fizpunktkorper von G ist, das heifft K = {a € E|o(a) = a fir alle 0 € G}.
Auflerdem gilt [E : K] = |G]|.

Definition 3.3.4 Die im vorangehenden Satz erwihnte Gruppe G heifit die
Galoisgruppe Galg/k der Galoiserweiterung E/K.

Definition 3.3.5 Fine Galoische Erweiterung K/Q heiffit Abelsch, wenn
thre Galoisgruppe abelsch ist.

Im Gegensatz zu der Klassenzahlformel fiir quadratische Zahlkorper, benotigt
man fiir die allgemeinere Formel fiir Abelsche Zahlkorper weitere Begriffe
und Definitionen, wie zum Beispiel Absolutbetrige oder den Regulator eines
algebraischen Zahlkorpers.

Definition 3.3.6 Sei K ein Kdrper, dann versteht man unter einem Abso-
lutbetrag v(z) eine Abbildung von K in die positiven reellen Zahlen, fir die
folgende Bedingungen erfillt sein miissen:

(i) v(z) >0, Vo € K und v(x) =0 dann und nur dann, wenn x = 0
(ii) v(zy) =v(x)v(y), Yo,y € K

(i1i) v(z+vy) <vix)+rv(y), Ve,y € K.

Statt (iii) kann man auch folgende stirkere Bedingung formulieren:
(v) v(z+y) < max(v(z),v(y)), Yo,y € K.

Alle Absolutbetrige, die (iv) erfillen, werden nicht-archimedische, alle ibri-
gen archimedische Absolutbetrdge genannt.

Definition 3.3.7 Ein Absolutbetrag v heifit diskret, wenn v(K*) eine dis-

krete Untergruppe von RZ ist.

Definition 3.3.8 Zwei Absolutbetrdge heiffen dquivalent, wenn sie die glei-
chen Topologien induzieren.
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Im folgenden soll die Menge aller archimedischer Absolutbetrige mit S,
bezeichnet werden. Der néchste Satz charakterisiert alle Absolutbetrige eines
algebraischen Zahlkorpers.

Satz 3.3.2 Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann ist jeder Absolutbetrag
von K entweder diskret oder archimedisch. Ist v archimedisch, so ist v(z)
dquivalent zu |o(x)|, wobei o(x) eine Konjugierte von x darstellt, umgekehrt
definiert jeder konjugierte Kiorper von K einen archimedischen Absolutbe-
trag. Zwei Absolutbetrdge, die von unterschiedlichen Konjugationen induziert
werden, sind genau dann dquivalent, wenn die zugehdrigen Abbildungen kon-
Jugiert komplex sind.

Definition 3.3.9 Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Signatur (s,t) und
Uty ... U, T = Ss+t—1 ein System von Einheiten von K, das keine Einheits-
wurzeln enthdlt, dann definiert man den Regulator R(uy,...,u,) mittels

R(uy, ..., u,) = | det (log(v;(u;))) |

wobei v; diber alle Absolutbetrdge aus So aufSer einem, der beliebig gewdhlt
werden kann, lduft.

Diese Definition des Regulators ist sinnvoll, da jeder algebraische Zahlkorper
nach Satz 3.3.2 genau s + t nicht dquivalente archimedische Absolutbetriage
besitzt und, wie der folgende Satz zeigt, die Determinante tatséchlich von
der Wahl des gestrichenen Absolutbetrages unabhéngig ist.

Satz 3.3.3 (i) R(uy,...,u,) hingt nicht von der Wahl des gestrichenen
Absolutbetrages ab.

(i) R(uy,...,u,) =0 wenn die Einheiten uy,...,u, multiplikativ abhdngig
sind, das heifit, wenn es (ny,...,n,) # (0,...,0) gibt, sodass

:

ng __
[[w =1
i=1

gilt.

(i11) Sind uy,...,u, und vy, ..., u. zwei fundamentale Systeme von Einhei-
ten, dann qilt
R(uy,...,u.) = R(uy, ... u.),

» T
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das heifit man kann eine Konstante R(K) mittels R(K) = R(uy, ..., u,)
definieren, wobei uy,...,u, ein fundamentales System von Finheiten

bilden.

Bemerkung: Nach dem Dirichletschen Einheitensatz 4.1 gibt es in jedem
algebraischen Zahlkorper r = s+t — 1 Einheiten €q,. .., €. € Ok, sodass sich
alle Einheiten ¢ von O mittels

e= (e

darstellen lassen, wobei ( eine Einheitswurzel ist und ny,...,n, € Z. Jede
solche Menge von Einheiten nennt man fundamentales System von Einheiten.

Definition 3.3.10 Sei m € N und (,, = e*™/™ dann heift L = Q(,,) m-
ter Kreisteilungskorper

Kreisteilungskorper besitzen viele interessante Eigenschaften, einige davon
werden in folgendem Satz genannt.

Satz 3.3.4 (i) Sei K,, = Q((n) mit m > 1 ein Kreisteilungskdorper und
bezeichne p(m) die Eulersche o-Funktion, dann gilt [K,, : Q] = p(m),

de _ d;}(;anp_ )
pelm
und 1, G, €2, CEM™ 7 bilden eine Ganzheitsbasis, dariberhinaus ist

K, ein Abelscher Zahkirper, dessen Galoisgruppe isomorph zu der pri-
men Restklassengruppe mod m ist. Der Isomorphismus ist gegeben

durch
= gr, gr(Cm) = C:n

(ii) Ist K ein beliebiger Abelscher Zahlkorper, dann gibt es einen Kreistei-
lungskirper K,, sodass K C K,,. Der kleinste Index f = f(K) fir
den das gilt, heifit der Anfiihrer von K. Beziglich des oben gegebenen
Isomorphismuses entspricht K einer Untergruppe H der primen Rest-
klassengruppe G(m).
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Sei X (K') die Gruppe aller Charaktere auf G(m) die auf H identisch eins
sind, dann kann man jeden dieser Charaktere zuerst zu einem Dirichletschen
Charakter mod m und anschlieBend zu einem primitiven Charakter erwei-
tern. Liegt x in X (K') so bezeichnet man den zugehorigen primitiven Dirich-
letschen Charakter mit x’. Sind X (K') beziehungsweise X'(K) die Gruppen
von Charakteren, die zu den Einbettungen von K in Ky k) beziehungswei-
se in K,,, m > f(K) gehoren, dann gibt es einen Isomorphismus zwischen
X(K) und X'(K) der die induzierten primitven Charaktere erhélt. Daher
kann man X (K) mit X'(K) identifizieren.

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun moglich die Klassenzahlformel fiir
Abelsche Zahlkorper zu definieren.

Satz 3.3.5 Sei K ein Abelscher Zahlkorper mit Signatur (s,t) und e(K) die
Anzahl der Einheitswurzel in K, dann gilt

|dK‘1/2
h(K) 25+tﬂ—tR H L 1 X

x#l

3.4 Quadratische Zahlkoérper und quadratische Formen

Das erste Teilproblem des Klassenzahlenproblems, das gelost wurde, war der
Fall, dass der zugrundeliegende Korper ein quadratischer Zahlkorper mit ne-
gativer Diskriminante, das heifit ein imaginédr quadratischer Zahlkorper, ist.
Diese Tatsache ist vor allem darauf zuriickzufiihren, dass in dieser Situation
ein Zusammenhang zwischen solchen Zahlkorpern und quadratischen Formen
besteht. Ziel dieses Kapitels ist es diese Zusammenhénge néher zu betrachten.

Definition 3.4.1 Ein Polynom der Form f(x,y) = ax® + bxy + cy® mit
a,b,c € Z heift quadratische Form und d(f) = b* — 4ac ihre Diskrimi-
nante. Falls ggT(a,b,c) =1 ist, nennt f(x,y) primitiv.

Definition 3.4.2 FEine quadratische Form heifst positiv definit, falls fir alle
Paare (z,y) # (0,0) f(z,y) > 0 gilt.

Bemerkung: Das ist genau dann der Fall, wenn a > 0 und d(f) < 0 ist.
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Mit Hilfe der folgenden Definition lédsst sich auf der Menge der quadra-
tischen Formen eine Aquivalenzrelation erklidren. Interessant ist, dass die
Determinante fiir alle Formen einer solchen Aquivalenzklasse gleich ist, wie
man leicht nachrechnen kann.

Definition 3.4.3 Zwei quadratische Formen fi(x,y) und fo(x,y) heiffen ge-
nau dann aquivalent wenn es eine Matrix

A B
A=(e )
mit A, B,C, D € Z und det(A) = +1 gibt, sodass

[i(Az + By, Cx + Dy) = fo(z,y)
qilt

Nun ist es moglich auch fiir quadratische Formen eine Klassenzahl zu de-
finieren, die nur von der Diskriminante abhéngt.

Definition 3.4.4 Fiird € Z, d # 0 heifit die Anzahl von Aquivalenzklassen
von quadratischen Formen mit d(f) = d Klassenzahl h(d).

Die folgenden zwei Lemmata liefern einige wichtige Eigenschaften quadra-
tischer Formen.

Lemma 3.4.1 (i) Jede primitive positiv definite quadratische Form ist dqui-
valent zu einer Form g(x,y) = ax® + bxy + cy?® mit

b <a<ec
(ii) Jede primitive indefinite quadratische Form mit nicht quadratischer
Diskriminate ist dquivalent zu einer Form g(z,y) = ax?® + bxy + cy?
mit
0] <lal , [b] < |c|
(iii) Jede primitive indefinite quadratische Form mit einer quadratischen

Diskriminante d = D? # 0 ist dquivalent zu einer Form

g(z,y) =az*+ Dry mit 0<a<D-—1
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Beweis:

(1)

(i)

Sei a = f(x1,y1) der kleinste, positive von f angenommene Wert mit
ganzzahligen Koordinaten und ¢ = f(x,y2) der kleinste von f ange-
nommene Wert mit ganzzahligen Koordinaten, der

det(gg1 91:2>:1
Y1 Y2

(0 n)
Y1 Y2

Af = az® +bry + cy® = g(x,y)

erfiillt. Setzt man

so gilt

mit b € Z. Aus dieser Konstruktion folgt unmittelbar a < ¢ und da

det(l’l LE2:|:$1 ) -1

v y2Etm

erhélt man g(£1,1) = f(£x1+x9, £y1+y2) > ¢ und somit a+b+c > ¢
woraus unmittelbar |b| < a folgt.

Angenommen die Form f(z,y) = dz*+exy+ fy? erfiillte die Bedingung
le] < |d| und |e| < |f| nicht selbst, und es gilt |e] > |d|, dann ist es
moglich, da (d, f) # (0,0) ein ganzzahliges ¢ zu finden, sodass |2dt+e| <
|d| < |b| gilt. Somit hat die zu f &quivalente Form Af mit

(i)

einen Mittelkoefizienten, dessen Betrag kleiner oder gleich dem ersten
Koeffizienten ist. Ist nun ber Betrag des letzten Koeffizienten kleiner als
der des mittleren, so kann man das gleiche Verfahren mit der Matrix

(1)

anwenden. Diese Vorgehensweise muss ein Ende finden, da der Mittelko-
effizient der neuen Form immer echt kleiner als der der urspriinglichen
ist. In dem Fall, dass |e| > | f| gilt, kann man das gleiche Verfahren mit
vertauschten Matrizen anwenden.
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(iii) Ist f(x,y) = Az? + Bzy + Cy? mit AC # 0, dann gilt

D-B =20
24 D+ B ¢’

wobei ( und J relativ prim sind. Lost man nun die Gleichung ad — 3y =
1 fir a, ¥ € Z und definiert

o B
AZ{V 5)’

so ist Af(x,y) = A12® + Dry mit A; € Z. Wendet man nun auf diese

Form die Matrix
10
k1

an, erhilt man eine Form A,x? + Dxy, wobei Ay = A; mod D gilt.
Wihlt man nun & so, dass 0 < A, < D gilt, ergibt sich das Gewiinschte.

Ist C' =0 so gilt f(z,y) = Az? + Dxy. Im Falle f(z,y) = Az* — Dxy
erhilt man die dquivalente Form A;2? + Dzy indem man
A 0
D 3
mit (§, 5) = 1 schreibt und die Gleichung ad — 3y = 1 16st, die daraus
resultierende Matrix
a f
v oo

liefert das erwiinschte Ergebnis. Falls erforderlich kann man nun noch
den letzten Schritt des vorherigen Falles anwenden.

Ist nun A = 0 so kann man das Problem auf letzteren Fall mittels
Anwendung der Matrix
0 —1
(o)

zurtickfithren.

Definition 3.4.5 Die quadratischen Formen g in 3.4.1 (i)-(iii) werden re-
duzierte Formen genannt.
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Lemma 3.4.2 Sei f(x,y) = ax® + bxy + cy? eine positv definite, primitive,
reduzierte quadratische Form, dann gilt

(i) der kleinste positive von f angenommene Wert mit ganzzahligen Koor-
dinaten ist a = f(1,0)

(ii) der kleinste von f angenommene Wert mit ganzzahligen Koordinaten
(7,y) , y#0ist c= f(0,1)

(iii) der kleinste von f angenommene Wert mit ganzzahligen Koordinaten
(x,y) # (0,0) ist a — |b|] + c.

Beweis: Da f reduziert ist gilt

f(1,1) falls b=0

ﬂLmzanwﬁ)zcﬁw—W+C:{f@%mmﬂ)ﬁmsb¢0’

daher geniigt es zu zeigen, dass f(x,y) > a — |b| + ¢ fur xy # 0. Sei |z| > |y|,
dann folgt

€T
f(o,y) = |2l (am ; bmy) T
> lel(alz] — byl) + ey
> e (a— [b]) +
>a—|b]+ec

Ist |y| > |x| so vertauscht man in obiger Umgleichung x mit y und a mit ¢
und erhélt ebenfalls das Gewiinschte.

O

Wie fiir die Klassenzahl algebraischer Zahlkorper, gilt auch fiir die Klas-
senzahl quadratischer Formen, dass sie immer endlich ist. Der folgende Satz
liefert dariiberhinaus einige Abschétzungen fiir die Klassenzahl.

Satz 3.4.1 Die Klassenzahl h(d) ist endlich fiir alle d # 0 und es gilt:
2|d)|
< — )

hd) < =, d<0 (3.20)
hu)§<§+oODd d> 0, d kein Quadrat (3.21)
h(d)=D  d=D*#0 (3.22)
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Beweis: Zuerst soll (3.20) bewiesen werden. Nach Lemma 3.4.1 ist jede positiv
definite quadratische Form fquivalent zu einer Form f(x,y) = az?+bry+cy?
mit |b] < a < ¢, erfiillt nun ein Tripl (a, b, ¢) diese Bedingung und zusétzlich
b? — 4ac = d, so folgt

3a* < 4ac — a® < 4dac — b* = |d|.

Es gilt also

Zahlt man nun alle moglichen Tripel so erhdlt man maximal 2|d|/3, da sich
c aus a und b ergibt.
Ist d positiv und kein Quadrat und erfiillt das Tripel (a, b, ¢) die Bedin-
gungen |b| < |a| und |b|] < |c|, dann muss ac negativ sein, somit gilt
56 < b* + 4lac| = d
und man erhilt b < (d/5)1/2, auBerdem gilt ac|(b* — d)/4 und somit folgt

hdy<2 Y Z

|b|<(d/5)1/2 a|(d b2

Yy

0<b<(d/5)1/2 a|(d—b2)/4

SIS S

d/5<a<d/4 1§b§(d/5)1/2
b’>=d (a)

<4 > 2a(d/5)P+1)

d/5<a<d/4

d1/221/a

< (2/5+0(1))d

Um die letzte Behauptung zu beweisen geniigt es zu zeigen, dass zwei Formen
f(z,y) = ax* + Dzy und g(z,y) = Az? + Dy mit 0 < a < A < D — 1 nicht
dquivalent sind. Angenommen sie waren dquivalent, gebe es eine Matrix

(. )

mit det A = 1 sodass g = A f gilt. Vergleicht man in der daraus resultieren-
den Gleichung die Koeffizienten, so erhélt man

Blaf + D) =0
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2aaf + D(ad + By) = D.
Daraus folgt

—DB = 2Daf36 — Da36 — DB%y
= Dp(ad — By) = DB.

Es muss also # = 0 gelten, was zu ad = +1 bezichungsweise o = § = +1
fithrt. Vergleicht man nun die Koeffizienten von 22 in ¢ und f so erhilt man

ac’® + Dary = A

Da o? = 1 gilt, folgt daraus a = A mod D, im Widerspruch zu der Annahme
0<a<A<D-1.

O

Bevor endgiiltig ein Zusammenhang zwischen quadratischen Zahlkérpern
und quadratischen Formen hergestellt werden kann, ben6tigt man den Begriff
der geometrischen Darstellung eines algebraischen Zahlkorpers. Es wird sich
zeigen, dass die geometrische Darstellung eines algebraischen Zahlkorpers ein
Gitter bildet

Definition 3.4.6 Seien aq,...,a, € R" linear unabhdingige Vektoren iiber
R, dann heifit die davon erzeugte freie abelsche Gruppe G = G(aq, . .., ay) =
{30 kia;|k; € Z} m-dimensionales Gitter des R". Ist m = n, so
spricht man von einem vollstindigen Gitter.

Definition 3.4.7 Die Menge P = {}_" | ;a;|0 < z; < 1} heifit Funda-
mentalparallelepiped der Gitterbasis aq,...,a, und das Volumen von P
VolP = |det(ay,...,a,)| = d(G) Gitterkonstante von G.

Die Gitterkonstante ist wohldefiniert, da es zu je zwei Basen {ay, ..., an},
{b1,...,bn} eines Gitters eine ganzzahlige Matrix (c;;) mit b; = 3°7", cija
gibt, fir die det(c;;) = %1 gilt und somit die Gitterkonstante von der Wahl
der Gitterbasis unabhéingig ist.

Definition 3.4.8 Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Signatur [s, t] und
bezeichnen oy, ...,0s die reellen und 0411,0511,...,051¢, 0sr¢ die komplexen
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Einbettungen von K in C, so kann jedem o € K ein

z(a) = (o1(a),...,04(a),0001(), ..., 00 (a)) ER® x Ct X R =R
(3.23)
zugeordnet werden. x(K) bezeichnet man als die geometrische Darstel-
lung des Korpers K in R".

Lemma 3.4.3 Die geometrische Darstellung von Og bildet ein vollstindiges
Gitter mit Gitterkonstante 27'\/|dk|, wobei dy die Diskriminante von K
bezeichnet.

Beweis: Sei aq,...,a, eine Ganzheitsbasis von O, dann sind die Vektoren
x(a;), i = 1,...,n linear unabhéngig und die geometrische Darstellung von
Og bildet somit ein vollstandiges Gitter. Fiir die Gitterkonstante gilt mit

A= ((o1(a),...,04(a;),0541(a;),0541(a;), . .., 0s4(;), Ts14(a;))iz1,..n)

det A = det (01(a;), ..., 05(ai), 0s41(a:), 0s41(@i), - - -, Os14(a;), O54(ai))i=1,..m
= (—2i)'d

wobei |d| = d(G) gilt. Somit erhélt man

d(G) =27"/|dx|

O

Das folgende Lemma liefert einen Zusammenhang zwischen der geometri-
schen Darstellung eines Ideals beziehungsweise des Ringes der ganzen Zahlen
und der Norm des Ideals.

Lemma 3.4.4 Sei K ein quadratischer Zahlkérper mit Diskriminante d < 0
und Signatur (s,t), I ein Ideal von Ok und G bzw. Go,. die von I respektive
Ok induzierten geometrischen Darstellungen, dann ist die Norm von I der
Quotient der beiden zugehdrigen Gitterkonstanten, das heifit




Beweis: Nach Lemma 2.3.5 gilt d(G;) = 27'N(I)4/|dk| und nach Lemma
3.4.3 d(Go,) = 27"\/|dk|, somit folgt

4Cr) 2N ()i
d(GOK) 2t ‘dK‘

— N(I).

Lemma 3.4.5 Se: I ein Ideal von O und seien ay, as, by, by € Ok, dann
qilt a1 Z + asZi = b1 Z + byZ genau dann wenn es eine Matriz A € Z2*% mit

det A = £1 gibt, sodass (bl) =A (al).
bg (05}

Der Beweis des vorgehenden Lemmas folgt unmittelbar durch nachrechnen.
Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man zu jedem Ideal eines quadra-
tischen Zahlkorpers eine quadratische Form definieren. Dariiber hinaus gilt,
dass zwei Ideale genau dann dquivalent sind, wenn die zugehorigen quadrati-
schen Formen dquivalent sind, man erhélt somit eine Bijektion zwischen den
Idealklassen und den Klassen dquivalenter quadratischer Formen.

Satz 3.4.2 Seid < 0 die Diskriminante eines imagindr quadratischen Korpers
K = Q(y/m), fiir jedes Ideal I 4 Ok, dargestellt in der From I = Zay + Zas,
wobei man o0.B.d.A annehmen kann, dass S(aias — araz) > 0 ist, stelle man
etne quadratische Form

1

fa1a2 (':C7 y) = WNK/Q(CH-%' + aQy) (324)

auf. Fiir diese gilt:

(1) fajas(T,y) ist eine primitive, positiv definite quadratische Form mit
ganzzahligen Koeffizienten und Diskriminante d.

(i) Zwei Ideale I = Zay + Zay und J = Zby + Zby sind genau dann in
derselben Idealklasse, wenn die quadratischen Formen f, .,(z,y) und
Jowss (x,y) dquivalent sind.

(iii) Die Zuordnung fua, — (Klasse von I = Zay + Zas) induziert eine
Bijektion zunischen der Menge aller Klassen primitiver, positiv definiter
quadratischer Formen mit Diskriminante d und der Idealklassengruppe

H(K).
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Beweis:

(i) Zunéchst soll gezeigt werden, dass die quadratische Form in (3.24) ganz-
zahlige Koeffizienten hat: Mit Ny g(ai1z + asy) = (a1z + axy)(arz +
@2y) = N(ap)x? + (a1@2 + @raz)zy + N(ag)y? erhilt man fiir die Qua-

dratische Form
fala2 _ N(al) 513‘2 (aﬁg + Elag)xy N(a2>y2
N(I) N(I) N(I)

Zur Vereinfachung soll im folgenden N(a;)/N(I) = a, N(ag)/N(I) = ¢
und (aj@s + aya2)/N(I) = b gesetzt werden. Da a; € [ folgt, dass das
von a; erzeugte Ideal in [ enthalten ist und somit, dass I|(a;). Es gibt
also ein Ideal J < Ok, sodass IJ = (a;) und wegen Lemma 2.2.8(i) gilt
N(ay) = N(I)N(J). Das heiit N(I)|N(ay1), also a € Z. Analog zeigt

man c € Z.

Um nun b € Z zu zeigen betrachtet man zunéchst einmal die Diskrimi-
nante d(fq,q,), fiir diese gilt:

_ _ (alaQ - a1012)2 . A(al,ag)
d(fa1a2) — 172 —4dac = N<[>2 = N([>2

Wegen Lemma 3.4.4 und Lemma 3.4.3 gilt fiir die Norm von [

1|0 i
Ny = AG) _|2lee @l | V1A a)]
d(Goy) 1 |W1 Wi [A(wy, ws)|

2 w9 mg

Setzt man nun dieses Ergebnis in obige Formel fiir die Diskriminante
der quadratischen Form ein, so erhélt man

d(fal,a2> - A<w17w2) = dK =deZ.
Somit gilt b?> — 4ac € Z und da a,c € Z und b € Q folgt daraus b € Z.

Die quadratische Form ist klarerweise positiv definit, da ¢ > 0 und
d(fay.as) < 0, es bleibt also nun noch zu zeigen, dass sie auch primitiv
ist. Angenommen sie wire es nicht, dann gebe es eine Primzahl p, sodass
pla, p|b, p|cund somit auch p?|d = b*—4ac gilt. Da wegen Satz 3.1.1d =
1 (4) und quadratfrei oder d = 4m mit m = 2,3 (4) und quadratfrei
sein muss, kann nur p = 2 gelten. Daraus wiirde

m=g=a(B)=(3) 16 =0r @

im Widerspruch zu m = 2,3 (4).
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(ii) Der Beweis der Aussage soll in zwei Schritten erfolgen. Zunéchst einmal
wird gezeigt werden, dass die Tatsache, dass zwei Ideale in der selben
Klasse liegen, impliziert, dass die zugehorigen quadratischen Formen
dquivalent sind.

Hat ein Ideal I zwei unterschiedliche Darstellungen, sprich es gibt aq, as €
Ok und by, by € Ok, sodass I = Za, + Zas = Zb, + Zb, gilt, so gibt es

nach Lemma 3.4.5 eine Matrix A mit det A = £+1 und (Zl) =A (Zl).
2 2
Hat A die Darstellung
_ (e f
4= (9 h>

so gilt fa,a(ex + gy, fx 4+ hy) = fo,0,(x,y), also dass die zugehorigen
quadratischen Formen &quivalent sind.

Wie sich leicht nachrechnen lésst gilt feq,ca, = faya,- Da aber zwei Ideale
I und J genau dann #dquivalent sind, wenn es Elemente (¢, d) # (0,0)
aus O gibt, sodass cI = dJ gilt, folgt daraus unmittelbar, dass auch
fr dquivalent zu f; ist.

Ist nun f,, 4, dquivalent zu f,s,, so gibt es nach Definition eine Matrix
A € 722 mit det A = £1, s0dass fy,0,(,Y) = fayar (An1z+ A1y, Asyz+
Agy) gilt. Lost man nun die Gleichung fp5,(1,Y) = 0 so erhélt man
auf der einen Seite —b; /by und —b; /by und auf der anderen

_CL1A11 + as Ay and — a1 A1 + G2As
a1 A9 + ag Ao a1 A1 + g Ag

Wiirde

by a1An +aAs An(ay/ag) 4+ Ag

by 1A+ asAsn  Aplar/as) + Ax

gelten, wiirde b; /by in der oberen komplexen Halbebene liegen, im Wi-
derspruch zu der Ordnung von by, by. Also muss

by _ ar Ay + agAs

by a1Aip + azAs

sein und mit einem geeignet gewéahlten t € K gilt dann
b1 = t(CLlAH + CLQA21>, b2 = t(a1A12 + CLQAQQ).

Aus Lemma 3.4.5 folgt, dass ¢; = a1 A1 +asAs und co = a1 Ao +asAgg
ebenfalls eine Basis, des zu aq, as gehorigen Ideals bilden. Schreibt man
nun t = U/V mit U,V € Ok, so gilt Vb, = U¢; (i = 1,2) und daraus
folgt, dass die zu f,,4, und fp5, gehorigen Ideale dquivalent sind.
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(iii) Um zu zeigen, dass es eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der
Klassen quadratischer Formen und der Idealklassengruppe gibt, reicht
es aus zu zeigen, dass jede quadratische Form mittels f,,,, dargestellt
werden kann. Dazu betrachtet man eine beliebige quadratische Form
f(z,y) = Az?> + Bry + Cy?* mit A > 0, B > 0, B> — 4AC = d und
A, B, C € Z. Nun setzt man a; := B — v/d und ay := 2C somit
sind a; und ay Elemente von Ok und man kann ein Ideal I mittels [ :=
a1Z+ asZ definieren. Zunéchst soll gezeigt werden, dass die durch aq, as
definierte Form f, ,, mit der urspriinglichen iibereinstimmt. Ahnlich
wie in (i) gilt mit Lemma 3.4.4 und Lemma 3.4.3 fiir die Norm von [/

A((I,l, Clz) . |a162 — 51a2| . (B — \/C_l>2c - (B + \/6_1)20 B
vda o Vd o Vd B

Hiermit kann man leicht N(a;)/N(I) berechnen:

N(I) = AC

N(al)_B2—d_4AC_A
N(I)  4C 40

B und C lassen sich analog iiberpriifen. Nun muss nur noch gezeigt
werden, dass das oben definierte I ein Ideal von Oy ist. I ist klarerweise
ein Unterring, da a? = B? — 2Bvd + d = 2Ba, — 2Aay, a = 2Cay und
aras = 2Cay; wieder in I liegen. Nun unterscheidet man zwei Félle:
Zuerst soll d = 4m mit m = 2,3 (4) sein. Daraus folgt, dass B =0 (2)
und Oy = Z + (v/d/2)Z ist. Fiir ein beliebiges Element s = e + fv/d/2
aus O gilt nun sa; = (e — fB/2)a; + Afas € I und say = (e +
fB/2)ay + fCay € I. Analog behandelt man den Fall d =1 (4).

Satz 3.4.3 Sei d < 0 Diskriminante eines imagindr quadratischen Kdrpers,
dann qilt:

WQ(Vd)) = h(d) (3.25)

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 3.4.2.
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Der folgende Satz liefert einen weiteren Zusammenhang zwischen quadrati-
schen Formen und quadratischen Zahlkorpern, einen Beweis findet man zum
Beispiel in [7].

Satz 3.4.4 Seil = Za1+Zas und X die Idealklasse von H(K), die I enthilt,
dann gilt

{faraa(@, )|z, y € Z} = {N(J)|J € X'}

und 1
XN = = — 1
[{J € X [N(J) = m}| @ > ,
{Iyylfalag (I,y):m}
wobei
6 fird= -3
e(d)=<4 fird=—4
2  sonst

ist. (e(d) ist die Anzahl der Einheitswurzeln in K)

3.5 Imaginir quadratische Zahlkorper

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass es fiir imaginir quadratische Zahlkorper,
das heifit fiir solche mit negativer Diskriminante, nur neun Diskriminanten
gibt, fiir die die Klassenzahl eins ist. Der hier gefiihrte Beweis geht auf ei-
ne von A. Baker 1966 gefundene Methode zuriick, die es prinzipiell erlaubt
eine obere Schranke fiir den Betrag der moglichen zehnten Diskriminante
anzugeben. Konkret fiir das Klassenzahlenproblem umgesetzt wurde dieser
Ansatz 1969 von P. Bundschuh und P. Hock, sprich kurz nachdem Stark die
Nichtexistenz einer zehnten Diskriminante erstmals bewiesen hatte. Da diese
Methode nur eine obere Schranke liefert benétigt man fiir den vollstédndigen
Beweis noch die von Stark gefundene untere Schranke |d| > 2.2-107, die hier
nicht gezeigt werden soll.

Satz 3.5.1 Sei dx = d < 0 Diskriminante eines imagindr quadratischen
Zahlkérpers, dann ist die Klassenzahl h(d) = 1 dann und nur dann, wenn
de{-3,—4,—-7,-8,—11,—19,—43, —67, —163}.

Satz 3.5.2 Seid < 0 Diskriminante eines imagindr quadratischen Zahlkérpers
und h(d) = 1, dann gilt |d| < 1079,
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Beweis: Zunéchst bendtigt man die folgenden Lemmata.

Lemma 3.5.1 —d ist stets Potenz einer Primzahl.

Den Beweis dieses Lemmas findet man zum Beipiel in [7].

Lemma 3.5.2 Sei d < 0 wie oben und h(d) = 1, dann gilt entweder d =
—4, —7,—8 oder —d ist eine Primzahl kongruent zu 3 mod 8.

Beweis: Da —d stets Potenz einer Primzahl ist, kann —d nur 4,8 oder eine
Primzahl sein. Nach Satz 3.1.1 mussd = 1 (4) oder d = 4m, m = 2,3 (4) sein
und es bleiben nur noch die Fille —d = 7 (8) und —d = 3 (8) zu betrachten.
Nun soll erstere Moglichkeit fiir —d # 7 ausgeschlossen werden.

Fiir den Fall —d =7 (8) , —d # 7, kann man —d durch 8k +7 , kK # 0
darstellen. Daraus folgt, dass (1 — d)/4 eine gerade ganze Zahl # 2 ist und
somit, dass es als Produkt ac geschrieben werden kann, mit a,c¢ > 1. Um
nun zu einem Widerspruch zu gelangen, betrachtet man die Form f(z,y) =
ax® + xy + cy? deren Diskriminante d ist und zeigt, dass sie nicht dquivalent
zu g(z,y) = 22+ ((1—d)/4)y? ist. Da bei dquivalenten Formen jeder Wert der
von g(x,y) angenommen wird, auch von f(z,y) angenommen werden muss,
reicht es aus zu bestétigen, dass es kein ganzzahliges Paar (x,y) gibt, sodass
f(z,y) =1=g(1,0) ist.

Fiir ganzzahliges x # 0 gilt f(2,0) = az? # 1, da a # 1, analog fiir
x =0,y # 0. Ist nun (z,y) # (0,0), so erhdlt man wegen 8a < 4ac=1—d

die Ungleichung
—dy? —2d

> —— > 1.
da — 1—d ”

flz,y) >

Definition 3.5.1 Die Gammafunktion I'(x) wird definiert als
[(x) :/ e "t , x> 0.
0

Die Betafunktion B(x) wird definiert als

1
B(x,y):/ 71 —t)v .
0
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Lemma 3.5.3 Sei d < 0, |d| > 163 Diskriminante eines quadratischen
Zahlkérpers, h(d) = 1 und p = 1mod 4 eine Primzahl, die kein Teiler
von d ist, weiters sollen X,(m) = (m/p) das Legendre, X (n) = (d/n) das
Kroneckersymbol und Q(x,y) = 2* + zy + ((1 — d)/4)y* eine quadratische
Form mit Diskriminante d bezeichnen, dann gilt fir R(s) > 1

L(s,X,)L(s, XX,)

—2s ’d| 1/2 °
— -2+ (1) (3.26)
(s—1
Rt (s 1)+ Ry ()
mit
1/2y 1-2s p—1 -
By =1 (15) 30 @) e .
m=0 k#0
und

00 led‘l/z
Jo(N, s) :/ e (1 + u?)~*du.

Beweis: Fiir ®(s) > 1 konvergiert L(s, x) absolut und daher gilt

oo o0

L(s, X,)L(s, XX,) = ) Y Xp(n) X (m) X, (m) (mn)~*

ryr? Z X(9)

1 S|r
Wegen h(d) = 1 erhélt man aus Lemma 3.2.4 und Satz 3.4.4

No(r)
> () - o)

d|r

3
I
_
3
I
A

WE

r

wobei Ng(r) die Anzahl der Darstellungen von r durch ) bezeichnet. Somit
ergibt sich

L(s, X,)L(s, X X,,) ZNQ
3 o ZZ T
:Sl+52.
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Aus dem ersten Summanden erhélt man nun den ersten Term in (3.19) mittels

1 Xp(Q(x,0)) 1 X, (2?)
5;0 Q(z,0)s 5;; 28

Betrachtet man jetzt Sy so erhélt man

s,=) y el

y=1 r=—00 y=1 m=0

p—1 o]
1

Xp(Q(m,y)) Z m,

mit der Poissonschen Summenformel, siche etwa (3], ergibt sich

ZQp:c—l—my - Z/ Q(pt +m,y)e 2" dt

r=—00 k=—00

und somit gilt insgesamt

Sy = Z X,(Q(m,y)) Z/ Q(pt +m,y)e ™k q.

p—1
y=1 m=0 k=—o00

Da Q(z,y) = (z +y/2)? + |d|y*/4 erhiilt man, setzt man im Integral m +
pt+y/2 = |d|'yu/2

/ Q(pt +m,y)e " Mdt =

2p —o
1/2 1-2s . /
_ (i y/ 2) ¢ () / mky‘dlgzu(uu?)“du

Daher ergibt sich fiir Sy

5, - i -2 ZX

) e 1/2
2mik Y 2‘rrz \d|
3 (m+%) / o
—00

k=—o00

(14 u?) " du
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Setzt man nun z = ky so folgt

(‘d’1/2/2)1_28 o0 iz /oo _mz‘dllﬂu .
Sy = ——"—" e 2r e v 2 Y1+ u) du
=) (

Z=—00

2mimz
E yl 232 X 6 Py
ylz
y>0

Betrachtet man in Sy den Term bei z = 0 erhédlt man

%) —1
(ldI'2/2)' > SN
1+’LL2 szyl ? ZXP <m7y))
=1 m=0

p - -

und da aus den Eigenschaften der Gamma- und Betafunktion

/°° du V(s — %)
oo (T u?)® ['(s)

folgt, gilt fiir diesen Term

gy Tl Zyl QSZX

p

Um nun (3.26) vollstandig zu beweisen, geniigt es

p—1

i TR X(@ = (P - 1)¢(2s - 1)
=1

m=0

zu zeigen, da R, (s) sdmtliche Terme aus S, fiir & # 0 enthélt. Aus Satz 3.2.8,
Satz 3.2.9 und den Rechenregeln fiir das Legendresymbol folgt

2m]cz(my)
X,(Q(m, WZX
somit ist
p—1 p—1 ) ;
e 1— 2
X,(Q(m.y ”2ZX o5 (mtmyt 57)
m=0 m=0

Setzt man nun M = (p + 1)/2 so gilt

Q(m,y) = (m + My)? + |d|M?y* mod p,
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daraus erhélt man folgende Gleichheit

iS]

—
bS]
—

.. 2 2 P )
2 1—d 2) 2mij|d|M*“y 2mign
m m — B —
( Tyt =y = e P e r

2mig
e P

-0
Mit Satz 3.2.8 und Satz 3.2.9 erhélt man fiir p 1 j

3
3
g

p—1

2rijn? p1 T 2mija
Ze P :1+Z(1+<—>)e »
n=0 r=1 p
& (m) 2mije
:Z Zle s
r=1 p

()

Dap=1 (4) gilt nach Satz 3.2.4

A

somit folgt
pfl p*]. ]
. 2mi 2,25
Z Xp(Q(ma ?/)) = Xp(]) (_> e p (dIMPy2)]
m=0

_ eZ;ri(|d|M2y2)j _ P — 1 faHS p‘y
-1 falls pty

Schliefllich erhalt man

Dy X @Qmay)) =) (p— Dy =) gt
y=1 m=0 ply

ply
y>0 y>0

=> plpn)"* = ((2s - 1)

= (P - 1)C(2s — 1)

Lemma 3.5.4 FEs gelten die Voraussetzungen des vorhergehenden Lemmas,
dann folgt fir |d| > 163 und p < 13

7r\d|1/2

IR,(1)] < 23)d] 2%
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Beweis: Aus der Definition von R,(s) folgt

oo p—1

By (1 |d|1/2zz Z S )JZ(ky’ 1)

y=1 m=0 | k#£0

Integriert man die Funktion e'4#(1+ 22)~! iiber den oberen Rand des Kreises
|z2] = R im Fall A > 0 und iiber den unteren im Fall A < 0, so erhélt man
fir Jo(ky, 1)

J2<ky7 1) = ﬂ-q‘ky|7

—mld|*/2p~1

wobei q als g =€ < 1 definiert wird, hieraus ergibt sich

p—1 oo o0

pldll/ZZZquy_‘lﬁldl 1/2261 1—g)"

m=0 y=1 k=1
< Axld|"q(1 - q) 2.

|[Rp(1)

Da die Ungleichung
(1—q)2 < (1+prd[71/?)?

gilt und p < 13 und |d|'/? > 12 sind, erhilt man insgesamt

13)°
R,(1) < 4rl|d|"/? (1 + E)

Definition 3.5.2 Unter der Hohe H(a) einer algebraischen Zahl a versteht
man das Mazximum der Absolutbetrige der Koeffizien des Minimalpolynoms
f(z) von a mit ganzzahligen Koeffizienten.

Satz 3.5.3 (Die Methode von Baker) Seienai,...,a, € Q, a; >0, i=
1,...,n,
L(Xy,...,X,) = Xlogay + -+ + X, log ay,

und Ay, ..., A, Zahlen mit A; > 4 mit
H(aj) <A, fir j=1,2,....n

dann folgt fir xy,...,x,, wenn |z;| < M | i =1,...,n fir ein M > 4 gilt,
dass entweder
L(ﬂfl,...,xn) =0
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oder
|L(z1,...,2,)] > o~ CD(log D')(log M)

)

wober C' eine Konstante ist, die nur von n abhdngt, man kinnte zum Beispiel
C = (16n)* wihlen, D = (log Ay) - (log A,,) und D' = D/log A,,. Sind
aufferdem die aq,...,a, und die x1,...,x, algebraisch, dann folgt etweder

L(.fCl,...,xn):O

oder
|L(x1,...,2,)| > ¢—C1D(log D)(log D')(log M)

wobei D, D' wie oben gewdihlt werden und Cy = (16dn)?°", wobei d der Grad
des von ay,...,Qn,T1,...,x, erzeugten Feldes ist.

Nun kann Satz 3.5.2 bewiesen werden. Lésst man zunéchst in (3.26) s
gegen 1 konvergieren, so erhélt man

72 lo
L(1, X)L X X,) = % (1= p7) 4 20ld] 2220 4 Ry (1),
Setzt man in dieser Gleichung p = 5 und mulitpliziert sie mit 1 — 1372 = %
und anschlieflend p = 13 und multiplieziert mit 1 — 572 = %, so erhélt man

nach Subtraktion der beiden enstandenen Gleichungen

168 24
@L(l,X5)L(1,XX5) — 2—5L(1,X13)L(1,XX13)

168 24 168 24 :

orld] ™2 [ =——1ogh — —log13 | = — R5(1) — — Ry3(1

+ 2m|d| (845 085 — o= log Tao (1) = 5e Bus(l)

Unter der Verwendung von Lemma 3.2.13 erhélt man nach kurzer Rechnung

log a2 145
LL,X5) = 2% it a= V5
V5 2
und )
lo 3+ V13
L(1, X13) = &b t g= .

Aus der Dirichletschen Klassenzahlformel folgt
h(5d)m

V/5ld]

L(1, X X5) =
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und
h(13d)m

V13[d|’

L(1,XX3) =

es resultiert also insgesamt

840h(5d) log o — 312h(13d) log 3 + 16801og 5 — 624 log 13
V]d
= #(420035(1) — 4056 R13(1)).

Wegen Satz 3.4.1 gelten die Ungleichungen

und

und man kann die linke Seite der letzten Gleichung in der Form
L = zloga+ x9log B+ loga

schreiben, wobei z; < 2800|d| , i = 1,2 und a = 5'%°137624 gilt. Der Grad
des von a,  und a erzeugten Korpers betriagt 4, H(a) = 1, H() = 3 und
H(a) = max (51080 13%24) < 2™ AuBerdem ist L # 0, da sonst

a0 =1

gelten wiirde, was jedoch unmoglich ist, da sonst %2 in dem Korper @(\/5)
liegen miifite. Man kann also Satz 3.5.3 mit A; = Ay = 4, A3 = ™ () =
192600 < 3155 N[ = 2800|d|, D = log®4 - 2704 < 5197 und D’ = log?4 < 2
anwenden und erhélt fiir |d| > 10%5%

L] > e T logld],

Andererseits liefert Lemma 3.5.4 die Abschéatzung

4225 23 —=Vd 23 —=/Idl
|L| < |d|—< e Vs 4+ e Vi3 >
T

Vdl Vidl

_ =/1dl
§612 e

und somit

7 Jog dl > ——/|d[ — 12 > 0.87\/|d
g | |_\/ﬁ |d| > |d|

woraus |d| < €53%2 < 102™ folgt.

95



4 Berechnung der Fundamentaleneinheit in
Quadratischen Zahlkorpern

Wie das letzte Kapitel gezeigt hat, ist das Klassenzahlproblem fiir quadrati-
sche Zahlkorper mit negativer Diskriminante gelost. Besitzt der Zahlkorper
jedoch eine positive Diskriminante gestaltet sich die Lage schwieriger, da in
diesem Fall die Klassenzahl nicht von der Anzahl der Einheiten, sondern von
der fundamentalen Einheit abhéngt. Ziel dieses Kapitels ist es daher einfache
Algorithmen zu entwickeln, die ihre Berechnung ermoglichen.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Einheitengruppe eines
algebraischen Zahlkorpers.

Satz 4.1 (Dirichletscher Einheitensatz) Sei Uk die Einheitengruppe und
n = ry + 2ry der Erweiterungsgrad von K, wobei r1 beziehungsweise ro die
Anzahl der reellen beziehungsweise komplexen Einbettungen von K in C sind,
dann existieren fundamentale Einheiten €1, ..., €, mit r =1y +1ry — 1, sodass
jedes € € Ug mattels

G

dargestellt werden kann, wobei ny,...,n, € Z und ¢ eine Einheitswurzel in
Ok ist, oder anders formuliert, ist Wi die aus den Einheitswurzeln beste-
hende Untergruppe von Uk, dann gilt

UKEWKXZT.

Folgerung 4.0.1 Sei K = Q(\/d) ein reell quadratischer Zahlkérper, dann
gilt Ux ~ ZJ27 X 7, das heifit es gibt eine fundamentale Finheit ¢ € Uk,
sodass U = {£e* : k € Z}.

Beweis:Da K C R sind {1} die einzigen Einheitswurzeln in K, das heifit
Wx = {£1}. Da es r; = 2 reelle und 2ry = 0 complexe Einbettungen von
K in C gibt, folgt somit aus dem Dirichletschen Einheitensatz, dass Ug ~

Wy X 7~ 727 X 7.

Da mit € auch —e¢, ¢! und —e~! fundamentale Einheiten sind, setzt man

€ > 1 fest und spricht fortan von der fundamentalen Einheit.
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Mit Hilfe dieser Darstellung der Einheitengruppe eines algebraischen Zahlkorpers
ist es leicht das folgende Lemma zu beweisen, das besagt, dass die sogenannte
Pellsche Gleichung unendlich viele Losungen besitzt. Ein interessantes histo-
risches Detail zu dieser Gleichung ist, dass sie ihren Namen vielleicht zu
unrecht erhalten hat. Manche Historiker bezweifeln, dass Pell einen wesentli-
chen Beitrag zu ihrer Losung lieferte. Fest steht jedenfalls, dass erst Lagrange
die vollsténdige Losung des Problems gelang.

Lemma 4.1 Die Gleichung
2 —dy? =1

[Pellsche Gleichung] hat fir d = 2,3 mod 4 unendlich viele ganzzahlige
Losungen und die Gleichung

2 —dy? =4

hat fir d =1 mod 4 unendlich viele ganzzahlige Losungen.

Beweis:Sei d = 2,3 mod 4, dann gilt O = Z+ZVd. Ist a = a+bVd € Uz,
dann folgt
Ni(a) = (a + bVd)(a — bVd) = a® — db? = 1,

das heift jedes o = a + bv/d € U lieferte eine Losung (a,b) € Z? der
Gleichung z? — dy*> = 1 und da U =~ Z gibt es unendlich viele solcher
Losungen.

Ist nun d =1 mod 4, dann gilt

bvd
OK:{#:Q,Z)EZ, a=b mon}.

Da Ng(a) = (a® — db?)/4 fiir a = (a + bV/d)/2 € U} folgt a® — db* = 4 fiir
unendlich viele Paare (a,b) € Z2.

Der folgende Satz liefert prinzipiell die Méglichkeit die fundamentale Ein-
heit eines algebraischen Zahlkorpers zu berechnen. Dieser Ansatz ist jedoch
nicht sehr praktikabel, da es das Problem auf das finden einer kleinsten posi-
tiven ganzen Zahl b, sodass db® & 1 beziehungsweise db® &+ 4 ein Quadrat ist,
zuriickfiihrt.
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Satz 4.2 (i) Seid = 2,3 mod 4 und b die kleinste, positive ganze Zahl,
sodass db* £+ 1 ein Quadrat ist, dann folgt, wenn db*+1 = a® mit a > 0,
dass a + bv/d die fundamentale Einheit von Q(V/d) ist.

(11) Seid=1 mod 4 und b die kleinste, positive ganze Zahl, sodass db® & 4
ein Quadrat ist, dann folgt, wenn db* £ 4 = a®> mit a > 0, dass (a +
bd)/2 die fundamentale Einheit von Q(v/d) ist.

Bewes:

(i) Da db®> £ 1 = a? gilt Ng(a + bv/d) = £1 und somit a + bv/d € Ug.
AuBerdem folgt aus a,b > 0, dass a + bv/d > 1 und daher a + bv/d = €*
mit k > 1, wobei € die fundamentale Einheit von Q(v/d) darstellt. Ist
nun & > 1 so schreibt man ¢ = a + #vd mit «, 8 > 0 und erhilt
a+bvVd = (o + BVd)*, woraus a < a und B < b folgt. Es gilt aber
auch df% £1 = o2, im Widerspruch zur Minimalitét von b, daher muss
a 4 bV/d die fundamentale Einheit sein.

(ii) Der Beweis erfolg analog zu (i)

Eine weit effizientere Methode zur Berechnung der fundamentalen Einheit
eines quadratischen Zahlkorpers K = Q(\/E) lasst sich mittels Kettenbruch-
entwicklungen von v/d ermitteln.

Definition 4.1 1. Unter einem endlichen Kettenbruch versteht man einen
Ausdruck der Form

ag +

ay +
! 1

a _|_..._|_—
2 an_l—l—i

mit ag,...,a, € R und a; > 0 fir 1 < ¢ < n. Zur Vereinfachung

wird im folgenden die Notation l|ag,...,ay,] fir den obigen Ausdruck
verwendet.

2. Liegen ag, . ..,a, in Z so nennt man lag,...,a,] einen einfachen Ket-
tenbruch.

3. Der Kettenbruch Cy, = [ag, .. .,ax], 0 < k < n wird als der k-te Ndihe-
rungsbruch von |ag, ..., a,| bezeichnet.
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Offensichtlich representiert jeder einfache, endliche Kettenbruch eine ratio-
nale Zahl, umgekehrt kann man mittels des Euklidschen Algorithmus zeigen,
dass sich jede rationale Zahl als einfacher, endlicher Kettenbruch entwickeln
lésst.

Die folgenden Lemmata liefern einige Eigenschaften von Kettenbriichen.

Lemma 4.2 Sei [ag, a4, ...,a,| ein Kettenbruch, definiert man po,...,py
und qo, - .., q, folgendermaflen rekursiv

bo = ao

p1 = apar +1

Pk = QkPk—1+ Pr—2
und

@ = 1

qgq = a

qr = arqr—1 + qr—2,

dann ist Cy = py/qr der k-te Néiherungsbruch.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach k: Fiir k = 0 gilt
Y
OO = [ao] = 7
4o
und fiir £k =1
1 1
012[6107@1]:@04'—:M=&-
ay ai 41

Sei nun die Aussage fiir £ = n bewiesen, dann folgt fiir k =n + 1

Cpi1 = [GO, R 7an+1]

o]
= |ag,...,a, +
An+1

Gn+1

(an + ;> Pn—1 + Pn—2

(an + ! ) Gn-1 + Gn—2

ant1
41 (AnPr—1 + Pn—2) + Pn—1
g1 (AnPr—1 + qn—2) + Gn—1
(p+1Pn + Pn—1  Pntl
Uni1Gn + Qo1 Goi1
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Lemma 4.3 Sei [ag, ay,...,a,] ein Kettenbruch und Cy, = py/qx sein k-ter
Néiherungsbruch, dann gelten folgende Figenschaften.

(i)

PrQr1 — Peaqe = (=11 fir k>1

(i)

(=)t
Cp—Cyy = fir 1<k<n
drqr—1
(iii)
_1\k
G Oy = BV e k<
rdr—2
(iv)
Cl>03>05>"'
CO<CQ<C4<“'

(v) Jeder ungerade Niherungsbruch Cajiq, j > 0 ist grofSer als jeder gerade
Ndaherungsbruch Co, k > 0.

Beweis:

(i) Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach k. Zunéchst gilt fir £ =1
P1go — Poq1 = apar + 1 — apay =1
sei nun die Aussage bereist fiir £ = n bewiesen, dann folgt fiir k = n+1

Pn+19n — Pnn+1 = (anJrlpn + pnfl)Qn - pn<an+1Qn + anl)
= Pn—19n — PnQn—1
= (-1t = -y

(ii) Nach (i) gilt
Pri—1 — qrpre—1 = (—1)" 7,

dividiert man nun diese Gleichung durch ¢rqi_; so erhélt man das
gewiinschte Ergebnis.
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(iii)
P Pk— Prqr—2 — Pk—24k
Cp— oy =Dk k=2 _ 2 2
qk k-2 qrqKk—2

Da aber

PreQi—2 — Ph—2k = (QxPr—1 + Pk—2)qr—2 — Pr—2(Arqr—1 + qu—2)
= ap(Pr-1Gr—2 — Pr—2qr—1) = a(—1)F 2
gilt, folgt das Gewiinschte.
(iv) Wegen (iii) gilt
—1)*
Cp — Crg = M,
qkqk—2
somit ist C), < Cj_s fiir k ungerade und Cj > Cj_, fiir k gerade.

(v) Wegen (ii) gilt

1 2m—1
CQm - C’2m—1 = ( ) < 07
q2mq2m—1
daraus folgt
Com—1 > Cop

und somit gilt mit (iv)

Cor < Coiisrtn) < Copipryrr < Cojpa.

Lemma 4.4 Sei {a;}i>¢ eine Folge ganzer Zahlen mit a; > 0 firi > 1 und
sei Cy = lag, - . ., ax], dann konvergiert die Folge {Cy}.

Beweis: Nach Lemma 4.3 (iv) gilt
Cl>03>05>"'

und auBerdem ist Cy;+1 > ag somit ist die {Caj41};>0 fallend und nach unten
beschréankt und somit konvergent gegen ein «;. Andererseits gilt

CO<CQ<C4<“‘
und Cy; < Copyq fiir jedes £ > 0 und jedes j > 0, somit im speziellen

Cy; < Ch fiir alle j. Es ist also die Folge {C5;}7 > 0 wachsend und nach oben
beschrénkt und daher konvergent gegen ein as.
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Nun mufl nur noch a; = ay gezeigt werden. Da a; > 1, qo,q1 > 1 a3t
sich leicht mittels Induktion nach k zeigen, dass

Qk = Q-1 + qr—1 = 2k — 3

gilt. Mit dieser Tatsach und Lemma 4.3 (ii) folgt

1
Cyjy1 — Cyy = < : — 0 fiir j— oco.
a T qoyqe — (45— 1)(45 - 3)
Daher konvergieren beide Folgen gegen den selben Grenzwert o = oy =
und es gilt insgesamt

lim C; = a.
Jj—0o0

Bisher wurde gezeigt, dass sich jede rationale Zahl als Kettenbruch ent-
wickeln lasst, das folgende Lemma zeigt, dass es auch fiir jede irrationale
Zahl eine Darstellung mittels Kettenbruch gibt.

Lemma 4.5 Sei o = oy > 0 eine irrationale Zahl und definiert man die
Folge {a;}i>o folgendermafle rekursiv

1

ak_a/k7

ap = [Oék], Q1 =

dann ist [ag, aq, . ..| eine Darstellung von « als einfacher Kettenbruch.

Beweis: Wie man leicht mittels Induktion nachweisen kann, ist jedes «y irra-
tional, somit ist ag,; > 1 und daher axy; > 1, daraus folgt, dass [ag, a1, .. .]
ein einfacher Kettenbruch ist. Auflerdem gilt

a:aoz[a0]+(a0—[ao]):ao+ail

== [CL(), 011] = [ao, az, Ozg] == [a(), A1y ..., Ay, A1
fiir alle k. Wegen Lemma 4.2 erhélt man

o — Qk+1DPk + Pk—1
Ok+1qk + Qk—1
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sodass

Qg+1Pk T Pk—1 Dk
Opt1qk + Q-1 qk
—(kak—l - pk—le)

(Qrg1Gr + Qe—1)qr
1

(Okt1qK + Qk—1)qk

L1 .
— —_—
qr ~ (2k —3)?

|Oé—Ck| =

fiir K — oo und somit folgt

a = lim Cy = [ag, ay,...].
k—o0

Es besitzt also jede irrationale Zahl eine Darstellung als einfacher Ketten-
brch und, wie sich leicht zeigen lésst, ist diese auch eindeutig. Somit kann
jede reelle Zahl durch einen einfachen Kettenbruch ausgedriick werden, daher
wird im Folgenden das Wort einfach weggelassen werden und nur noch von
der Kettenbruchentwicklung beziehungsweise dem Kettenbruch einer reellen
Zahl gesprochen werden.

Der folgende Satz beschreibt einige Eigenschaften von Kettenbriiche irra-
tionaler Zahlen.

Satz 4.3 (i) Sei a eine irrationale Zahl und seien C; = p;/q;, 7 € N die
Naiherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von «, qibt es zwei ganze
Zahlen v und s mit s > 0 und eine positive ganze Zahl k sodass

|sa — 7| < |gra — py
gilt, dann folgt s > qpy1.

(i) Sei a eine irrationale Zahl und r/s mit (r,s) =1, s > 0 eine rationale
Zahl, sodass

1
o —1r/s] < —

252
gilt, dann ist r/s ein Niherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von
a.
Beweis:
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(i) Angenommen es gelte 1 < s < ggi1:
Fiir jedes £ > 0 betrachtet man das lineare Gleichungssystem

PkT + Prr1y = T
kT + qp1y = S,

mittels Gauflelimination ergibt sich

(Pr+1@k — PrQr+1)y = Tqu — SDk
(PrQe+1 — Pe41Qk)T = TQkg1 — SDkt1-

Nach Lemma 4.3 (i) gilt pri1gr — prqes1 = (—1)* und somit ergibt sich
als einzige Losung zu dem obigen Gleichungssystem

r = (=1)"(sper1 — i)
= (—1)"‘(qu — Spk)-
Ziel ist es nun zu zeigen, dass x und y beide ungleich Null sind und
entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Angenommen x = 0, dann folgt

T Dk+1

S qr+1

und da wegen Lemma 4.3 (i) (pr+1, qx+1) = 1 gilt, muB gx41|s und somit
Grr1 < s im Widerspruch zu der Annahme 1 < s < qgy1.

Sei nun y = 0, dann ist r = pix und s = gxx. Daraus folgt
|sa —r| = |2|lgre — pr| > |quer — pil

im Widerspruch zur Annahme.

Ist nun y < 0, so folgt, da gz = s — gr41y und ¢; > 0 fiir alle j > 0,
x > 0, ist andererseits y > 0, dann gilt wegen qr 1y > qri1 > S,
@GT =S — Q1Y < 0 und somit x < 0.

Aus Lemma 4.3 folgt, dass fiir gerades k

k k+1
Pk o < PEt

qk qr+1

und fiir ungerades k

k+1 k
Pet1 < Pk

Qr+1 gk
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gilt. In beiden Féllen haben gra — pr und gri1c — pry1 unterschiedliche
Vorzeichen und somit ist das Vorzeichen von z(grar — pi) und y(qpy1o —
Pr+1) gleich. Insgesamt folgt

s — 7| = [(qrr + qera1y)a — (kT + Priay)
= |z(gra — pr) + y(@rr10 — pra)|
> [z|lqgree — pr| + [yllgr1ce — Pra
> |z|lgra — pi| > lgrae — pi|

wiederum im Widerspruch zur Annahme.

Angenommen r/s ist kein Naherungsbruch der Kettenbruchentwicklung
von «, das heifit es gibt kein n, sodass r/s = p,/q, gilt. Sei nun k die
grofite nichtnegative ganze Zahl mit s > g, ein solches £ muf} es geben,
da s> qgy=1und g — oo fiir £ — oo, dann gilt ¢x < s < g1 und
wegen (i) folgt daraus

1
lgra — pr| < |sa —r| =sla—r/s| < %

und somit )
'a _me| o L
P 25qy

Da r/s # pr/qk, folgt |spr — rqx| > 1. Daraus erhilt man

1 |spe — 7|

— <
54k 54k
_ P T
kS
= @—C—’—(X—OZ
xS
<2+
dx s
- 1 . 1
2sq, 282
und das impliziert
1 - 1
2sq, 282

und somit ¢ > s im Widerspruch zur Annahme.
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Lemma 4.6 Sei d eine positive ganze Zahl, kein perfekts Quadrat, dann ist
x/y, x,y > 0 € Z ein Niherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von Vi,
wenn |z% — dy?| < Vd gilt.

Beweis: Angenommen 0 < 22 — dy? < v/d, dann folgt
(z 4+ yVd)(z — yVd) > 0

und somit

x> yvd.

Insgesamt erhilt man
‘f _el_ e g_woyvd
Y Y Y
B x? — dy? - % — dy? - 1
ye+yvd) y2yvd) 27
Daher kann Satz 4.3 (ii) angewendet werden und somit ist x/y ein Néhe-

rungsbruch der Kettenbruchentwicklung von v/d.
Ist nun —V/d < 22 — dy? < 0, dann gilt

0<y?— le < S
und daher
Yy >

Sk

Hieraus ergibt sich

_y—x/Vd
N x
y? —2%/d _ y* —x?/d 1

eV 2VE

y
x

Sl-

Deswegen ist y/z ein Naherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von 1/+/d.

Ist nun « eine irrationale Zahl mit Kettenbruchentwicklung [ag, as, . . ],
dann folgt 1/a = [0, ag, ay, ...}, daher ist der k + 1-te N#herungsbruch von
1/a der Kehrwert des k-ten Naherungsbruches von « fiir alle k. Daraus folgt,
dass x/y ein N#herungsbruch von Vd ist.
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[rrationale Zahlen haben immer unendliche Kettenbruchentwicklungen. Es
gibt allerdings unter ihnen solche, die eine periodische Entwicklung besitzen.
Ziel der nachsten beiden Lemmata ist es, zu zeigen, dass alle irrationalen Zah-
len mit quadratischem Minimalpolynom in solche Kettenbriiche entwickelt
werden kénnen.

Definition 4.2 FEin Kettenbruch heifit periodisch mit Periode k, wenn es
einen Index N ¢ibt, sodass a, = a,.y fir alle n > N gilt. Fin solcher Ket-
tenbruch wird in der Form [aq,...,an_1,0N, N1, -5 GN1h_1] geschrieben.

Lemma 4.7 Sei o eine irrationale Zahl mit Minimalpolynom vom Grad 2
iiber Q, dann gibt es ganze Zahlen Py, Qo und d mit Qo|(d — P?) sodass

o — Py + Vd
Qo
Definiert man weiters
o — P+ Vd
k Qk )
ap = [ak]a
Py = axQr — B,
d — P?
Qry1 = ﬁ>
dann ist [ag, aq, as, . .. die Kettenbruchentwicklung von «.

Beweis: Da « irrational mit quadratischem Minimalpolynom ist, gibt es ganze
Zahlen a, b, e, f, e, f > 0, e kein perfektes Quadrat, sodass

_a+by/e af++/eb?f?

f f?
gilt und klarerweise f?|(a?f? — eb®f?). Man kann also Py = af, Qo = f*
und d = eb?f? setzen. Da d kein perfektes Quadrat ist, gilt Q, # 0 fiir

alle £ und somit ist die Folge wohldefiniert. Um zu zeigen, dass |ag, a1, . . .]
die Kettenbruchentwicklung von « ist geniigt es wegen Lemma 4.5 aj1 =
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1/(ay — ag) nachzuweisen:

Pe+vd
o

_ Vd— (aQr, — Py

a Qrk

~ Vd— P

 Qw

_ d-P,
Qr(Vd + Pyr)

Qg

- Vd+ P
1

41

Qp — A = ag

Lemma 4.8 Sei «a eine irrationale Zahl mit quadratischem Minimalpoly-
nom, dann hat o eine periodische Kettenbruchentwicklung.

Beweis: Nach Lemma 4.7 kann man « in der Form

o — Py+Vd
Qo
mit Qo|(P¢ — d) schreiben und mittels
o — P, + Vd
k Qk )
a = [ak]a
Pep = ayQp — Py,
d— P13+1

rekursiv die Kettenbruchzerlegung von o bestimmen.
Nach Lemma 4.2 gilt nun

o = QP + Dk—2
OkQr—1 + Qr—2
und wenn o’ die Konjungierte von « iiber Q bezeichnet, folgt
of = QPe=t + Doz
Q-1 + Qu—2
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Hieraus erhélt man durch Umformungen

o — _ Qk—2 (O/ - Ck—2)
F k-1 \ o/ — Cy1

Da Cj_1,Ci_o — « fiir k — oo ergibt sich daraus

O/ — Ck_g
o — Ck,1
und daher gilt aj < 0 fiir geniigend grofies k. Es folgt, da aj > 0, dass

ap — o, = 2v/d/Q;, > 0 ab einem Index. Nach Definition gilt QQpr1 =
d — PZ,; und somit erhélt man aus dem bisherigen

Qr < QuQry1 =d—Pp, < d

und
Pli<d—Qp<d
fiir geniigend grofles k. Daher gibt es nur endlich viele mogliche Werte fiir

P, und @) und deswegen muf} es zwei Indices ¢ < j geben mit F; = P; und

Q; = @, dann gilt aber auch a; = a; und da die a; rekursiv definiert sind
folgt daraus
a = [CL(), A1y ev ey i1, A4y ... ,aj,l].

Lemma 4.9 Sei d eine positive ganze Zahl, aber kein perfektes Quadrat und
o = Vd dann gilt

Pry —dge_, = (_1)ka fir k>1

wobei py/qr der k-te Niherungsbruch von « ist und Qy wie in Lemma 4.7
definiert wird.

Beweis: Laut Definition gilt
P — dag = [Vd)* = d = Q.
Angenommen k > 2, dann folgt

QpPr—1 + Pr—2

\/E:a:[ao,al,...,ak,l,ak]: )
Okqk—1 + Qr—2
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Wegen ay, = (P, + v/d)/Qy, ergibt sich

Vi = (P + Vd)pr_1 + Qupr—s
(Pe + Vd)qe-1 + Qrar—2

und daraus folgt
-1 + (Prgi—1 + Qrar—2)Vd = Pipr_1 + Qupr—2 + pr_1Vd.
Vergleicht man nun die Koeffizienten iiber Q(v/d) erhélt man
dgr—1 = Pppr—1Qrpr—2

und
Pri—1 = Prqr_1 + Qrqr—_o.

Aus diesen beiden Gleichungen und Lemma 4.3 ergibt sich

Pi1 — dgi_y = (Pe-1Gr—2 — Pr—2qe—1)Qr = (—1)FQy.

Definition 4.3 Ein Kettenbruch der Form [ag, a1, .., Gy heifit rein peri-
odisch mit Periode n.

Fiir den Beweis der folgenden beiden Lemmata siche [4] und [8].

Lemma 4.10 Sei d kein perfektes Quadrat, dann besitzt \/d eine Kettenbru-
chentwicklung der Form |ag, a1, .-, Gp).

Lemma 4.11 Sein die Periode der Kettenbruchentwicklung von v/d, dann
ist n die kleinste, positive ganze Zahl mit Q,, = 1, auflerdem gilt QQ # —1
fiir alle k.

Folgerung 4.0.2 (—1)*Qy = £1 dann und nur dann, wenn n|k.

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun moglich eine Darstellung der fun-
damentalen Einheit mittels Kettenbriichen fiir quadratische Zahlkorper K =
Q(v/d) mit d = 2,3 mod 4 anzugeben.
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Satz 4.4 Sein die Periode der Kettenbruchentwicklung von v/d, dann folgt:

(1) Alle ganz zahligen Lisungen der Gleichung x* — dy? = +1 sind gegeben
durch
z+yVd=£(py1 + gu1Vd) : L € Z,

wobei Pp_1/qn_1 der (n — 1)-te Niherungsbruch von \/d ist.

(ii) Ist d quadratfrei und gilt d = 2,3 mod 4, dann ist p,_i + qu_1\V/d die
fundamentale Einheit von Q(\/d).

Beweis:

(i) Ist (x,y) eine Losung der Gleichung x? — dy? = 41, dann
(@ +yVd) ™ = £(z - yVd),

auBerdem gilt, ist eines der vier Paare +(a, +b) eine Losung der Glei-
chung 2% — dy? = £1, dann sind alle vier Losungen, daher geniigt es zu
zeigen, dass alle positiven Losungen durch

T+ y\/a = (pp-1 + Qn—l\/a)m :m >0

gegeben sind. Wegen Lemma 4.6 folgt, aus 2% — dy? = £1, x = py_;
und y = qx_1 fiir ein k. Weiters gilt mit Lemma 4.9

Pry —dge_y = (—1)*Qr = £1

und somit @) = 1. Hieraus folgt mit der Folgerung zu Lemma 4.11
n|k. Da
Pt <Pon-1 <o und gnog < Qopoy <o

ist 1 = pn_1, y1 = qn_1 die kleinste positive Losung. Nun soll gezeigt
werden, dass alle positiven Losungen (2, ym) gegeben sind durch

Ton + ym\/c_l = (z1 + yl\/a)m,m > 0.

Betrachtet man die Konjungierte x,, — ymvd = (x1—11 \/3)’”, so erhéilt
man

(Tm + ym\/a)<xm - ym\/c—b = ((L’% - dy%)m = (£1)" ==+1

(T, Ym) ist also tatsdchlich eine Losung.
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Angenommen es gibe eine positive Losung (X, Y"), die nicht von dieser
Form ist, dann existiert eine ganze Zahl x > 0, sodass

(x1 + yl\/c_i)” <X+YVd< (1 + yl\/a)”ﬂ
oder auch
1< (21 + y1Vd) (X +YVd) < 21 + V.

Wegen 27 — y?d = +1 erhiilt man (z, + y1vVd) ™" = [+(21 — y1Vd)]".
Definiert man zwei ganze Zahlen s und t mittels

s+ 1Vd = (z1 + 1 Vd) (X + YVd) = £(2, — yyVd)* (X + Y V),
ergibt sich

$2— df? = [+(zy — y1VA) (X + YVD][E(z1 + V) (X — YVA)]
= X?—dY? = +1.

Daher ist (s,t) eine Losung der Gleichung und es gilt

1< S+t\/c_l<x1+y1\/3
Hieraus erhélt man
0<(z1+yVd) < (s+tvVd) P <1<s+tVd
und somit folgt

2 = s+tVd+[+(s—tVd) =s+tVd+ (s +tVd) >0
20Vd = s+ tVdTF [£(s — tVd)] > 0.

Dabher ist (s, t) eine positive Losung und damit mufl nach der Annahme
s > x1, t > yp gelten, im Widerspruch zu s + tVd <z + ylx/a.

(ii) Da p,—1 + gn_1V'd > 1 folgt die Tatsache direkt aus (i).

Fiir quadratische Zahlkérper K = Q(v/d) mit d # 2,3 mod 4 gibt es
noch keine allgemeinen Resultate die Darstellung der fundamentalen Einheit
mittels Kettenbriichen betreffend. Allerdings gibt es Ergebnisse fiir Spezi-
alfille. Betrachtet man statt der Kettenbruchentwicklung von v/d jene von
wg = (14 +/d)/2 und hat diese Periode 3, 4 oder 5, so ist eine Darstllung
der fundamentalen Einheit moglich. Die folgenden drei Sitze liefern diese
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Darstellungen, ihre Beweise sollen hier enfallen, sie konnen in [9] und [10]
nachgelesen werden.

In den folgenden Sétzen sollen K = Q(\/E) ein quadrtischer Zahlkorper
mit d =1 mod 4, d quadratfrei und e; = (T;+ Uyg\/d) /2 seine fundamentale
Einheit sein, aulerdem soll k4 die Periode der Kettenbruchentwicklung von
wg = (1 ++/d)/2 bezeichnen.

Satz 4.5 Ist kg = 3, so gilt fiir ungerades a und positive ganze Zahlen | und
r

wg = [(a+1)/2,1,1,a],
(Ty,Ug) = (P +1)%r +1(1* +3), 1> + 1)

mit a = (I> + 1)r + [ und dariberhinaus
d=(*+1)**+20(I* +3)r + > + 4.
Ist a gerade, so erhdlt man
wi=la/2, T Ta =1,

(Td, Ud) = (ZCL, 2)

und
d=a%+1.

Satz 4.6 Ist kg =4, dann gilt fiir gerades a und ganzzahliges | > 1, | unge-
rade
wg = [a/2,1,1,1,a — 1],

(T4, Ug) = (A%r + B, A)

und
d= A*?+2Br +C

wobei A =1+ 2, B=A?—-2,C = (A+2)(A—2) und r die eindeutig
bestimmte gerade ganze Zahl mit r > 0 ist, die a = Ar+ A —1 erfillt. Dieser
Fall kann nur fir d = 5 mod 8 auftreten. Ist hingegen a ungerade, so gilt
mit ganzzahligem [ > 1 und v > 1

wg = [(a+1)/2,1,v,1,a],

(Ta,Ug) = (LA + 1)(Ar + sl) + 2A,1(A+ 1))
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und
d=(A+2)(A—2)r*+2sl(A+2)r + s(sl*> + 4)
mit A =vl+1 und r und s sind die eindeutig durch die Gleichungen
v = —r+ls

a = Ar+ls

bestimmten positiven ganzen Zahlen.

Satz 4.7 Ist kg =5, dann gilt fir gerades a und ganzzahliges [ > 0
wg = [a/2,1,1,1,1,a — 1],
(T4, Ug) = (A%r + B, A)

und
d= A**+2Br+C

wobei A=1?+20+2, B=(P+0)A+1? C=+3)?+2(1*-1)l+1 und
r die eindeutig bestimmte nicht negative ganze Zahl ist, die a = Ar + 1> +1
erfillt. Ist hingegen a ungerade, so gilt mit ganzzahligem [ > 2 und v > 0

wg=[(a+1)/2,1l,v,v,1,al,
(Ty, Uy) = (a(A? +17) + 2(vA + 1), A% + %)

und
d= A**+2Br +C

mit A=vl+1, B=slA+2v, C = s(sl>+4) und r und s sind die eindeutig
durch die Gleichungen

Ar+ls = a
Ir—As = —v*—1

bestimmten positiven ganzen Zahlen.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse ist es moglich einige reell quadratische Zahlkorper
mit Klassenzahl 1 zu bestimmen.

Satz 4.8 1. Istky = 3, dann gibt es genau 11 reell quadratische Zahlkérper
mit Klassenzahl 1, ndamlich jene mit

d e {17,37,61,101,197, 317,461, 557,667,773, 1877}
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2. Ist kg = 4 und a gerade, dann gibt es genau 5 reell quadratische Zahlkérper
mit Klassenzahl 1, namlich jene mit

d € {69,213,413,717,1077}

3. Ist kg = 5 und a gerade, dann gibt es genau finf d’s mit einer maogli-
chen Ausnahme, sodass der reell quadratische Zahlkorper K = @(\/E)

Klassenzahl 1 besitzt, ndmlich jene mit

d € {41,149, 157, 269, 941}

4. Ist kg = 5 und a ungerade, dann gibt es fir d < 50000 genau 7 reell
quadratische Zahlkorper mit Klassenzahl 1, namlich jene mat

d € {181,397,1013, 2477, 2693, 3533, 4253}
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