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1 Einleitung

Das Klassenzahlproblem, in der Form in der es heutzutage behandelt wird,
besteht im wesentlichen daraus, für den Ring der ganzen Zahlen eines alge-
braischen Zahlkörpers die Anzahl der Klassen äquivalenter Ideale zu bestim-
men. Von besonderem Interesse sind in diesem Zusammenhang jene Zahlkörper,
für die die Klassenzahl 1 ist, da in diesem Fall der Ring der ganzen Zahlen
ein faktorieller Ring ist.

Der Ursprung des Problems liegt jedoch nicht in der Betrachtung alge-
braischer Zahlkörper, sondern in der quadratischer Formen. Einer der Ersten,
die sich mit diesem Problem beschäftigten, war C. F. Gauß, der es im fünften
Kapitel seiner Disquisitiones Arithmeticae behandelte. Allerdings betrachtet
Gauß quadratische Formen der Bauart

f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2

im Gegensatz zu der allgemeineren Form

g(x, y) = dx2 + exy + fy2.

Bezeichnet man nun zwei ”Gauß’sche” Formen f1(x, y) und f2(x, y) als äqui-
valent, wenn es eine ganzzahlige Matrix A mit Determinante ±1 gibt, sodass

(Af1)(x, y) := f1(Ax + By,Cx + Dy) = f2(x, y),

wobei

A =

(
A B
C D

)
gilt, so stellt sich heraus, dass alle quadratischen Formen der selben Äqui-
valenzklasse auch die selbe Determinante D(f) := b2 − ac besitzen. Da es
darüber hinaus zu einer gegebenen Determinante nur endlich viele Äquiva-
lenzklassen gibt, ist es möglich die Klassenzahl H(D) als die Anzahl der
Äquivalenzklassen quadratischer Formen mit Determinante D, für die der
größte gemeinsame Teiler von a, 2b und c eins ist und die im Falle von nega-
tiven D, positiv definit sind, zu definieren, wie es bereits Gauß getan hat.

Betrachtet man nun allgemeine quadratische Formen, wie es bereits J. L.
Lagrange und L. Kronecker getan haben, so ergibt sich für die Diskriminante
d(f) := b2 − 4ac, das heißt für den Spezialfall einer Gauß’schen Form gilt
d(f) = 4D(f) und man kann weiters feststellen, dass alle quadratischen
Formen mit einer durch vier teilbaren Determinante Gauß’sch sind. Die obige
Definition der Klassenzahl, kann direkt auf den allgemeinen Fall übertragen
werden, wobei hier nun Formen mit (a, b, c) = 1 betrachtet werden, die im
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Falle von negativem d positiv definit sind. Die Klassenzahl wird nun mit h(d)
bezeichnet.

Nun stellt sich die Frage, wie groß die Klassenzahl einer gegebenen Deter-
minante d ist. Bereits Gauß listete einige kleine negative Determinante auf,
für die H(d) klein ist und wie D. Shanks zeigte ist die Aussage, dass Gauß’s
Liste der Determinanten D für die H(D) = 1 oder = 3 gilt, komplett ist,
äquivalent dazu, dass für negatives d h(d) genau dann eins ist, wenn −d gleich
einer der Zahlen 3, 4, 7, 8, 11, 19, 43, 67 oder 163 ist. Der tatsächliche Beweis
für die Vollständigkeit dieser Liste, sollte jedoch erst Mitte des letzten Jahr-
hunderts erfolgen und für positive Determinanten ist das Problem bis heute
ungelöst, das heißt es ist ungeklärt ob es unendlich viele reelle quadratische
Zahlkörper mit Klassenzahl 1 gibt.

Den nächsten wichtigen Beitrag zur Erforschung der Klassenzahl lieferte
P. G. Lejeune Dirichlet, indem er eine Formel für die Klassenzahl fand, die
sogenannte Dirichletsche Klassenzahlformel

h(d) =

{
ε(d)|d|1/2

2π
Ld(1) für d < 0

d1/2

2 log ε
Ld(1) für d > 0

(1.1)

bzw.

h(d) =

{
ε(d)
2d

∑|d|
n=1

(
d
n

)
n für d < 0

−1
logε

∑
0<n< d

2

(
d
n

)
log
(
sinπn

d

)
für d > 0.

(1.2)

Die ersten Ansätze zur Bestimmung einer explizite Formel zur Berech-
nung der Klassenzahl, finden sich bereits bei Gauß, in dessen Nachlaß sich
ein unvollendetes Manuskript befand, in dem bereits das richtige Ergebnis
für Formen mit negativer Diskriminante und der Ansatz zu einem Beweis
enthalten war. Obwohl es sehr wahrscheinlich ist, dass Dirichlet, als Freund
und Schüler Gauß’ mit dessen Ideen vertraut war, unterscheidet sich seine
Vorgehensweise doch grundlegend von der Gauß’. Für sich allein genommen
stellt die Klassenzahlformel schon ein bemerkenswertes Ergebis dar, das wah-
re Ausmaß ihrer Bedeutung wird aber erst klar, wenn man ihre Anwendug
in dem Beweis eines anderen wichtigen Satzes des Dirichletschen Primzahl-
satezes berücksichtigt. Dieser Satz besagt im wesentlichen, dass jede Folge
der Form kn + h, n = 0, 1, 2, . . . mit (k, h) = 1 unendlich viele Primzah-
len enthält. Die Schlüsselstelle im Beweis dieses Satzes ist es zu zeigen, dass
Ld(1) 6= 0 gilt. Kennt man nun Formel (1.1) so folgt das unmittelbar, da die
Klassenzahl nie Null sein kann. Ganz in der Tradition Gauß’ betrachtete Di-
richlet nur quadratische Formen mit geradem Mittelkoeffizienten, der Beweis
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für allgemeine quadratische Formen geht auf L. Kronecker zurück. Obwohl
Dirichlet Klassenzahlen nur aus der Blickwinkel der quadratischen Formen
betrachtete, stellte sich später heraus, dass sich die Formel auch auf Abelsche
Körper verallgemeinern lässt.

Der nächste wesentliche Schritt in der Entwicklung der Theorie der Klas-
senzahlen war die Einführung von Idealen und die Ausweitung des Begriffes
auf Idealklassen algebraischer Zahlkörper. Diese Entwicklung ist vor allem
einem Schüler Gauß’ und insbesondere Dirichlets R. Dedekind zu verdanken.
In Anlehung an Dirichlets Arbeiten beschäftigte sich Dedekind mit algebrai-
schen Zahlkörpern und führte den Begriff des Ideals für den Ring der ganzen
Zahlen ein. Viele wichtige Sätze gehen auf Dedekind zurück, so zum Beispiel
der Satz, dass jeder algebraische Zahlkörper eine Ganzheitsbasis besitzt, oder
die Tatsache, dass jedes Ideal in dem Ring der ganzen Zahlen eine eindeuti-
ge Faktorisierung in Primideale besitzt, weiters definierte er auch Norm und
Spur eines algebraischen Zahlkörpers. Außerdem gelang es Dedekind ein Ver-
bindung zwischen den Klassen quadratischer Formen und den Idealklassen
eines imaginär quadratischen Zahlkörpers herzustellen. Ist nämlich d < 0 die
Diskriminante eines imaginär quadratischen Körpers K = Q(

√
d), so kann

man für jedes Ideal I E OK , dargestellt in der From I = Za1 + Za2, wobei
man o.B.d.A annehmen kann, dass =(a1a2− a1a2) > 0 ist, eine quadratische
Form

fa1a2(x, y) =
1

N(I)
NK/Q(a1x + a2y) (1.3)

definieren, für die folgende drei Eigenschaften gelten:

(i) fa1a2(x, y) ist eine primitive, positiv definite quadratische Form mit
ganzzahligen Koeffizienten und Diskriminante d.

(ii) Zwei Ideale I = Za1 + Za2 und J = Zb1 + Zb2 sind genau dann in
derselben Idealklasse, wenn die quadratischen Formen fa1a2(x, y) und
fb1b2(x, y) äquivalent sind.

(iii) Die Zuordung fa1a2 7→ (Klasse von I = Za1 + Za2) induziert eine Bi-
jektion zwischen der Menge aller Klassen primitiver, positiv definiter
quadratischer Formen mit Diskriminante d und der Idealklassengruppe
H(K).

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist, dass die Klassenzahl ima-
ginär quadratischer Zahlkörper mit Diskriminante d mit der Klassenzahl qua-
dratischer Formen mit der Diskriminante d übereinstimmt.
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Viele der Resultate Dedekinds bezüglich des Ringes der ganzen Zahlen
eines algebraischen Zahlkörpers, lassen sich auch allgemeiner anwenden. Al-
lerdings fehlte Dedekind das Konzept des Ringes, das in seiner heute ge-
bräuchlichen Form erstmals durch A. Fränkel 1916 eingeführt wurde. Wei-
terentwickelt und verallgemeinert wurden Dedekinds Ideen vorallem von D.
Hilbert und E. Noether. Im besonderen Emmy Noether erweiterte die Theo-
rie indem sie sogenannte Dedekindsche Ringe definierte, das sind Ringe, die
Noethersch sind, das heißt, dass jede aufsteigende Idealkette endlich ist und
darüber hinaus ganz algebraisch abgeschlossen und deren Primideale alle ma-
ximal sind. Der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers ist
ein spezieller Dedekindscher Ring. Insbesondere gilt für alle Dedekindschen
Ring, dass ihre Ideale eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzten und
dass jedes ihrer Ideale invertierbar ist.

Bedingt durch die Ergebnisse Dedekinds bezüglich dem Zusammenhang
zwischen imaginär quadratischen Zahlkörpern und quadratischen Formen,
war es möglich das Klassenzahlenproblem für solche Zahlkörper zu lösen.
Den ersten Schritt in diese Richtung unternahmen H. Heilbronn und E. Lin-
foot indem sie zeigten, dass es außer den neun bereits von Gauß gefunden
Diskriminanten, maximal noch eine zehnte geben könne, für die die Klassen-
zahl eins ist. 1967 gelang es schließlich H. M. Stark zu beweisen, dass eine
solche Diskriminante nicht existiert nachdem er bereits ein Jahr zuvor gezeigt
hatte, dass für diese zehnte Diskriminante d, |d| ≥ 2.2 ·107 gelten müßte. Der
Vollständigkeit halber sollte noch erwähnt werden, dass K. Heegner bereits
1952 einen Beweis für die Nichtexistenz einer zehnten Diskriminante erbrach-
te, der allerdings nicht als vollständig angesehen wurde. Erst später wurde
klar dass Heegners Ansatz richtig war.

Wie bereits erwähnt ist das Klassenzahlproblem für reell quadratische
Zahlkörper bis heute ungelöst. Das größte Hindernis stellt hier die Tatsache
dar, dass die Einheitengruppe in diesem Fall unendlich ist und die Klassen-
zahlformel von der fundamentalen Einheit des Zahlkörpers abhängt. Daher
ist es wichtig die fundamentale Einheit explicit zu bestimmen, was in eingigen
Fällen mit Hilfe von Kettenbruchentwicklungen gelungen ist.
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2 Klassenzahl Algebraischer Zahlkörper

2.1 Algebraische Zahlkörper

Zwei für die Behandlung der Klassenzahl wesentliche Begriffe sind der des
algebraischen Zahlkörpers und der des Ringes der ganzen Zahlen, einer spe-
ziellen Teilmenge des algebraischen Zahlkörpers. Doch um diese beiden defi-
nieren zu können benötigt man zunächst einige Voraussetzungen.

Definition 2.1.1 Seien K und L zwei Körper und gelte K ⊆ L, dann ist L
ein so genannter Erweiterungskörper von K. Faßt man nun L als Vektor-
raum über K auf, heißt die Erweiterung L/K endlich, falls die Dimension
des Vektorraumes L über K endlich ist. Diese Dimension nennt man Er-
weiterungsgrad [L : K].

Definition 2.1.2 Sei L/K eine Körpererweiterung, α ∈ L heißt algebra-
isch über K, falls es ein Polynom f(x) ∈ K[x] mit f(α) = 0 gibt. Ist jedes
α ∈ L algebraisch über K, so heißt die Körpererweiterung algebraisch.

Definition 2.1.3 Ein Körper E heißt algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes Polynom f(x) ∈ E[x] eine Nullstelle α ∈ E besitzt.

Definition 2.1.4 Sei R Teilring eines Körpers K, ein Element α ∈ K heißt
ganz oder auch ganzalgebraisch bezüglich R, wenn α Nullstelle eines nor-
mierten Polynoms mit Koeffizienten aus R ist.

Definition 2.1.5 Sei R Teilring eines Körpers K, dann wird die Gesamtheit
O der bezüglich R ganzen Elemente von K als ganzalgebraische Hülle von
R in K bezeichnet.

Eine interessante Eigenschaft ganzer Elemente ist, dass bereits das Mi-
nimalpolynom, also das eindeutig bestimmte, irreduzible Polynom kleinsten
Grades, dass das Element als Nullstelle hat, nur Koeffizienten aus dem Ring
besitzt. Der Beweis hierfür ist nicht sonderlich kompliziert und kann zum Bei-
spiel in [4] gefunden werden. Auch das folgende Lemma gibt eine Eigenheit
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ganzer Elemente an.

Lemma 2.1.1 Sei K ein Körper, R ein Teilring von K und M ⊆ K ein
endlich erzeugter R-Modul, sodass M auch ein Teilring von K ist, dann sind
alle Elemente aus M ganz bezüglich R.

Beweis: Sei M = {a1w1 + · · ·+ akwk|a1, . . . ak ∈ R}, da M ein Ring ist, gilt
für alle α ∈ M , dass αwi ∈ M und sich somit mittels αwi =

∑k
i=1 aijwi mit

aij ∈ R darstellen lässt. Setzt man nun A = (aij) und B = αIn − A = (bij),
dann erhält man:

n∑
j=1

bijwj =
n∑

j=1

(αδij − aij)wj

= αui −
n∑

j=1

aijwj

= 0

Hieraus folgt B(w1, . . . , wk)
T = (0, . . . , 0)T . Da aber (w1, . . . , wk) 6= (0, . . . , 0),

muss det(B) = 0 gelten und somit, weil die Determinante von B ein normier-
tes Polynom in R[α] ist, ist α ganzalgebraisch über R.

�

Mit Hilfe des Vorhergehenden kann man nun algebraische Zahlkörper und
den Ring der ganzen Zahlen OK definieren. Im folgenden werden vor allem
die Ideale von OK , das sind Teilringe I, für die aI ⊆ I für alle a aus OK gilt,
eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.1.6 Sei K ⊆ C ein endlicher Erweiterungskörper von Q, dann
heißt K algebraischer Zahlkörper und der ganzalgebraische Abschluß von
Z in K Ring der ganzen Zahlen OK.

Ist K ein algebraischer Zahlkörper vom Grad n, so gibt es ein Element
α ∈ K vom Grad n, sodass K = Q(α) gilt. Einen Beweis dieser Tatsache
findet man etwa in [4]. Zu jedem algebraischen Zahlkörper gibt es äquivalente
Körper, die sogenannten Konjugierten Körper. Ihre Anzahl ist gleich dem
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Grad der Körpererweiterung. Vor allem die zahlenmäßige Aufteilung in reelle
und komplexe Körper, die sogenannte Signatur, wird im folgenden immer
wieder eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.1.7 Sei K ein algebraischer Zahlkörper mit Erweiterungsgrad
n, das heißt ∃α ∈ K : K = Q(α) und sei

mα(x) = (x−α)(x−α2) · · · (x−αs)(x−αs+1)(x−αs+1) · · · (x−αs+t)(x−αs+t)

α1, . . . , αs ∈ R , αs+1, . . . , αs+t, αs+1, . . . , αs+t ∈ C r R , n = s + 2t

das Minimalpolynom von α, dann kann man einen Isomorphismus

σj :
Q(α) → Q(αj)

α → αj

definieren. Die Körper
Q(αj) ∼= Q(α) = K

werden als die zu K konjugierten Körper bezeichnet. Die Wurzeln des
Minimalpolynoms von α werden die Konjugierten von α genannt.

Definition 2.1.8 Sei K ein algebraischer Zahlkörper und

σ1(K), . . . , σs(K), σs+1(K), . . . , σs+t(K), σs+1(K), . . . , σs+t(K)

( s + 2t = n) die konjugierten Körper von K, wobei σ1(K), . . . , σs(K) ⊆ R
und σs+1(K), . . . , σs+t(K) * R gilt. Dann heißt das Paar [s, t] die Signatur
von K.

Für jedes Element eines Erweiterungskörpers kann man zwei Kenngrößen
definieren, die Norm und die Spur.

Definition 2.1.9 Sei L/K eine endliche Erweiterung. Für jedes α ∈ L ist
die Abbildung

a → αa

eine lineare Abbildung auf L.
Sei ω1, . . . , ωn eine Basis von L über K und sei

αωi =
n∑

j=1

aijωj , aij ∈ K
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dann bezeichnet
fα(x) = det(xI − (aij))

das charakteristische Polynom von α.
Die Determinante von (aij) heißt Norm

NL/K(α) = det(aij)

und die Spur von (aij) Spur von α

SpL/K(α) =
n∑

i=1

aii

.

Eine nützliche Eigenschaft der Norm beziehungsweise der Spur, die hier
jedoch nicht gezeigt werden soll, ist ihre Multiplikativität beziehungsweise
Addidivität, das heißt für α, β ∈ L gilt

NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β)

SpL/K(α + β) = SpL/K(α) + SpL/K(β).

Für einen Beweis dieser Tatsache siehe [6].Wie das folgende Lemma zeigt,
liegen für ein Element aus dem Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen
Zahlkörpers die Norm und die Spur immer in Z.

Lemma 2.1.2 Sei K ein algebraischer Zahlkörper vom Grad n über Q und
α ∈ OK, dann liegen SpK/Q(α) und NK/Q(α) in Z.

Beweis: Seien w1, . . . , wn eine Basis von L/K und αwi =
∑n

j=1 aijwj, dann
gilt

α(k)w
(k)
i =

n∑
j=1

aijw
(k)
j ,

wobei α(k) die k-te Konjugierte von α bezeichnet. Unter Verwendung des
Kronecker Deltas kann man diese Gleichung auch folgendermaßen schreiben:

n∑
j=1

δjkα
(j)w

(j)
i =

n∑
j=1

aijw
(k)
j
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mit

δij =

{
0 für i 6= j
1 für i = j

Definiert man nun folgende Matrizen mittels

A0 = (α(i)δij), W = (w
(j)
i ), A = (aij)

so ergibt sich

WA0 = AW oder auch A0 = W−1AW

woraus sich SpA = SpA0 und det A = det A0 schließen lässt. SpA0 ist aber
die Summe der Konjugierten von α und somit bis auf das Vorzeichen der Ko-
effizient von xn−1 im Minimalpolynom von α und gleichermaßen ist det A0 das
Produkt der Konjugierten von α und daher wiederum bis auf ein Vorzeichen
der konstante Term im Minimalpolynom. Hieraus folgt, da die Koeffizienten
des Minimalpolynoms ganze Zahlen sind, dass SpL/K(α) und NL/K(α) in Z
liegen.

�

Wie dieser Beweis zeigt, gilt für ganze Zahlen algebraischer Zahlkörper
folgende Tatsache: die Norm ist das Produkt und die Spur die Summe der
Konjugierten des Elementes.

Im folgenden sollen nun die Begriffe der Ganzheitsbasis und der Diskri-
minante eines algebraischen Zahlkörpers eingeführt werden. Vor allem die
Diskriminante ist eine wichtige Kenngröße und wird auch im weiteren immer
wieder eine zentrale Rolle einnehmen.

Satz 2.1.1 Sei M ein von α1, . . . , αn endlich erzeugtes Z-Modul und N ein
Teilmodul, dann gilt

(i) ∃β1, . . . , βm in N mit m ≤ n, sodass

N = Zβ1 + Zβ2 + · · ·+ Zβm

und βi =
∑

j≥i pijαj mit 1 ≤ i ≤ m und pij ∈ Z,

(ii) ist m = n, so folgt [M : N ] = p11p22 · · · pnn.

Beweis:
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(i) Der Beweis soll mittels Induktion nach der Anzahl der erzeugenden
Elemente von M geführt werden. Ist n = 0 so ist die Aussage trivial.
Angenommen der Satz wurde für n−1 oder weniger erzeugende Elemen-
te gezeigt, so definiert man M ′ als das Teilmodul, das von α2, . . . , αn

erzeugt wird und betrachtet N ′ = N ∩M ′. Ist n = 1, dann ist M ′ = 0
und es ist nichts weiter zu beweisen, gilt N ′ = N so ist die Aussage
wahr nach der Induktionsannahme.

Nun bleibt noch der Fall N ′ 6= N zu betrachten. Sei A die Menge aller
ganzen Zahlen k für die es k2, . . . , kn ∈ Z gibt, sodass kα1 + k2α2 +
· · · + knαn ∈ N gilt. Da N ein Teilmodul ist, ist A eine Untergruppe
der ganzen Zahlen. Jede additive Untergruppe der ganzen Zahlen ist
von der Form mZ für eine ganze Zahl m, daher kann man A mittels
k11Z darstellen. Sei α ∈ N , dann gilt

α =
n∑

i=1

hiαi

mit hi ∈ Z, somit h1 ∈ A und daher h1 = ak11. Setzt man nun
β1 = k11α1 + k12α2 + · · · + k1nαn, so folgt α − aβ1 ∈ N ′. Nach In-
duktionsvoraussetzung existieren

βi =
∑
j≥i

kijαj i = 2, 3, . . . ,m

die N ′ erzeugen, fügt man dieser Menge β1 hinzu, so erhält man ein
Erzeugendensystem von N , das das geforderte Kriterium erfüllt.

(ii) Sei α ein beliebiges Element aus M mit der Darstellung α =
∑n

i=1 ciαi

und sei p11 gegeben durch

βi =
∑
j≥i

pijαj,

dann lässt sich c1 als c1 = p11q1 + r1 mit ganzen Zahlen q1 und r1

schreiben und es gilt 0 ≤ r1 < p11. Bildet man nun α− q1β1 =
∑

c′iαi,
so gilt 0 ≤ c′1 < p11 und α ≡ α − q1β1 mod N . Wiederholt man nun
diesen Vorgang mit c′2 so erhält man c′2 = p22q2 + r2 mit 0 ≤ r2 < p22

und außerdem
α ≡ α− q1β1 − q2β2 mod N.

Wie sich leicht mittels Induktion zeigen lässt ergibt sich durch Fortführen
dieser Vorgehensweise ein α′ =

∑
kiαi mit 0 ≤ ki < pii und α ≡ α′

mod N .
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Nun muss noch gezeigt werden, dass wenn α =
∑

ciαi und β =
∑

diαi

mit ci 6= di für mindestens ein i und 0 ≤ ci, di < pii, α und β nicht
äquivalent modN sind. Angenommen∑

ciαi ≡
∑

diαi mod N

und sei r der kleinste Index, sodass cr 6= dr, dann folgt
∑

i≥r(ci−di)αi ∈
N und somit

∑
i≥r

(ci − di)αi =
∑
i≥r

liβi =
∑
i≥r

li

(∑
j≥i

pijαj

)
.

Da cr und dr beide kleiner als prr sind, muss cr = dr gelten, im Wi-
derspruch zur Annahme. Daher hat jede Nebenklasse von M/N einen
eindeutig bestimmten Repräsentanten

α =
∑

ciαi mit 0 ≤ ci < pii

und da es p11p22 · · · pnn von ihnen gibt, gilt [M : N ] = p11p22 · · · pnn.

�

Lemma 2.1.3 Sei OK der Ring der ganzen Zahlen des Körpers K, dann
existieren w∗1, w

∗
2, . . . , w

∗
n ∈ K, sodass

OK ⊆ Zw∗1 + Zw∗2 + · · ·+ Zw∗n

gilt.

Beweis: Sei w1, w2, . . . , wn eine Basis von K/Q. Für jedes α ∈ K gibt es
eine ganze Zahl m, sodass mα ∈ OK . Der Beweis dieser Tatsache ist nicht
besonders schwierig, man kann ihn zum Beispiel in [4] nachlesen. Daher kann
man annehmen, dass w1, . . . , wn ∈ OK . Definiert man nun eine Bilineare
Abbildung

B(x, y) :
K ×K → Q
(x, y) → SpK/Q(xy)

so ist B regulär und man kann somit eine duale Basis w∗1, . . . , w
∗
n finden, für

die B(wi, w
∗
i ) = δij gilt (siehe zum Beispiel [4]). Schreibt man nun w∗j =
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∑
ckjwk ergibt sich

δij = SpK/Q(wiw
∗
j )

= SpK/Q(wi

∑
ckjwk)

=
∑

ckjSpK/Q(wiwk)

Führt man nun die Matrizen C = (cij) und W = (w
(j)
i ) ein, so erhält man

aus obiger Gleichung

In = WW T C bzw. C−1 = WW T

wobei In die Einheitsmatrix bezeichnet. Hieraus folgt, dass C regulär ist und
somit, dass w∗1, . . . , w

∗
n eine Basis bilden.

Sei nun α ein beliebiges Element aus OK , dann lässt sich α mittels

α =
n∑

j=1

ajw
∗
j mit aj ∈ Q

darstellen. Bildet man nun αwi so erhält man

αwi =
n∑

j=1

ajwiw
∗
j ∀i

und somit

SpK/Q(αwi) =
n∑

j=1

ajSpK/Q(wiw
∗
j ) = ai ∀i

Da aber αwi ∈ OK , folgt daraus, dass ai ∈ Z für alle i und daher gilt
OK ⊆ Zw∗1 + · · ·+ Zw∗n.

�

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht mehr schwierig zu zeigen, dass der
Ring der ganzen Zahlen eine Ganzheitsbasis besitzt.

Satz 2.1.2 K besitzt eine Ganzheitsbasis, das heißt es existieren w1, w2,
. . . , wn ∈ OK, sodass OK = w1Z + · · ·+ wnZ.

Beweis: Aus dem vorhergehenden Lemma folgt, dass es immer w∗1, w
∗
2, . . . ,

w∗n ∈ K gibt, sodass OK ⊆ Zw∗1 + Zw∗2 + · · · + Zw∗n. Setzt man nun in Satz
2.1.1 M = Zw∗1 + · · ·+ Zw∗n und N = OK , dann existieren w1, . . . , wn ∈ OK ,
sodass OK = Zw1 + · · ·+ Zwn gilt.
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�

Lemma 2.1.4 Jedes Ideal I von OK besitzt eine Ganzheitsbasis.

Den Beweis dieses Lemmas findet man zum Beispiel in [4]. Ausgehend
vom Begiff der Ganzheitsbasis ist es nun möglich die Diskriminante eines
algebraischen Zahlkörpers zu definieren.

Definition 2.1.10 Sei K ein algebraischer Zahlkörper vom Grad n mit Ganz-
heitsbasis w1, . . . , wn, dann definiert man die Diskriminante dK von K
folgendermaßen

dK := det
(
w

(j)
i

)2

,

wobei w
(j)
i die Konjugierten von wi darstellen.

Satz 2.1.3 Die Diskriminante eines algebraischen Zahlkörpers ist wohldefi-
niert, das heißt, dass je zwei Ganzheitsbasen eines algebraischen Zahlkörpers
die gleiche Diskriminante liefern.

Beweis: Seien w1, . . . , wn und θ1, . . . , θn zwei verschiedene Ganzheitsbasen
des algebraischen Zahlkörpers K, dann gilt

wi =
n∑

j=1

cijθj

und

θi =
n∑

j=1

dijwj

für alle i mit ganzzahligen cij und dij. Daher sind (cij), (cij)
−1 ∈ Zn×n und

somit det(cij), det(cij)
−1 ∈ Z, das heißt det(cij) = ±1. Außerdem gilt für alle

i und j

Sp(wiwj) = Sp

((∑
l

cilθl

)(∑
m

cjmθm

))
=
∑
l,m

cilcjmSp(θlθm).
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Setzt man nun W = (w
(j)
i ), C = (cij) und Θ = (θ

(j)
i ), kann man obige

Gleichungen zu
W T W = C(ΘT Θ)CT

zusammenfassen. Hieraus folgt

dK = (det W )2 = (det Θ)2(det C)2 = (det Θ)2,

und somit, dass die Diskriminante von der Wahl der Basis unabhängig ist.

�

Die Definition der Diskriminante ist aber nicht nur auf Basen eingeschränkt,
sondern kann auch für eine beliebige Menge von Elementen aus K erfolgen.

Definition 2.1.11 Man kann den Begriff der Diskriminante erweitern, in-
dem man sie für beliebige Elemente a1, . . . , an ∈ K folgendermaßen definiert

dK/Q = [det (σi(aj))]
2 ,

wobei n der Erweiterungsgrad von K ist.

Die folgenden zwei Lemmata beschreiben noch einige Eigenschaften der
Diskriminante.

Lemma 2.1.5 Seien u1, . . . , un und v1, . . . , vn aus K mit ui =
∑n

j=1 aijvj,
aij ∈ Q, dann gilt

dK/Q(u1, . . . , un) = (det (aij))
2 dK/Q(v1, . . . , vn).

Beweis: Nach Definition gilt dK/Q(u1, . . . , un) = [det(σi(uj))]
2 und außerdem

σi(uj) = σi

(
n∑

k=1

ajkvk

)
=

n∑
k=1

ajkσi(vk).

Definiert man die drei Matrizen U , A und V folgendermaßen

U = (σi(uj)) A = (aij) V = σi(vj))

erhält man U = V AT und somit (det U)2 = (det V AT )2. Hieraus folgt un-
mittelbar

dK/Q(u1, . . . , un) = (det(aij))
2dK/Q(v1, . . . , vn).
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�

Lemma 2.1.6 Seien a1, . . . , an ∈ OK linear unabhängig über Q und m der
Index des von a1, . . . , an erzeugten Z-Moduls, dann gilt

dK/Q(a1, . . . , an) = m2dK . (2.1)

Beweis: Sei α1, . . . , αn eine Ganzheitsbasis von OK und N das von a1, . . . , an

erzeugte Z-Modul, dann besitzt N nach Satz 2.1.1 eine Basis b1, . . . , bn, sodass
bi =

∑
j≥i pijαj. Nach Lemma 2.1.5 gilt dann

dK/Q(b1, . . . , bn) = (det(pij))
2 dK/Q(α1, . . . , αn)

= m2dk

Da sowohl a1, . . . , an als auch b1, . . . , bn N erzeugen, gilt

ai =
n∑

j=1

cijbj

und

bi =
n∑

j=1

dijaj

für alle i mit ganzzahligen cij und dij. Daher sind (cij), (cij)
−1 ∈ Zn×n und

somit det(cij), det(cij)
−1 ∈ Z, das heißt det(cij) = ±1. Außerdem gilt für alle

i und j

Sp(aiaj) = Sp

((∑
l

cilbl

)(∑
m

cjmbm

))
=
∑
l,m

cilcjmSp(blbm).

Setzt man nun A = (a
(j)
i ), C = (cij) und B = (b

(j)
i ), kann man obige Glei-

chungen zu
AT A = C(BT B)CT

zusammenfassen. Hieraus folgt

dK/Q(a1, . . . , an) = (det A)2 = (det B)2(det C)2 = (det B)2,

und somit
dK/Q(b1, . . . , bn) = dK/Q(a1, . . . , an),

womit die Aussage bewiesen wäre.

17



�

2.2 Noethersche und Dedekindsche Ringe

Das Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass die Menge der Bruchideale eines
Dedekindschen Ringes eine multiplikative Gruppe bilden und dass darüber-
hinaus jedes Ideal eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzt. Außerdem
wird sich herausstellen, dass der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen
Zahlkörpers ein Dedekindscher Ring ist, der die endliche Normbedingung
erfüllt.

Um zu einer Gruppenstruktur beziehungsweise zu einer eindeutigen Prim-
faktorenzerlegung zu kommen benötigt man die Begriffe des Produkts, der
Summe und der Teilerfremdheit zweier Ideale.

Definition 2.2.1 Seien I und J Ideale eines kommutativen Ringes mit Eins-
element R, dann definiert man die Summe zweier Ideale als die Menge

I + J = {a + b | a ∈ I , b ∈ J}

und das Produkt als

IJ = {a1b1 + · · ·+ akbk | ai ∈ I , bi ∈ J , k ≥ 1}.

I + J und IJ sind dann wieder Ideale von R.

Für das Produkt beziehungsweise die Summe zweier Ideale, gilt folgende
Beziehung:

I1I2 ⊆ I1 ∩ I2 ⊆ I1, I2 ⊆ I1 + I2

Definition 2.2.2 Zwei Ideale I und J eines kommutativen Ringes mit Eins-
element R heißen teilerfremd, wenn I + J = R gilt.

Da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal ein maximales Ideal ist,
sind je zwei Primideale in einem Dedekindschen Ring teilerfremd. Das fol-
gende Lemma beschreibt eine interessante Eigenschaft teilerfremder Ideale,
nämlich, dass ihr Produkt gleich ihrem Durchschnitt ist.
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Lemma 2.2.1 Sind I1, . . . , In paarweise teilerfremde Ideale eines kommuta-
tiven Ringes mit 1, so gilt

I1 · · · In = I1 ∩ · · · ∩ In

Beweis: Der Beweis wird mit Hilfe von vollständiger Induktion geführt, zuerst
wird das Lemma für n = 2 gezeigt: Die erste Inklusion I1I2 ⊆ I1 ∩ I2 folgt
direkt aus der Definition des Produktes zweier Ideale. Es bleibt also noch
die zweite zu zeigen, dazu betrachtet man ein x ∈ I1 ∩ I2. Da I1 und I2

teilerfremd sind, muss es Elemente a ∈ I1 und b ∈ I2 geben, sodass a + b = 1
gilt. Daher kann man x darstellen als x = xa + xb und Da xa und xb beide
Elemente aus I1I2 muss auch ihre Summe in diesem Ideal liegen.

Sei nun k > 2 und das Lemma bereits für n = k − 1 gezeigt, dann kann
man I1∩· · ·∩In = (I1∩· · ·∩Ik−1)∩Ik als (I1∩· · ·∩Ik−1)∩Ik = (I1 · · · Ik−1)∩Ik

schreiben. Sind Ik und I1 · · · Ik−1 teilerfremd, so folgt I1 · · · Ik = I1 ∩ · · · ∩ Ik.
Es bleibt also nun noch die Teilerfremdheit von Ik und I1 · · · Ik−1 zu zeigen.

Angenommen man betrachtet drei Ideale I, J1, J2 und es gilt, dass I
sowohl zu J1 als auch zu J2 teilerfremd ist, dann muss es Elemente a1, a2 ∈ I,
b1 ∈ J1 und b2 ∈ J2 geben, sodass a1 + b1 = 1 und a2 + b2 = 1, daher gilt
1 = (a1+b1)(a2+b2) = a1a2+a1b2+a2b1+b1b2 mit a1a2+a1b2+a2b1 ∈ I und
b1b2 ∈ J1J2, das heißt es sind auch I und J1J2 teilerfremd. Diese Tatsache
lässt sich leicht mittels Induktion auf beliebig viele Elemente ausweiten.

�

Der folgende Satz ist das Analogon zum Chinesischen Restsatz für Ideale,
hierbei heißen zwei Elemente a, b kongruent modulo eines Ideals I, wenn
a− b ∈ I gilt.

Satz 2.2.1 (Chinesischer Restsatz) Seien I1, . . . , In paarweise teilerfrem-
de Ideale eines kommutativen Ringes R mit 1 und a1, . . . , an ∈ R gegeben,
dann gibt es ein x ∈ R sodass

x ≡ a1 (I1)
...

x ≡ an (In)

und x ist eindeutig bestimmt modulo I1 · · · In.
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Beweis: Zuerst wird die Existenz mit Hilfe eines Induktionsbeweises gezeigt:
Sei n = 2, a1, a2 ∈ R und I1, I2 zwei teilerfremde Ideale von R, dann existieren
a ∈ I1 und b ∈ I2, sodass a + b = 1 gilt. Das ist gleichbedeutend mit a ≡ 1
(I2) und b ≡ 1 (I1). Sei x := a1b + a2a dann folgt

x ≡ a1 (I1)
x ≡ a2 (I2)

Ist n > 2, dann gibt es ein v ∈ R, sodass

v ≡ aj (Ij) , 1 ≤ j ≤ n− 1

. und ein x ∈ R, sodass

x ≡ v (I1 · · · In−1)
x ≡ an (In)

gilt. Daraus folgt
x ≡ aj (Ij) , 1 ≤ j ≤ n .

Nun bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Angenommen es existieren x, y ∈
R mit

x ≡ aj (Ij) 1 ≤ j ≤ n
y ≡ aj (Ij) 1 ≤ j ≤ n

gilt, dann liegt x− y in I1 ∩ . . . ∩ In, da aber I1, . . . , In teilerfremd sind, gilt
wegen Lemma 2.2.1 I1 ∩ . . . ∩ In = I1 · · · In und somit x = y(I1 · · · In).

�

Um nun Dedekindsche Ringe zu definieren, benötigt man zunächst den
Begriff des Noetherschen Ringes, der nach der wohl bekanntesten Mathema-
tikerin des 20. Jahrhunderts Emmy Noether benannt ist.

Definition 2.2.3 Ein kommutativer Ring mit 1 heißt Noethersch, wenn
jede aufsteigende Kette von Idealen I1 ⊆ I2 ⊆ . . . endlich ist, das heißt es
gibt ein N , sodass für m ≥ N immer Im+1 = Im gilt.

Ein zu dieser Definition äquivalentes Kriterium für Noethersche Ringe lie-
fert das folgende Lemma.

Lemma 2.2.2 Ein kommutativer Ring R mit 1 ist genau dann Noethersch,
wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.
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Beweis: Nimmt man zunächst an, dass es ein Ideal I in R gibt, das nicht end-
lich erzeugt ist, so folgt die Existenz von Elementen x1, x2, . . . ∈ I mit xm+1 /∈
x1R + · · · + xmR. Definiert man nun ein Ideal Im als Im = x1R + · · ·xmR
und betrachtet die so entstehende Idealkette, so ist diese nicht endlich, da
I1 ( I2 ( · · · gilt, im Widerspruch zu Noethersch.

Geht man umgekehrt davon aus, dass jedes Ideal endlich erzeugt wird
und betrachtet die Idealkette I1 ⊆ I2 · · · , so kann man ein Ideal I mittels
I =

⋃
m≥1 Im definieren. Dieses Ideal ist natürlich endlich erzeugt, also I =

x1R + · · · + xkR , x1, . . . , xk ∈ I. Daraus folgt die Existenz eines Index N ,
sodass x1, . . . , xk ∈ IN . Das heißt aber, dass I eine Teilmenge von IN sein
muss, also gilt I ⊆ IN ⊆ IN+1 ⊆ · · · ⊆ I und damit IN = IN+1 = IN+2 = · · · .

�

Definition 2.2.4 Ein Noetherscher Ring heißt Dedekindscher Ring,
wenn er ganzalgebraisch abgeschlossen und jedes seiner Primideale maximal
ist.

Ziel ist es zu zeigen, dass in einem Dedekindschen Ring jedes Ideal ei-
nerseits invertierbar ist, andererseits eine eindeutige Primfaktorenzerlegung
besitzt, dazu benötigt man zunächst folgende zwei Lemmata.

Lemma 2.2.3 Sei R ein Noetherscher Ring und I ein Ideal von R, dann
gibt es Primideale P1, . . . , Ps, sodass

P1 · · ·Ps ⊆ I ⊆ P1 ∩ . . . ∩ Ps (2.2)

gilt.

Beweis: Sei J die Menge aller Ideale von R, für die die Bedingung (2.2)
nicht erfüllbar ist und I ein maximales Element von J . Die Existenz eines
solchen Elementes folgt aus der Definition von Noethersch und dem Lemma
von Zorn. I kann natürlich nicht prim sein, da sonst (2.2) mit s = 1 und
P1 = I erfüllt wäre. Also gibt es Elemente a, b ∈ R, sodass a /∈ I, b /∈ I aber
ab ∈ I gilt. Nun definiert man Ideale A und B folgendermaßen:

A := I + aR = I + (a)
B := I + bR = I + (b)

21



Dann ist I $ A und I $ B. Daraus folgt, wegen der Maximalität von I, die
Existenz von Primidealen Q1, . . . , Qr und Q1, . . . , Qt, sodass A und B (2.2)
erfüllen. Da aber

AB ⊆ I ⊆ A ∩B

gilt, müßte I (2.2) erfüllen, im Widerspruch zur Annahme. Daher ist J = ∅.

Bemerkung: Das Lemma von Zorn besagt, dass eine geordnete Menge, in
der jede vollständig geordnete Teilmenge eine obere Grenze hat, mindestens
ein maximales Element besitzt.

�

Lemma 2.2.4 Seien P1, . . . , Pk, P mit P 6= R Primideale eines Dedekind-
schen Ringes R und gelte P1 · · ·Pk ⊆ P , dann gibt es einen Index i, 1 ≤ i ≤
k, sodass Pi = P .

Beweis: Zunächst wird das Lemma für k = 2 bewiesen und anschließend mit
Hilfe von vollständiger Induktion verallgemeinert.

Sei k = 2, dann gilt P1P2 ⊆ P . Nimmt man nun an es gibt ein a1 ∈ P1rP
und ein a2 ∈ P2 r P , dann liegt das Produkt a1a2 in P1P2 ⊆ P . Da aber
P ein Primideal ist muss entweder a1 oder a2 in P liegen, im Widerspruch
zu der Annahme, dass keines der beiden dies tut. Daraus folgt P1 ⊆ P oder
P2 ⊆ P und somit, da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal P 6= 0
ein maximales Ideal ist, P1 = P oder P2 = P .

Man nimmt nun an, dass man das Lemma bereits für k bewiesen hat
und folgert daraus die Korrektheit für k + 1. Sei P1 · · ·Pk+1 ⊆ P , angenom-
men es existieren a1 ∈ P1 · · ·Pk r P und a2 ∈ Pk+1 r P , dann liegt a1a2 in
P1 · · ·Pk+1 ⊆ P , daraus folgt, wie im ersten Schritt, dass entweder a1 ∈ P
oder a2 ∈ P gelten muss, wodurch wiederum ein Widerspruch entsteht. Ist
nun P1 · · ·Pk eine Teilmenge von P , so kann man nach Induktionsvorausset-
zung P = Pi für ein i, 1 ≤ i ≤ k schließen, gilt allerdings Pk+1 ⊆ P , so ist
Pk+1 = P

�

Definition 2.2.5 Sei R ein Integritätsbereich und K sein Quotientenkörper.
Ein R-Modul I 6= 0 , I ⊆ K heißt Bruchideal von K, wenn es ein a ∈
R , a 6= 0 gibt, sodass aI ⊆ R gilt.
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Definition 2.2.6 Ein Hauptbruchideal ist ein Bruchideal der Form

I = aR , a ∈ K

Wie der folgende Satz zeigt, gibt es zu jedem Primideal ein Bruchideal,
welches das zugehörige inverse Element darstellt. Gemeinsam mit Satz 2.2.3
ergibt sich hieraus, dass für jedes Ideal eines Dedekindschen Ringes ein in-
verses Bruchideal existiert. Da die Menge der Ideale eine Teilmenge der Bru-
chideale darstellt, erhält man somit, dass die Bruchideale eines Körpers eine
Gruppe bilden, für einen genauen Beweis dieser Tatsache siehe zum Beispiel
[6].

Satz 2.2.2 Sei R ein Dedekindscher Ring, K sein Quotientenkörper und
P 6= 0 ein Primideal von R, definiert man

P ′ = {x ∈ K|xP ⊆ R}

so ist P ′ ein Bruchideal und es gilt PP ′ = R sprich P ′ = P−1.

Beweis: Zuerst soll gezeigt werden, dass P ′ ein Bruchideal ist. Klarerweise
ist P ′ ein R-Modul, da P ein Ring ist kann man Lemma 2.1.1 anwenden,
woraus folgt, dass jedes Element aus P ganz bezüglich R ist. Daher gibt
es ein α 6= 0 ∈ P das Nullstelle eines normierten Polynoms f(x) = xn +
an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 mit Koeffizienten aus R ist. Somit folgt, dass sich
a0 6= 0 auf folgende Weise darstellen lässt a0 = −(αn +an−1α

n−1 + · · ·+a1α)
und daher im Durchschnitt von R und P liegt. Nach der Definition von P ′

gilt nun a0P
′ ⊆ PP ′ ⊆ R, daher ist P ′ ein Bruchideal.

Da P 6= 0 gilt, gibt es ein Element a 6= 0 ∈ P . Betrachtet man das von a
erzeugte Hauptideal aR, so gibt es nach Lemma 2.2.3 Primideale P1, . . . , Pk,
sodass P1 · · ·Pk ⊆ aR ⊆ P gilt. Man wählt nun a so, dass k minimal ist.

Da P1 · · ·Pk ⊆ P gilt, kann man nach Lemma 2.2.4 ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass P1 = P ist. Da k zuvor minimal gewählt
wurde, kann P2 · · ·Pk keine Teilmenge mehr von aR sein, somit existiert ein
b ∈ P2 · · ·Pk r aR, für das dann bP ⊆ PP2 · · ·Pk ⊆ aR gilt. Daraus folgt
ba−1P ⊆ R und damit ba−1 ∈ P ′. Da b /∈ aR, ist ba−1 kein Element aus R und
deshalb gilt R $ P ′. PP ′ ist wieder ein Ideal und weil P = RP ⊆ PP ′ ⊆ R
gilt, muss, da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal maximal ist,
PP ′ = P oder PP ′ = R gelten.
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Betrachtet man nun ersteren Fall, sprich PP ′ = P , so muss auch P (P ′)n =
P, n = 0, 1, 2, . . . gelten. Konkret heißt das, dass für x ∈ P r {0} und
y ∈ P ′ r R xyn in P ⊆ R liegen muss und somit xR[y] ein Ideal von R ist,
das darüber hinaus gehend, da R noethersch ist, wegen Lemma 2.2.2 endlich
erzeugt wird. Deswegen wird auch R[y] als R-Modul endlich erzeugt, außer-
dem ist R[y] ein Ring. Daraus folgt mit Lemma 2.1.1 , dass alle z ∈ R[y]
ganzalgebraisch sind. Im speziellen ist y ∈ R[y], daher muss y ganzalgebra-
isch sein und deswegen, da R ganzalgebraisch abgeschlossen ist, in R liegen.
Das ist jedoch ein Widerspruch zu der Annahme, dass y ∈ P ′ r R, daher
kann nur der zweite Fall eintreten, nämlich, dass PP ′ = R.

�

Satz 2.2.3 In einem Dedekindschen Ring R kann jedes Ideal I, 0 6= I 6= R,
als Produkt von Primidealen dargestellt werden, das heißt

I =
∏

P∈PI

P e(P ),

wobei PI = {P |P prim, P |I} die Menge aller Primideale die I teilen be-
zeichnet. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Beweis: Angenommen es existiert ein Ideal I von R, das nicht als Produkt von
Primidealen dargestellt werden kann, dann gibt es aber wegen Lemma (2.2.3)
Primideale P1, . . . , Pk, sodass P1 · · ·Pk ⊆ I gilt. Man wählt nun I so, dass
k kleinstmöglich ist, allerdings muss k ≥ 2 sein, da in einem Dedekindschen
Ring jedes Primideal maximal ist. Ferner gibt es ein weiteres Primideal P
mit I ⊆ P . Somit gilt P1 · · ·Pk ⊆ P und man kann wegen Lemma 2.2.4 ohne
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass P = P1 ist. Es gilt also
P1 · · ·Pk ⊆ I ⊆ P1 und da wegen Satz 2.2.2 jedes Primideal invertierbar ist
folgt daraus P2 · · ·Pk ⊆ IP−1

1 ⊆ R. Da aber zu Beginn I so gewählt wurde,
dass k kleinst möglich ist, muss J = IP−1

1 ≤ R als Produkt von Primidealen
darstellbar sein, also J = Q1 · · ·Qs. Dann ließe sich aber auch I als Produkt
von Primidealen darstellen, nämlich I = P1Q1 · · ·Qs, im Widerspruch zur
Annahme.

Nun muss nur noch die Eindeutigkeit gezeigt werden. Nimmt man an
es gibt für I zwei verschiedene Darstellungen durch Primideale P1, . . . , Pk

und Q1, . . . , Qs, I = P1 · · ·Pk = Q1 · · ·Qs, so muss P1 · · ·Pk ⊆ Q1 gelten.
Daraus folgt , dass für ein i, 1 ≤ i ≤ k Pi = Q1 gilt und man kann ohne
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass i = 1 ist. Da aber jedes
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Primideal in R invertierbar ist, muss auch P2 · · ·Pk = Q2 · · ·Qs gelten und
man kann somit sukzessive Pi = Qi verifizieren.

�

Lemma 2.2.5 Jedes Bruchideal I eines Dedekindschen Ringes besitzt eine
eindeutige Darstellung der Form

I =
P1P2 · · ·Pm

P ′1P
′
2 · · ·P ′n

:= (P ′1)
−1(P ′2)

−1 · · · (P ′n)−1P1P2 · · ·Pm

wobei P1, . . . , Pm, P ′1, . . . , P
′
n Primideale sind.

Der Beweis dieses Lemmas soll hier entfallen, er ist nicht sonderlich schwie-
rig und kann zum Beispiel in [4] nachgelesen werden.

Fasst man die bisherigen Ergebnisse über die Eigenschaften von Idealen
in Dedekindschen Ringen zusammen, so kann man eine große Ähnlichkeit
zu den gewöhnlichen ganzen Zahlen erkennen. Es gibt Primelemente, eine
eindeutige Primfaktorenzerlegung und eine zu den rationalen Zahlen analo-
ge Erweiterung um auch bezüglich der Multiplikation eine Gruppenstruktur
zu erhalten. Sogar der chinesische Restsatz gilt für Ideale. Es ist daher nur
natürlich auch eine Teilbarkeitsbedingung und den größten gemeinsamen Tei-
ler zweier Ideale zu definieren.

Definition 2.2.7 Seien I und J zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes,
dann sagt man I teilt J , wenn es ein Ideal K gibt, sodass J = KI gilt.

Definition 2.2.8 Seien A und B zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes,
dann definiert man den größten gemeinsamen Teiler D = ggT (A, B) folgen-
dermaßen: D teilt A und B und jeder gemeinsame Teiler von A und B teilt
auch D.

Die folgenden beiden Lemmata liefern wichtige Eigenschaften des größten
gemeinsamen Teilers beziehungsweise der Teilbarkeit zweier Ideale, die Be-
weise findet man zum Beispiel in [4].
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Lemma 2.2.6 Seien I und J zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes dann
gilt I teilt J genau dann, wenn J ⊆ I.

Lemma 2.2.7 Seien A und B zwei Ideale eines Dedekindschen Ringes, dann
gilt ggT (A, B) = A + B.

Für die Ideale gewisser Dedekindscher Ringe lässt sich eine Norm defi-
nieren, die immer ganzzahlig und größer oder gleich 1 ist. Außerdem ist sie
multiplikativ, wie die folgenden Sätze zeigen werden.

Definition 2.2.9 Ein Dedekindscher Ring R erfüllt die endliche Norm-
bedingung, falls für alle Ideale I 6= 0 der Faktorring R/I endlich ist. In
diesem Fall heißt die Mächtigkeit N(I) = |R/I| die Norm des Ideals I.

Satz 2.2.4 Sei R ein Dedekindscher Ring und I ein Ideal von R mit I =∏r
i=1 P ei

i , dann gilt

(i)

N(I) =
r∏

i=1

N(P ei
i )

(ii) R/P ' P e−1/P e und
N(P e) = N(P )e

für jede ganze Zahl e ≥ 0.

Beweis:

(i) Betrachtet man die Abbildung

Φ :
R → ⊕r

i=1(R/P ei
i )

x → (x1, . . . , xr)

mit xi ≡ x (P ei
i ), so folgt aus dem Chinesischen Restsatz, dass Φ sur-

jektiv ist. Außerdem ist Φ ein Homomorphismus, da jede ihrer Kom-
ponenten x → xi (P ei

i ) ein Homomorphismus ist. Wegen Lemma 2.2.1
gilt

⋂r
i=1 P ei

i =
∏r

i=1 P ei
i und da ker(Φ) =

⋂r
i=1 P ei

i , folgt

R/I ' ⊕(R/P ei
i )
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oder anders ausgedrückt N(I) =
∏r

i=1 N(P ei
i ).

(ii) Wegen der eindeutigen Primfaktorenzerlegung gilt P e+1 $ P e und so-
mit gibt es ein a ∈ P e r P e+1. Definiert man nun ein Abbildung g
mittels

g :
〈R, +〉 → 〈P e, +〉

x 7→ ax,

so ist g ein Homomorphismus und es gilt g(P ) ⊆ P e+1. Weiters kann
man eine Abbildung g

g :
〈R/P, +〉 → 〈P e/P e+1, +〉

x + P 7→ ax + P e+1

einführen, die ebenfalls ein Homomorphismus ist und darüberhinaus
bijektiv, wie nun gezeigt werden soll.

Sei x = x + P ∈ ker g, dann ist ax ∈ P e+1 und außerdem gilt (a) ⊆ P e

und somit (a) = P eQ mit P - Q. Da P eQ(x) = (ax) ⊆ P e+1 und
daher P e+1|P eQ(x), erhält man P |Q(x) und somit P |(x) woraus x ∈ P
beziehungsweise x = 0 und somit die Injektivität von g folgt.

Nun bleibt noch die Surjektivität zu zeigen. Sei y = y+P e+1 mit y ∈ P e.
Da ggT ((a), P e+1) = P e gilt, folgt aR + P e+1 = P e nach Lemma 2.2.7
und somit die Existenz von x ∈ R und z ∈ P e+1, sodass ax + z = y
gilt. Mit diesem x ergibt sich g(x+P ) = y und damit das Gewünschte.

Da die Abbildung

〈R/P e, +〉 → 〈R/P e+1, +〉
x + P e 7→ x + P e−1

ein surjektiver Homomorphismus mit Kern P e−1/P e, gilt

(R/P e)/(P e−1/P e) ' R/P e−1.

Wegen N(P 1) = N(P )1 kann man Vollständige Induktion anwenden
und erhält somit für e ≥ 2

N(P e) = |R/P e| = |R/P e−1||P e−1/P e|
= N(P e−1N(P )

= N(P )e−1N(P )

= N(P )e.

�
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Lemma 2.2.8 Erfüllt ein Dedekindscher Ring R die endliche Normbedin-
gung, dann gilt

(i) N(IJ) = N(I)N(J)

(ii) Für alle T ≥ 0 ist die Menge {0 6= I E R|N(I) ≤ T} endlich.

Beweis:

(i) Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.2.4.

(ii) Seien a0, . . . , am m + 1 verschiedene Elemente aus R und I ein Ideal
von R mit N(I) ≤ m, dann gilt |R/I| ≤ m und somit muss es ai 6= aj

geben mit ai−aj ∈ I. Hieraus folgt (ai−aj) ⊆ I und daher I|(ai−aj),
es gibt also nur endlich viele Möglichkeiten für I.

�

Das folgende Lemma liefert einen interessanten Zusammenhang zwischen
der Norm eines Hauptideals und der Norm seines erzeugenden Elementes.

Lemma 2.2.9 Ist a 6= 0 ein Element des Ringes der ganzen Zahlen OK und
I = aOK, das von a erzeugte Hauptideal, dann gilt

N(I) = |NK/Q(a)| (2.3)

Beweis: Sei OK = Zwi + · · · + Zwn, dann existieren nach Satz 2.1.1 und
Lemma 2.1.4 αi =

∑n
j=1 pijwj, 1 ≤ i ≤ n mit pii > 0, pij ∈ Z, sodass

(a) = Zα1 + · · · + Zαn und N((a)) = p11 · · · pnn. Andererseits gilt (a) =
Zaw1 + · · · + Zawn. Setzt man nun C = (cij) wobei awi =

∑n
j=1 cijwj und

R = (rij) mit awi =
∑n

j=1 rijαj, rij ∈ Z und weiters P = (pij), so erhält man

(aw1, . . . , awn)T = C(w1, . . . , wn)T

= R(α1, . . . , αn)T

= RP (w1, . . . , wn)T ,

und daher NK/Q(a) = det C = det (RP ) = det R det P . Da {awi} und
{αi} beide Z-Basen von (a) sind, müssen sowohl R als auch R−1 ganz-
zahlige Einträge haben und somit muss det R = ±1 gelten. Hieraus folgt
det C = ± det P und wegen det P ≥ 0 erhält man insgesamt

|NK/Q(a)| = | det C| = det P = N((a)).
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�

Bisher war vor allem von allgemeinen Dedekindschen Ringe die Rede. Ziel
ist es nun zu zeigen, dass der Ring der ganzen Zahlen OK ein solcher Dede-
kindscher Ring ist, der darüber hinaus die endliche Normbedingung erfüllt.

Lemma 2.2.10 Sei I ein Ideal von OK, dann gilt I ∩ Z 6= 0.

Beweis: Sei α ∈ I dann gibt es ai ∈ Z, sodass αm + a1α
m−1 + · · · + am = 0

mit am 6= 0 und somit gilt am ∈ I ∩ Z.

�

Satz 2.2.5 Der Ring der ganzen Zahlen OK erfüllt die endliche Normbedin-
gung.

Beweis: Sei I ein Ideal von OK , dann gibt es nach Lemma 2.2.10 ein a ∈ I∩Z,
a 6= 0. Bezeichnet man mit A das von a erzeugte Hauptideal, so genügt es, da
man jeder Restklasse von OK/A eine Restklasse von OK/I zuordnen kann,
zu zeigen, dass der Index von A in OK endlich ist, nämlich an beträgt.

Sei w1, . . . , wn die Ganzheitsbasis von OK und S = {
∑

ciwi|0 ≤ ci < a},
dann ist S ein vollständiges Repräsentantensystem der Nebenklassen von
OK/A. Angenommen w =

∑
miwi ∈ OK , dann lässt sich mi als mi = qia+ci

mit 0 ≤ ci < a schreiben und es gilt

w ≡
∑

ciwi (a).

Somit enthält jede Nebenklasse ein Element von S. Angenommen es lägen
zwei Elemente von S

∑
ciwi und

∑
c′iwi in der selben Nebenklasse, dann

würde aus der linearen Unabhängigkeit der wi folgen, dass ci − c′i durch a
teilbar wäre. Da aber 0 ≤ ci, c

′
i < a gilt, folgt daraus ci = c′i und daher

dass S ein vollständiges Repräsentantensystem der Nebenklassen von OK/A
darstellt mit |S| = an.

�

Satz 2.2.6 Sei K ein algebraischer Zahlkörper und OK der Ring der ganzen
Zahlen von K, dann ist OK ein Noetherscher Ring.
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Beweis: Sei I1 ⊆ I2 ⊆ . . . eine Idealkette von OK , da N(Ii) immer enlcih ist
und darüberhinaus aus I1 ⊆ Ii folgt, dass N(I1) ≥ N(Ii), kann es nur endlich
viele Ideale geben, die I1 enghalten.

�

Die folgenden zwei Lemmata sollen nicht bewiesen werden, hierfür siehe
zum Beispiel [4]

Lemma 2.2.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, dann gilt:

(i) Das Ideal I ist genau dann maximal, wenn R/I ein Körper ist.

(ii) Das Ideal I ist genau dann prim, wenn R/I ein Integritätsbereich ist.

Lemma 2.2.12 Jeder endliche Integritätsbereich ist ein Körper.

Lemma 2.2.13 Jedes Primideal von OK ist maximal.

Beweis: Da OK die endliche Normbedingung erfüllt, ist OK/P endlich für
jedes Primideal P , außerdem ist OK/P nach Lemma 2.2.11 (ii) ein Inte-
gritätsbereich, da aber wegen Lemma 2.2.12 jeder endliche Integriätsbereich
bereits ein Körper ist, kann man Satz 2.2.11 (i) anwenden und erhält somit,
dass P maximal ist.

�

Lemma 2.2.14 Sei K ein Körper und R ⊆ K ein Ring, dann ist der gan-
zalgebraische Abschluss R ganzalgebraisch abgeschlossen, das heißt es gilt

R = R

Beweis: Sei ϑ ∈ R, dann gibt es ein normiertes Polynom f(x) = xn +
αn−1x

n−1 + · · · + α0 ∈ R[x] mit f(ϑ) = 0, da die Koeffizienten von f(x)
in R liegen gibt es normierte Polynome gj(x) ∈ R[x] mit grad(gj) = kj,
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sodass gj(αj) = 0 gilt. Betrachtet man nun das R-Modul

M =
〈
ϑmαl0

0 · · ·α
ln−1

n−1

〉
0≤m<n
0≤li<ki

= R[ϑ, α0, . . . , αn−1]

so ist M sogar ein Ring und aus Lemma 2.1.1 folgt, dass M ⊆ R und da
ϑ ∈ M , gilt somit ϑ ∈ R.

�

Satz 2.2.7 Sei K ein algebraischer Zahlkörper und OK der Ring der ganzen
Zahlen von K, dann ist OK ein Dedekindscher Ring.

Beweis: Wie bereits gezeigt, ist OK ein Noetherscher Ring und jedes seiner
Primideale maximal. Außerdem ist OK der ganzalgebraische Abschluss von
Z in K und somit ganzalgebraisch abgeschlossen.

�

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen noch zwei Kenngrößen eines Prim-
ideals betrachtet werden, der Verzweigungs- und der Trägheitsindex.

Lemma 2.2.15 Jedes Primideal P 6= 0 von OK enthält genau eine Primzahl.

Beweis: Nach Lemma 2.2.10 enthält jedes Ideal von OK eine ganze Zahl. Die-
se Zahl ist nun entweder bereits eine Primzahl, oder einer ihrer Primfaktoren
muss in P liegen, da nach der Definition eines Primideals mit ab entweder
a oder b in P liegen muss. Angenommen P würde zwei Primzahlen p und
q enthalten, so müsste P auch ihren größten gemeinsamen Teiler 1 enthal-
ten, da sich dieser nach dem Euklidischen Algorithmus mittels rp + sq mit
ganzzahligen r und s darstellen lässt. Hieraus würde aber P = OK folgen,
im Widerspruch zur Annahme.

�
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Satz 2.2.8 Sei K ein algebraischer Zahlkörper mit Erweiterungsgrad n und
P ein Primideal von OK, dann ist P ∩ Z ein Primideal von Z, das heißt
P ∩ Z = pZ für eine Primzahl p. Sei I = pOK, dann gilt weiters I =
P e1

1 P e2
2 · · ·P eg

g mit P1 = P und N(Pi) = pfi, fi ∈ N, fi ≥ 1 und überdies
erhält man

g∑
i=1

eifi = n

Beweis: Klarerweise ist P ∩ Z ein Ideal von Z, außerdem gilt, sind a, b ∈ Z
und ab ∈ P ∩ Z, so folgt, wegen ab ∈ P , a ∈ P oder b ∈ P und somit
a ∈ P ∩ Z oder b ∈ P ∩ Z. Da es nach Lemma 2.2.15 genau eine Primzahl
in P ∩ Z gibt, ist p eindeutig bestimmt und weil I ⊆ P kann man ohne
Beschränkung der Allgemeinheit P1 = P setzten. Da wegen Lemma 2.2.8
N((p)) = N(P1)

e1 · · ·N(Pg)
eg gilt, folgt

N((p)) = NK/Q(p) = pn = N(P1)
e1 · · ·N(Pg)

eg

und somit muss es für jedes Pi ein fi geben, sodass N(Pi) = pfi . Hieraus
erhält man unmittelbar

g∑
i=1

eifi = n

�

Definition 2.2.10 Sei K ein algebraischer Zahlkörper, P 6= 0 ein Primideal
von OK und p ∈ Z so gewählt, dass P∩Z = pZ gilt und pOK = P eP e2

2 · · ·P eg
g ,

dann heißt die natürliche Zahl e ≥ 1 der Verzweigungsindex von P. Den
Trägheitsindex f(P) von P definiert man mittels |OK/P | = pf(P ).

2.3 Die Klassenzahl

Den Abschluss dieses einführenden Kapitels bildet die Definition der Klas-
senzahl und der Beweis der Tatsache, dass diese immer endlich ist. Hierfür
benötigt man zunächst den Begriff des Quotientenkörpers.

Definition 2.3.1 Sei R ein Integritätsbereich. Auf den formalen Quotienten
a
b

a , b ∈ R , b 6= 0 wird durch

a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
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und
a

b

c

d
=

ac

bd

eine Addition und eine Multiplikation definiert.
Zwei Quotienten a

b
und c

d
heißen gleich oder äquivalent, falls

ad = bc

gilt. Diese (Äquivalenz-) Relation ist mit den Operationen +, · verträglich.
Faktorisiert man nach dieser (Kongruenz-) Relation, so erhält man den Quo-
tientenkörper von R.
R lässt sich in seinen Quotientenkörper einbetten, indem man a ∈ R mit der
Äquivalenzklasse identifiziert, die den Quotienten a

1
enthält.

Definition 2.3.2 Sei K ein algebraischer Zahlkörper, G(K) die Gruppe der
Bruchideale in K und P (K) die Untergruppe der Hauptbruchideale. Dann
bezeichnet man

H(K) = G(K)/P (K)

als die Idealklassengruppe und

h(K) = |H(K)|

als die Klassenzahl von K.

Alternativ kann man die Klassenzahl auch folgendermaßen definieren

Definition 2.3.3 Seien I und J zwei Bruchideale von OK, dann sind I und
J äquivalent, wenn es Elemente a, b ∈ OK r {0} gibt, sodass

aI = bJ

gilt. Die Anzahl der Äquivalenzklassen dieser Äquivalenzrelation entspricht
dann der Klassenzahl h(K).

Bemerkung: Die beiden Definitionen sind äquivalent, da aus aI = bJ (a)I =
(b)J und somit I = ( b

a
)J folgt.
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Das folgende Lemma zeigt, dass jede Bruchidealklasse ein Ideal enthält, das
heißt, dass es in vielen Situationen ausreicht Ideale zu betrachten anstelle von
Bruchidealen, den Beweis findet man zum Beispiel in [4].

Lemma 2.3.1 Jede Klasse von Bruchidealen kann durch ein Ideal repräsen-
tiert werden.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dass die Klassenzahl immer endlich
ist. Der hier geführte Beweis beruht auf einem Satz H. Minkowskis.

Lemma 2.3.2 Sei Xt ein Gebiet bestehend aus allen Punkten

(x1, . . . , xr, y1, z1, . . . , ys, zs) ∈ Rr+2s

mit

|x1|+ · · ·+ |xr|+ 2
√

y2
1 + z2

1 + · · ·+ 2
√

y2
s + z2

s < t,

dann ist Xt beschränkt, symmetrisch und konvex.

Beweis: Klarerweise ist Xt beschränkt und symmetrisch. Um die Konvexität
zu beweisen, wählt man zwei beliebige Punkte

P = (a1, . . . , ar, b1, c1, . . . , bs, cs)

und
Q = (d1, . . . , dr, e1, f1, . . . , es, fs)

aus Xt und zeigt, dass auch λP +µQ mit λ, µ ≥ 0 und λ+µ = 1 in Xt liegt.
Da, wie leicht nachzurechnen ist, die Ungleichungen

|λai + µdi| ≤ λ|ai|+ µ|di|

und √
(λbi + µei)2 + (λci + µfi)2 ≤ λ

√
b2
i + c2

i + µ
√

e2
i + f 2

i
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gelten, folgt

|λa1 + µd1|+ · · ·+ |λar + µdr|+ 2
√

(λb1 + µe1)2 + (λc1 + µf1)2 + · · ·
+ 2
√

(λbs + µes)2 + (λcs + µfs)2

≤ λ|a1|+ µ|d1|+ · · ·+ λ|ar|+ µ|dr|+ 2λ
√

b2
1 + c2

1 + 2µ
√

e2
1 + f 2

1 + · · ·

+ 2λ
√

b2
s + c2

s + 2µ
√

e2
s + f 2

s

< λt + µt = t.

�

Lemma 2.3.3 Sei Xt wie im vorhergehenden Lemma definiert, dann gilt für
das Volumen des Gebietes

vol(Xt) =
2r−sπstn

n!
mit n = r + 2s.

Beweis: Um das Volumen von Xt zu berechnen, führt man zunächst eine
Koordinatentransformation in Polarkoordinaten durch und erhält so mittels
2yj = ρj cos θj, 2zj = ρj sin θj und somit 4dyjdzj = ρjdρjdθj für xi ≥ 0,
1 ≤ i ≤ r

vol(Xt) = 2r2−2s

∫
ρ1 · · · ρsdx1 · · · dxrdρ1 · · · dρsdθ1 · · · dθs

= 2r2−2s(2π)s

∫
Yt

ρ1 · · · ρsdx1 · · · dxrdρ1 · · · dρs

mit

Yt = {(x1, . . . , xr, ρ1, . . . , ρs) : xi, ρj ≥ 0, x1 + · · ·+ xr + ρ1 + · · ·+ ρs ≤ t}.
Setzt man nun

fr,s(t) =

∫
Yt

ρ1 · · · ρsdx1 · · · dxrdρ1 · · · dρs

so erhält man

fr,s(1) =

∫ 1

0

fr−1,s(1− x1)dx1

= fr−1,s(1)

∫ 1

0

(1− x1)
r−1+2sdx1

=
1

r + 2s
fr−1,s(1)
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Führt man nun diese Vorgehensweise fort, so ergibt sich

fr,s(1) =
(2s)!

(r + 2s)!
f0,s(1).

Jetzt bleibt nur noch f0,s(1) zu bestimmen:

f0,s(1) =

∫ 1

0

ρsf0,s−1(1− ρs)dρs

= f0,s−1(1)

∫ 1

0

ρs(1− ρs)
2s−2dρs

=
f0,s−1(1)

2s(2s− 1)
.

Geht man nun wieder induktiv vor ergibt sich

f0,s(1) =
1

(2s)!

und man erhält insgesamt

fr,s(1) =
1

(r + 2s)!
=

1

n!
.

�

Lemma 2.3.4 Sei C ein beschränktes, symmetrisches, konvexes Gebiet in
Rn und A ∈ Rn×n eine Matrix, deren Reihen a1, . . . , an linear unabhängig
über R sind und für die überdies

vol(C) > 2n| det A|

gilt, dann gibt es ganze Zahlen x1, . . . , xn, nicht alle Null, sodass

x1a1 + · · ·+ xnan ∈ C

gilt.

Beweis: Betrachtet man die Menge D bestehend aus allen (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
sodass

x1a1 + · · ·+ xnan ∈ C,
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so ist D beschränkt, symmetrisch und konvex, da C all diese Eigenschaften
besitzt. Außerdem gilt D = A−1C und daher

vol(D) = vol(C)(| det A|)−1.

Ist nun vol(D) > 2n, so enthält D einen ganzzahligen Punkt (x1, . . . , xn) 6= 0,
sodass x1a1 + · · · + xnan ∈ C. Da aber vol(D) > 2n äquivalent zu vol(C) >
2n| det A| ist, erhält man das Gewünschte.

�

Lemma 2.3.5 Sei I ein Ideal von OK das von w1, . . . , wn erzeugt wird und
A die Matrix, deren Zeilen die Vektoren

ai = (σ1(wi), . . . , σr1(wi),<(σr1+1(wi)),=(σr1+1(wi)), . . . ,

<(σr1+r2(wi)),=(σr1+r2(wi)))

bilden, dann gilt
| det A| = 2−r2|N(I)||dk|1/2

Beweis: Betrachte man die Diskriminante der Elemente w1, . . . , wn, so erhält
man

dK/Q(w1, . . . , wn) = [det(σi(wj))]
2

= [det(σ1(wi), . . . , σr1(wi), 2<σr1+1(wi),−i=σr1+1(wi), . . . ,

2<σr1+r2(wi),−i=σr1+r2(wi))i=1,...,n]2

= (−2i)2r2 [det(σ1(wi), . . . , σr1(wi),<σr1+1(wi),=σr1+1(wi),

. . . ,<σr1+r2(wi),=σr1+r2(wi))i=1,...,n]2

= (−2i)2r2(det A)2.

Wegen Lemma 2.1.6 gilt außerdem dK/Q(w1, . . . , wn) = N(I)2dK , woraus
unmittelbar das Gewünschte folgt.

�

Lemma 2.3.6 Sei K ein algebraischer Zahlkörper mit Signatur [r1, r2] und
I ein Ideal von OK, dann gibt es ein a 6= 0 in I, sodass

|NK/Q(a)| ≤
(

4

π

)r2 n!

nn
|N(I)||dK |

1
2

gilt.
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Beweis: Sei I ein beliebiges Ideal von OK und w1, . . . , wn eine Basis von I,
dann sind die Vektoren

ai = (σ1(wi), . . . , σr1(wi),<(σr1+1(wi)),=(σr1+1(wi)), . . . ,

<(σr1+r2(wi)),=(σr1+r2(wi))) ∈ Rn

linear unabhängig. Betrachtet man das beschränkte, symmetrische, konvexe
Gebiet Xt, das in Lemma 2.3.2 definiert wurde mit r = r1 und s = r2, dann
beträgt nach Lemma 2.3.3 das Volumen von Xt

vol(Xt) =
2r1−r2πr2tn

n!
.

Wählt man t so, dass vol(Xt) größer als 2n| det A| ist, so gibt es nach Lemma
2.3.4 (x1, . . . , xn) ∈ Zn, für den

0 6= x1a1 + · · ·+ xnan ∈ Xt

gilt, wobei die Matrix A wie in Lemma 2.3.4 definiert wird. Setzt man α =
x1w1 + · · · + xnwn ∈ I, so folgt aus der arithmetisch - geometrischen Mittel
Ungleichung

|N(α)|1/n <
t

n

und somit

|N(α)| <
(

t

n

)n

.

Außerdem gilt mit det A = 2−r2|N(I)||dK |1/2

tn

n!
=

2n| det A|
2r1−r2πr2

=

(
4

π

)r2

|N(I)||dK |1/2

und daher erhält man insgesamt

|N(α)| ≤ n!

nn

(
4

π

)r2

|N(I)||dK |1/2

.

�

Satz 2.3.1 Die Klassenzahl h(K) ist für jeden algebraischen Zahlkörper end-
lich.
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Beweis: Der hier geführte Beweis geht auf H. Minkowski zurück und verwen-
det folgendes Lemma, das auch eine Abschätzung für h(K) liefert.

Lemma 2.3.7 Ist K eine algebraische Körpererweiterung mit Erweiterungs-
grad n und Signatur [s, t], dann gibt es in jeder Idealklasse ein Ideal dessen
Norm nicht größer ist als

n!

nn

(
4

π

)t√
|dK |.

Beweis: Sei I ein beliebiges Ideal von OK , dann gilt für ein Element a ∈ I,
dass das von a erzeugte Hauptideal in I enthalten ist und somit, dass I|(a).
Daraus folgt die Existenz eines Ideals J , sodass IJ = (a). Nun kann man
Lemma 2.3.6 anwenden und erhält

|NK/Q(c)| ≤ n!

nn

(
4

π

)t√
|dK |N(J) (2.4)

für ein c 6= 0 aus J . Das von c erzeugte Hauptideal ist, da (c) ⊆ J gilt,
durch J teilbar, das heißt es existiert ein Ideal B mit (c) = BJ . Daraus
folgt, dass (a)B = (c)I und daher liegen B und I in der selben Idealklasse.

Da man wegen Lemma 2.2.8(i) und Lemma 2.2.9 N(B) als N(B) =
|NK/Q(c)|

N(J)

schreiben kann, gilt

N(B) ≤ n!

nn

(
4

π

)t√
|dK |.

�

Satz 2.3.1 folgt nun unmittelbar aus Lemma 2.2.8(ii).

Definition 2.3.4 Die Zahl

n!

nn

(
4

π

)t√
|dK | (2.5)

wird die Minkowski Konstante des Körpers K genannt.
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Abschließend kann man sagen, dass die Anzahl der Ideale des Ringes der
ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers, deren Norm kleiner oder
gleich der Minkowski Konstante ist, eine obere Schranke für die Klassenzahl
dieses Zahlkörpers darstellt.

Den Abschluß dieses Kapitels soll ein Satz bilden, der noch einen Hinweis
darauf liefert, warum die Fragestellung, wann ein algebraischer Zahlkörper
die Klassenzahl eins besitzt, so interessant ist, den Beweis findet man zum
Beispiel in [6].

Satz 2.3.2 Ist OK ein Dedekindscher Ring, dann sind die folgenden drei
Aussagen äquivalent:

(i) H(K) = 1

(ii) OK ist ein Hauptidealring

(iii) OK ist ein faktorieller Ring
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3 Quadratische Zahlkörper

Bisher wurden vor allem allgemeine algebraische Zahlkörper behandelt, in
diesem Kapitel soll nun auf einen Spezialfall, die quadratischen Zahlkörper
eingegangen werden. Der Vorteil dieser Zahlkörper besteht darin, dass die
Lösung des Klassenzahlenproblems sich hier einfacher gestaltet. Insbesondere
für den Fall negativer Diskriminante gilt das Problem als gelöst.

3.1 Einführung

Ziel dieses ersten Abschnitts ist es, einige wesentliche Eigenschaften quadra-
tischer Zahlkörper anzuführen. Wichtig ist vor allem eine Ganzheitsbasis für
den Ring der ganzen Zahlen zu bestimmen.

Definition 3.1.1 Ein algebraischer Zahlkörper mit [K : Q] = 2 heißt qua-
dratisch.

Lemma 3.1.1 Sei K ein quadratischer Zahlkörper, dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte quadratfreie ganze Zahl d 6= 1 mit K = Q(

√
d).

Beweis: Da K quadratisch ist, gibt es ein γ, sodass K = Q(γ) mit

aγ2 + bγ + c = 0 und a, b, c ∈ Z , a, c 6= 0 , b2 − 4ac 6= 0.

Daraus folgt

γ =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
,

setzt man D = b2 − 4ac = q2d, d quadratfrei, gilt somit K = Q(
√

D) =
Q(
√

d).
Sei nun K = Q(

√
d1) = Q(

√
d2), d1, d2 quadratfrei, dann kann man

√
d2

durch √
d2 = a + b

√
d1

ausdrücken. In dieser Darstellung muss a 6= 0 sein, da sonst d2 nicht quadrat-
frei, und b 6= 0, da sonst

√
d2 ∈ Q wäre. Quadriert man nun obige Gleichung,

erhält man
d2 = a2 + 2ab

√
d1 + b2d1,

woraus
√

d1 ∈ Q folgen würde im Widerspruch zu d1 quadratfrei. Somit ist
auch die Eindeutigkeit bewiesen.
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Satz 3.1.1 Sei d 6= 1 quadratfrei und K = Q(
√

d), dann gilt für den Ring
der ganzen Zahlen OK

OK = Z + Z
√

d , dK = 4d für d ≡ 2, 3 (4) (3.1)

OK = Z + Z

(
−1 +

√
d

2

)
, dK = d für d ≡ 1 (4) (3.2)

Beweis: Sei γ ein beliebiges Element aus K mit der Darstellung γ = r+s
√

d,
dann gilt γ2 − (sp(γ))γ + N(γ) = 0 mit sp(γ) = 2r und N(γ) = r2 − ds2.
Daher ist γ genau dann aus OK , wenn 2r ∈ Z und r2 − ds2 ∈ Z. Sind diese
Bedingungen erfüllt, so muss (2r)2 − 4ds2 ∈ Z und somit, da 2r ∈ Z, auch
4ds2 in Z liegen. Da d quadratfrei ist, gilt 2s ∈ Z. Setzt man m = 2r und
n = 2s dann ist m2 − dn2 ≡ 0 (4).

Ist nun d ≡ 2, 3 (4) dann gilt entweder m2+n2 ≡ 0 (4) oder m2+2n2 ≡ 0
(4). Da m2, n2 ≡ 0, 1 (4), folgt hieraus m ≡ n ≡ 0 (2) und damit r, s ∈ Z
beziehungsweise OK = Z + Z

√
d. Für die Determinante dK gilt dann

dK =

∣∣∣∣ sp(1) sp(
√

d)

sp(
√

d) sp(d)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2 0
0 2d

∣∣∣∣ = 4d

Betrachte man den Fall d ≡ 1 (4), so ist m2 − n2 ≡ 0 (4) und somit
m ≡ n (2). Für den Ring der ganzen Zahlen gilt deshalb

OK =

{
m + n

√
d

2
| m, n ∈ Z , m ≡ n (2)

}

=

{
m + n

2
+ n

(
−1 +

√
d

2

)
| m, n ∈ Z , m ≡ n (2)

}

= Z + Z
−1 +

√
d

2
.

Die Diskriminante ist dann wie man analog zu oben leicht nachrechnen kann
dK = d.

�

Bemerkung: Aus obigem Satz folgt unmittelbar, dass für m = dK das
Paar (1, (m +

√
m)/2) immer eine Ganzheitsbasis von OK bildet.
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Eine endliche Körpererweiterung E/K heißt Galoisch, falls E Zerfällungskörper
eines separablen Polynoms ist, das heißt, es gibt ein Polynom, das keine mehr-
fachen Nullstellen besitzt und über E in Linearfaktoren zerfällt. Der folgen-
de Satz besagt, dass jede quadratische Körpererweiterung diese Eigenschaft
erfüllt. Der Beweis dieser Tatsache basiert darauf, das setzt man E = Q(

√
d),

das Minimalpolynom von
√

d p(x) = x2− d einerseits über Q(
√

d) in Linear-
faktoren zerfällt und andererseits für d 6= 0 nur einfache Nullstellen besitzt.

Satz 3.1.2 Jede quadratische Körpererweiterung von Q ist Galoisch.

Weiters heißt eine Galoische Körpererweiterung K/Q Abelsch, falls ihre
Galoisgruppe, das heißt die Gruppe der Automorphismen auf K, die Q ele-
mentweise fest lassen, Abelsch ist. Da die Galoisgruppe eines quadratischen
Zahlkörpers gleich {id,

√
d 7→ −

√
d} ist, trifft diese Tatsache zu.

Satz 3.1.3 Jeder quadratische Zahlkörper ist abelsch.

Im folgenden sollen, wenn nicht anders angegeben, K immer einen qua-
dratischen Zahlkörper, d die eindeutig bestimmte, quadratfreie ganze Zahl,
für die K = Q(

√
d) gilt, dK die zugehörige Diskriminante und OK den Ring

der ganzen Zahlen bezeichnen.

3.2 Die Dirichletsche Klassenzahlformel

Dieser Abschnitt ist dem Beweis der Dirichletschen Klassenzahlformel ge-
widmet. Viele der verwendeten Sätze gehen bereits auf Dirichlet zurück.
Zunächst benötigt man den Begriff des Legendresymbols. Das Legendresym-
bol gibt an, ob eine Zahl n quadratischer Rest modulo einer Primzahl ist
oder nicht.

Definition 3.2.1 Sei p eine Primzahl, dann definiert man das Legendre-
symbol (n

p
) durch

(
n

p

)
=


+1 falls x2 ≡ n (p) lösbar und p - n
−1 falls x2 ≡ n (p) unlösbar und p - n

0 falls p|n
(3.3)
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Das Legendresymbol besitzt einige interessante Eigenschaften, die seine
Berechnung wesentlich vereinfachen, es gilt zum Beispiel (a/p) = (b/p) falls
a ≡ b mod p, wie unmittelbar aus der Definition folgt. Die Beweise zu den
Sätzen 3.2.1 und 3.2.3, sowie Lemma 3.2.1 findet man zum Beispiel in [4].

Lemma 3.2.1 Das Legendresymbol ist mulitiplikativ, das heißt(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

Satz 3.2.1 Sei p eine ungerade Primzahl, dann gilt

(i) (
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(ii) (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

(iii) (
a

p

)
≡ a(p−1)/2 mod p.

Satz 3.2.2 Die Anzahl der quadratischen Reste ist gleich der Anzahl der
quadratischen Nichtreste mod p.

Beweis: Für eine Primzahl p ist die zugehörige Faktorgruppe zyklisch mit
einem erzeugenden Element g der Ordnung p− 1. Daher gilt für jede gerade
Potenz g2k von g (

g2k
)(p−1)/2

=
(
gp−1

)k ≡ 1 (p),

für ungerade jedoch(
g2k+1

)(p−1)/2
=
(
g(p−1)/2

)
6≡ 1 (p).

Es gilt also für die Hälfte der Elemente der Faktorgruppe, nämlich für die
geraden Potenzen von g (

a

p

)
≡ a(p−1)/2 ≡ 1 (p).
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Da die Mächtigkeit der Faktorgruppe einer Primzahl p jedoch immer p − 1
beträgt, sind (p−1)/2 Elemente quadratische Reste und die übrigen (p−1)/2
quadratische Nichtreste mod p.

�

Folgerung: Für eine feste Primzahl p gilt

p−1∑
a=1

(
a

p

)
= 0.

Satz 3.2.3 (Quadratisches Reziprozitätsgesetz) Für zwei unterschied-
liche, ungerade Primzahlen p und q gilt(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 (3.4)

Eine natürliche Verallgemeinerung des Legendresymbols stellt das Jacobi-
symbol dar.

Definition 3.2.2 Für ganze Zahlen a und ungerade, positive Zahlen b wird
das Jacobisymbol (a

b
) durch(a

b

)
=

(
a

p1

)
· · ·
(

a

pl

)
definiert, wobei b = p1 · · · pl die Primfaktorenzerlegung von b ist und ( a

pj
) das

Legendresymbol bezeichnet.

Für das Jacobisymbol gelten ganz ähnliche Rechenregeln wie für das Legen-
dresymbol, man beachte jedoch, dass hier die Bedingung (a/b) = 1 nur noch
notwendig, jedoch nicht hinreichend für die Lösbarkeit von x2 ≡ a mod b ist.
Den Beweis für den folgenden Satz findet man zum Beispiel in [4].

Satz 3.2.4 (Rechenregeln für das Jacobisymbol) Seien a1, a2, a ganze
Zahlen und b1, b2, b ungerade ganze Zahlen, dann gilt
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(i) (a1a2

b

)
=
(a1

b

)(a2

b

)
(ii) (

a

b1b2

)
=

(
a

b1

)(
a

b2

)
(iii) (

−1

b

)
= (−1)

b−1
2

(iv) (
2

b

)
= (−1)

b2−1
8

(v) (
a

b

)(
b

a

)
= (−1)

a−1
2

b−1
2 .

In Anlehnung an die bisher definierten Symbole kann man ein weiteres
Symbol, das Kroneckersymbol einführen.

Definition 3.2.3 Mit Hilfe des Legendresymbols kann man für gewisse Zah-
len d das Kroneckersymbol ( d

n
) folgendermaßen definieren:

(i) d = εp1 · · · pr ≡ 1 (4) mit ε = ±1, r ≥ 1 und pi ≡ 1 (2), 1 ≤ i ≤ r(
d

n

)
=

r∏
i=1

(
n

pi

)
(ii) d = 4εp1 · · · pr mit εp1 · · · pr ≡ 3 (4), r ≥ 0 und pi ≡ 1 (2), 1 ≤ i ≤ r(

d

n

)
=

{
η
∏r

i=1

(
n
pi

)
für n ≡ 1 (2)

0 für n ≡ 0 (2)

wobei

η =

{
1 für n ≡ 1 (4)

−1 für n ≡ −1 (4)
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(iii) d = 8εp1 · · · pr mit r ≥ 0 und pi ≡ 1 (2), 1 ≤ i ≤ r

(
d

n

)
=


(−1)(n2−1)/8

∏r
i=1

(
n
pi

) falls n ≡ 1 (2)

und sgn(d) =
∏r

i=1

(
−1
pi

)
η(−1)(n2−1)/8

∏r
i=1

(
n
pi

) falls n ≡ 1 (2)

und sgn(d) 6=
∏r

i=1

(
−1
pi

)
0 falls n ≡ 0 (2)

Alternativ kann man das Kroneckersymbol auch folgendermaßen mit Hil-
fe des Jacobisymbols definieren. Der Beweis für die Äquivalenz der beiden
Definitionen soll hier nicht ausgeführt werden. Es sei nur bemerkt, dass er
unmittelbar aus den Sätzen über das Legendre- und das Jacobisymbol, sowie
aus Lemma 3.2.2 folgt.

Satz 3.2.5 Sei d ≡ 0, 1 (4) und n = 2cn1, 2 - n1, dann definiert man eine
Erweiterung des Jacobisymbols folgendermaßen(

d

n

)
=

(
d

2

)c(
d

n1

)
,

wobei (d/n1) das Jacobisymbol bezeichnet und (d/2) wie folgt definiert wird

(
d

2

)
=


0 falls d ≡ 0 mod 4
1 falls d ≡ 1 mod 8

−1 falls d ≡ 5 mod 8
.

Dieses erweiterte Jacobisymbol ist äquivalent zum Kroneckersymbol.

Wie dieser Satz zeigt, lassen sich einige Eigenschaften des Jacobisym-
bols, wie zum Beispiel die Multiplikativität der unteren Komponente auf
das Kroneckersymbol übertragen. Außerdem folgt aus der Definition des
Kroneckersymbols über das Legendresymbol zum Beispiel (d/n) = (d/n0)
falls n ≡ n0 (d).

Lemma 3.2.2 Sei d Diskriminante eines quadratischen Zahlkörpers und (d/2)
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das Kroneckersymbol, dann gilt

(
d

2

)
=


0 falls 2|d
1 falls d ≡ 1 mod 8

−1 falls d ≡ 5 mod 8.
(3.5)

Beweis: Der Fall 2|d folgt direkt aus der Definition des Kronecker Symbols.
Wegen Satz 3.2.1 (ii) ist 2 immer quadratischer Rest der Primzahlen der
Form 8n + 1 oder 8n + 7 und quadratischer Nichtrest der Primzahlen der
Form 8n + 5 oder 8n + 3. Daher gilt(p

2

)
=

{
1 falls p = 8n + 1 oder p = 8n + 7, p prim

−1 falls p = 8n + 5 oder p = 8n + 3, p prim.

Da d als Diskriminante eines quadratischen Zahlkörpers äquivalent 0, 1 (4)
sein muss, kann sie im Falle 2 - d mod 8 nur äquivalent 1 oder 5 sein.
Hat nun d die Primfaktorenzerlegung d = p1 · · · ps und bezeichne ri den
Rest von pi modulo 8 , so muss, weil ja das Produkt der Reste mod 8,
der Rest des Produktes ist, r1 · · · rs ≡ 1, 5 (8) gelten. Da die ungeraden
Reste mod 8 eine involutorische Gruppe bilden, kann d nur dann äquvialent
1 mod 8 sein, wenn die Reste 3, 5 und 7 entweder alle in gerader oder alle
in ungerader Anzahl vorkommen. Daraus folgt aber, dass (d/2) = 1 gilt. Ist
nun d äquivalent 5 mod 8, so muss entweder 5 in einer ungeraden Anzahl
auftreten oder 3 und 7, in beiden Fällen ist dann (d/2) = −1.

�

Der folgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen dem Legendresym-
bol (d/p), wobei hier p eine ungerade Primzahl darstellt, und der Struktur
des von p erzeugten Hauptideals. Für p = 2 gilt eine ähnliche Aussage, man
betrachtet hier jedoch die Reste modulo 8 beziehungsweise die Teilbarkeit
durch 2.

Satz 3.2.6 Sei K = Q(
√

d) ein quadratischer Zahlkörper, dK seine Diskri-
minante, p eine ungerade Primzahl und bezeichne (d/p) das Legendre Symbol,
dann gilt:

(i) (d/p) = 1 dann und nur dann, wenn pOK = PP ′,

(ii) (d/p) = 0 dann und nur dann, wenn pOK = P 2,
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(iii) (d/p) = −1 dann und nur dann, wenn pOK = P ,

wobei P 6= P ′ Primideale von OK sind. Ist jedoch p = 2, dann folgt

(i) 2OK = PP ′ dann und nur dann, wenn d ≡ 1 mod 8 und 2 - dK,

(ii) 2OK = P 2 dann und nur dann, wenn 2|dK,

(iii) 2OK = P dann und nur dann, wenn d ≡ 5 mod 8 und 2 - dK.

Beweis: Zunächst soll der Satz für p 6= 2 bewiesen werden:

(i) ⇒ Da (d/p) = 1 gilt, gibt es ein a, sodass

a2 ≡ d (p).

Setzt man nun

P = (p, a +
√

d) und P ′ = (p, a−
√

d)

so erhält man pOK = PP ′, denn

PP ′ = (p, a +
√

d)(p, a−
√

d)

= (p2, p(a +
√

d), p(a−
√

d), a2 − d)

= (p)(p, a +
√

d, a−
√

d, (a2 − d)/p)

= (p)

Die letzte Gleichheit gilt, da 2a und p beide im zweiten Ideal enthalten
sind, nun ist aber (2a, p) = 1 und daher 1 ∈ (p, a +

√
d, a −

√
d, (a2 −

d)/p). Klarerweise ist P 6= P ′ da sonst 2a und p in P liegen würden,
woraus P = OK folgen würde, was nicht der Fall sein kann. Da die
Norm von pOK gleich p2 ist, muss N(P )|p2 gelten. Weil P 6= (1) gilt
N(P ) 6= 1 und aus Symmetriegründen kann die Norm von P auch nicht
p2 sein, somit besitzen sowohl P als auch P ′ als Norm p und sind daher
beide prim.

⇐ Da pOK = PP ′ muss es ein a ∈ P geben, dass allerdings nicht in
pOK liegt. Nach der Bemerkung zu Satz 3.1.1 bildet {1, (m +

√
m)/2}

mit m = dK eine Ganzheitsbasis von OK , also lässt sich a mittels

a = x + y
m +

√
m

2
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darstellen, wobei p kein gemeinsamer Teiler von x und y ist. Betrachtet
man nun das von a erzeugte Ideal, so gilt (a) ⊆ P also P |(a), daher
muss die Norm von P auch die Norm von (a)

N(a) =

∣∣∣∣(x +
ym

2

)2

− y2m

4

∣∣∣∣
teilen. Daraus folgt

(2x + ym)2 ≡ y2m (p).

Gilt nun p|y so folgt p|(2x+ym)2, dann müsste aber p 2x und somit, da p
ungerade ist, x teilen, im Widerspruch zu der Voraussetzung, dass p kein
gemeinsamer Teiler von x und y ist. Also folgt y2 ist nicht äquivalent
0 mod p und da Z/pZ ein Körper ist gilt

(2x + ym)2

y2
≡ m (p).

Daher wurde ein z gefunden, sodass z2 ≡ m (p) und da m = d oder
m = 4d gilt erhält man (d/p) = 1.

(ii) ⇒ Zunächst soll gezeigt werden, dass pOK = (p,
√

d)2 gilt: Da (d/p) = 0
folgt p|d und da d quadratfrei ist, sind d/p und p relativ prim, das heißt
(p,
√

d, d/p) = 1, somit erhält man

(p,
√

d)2 = (p2, p
√

d, d)

= (p)(p,
√

d, d/p)

= (p).

Aus den gleichen Gründen wie oben folgt, dass (p,
√

d) ein Primideal
ist.

⇐ Analog zu obigem Beweis muss es wiederum ein a geben, dass in P ,
nicht aber in pOK liegt. Sei m die Diskriminante von K dann lässt sich
a folgendermaßen darstellen:

a = x + y
m +

√
m

2
,

wobei p abermals kein gemeinsamer Teiler von x und y ist. Da a2 ∈ OK ,
erhält man

(2x + ym)2 + my2

4
+ 2y

2x + ym

4

√
m ∈ pOK .
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Hieraus folgt p|(2x+ym)2+my2 und p|y(2x+ym). Teilt p nun y, so folgt
p teilt 2x und da p ungerade ist p|x, im Widerspruch zur Annahme, dass
a kein Element von pOK ist. Also gilt p|2x+ym und p|my2, woraus p|m
folgt. Da p eine ungerade Primzahl ist ergibt sich hieraus (d/p) = 0.

(iii) Diese Äquvivalenz folgt unmittelbar aus den beiden vorherigen. Ist
(d/p) = −1 so kann nur der Fall pOK = P eintreten, da die anderen
beiden möglichen Fälle ausgeschlossen werden können. (Der Fall, dass
pOK ein Produkt von mehr als 2 Primidealen ist, ist nicht möglich, da
N(pOK) = p2 und die Norm multiplikativ ist.) Umgekehrt bleibt für
pOK = P nur der Wert (d/p) = −1.

Jetzt bleibt noch der Fall p = 2 zu betrachten.

(i) ⇐ Analog zum vorhergehenden Beweis soll gezeigt werden, dass

2OK = PP ′ mit P =

(
2,

1 +
√

d

2

)
und P ′ =

(
2,

1−
√

d

2

)
.

Betrachtet man nun PP ′ so erhält man(
2,

1 +
√

d

2

)(
2,

1−
√

d

2

)
= (2)

(
2,

1 +
√

d

2
,
1−

√
d

2
,
1− d

4

)
= (2)

,

da 1 = (1 +
√

d)/2 + (1 −
√

d)/2 im zweiten Ideal enthalten ist. Die
prim-Eigenschaft folgt wie oben.

⇒ Sei (2) = PP ′ mit P 6= P ′, dann folgt wegen (ii) d ≡ 1 (4). Au-
ßerdem existiert ein Element a ∈ P , das allerdings nicht in PP ′ liegt,
daher gilt, schreibt man a als

a = m + n
1 +

√
d

2
,

dass 2 kein gemeinsamer Teiler von m und n ist. Da (a) ⊆ P gilt, folgt
2 = N(P )|N((a)). Da

N((a)) = |N(a)| =
∣∣∣∣(2m + n)2

4
− n2d

4

∣∣∣∣ ,
erhält man

(2m + n)2 ≡ n2d mod 8.
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Angenommen n = 2n1, n1 ≡ 1 (2), dann folgt 2|(m + n1)
2 + n2

1d. 2 ist
allerdings kein Teiler von n2

1d, daher kann 2 auch nicht (m+n1)
2 teilen.

Hieraus ergibt sich, dass m gerade sein muss im Widerspruch zu der
Tatsache, dass 2 ein gemeinsamer Teiler von m und n ist. Angenommen
4|n, dann muss 4 auch ein Teiler von 2m + n sein, und somit wäre
m gerade, abermals im Widerspruch zur Voraussetzung. Es muss also
n ungerade sein und ist daher äquivalent zu einer primen Restklasse
mod8. Aus der Gruppeneigenschaft der Menge der primen Restklassen
folgt nun die Existenz eines n2, sodass nn2 ≡ 1 (8) gilt. Man erhält also

d ≡ n2
2(2m + n)2 mod 8

und da 2 - d, muss n2(2m + n) ungerade sein, woraus

d ≡ 1 mod 8

folgt.

(ii) ⇐ Teilt 2 dK , dann folgt nach Satz 3.1.1, dass d ≡ 2, 3 (4). Ist d ≡ 2
(4) dann folgt (2) = (2,

√
d)2, denn

(2,
√

d)2 = (4, 2
√

d, d)

= (2)(2,
√

d, d/2)

= (2)

.

Die letzte Gleichheit erhält man aus der Tatsache, dass 2 und d/2 tei-
lerfremd sind, da d quadratfrei ist und somit (2,

√
d, d/2) = OK gilt.

P = (2,
√

d) ist weiters ein Primideal, da N(P ) = 2 gelten muss. Tritt
nun der Fall d ≡ 3 (4) ein, so ist (2) = (2, 1 +

√
d)2, weil

(2, 1 +
√

d)2 = (4, 2 + 2
√

d, 1 + d + 2
√

d)

= (2)

(
1, 1 +

√
d,

1 + d

2
+
√

d

)
= (2).

Die letzte Gleichheit gilt wiederum da 1+
√

d und 1+d
2

+
√

d teilerfremd
sind. Der Rest folgt analog zu oben.

⇒ Nach Satz 3.1.1 ist dK ≡ 0, 1 (4). Angenommen dK ≡ 1 (4), dann
wäre

OK = Z + Z
1 +

√
d

2
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und für ein a ∈ P r P 2 würde a = m + n(1 +
√

d)/2 mit m und n sind
entweder 0 oder 1 gelten, da für jedes α ∈ OK a + 2α in P r P 2 liegt.
Würde n = 0 gelten, dann müsste m 6= 0 sein, da sonst a = 0 ∈ (2) =
P 2, ist andererseits m = 1 so wäre a = 1 und daher a /∈ P da P 6= OK .
Also folgt n = 1 und m = 0 oder 1. Da a2 in (2) liegt, erhält man im
Widerspruch dazu

a2 =

(
m +

1 +
√

d

2

)2

= m2 +
d− 1

4
+ (2m + 1)

1 +
√

d

2
/∈ (2),

da (2m + 1) ungerade ist. Somit muss dK ≡ 0 (4) gelten.

(iii) Die dritte Aussage folgt direkt aus den beiden ersten, da aus 2 - dK

und d nicht äquivalent 1 mod 8 folgt, dass d ≡ 5 (8). Andererseits muss
(2) = P gelten, da die anderen beiden Fälle, (2) = PP ′ und (2) = P 2

ausgeschlossen sind.

�

Bemerkung: Nach Satz 3.2.5 gilt, wenn man mit (d/2) das Kroneckersym-
bol bezeichnet, ein zum ersten Teil des Satzes analoges Ergebnis.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse lassen sich nun die folgenden zwei Lemmata
beweisen, die eine Formel für die Anzahl der Ideale mit einer bestimmten
Norm liefern. Diese Formel hängt nur von der Diskriminante und der Prim-
faktorenzerlegung der Norm ab.

Lemma 3.2.3 Sei an die Anzahl der Ideale in OK mit Norm n, dann gilt
für alle Primzahlen p

apα =
α∑

j=0

(
dK

pj

)
=
∑
l|pα

(
dK

l

)
. (3.6)

Beweis: Wegen Satz 2.2.8 und Satz 3.2.6 ist die Norm eines Primideals ent-
weder p oder p2, wobei der zweite Fall nur auftreten kann, wenn (dK/p) = −1
ist. Die Fälle α = 1 und α = 2 folgen nun unmittelbar aus den vorherge-
henden Sätzen. Sei nun α > 2, ist (dK/p) = −1, dann gilt apα = 0 für α
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ungerade und apα = 1 für α gerade, da nur Ideale, deren Norm eine gerade
Potenz von p ist, dargestellt werden können. Im Falle (dK/p) = 1, sind die
Ideale mit Norm pα von der Form P j(P ′)α−j , 0 ≤ j ≤ α, es gibt also genau
α + 1 von ihnen. Das stimmt mit obiger Summe überein. Es bleibt jetzt nur
noch die letzte Möglichkeit zu betrachten, nämlich (dK/p) = 0. Hier gibt es
nur ein Ideal mit passender Norm.

�

Lemma 3.2.4 Sei an die Anzahl der Ideale mit Norm n, dann gilt

an =
∑
l|n

(
dK

l

)
. (3.7)

Beweis: Da aus der Multiplikativität der Norm und der eindeutigen Prim-
faktorenzerlegung der Ideale die Multiplikativität von an folgt, erhält man
aus dem vorhergehenden Lemma

an =
∏
pα|n

(
α∑

j=0

(
dK

pj

))
.

Die Formel (3.7) folgt nun unmittelbar durch Umformungen.

�

Zwei weitere Eigenschaften des Kroneckersymbols (dK/n) liefern die fol-
genden beiden Lemmata. Einerseits gilt, dass es immer ein n gibt, sodass
(dK/n) = −1, andererseits ist für jedes x die Summe

∣∣∑
n≤x

(
dK

n

)∣∣ immer
kleiner oder gleich dem Betrag der Determinante.

Lemma 3.2.5 Sei dK die Diskriminante eines quadratischen Zahlkörpers,
dann gibt es ein n > 0, sodass (dK/n) = −1 gilt.

Beweis: Aus Satz 3.1.1 folgt, dass dK nur folgende Formen annehmen kann:

(i)

dK = εp1 · · · pr ≡ 1 (4) mit ε = ±1, r ≥ 1

und pi ≡ 1 (2), 1 ≤ i ≤ r

54



(ii)

dK = 4εp1 · · · pr mit εp1 · · · pr ≡ 3 (4), r ≥ 0

und pi ≡ 1 (2), 1 ≤ i ≤ r

(iii)

dK = 8εp1 · · · pr mit r ≥ 0

und pi ≡ 1 (2), 1 ≤ i ≤ r

Nun betrachtet man die einzelnen Fälle gesondert:

(i) Aus der Definition des Kroneckersymbols erhält man(
d

n

)
=

r∏
i=1

(
n

pi

)
Wegen des chinesischen Restsatzes kann man n so wählen, dass

n ≡ a2
i (pi) , i = 1, . . . , r − 1

n ≡ ar (pr)

gilt, wobei ar quadratischer Nichtrest mod pr ist. Somit gilt (n/pi) = 1
für i 6= r und (n/pr) = −1, also insgesamt (d/n) = −1.

(ii) Es gilt (
d

n

)
=

{
η
∏r

i=1

(
n
pi

)
für n ≡ 1 (2)

0 für n ≡ 0 (2)

wobei

η =

{
1 für n ≡ 1 (4)

−1 für n ≡ −1 (4)

Wegen des chinesischen Restsatzes kann man n so wählen, dass

n ≡ a2
i (pi) , i = 1, . . . , r

n ≡ −1 (4)

woraus (d/n) = −1 folgt.

55



(iii) Im letzten Fall gilt

(
d

n

)
=



(−1)(n2−1)/8
∏r

i=1

(
n
pi

) falls n ≡ 1 (2)

und sgn(d) =
r∏

i=1

(
−1

pi

)

η(−1)(n2−1)/8
∏r

i=1

(
n
pi

) falls n ≡ 1 (2)

und sgn(d) 6=
r∏

i=1

(
−1

pi

)
0 falls n ≡ 0 (2)

Hier muss man die beiden Möglichkeiten sgn(d) =
∏r

i=1

(
−1
pi

)
und

sgn(d) 6=
∏r

i=1

(
−1
pi

)
unterscheiden. Im ersten Fall wählt man n so,

dass

n ≡ a2
i (pi) , i = 1, . . . , r

n ≡ 3 (16)

gilt, da aus n ≡ 3 (16) folgt, dass (n2 − 1)/8 ≡ 1 (2) ist und somit
(d/n) = −1. Im zweiten Fall sucht man ein n, sodass

n ≡ a2
i (pi) , i = 1, . . . , r

n ≡ −3 (16).

Hieraus folgt (−1)(n2−1)/8 = −1 und η = 1, also wiederum das gewünsch-
te (d/n) = −1

�

Lemma 3.2.6 Sei (dK/n) das Kroneckersymbol, dann gilt∣∣∣∣∣∑
n≤x

(
dK

n

)∣∣∣∣∣ ≤ |dK |.

Beweis: Sei

S =
∑

n mod |dK |
(n,dK)=1

(
dK

n

)
,
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wegen Lemma 3.2.5 kann man immer ein n0 finden, sodass (n0, |dK |) = 1 und
(dK/n0) = −1 gilt. Betrachtet man nun(

dK

n0

)
S =

∑
n mod |dK |

(n,dK)=1

(
dK

nn0

)
,

stellt man fest, dass

−S =

(
dK

n0

)
S = S

gilt, da mit n auch nn0 alle Restklassen mod |dK | durchläuft. Also muss S =
0 sein. Definiert man nun v mittels v|dK | ≤ x < (v + 1)|dK |, so folgt∑

n≤x

(
dK

n

)
=

∑
|dK |v≤n≤x

(
dK

n

)

da ∑
n<|dK |v

(
dK

n

)
=

v∑
j=1

 ∑
(j−1)|dK |<n<j|dK |

(
dK

n

) = 0

weil die innere Summer immer gleich S ist. Somit erhält man∣∣∣∣∣∑
n≤x

(
dK

n

)∣∣∣∣∣ ≤ |dK |.

�

Ein für den Beweis der Dirichletschen Klassenzahlformel wichtiger Begriff
ist der des Dirichletschen Charakters. Ein Charakter allgemein ist eine mul-
tiplikative Abbildung von einer bliebigen abelschen Gruppe in die punktierte
komplexe Zahlenebene. Ist diese Gruppe eine prime Restklassengruppe, dann
spricht man von einem Dirichletschen Charakter. Ein Beispiel für einen sol-
chen Charakter ist das Kroneckersymbol.

Definition 3.2.4 Ein Charakter f ist ein Homomorphismus einer beliebi-
gen abelschen Gruppe G in die punktierte komplexe Zahlenebene, das heißt:

f : G −→ C r 0

f(ab) = f(a)f(b)
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Ist G = G(m) die prime Restklassengruppe mod m, dann definiert man zu
jedem Charakter f von G(m) eine arithmetische Funktion χ = χf folgender-
maßen

χ(a) =

{
f(a mod m) wenn (a, m) = 1,

0 sonst
.

Diese Funktion heißt Dirichletscher Charakter mod m.

Charaktere haben viele interessante Eigenschaften, so gilt zum Beispiel
für endliche Gruppen f(e) = 1, wenn man mit e das neutrale Element dieser
Gruppe bezeichnet. Hieraus folgt auch unmittelbar, dass jeder Wert f(a)
eine Einheitswurzel ist. Definiert man die Muliplikation zweier Charaktere
fogendermaßen

(fifj)(a) = fi(a)fj(a),

so bildet die Menge der Charaktere einer endlichen abelschen Gruppe eben-
falls eine abelsche Gruppe. Das inverse Element eines Charakters fi ist sein
Reziprokwert 1/fi. Mit f ist auch die komplex konjugierte Funktion f , defi-
niert durch f(a) = f(a), ein Charakter und es gilt insgesamt

f(a) =
1

f(a)
= f(a−1).

Jede abelsche Gruppe besitzt zu mindest einen Charakter, nämlich jene
Funktion, die auf der gesamten Gruppe identisch 1 ist. Einen Beweis all
dieser Eigenschaften findet man zum Beispiel in [1]. Dieser Charakter wird
auch Hauptcharakter genannt.

Summen die Charaktere beinhalten, spielen in der Zahlentheorie eine wich-
tige Rolle, so auch die erstmals von C. F. Gauß behandelten und nach ihm
benannten Gaußschen Summen.

Definition 3.2.5 Sei m ∈ N fest gewählt, χ ein Dirichletscher Charakter
mod m und ζm = e2πi/m die m-te Einheitswurzel, dann definiert man für ein
fixes a ∈ Z die Gaußsche Summe τa(χ) mittels

τa(χ) =
m∑

r=1

χ(r)ζar
m (3.8)

Im Falle a = 1 soll im weitern τ(χ) statt τ1(χ) geschrieben werden.
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Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung dafür, dass τn(χ) 6= 0
gilt, falls (n,m) > 1.

Satz 3.2.7 Sei χ ein Dirichletscher Charakter mod m und τn(χ) 6= 0 für ein
n mit (n, m) > 1, dann gibt es einen Teiler d von m, d < m, sodass

χ(a) = 1 für alle a mit (a, m) = 1 und a ≡ 1 mod d (3.9)

gilt.

Beweis: Für ein festes n sei q = (n, m) und d = m/q, dann d|m und da q > 1
gilt d < m. Wählt man nun ein a mit (a, m) = 1 und a ≡ 1 mod d, dann
kann man in τn(χ) den Summationsindex r durch ar ersetzen und erhält

τn(χ) =
∑

r mod m

χ(r)e2πinr/m =
∑

r mod m

χ(ar)e2πinar/m = χ(a)
∑

r mod m

χ(r)e2πinar/m.

Da a ≡ 1 mod d und d = m/q kann man a = 1 + bm/q für ein b ∈ N
schreiben und es gilt, da q|n

anr

m
=

nr

m
+

bmnr

qm
=

nr

m
+

bnr

q
≡ nr

m
mod 1.

Hieraus folgt e2πinar/m = e2πinr/m und somit

τn(χ) = χ(a)
∑

r mod m

χ(r)e2πinr/m = χ(a)τn(χ).

Da τn(χ) 6= 0 bedeutet das χ(a) = 1.

�

In Anlehnung an den letzten Satz lassen sich zwei Begriffe definieren, der
des induzierten Modulus und der des primitiven Charakters.

Definition 3.2.6 Sei χ ein Dirichletscher Charakter mod m und d > 0 ein
Teiler von m, dann heißt d ein induzierter Modulus für χ, wenn (3.9)
gilt.

Definition 3.2.7 Ein Dirichletscher Charakter χ mod m heißt primitiv,
wenn er keinen induzierten Modulus d < m besitzt.
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Ein Beispiel für einen primitiven Charakter wäre das Legendresymbol, ein
anderes, wie das folgende Lemma zeigt, das Kroneckersymbol, für m > 1
ist der Hauptcharakter nicht primitiv. Einen Beweis dieser Tatsachen findet
man zum Beispiel in [7], [1].

Lemma 3.2.7 Das Kroneckersymbol ist ein primitiver, reeller Dichrichlet-
sche Charakter.

Die folgenden beiden Sätze liefern weitere wichtige Eigenschaften Gauß’scher
Summen. Interessant ist, dass es verhältnismäßig einfach ist zu zeigen, dass
|τ(χ)| = m gilt, wohingegen der Beweis von Satz 3.2.9 doch einigen Aufwand
benötigt.

Satz 3.2.8 Sei (a, m) = 1 und b eine beliebige ganze Zahl, dann gilt

τab(χ) = χ(a)τb(χ).

Ist χ ein primitiver Charakter, dann gilt diese Gleichheit für alle a ∈ Z.

Beweis: Wegen |χ(a)|2 = χ(a)χ(a) = 1 gilt

χ(r) = χ(a)χ(a)χ(r) = χ(a)χ(ar),

daraus folgt

τab(χ) =
∑

r mod m

χ(r)ζabr
m = χ(a)

∑
r mod m

χ(ar)ζbar
m

= χ(a)
∑

k mod m

χ(k)ζbk
m = χ(a)τb(χ)

und somit wäre der erste Teil bewiesen. Ist nun χ ein primitiver Dirichletscher
Charakter, so ist nach Satz 3.2.7 τa(χ) = 0 für alle a mit (a, m) > 1. Da aber
in diesem Fall auch χ(a) = 0 gilt, stimmt die Aussage.

�

Satz 3.2.9 Sei χ ein reeller primitiver Charakter mod m, dann gilt

τ(χ) =

{
m1/2 falls χ(−1) = 1

im1/2 falls χ(−1) = −1
(3.10)
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Weitere Charakere beinhaltende Summen sind die sogenannten Dirichlet-
schen L-Reihen L(s, χ) =

∑∞
n=1

χ(n)
ns . Da |χ(n)n−s| ≤ n−s gilt, konvergiert

L(s, χ) im gleichen Bereich wie die Riemannsche ζ-Funktion ζ(s), das heißt
für s > 1, und ist dort auch stetig.

Definition 3.2.8 Unter einer Dirichletschen L-Reihe versteht man eine
Reihe der Form

L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)

ns
.

Setzt man für χ das Kronecker Symbol ein, so erhält man

Ld(s) =
∞∑

n=1

(
d
n

)
ns

.

Nach diesen Vorbereitungen kann mit dem eigentlichen Beweis der Dirch-
letschen Klassenzahlformel begonnen werden. Zentrale Bedeutung kommt
den Sätzen 3.2.12 und 3.2.13 beziehungsweise 3.2.14 zu, die einen Zusam-
menhang zwischen dem Volumen einer beschränkten, offenen Menge des R2

und der Anzahl der Ideale, deren Norm ≤ x ist, einer Idealklasse herstellen.

Satz 3.2.10 Sei (am) eine Folge komplexer Zahlen und gelte

A(x) =
∑
m≤x

am = O(xδ) für δ ≥ 0,

dann konvergiert die Summe

∞∑
m=1

am

ms
für <(s) > δ

und hat in dieser Halbebene die Darstellung

∞∑
m=1

am

ms
= s

∫ ∞
1

A(x)

xs+1
dx.
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Beweis: Zuerst formt man
∑

am/ms folgendermaßen um:

M∑
m=1

am

ms
=

M∑
m=1

(A(m)− A(m− 1)) m−s

= A(M)M−s +
M−1∑
m=1

A(m){m−s − (m + 1)−s}.

Wegen

m−s − (m + 1)−s = s

∫ m+1

m

dx

xs+1

erhält man
M∑

m=1

am

ms
=

A(M)

M s
+ s

∫ M

1

A(x)dx

xs+1
.

Für <(s) > δ gilt

lim
M→∞

A(M)

M s
= 0

da A(x) = O
(
xδ
)
. Daraus ergibt sich

∞∑
m=1

am

ms
= s

∫ ∞
1

A(x)dx

xs+1

in der Halbebene <(s) > δ.

�

Definition 3.2.9 Eine Abbildung

f : N = 1, 2, 3, . . . −→ C

heißt zahlentheoretische Funktion.

Satz 3.2.11 Seien g(n) und h(n) zwei zahlentheoretische Funktionen und

f(n) =
∑
l|n

g(l)h
(n

l

)
ihr Dirichletprodukt, weiters seien G(x) und H(x) folgendermaßen definiert:

G(x) =
∑
n≤x

g(n)
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H(x) =
∑
n≤x

h(n)

Dann gilt für ein beliebiges y > 0∑
n≤x

f(n) =
∑
l≤y

g(l)H
(x

l

)
+
∑
l≤x

y

h(l)G
(x

l

)
−G(y)H

(
x

y

)
. (3.11)

Beweis: ∑
n≤x

f(n) =
∑
le≤x

g(l)h(e)

=
∑
le≤x
l≤y

g(l)h(e) +
∑
le≤x
l>y

g(l)h(e)

=
∑
l≤y

g(l)H
(x

l

)
+
∑
e≤x

y

h(e)
{

G
(x

e

)
−G(y)

}
=
∑
l≤y

g(l)H
(x

l

)
+
∑
e≤x

y

h(e)G
(x

e

)
−G(y)H

(
x

y

)
�

Lemma 3.2.8 Sei K ein quadratischer Zahlkörper mit Diskriminante d und
an die Anzahl der Ideale mit Norm n in OK, dann gilt:∑

n≤x

an = cx + O(
√

x)

mit

c =
∞∑
l=1

(
d

l

)
1

l

Beweis: Nach Lemma 3.2.4 gilt

an =
∑
l|n

(
d

l

)
und es kann Satz 3.2.11 mit g(l) = (d

l
), h(l) = 1 und y =

√
x angewendet

werden und somit erhält man∑
n≤x

an =
∑
l≤
√

x

(
d

l

)⌊x

l

⌋
+
∑
l≤
√

x

G
(x

l

)
−G(

√
x)b

√
xc.
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Aus Lemma 3.2.6 folgt |G(x)| ≤ |d|, setzt man außerdem bx/lc = x/l+O(1),
so erhält man ∑

n≤x

an =
∑
l≤
√

x

(
d

l

)
x

l
+ O(

√
x).

Schließlich kann man∑
l≤
√

x

(
d

l

)
1

l
=
∞∑
l=1

(
d

l

)
1

l
−
∑
l>
√

x

(
d

l

)
1

l

schreiben. Wegen Satz 3.2.10 konvergiert die Reihe

∞∑
l=1

(
d

l

)
1

l
= c

und außerdem gilt ∑
l>
√

x

(
d

l

)
1

l
= O

(
1√
x

)
.

Insgesamt erhält man also ∑
n≤x

an = cx + O(
√

x).

�

Satz 3.2.12 Sei D eine beschränkte, offene Menge im R2 und N(x) die
Anzahl von ganzzahligen Punkten (u, v) ∈ Z2 in xD, dann gilt

lim
x→∞

N(x)

x2
= vol(D) (3.12)

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man D durch einen
ganzzahligen Punkt in den ersten Quadranten verschieben. Ein beliebiger
ganzzahliger Punkt (u, v) liegt genau dann in xD, wenn (u/x, v/x) in D liegt.
Teilt man nun die Ebene parallel zu den Koordinatenachsen in Quadrate mit
Seitenlänge 1/x und bezeichnet die Anzahl der inneren Quadrate mit Ix

und die der Randquadrate mit Bx, so erhält man nach der Definition des
Riemannschen Integrals

Ix

x2
≤ vol(D) ≤ Ix + Bx

x2
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und somit

lim
x→∞

Ix

x2
= lim

x→∞

Ix + Bx

x2
= vol(D).

Andererseits gilt für N(x)

Ix ≤ N(x) ≤ Ix + Bx

und es ergibt sich

lim
x→∞

N(x)

x2
= vol(D).

�

Lemma 3.2.9 Sei K ein algebraischer Zahlkörper, C eine Idealklasse von K
und N(x, C) die Anzahl der Ideale I 6= 0 in OK, für die gilt I ∈ C , N(I) ≤ x,
dann folgt für ein Ideal J ∈ C−1, dass N(x, C) die Anzahl der Hauptideale
(α) 6= 0 mit α ∈ J und |NK(α)| ≤ xN(J) ist.

Beweis: Für jedes I ∈ C gilt IJ = (α), also ist (α) ⊆ J und NK(α) =
N(I)N(J). Ist nun andererseits α ∈ J , so folgt, dass I = J−1(α) ein Ideal
mit Norm ≤ x ist.

�

Satz 3.2.13 Sei K ein imaginär quadratischer Zahlkörper, C eine Idealklas-
se von OK und dK die Diskriminante von K, dann gilt

lim
x→∞

N(x, C)

x
=

2π

w
√
|dK |

(3.13)

wobei w die Anzahl der Einheitswurzeln in K ist.

Beweis: Nach Lemma 3.2.9 ist wN(x, C) die Anzahl von ganzen Zahlen α ∈
I , I ∈ C−1, sodass 0 < |NK(α)| < x|N(I)| gilt. Sei {α1, α2} eine Basis von
I, dann definiert man

D = {(u, v) ∈ R2 : 0 < |uα1 + vα2|2 < 1}.
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Es ist unmittelbar klar, dass D beschränkt ist. Betrachtet man nun
√

x|N(I)|D,
so stellt sich heraus, dass wN(x, C) genau die Anzahl der ganzzahligen Punk-
te in dieser Menge ist. Wegen Satz 3.2.12 gilt nun

lim
x→∞

wN(x, C)

x|N(I)|
= vol(D),

und es bleibt nur noch vol(D) zu berechnen. Sei u1 = <(uα1 + vα2) und
u2 = =(uα1 + vα2) dann folgt

vol(D) =

∫∫
|uα1+vα2|2<1

dudv

=
2

N(I)
√
|dK |

∫∫
u2
1+u2

2<1

du1du2

=
2π

N(I)
√
|dK |

.

�

Satz 3.2.14 Sei K ein reell quadratischer Zahlkörper mit Diskriminante dK

und fundamentaler Einheit ε und C eine Idealklasse von OK, dann gilt

lim
x→∞

N(x, C)

x
=

2 log ε√
|dK |

(3.14)

Beweis: Sei I ∈ C−1, dann gibt es nach Lemma 3.2.9 N(x, C) Hauptideale
(α), α ∈ I mit NK(α) ≤ xN(I). Da es aber wegen (α) = (εmα), m ∈ Z
unendlich viele Wahlmöglichkeiten für α gibt, muss ihre Anzahl eingeschränkt
werden. Da

−
log
∣∣α
α

∣∣
2 log ε

∈ R

existiert ein ganzzahliges m, sodass

m ≤ −
log
∣∣α
α

∣∣
2 log ε

< m + 1

oder äquivalent dazu

−2m log ε ≤ log

∣∣∣∣ α

alpha

∣∣∣∣ < (2m + 2) log ε
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gilt. Setzt man w = εmα erhält man durch Umformen obiger Ungleichung

0 ≤ log

∣∣∣∣ w

|NK(w)1/2|

∣∣∣∣ < log ε.

Seien w1 und w2 zwei assoziierte Elemente aus I, das heißt es gilt w1 = ηw2

für eine Einheit η von OK , die beide obige Ungleichung erfüllen, so erhält
man für ihre Differenz

0 ≤ log

∣∣∣∣ w2

|NK(w2)1/2|

∣∣∣∣− log

∣∣∣∣ w1

|NK(w1)1/2|

∣∣∣∣ < log ε,

hieraus ergibt sich
0 ≤ log |η| < log ε

und somit
1 ≤ |η| < ε.

Da ε die fundamentale Einheit ist muss deswegen η = ±1 gelten, hieraus
folgt, dass die Anzahl der w, für die

0 < |NK(w)| < xN(I)

und

0 ≤ log

∣∣∣∣ w

|NK(w)|1/2

∣∣∣∣ < log ε

gilt, gleich 2N(x, C) ist. Daher ist 2N(x, C) die Anzahl von Gitterpunkten
in
√

xN(I)D mit

D =

{
(u, v) ∈ R2 :

0 < |uβ1 + vβ2||uβ1 + vβ2| < 1

0 < log
∣∣∣ uβ1+vβ2

|uβ1+vβ2|1/2|uβ1+vβ2|1/2

∣∣∣ < log ε,

}

wobei {β1, β2} eine Ganzheitsbasis von I ist. Es folgt daher mit Satz 3.2.12

lim
x←∞

2N(x, C)

x
=

4 log ε√
|dK |

.

�

Lemma 3.2.10 Sei K ein imaginär quadratischer Zahlkörper und bezeichne
h die Klassenzahl von K, dann gilt

lim
x→∞

N(x, K)

x
=

2πh

w
√
|dK |

(3.15)
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Beweis: Sei H(K) die Idealklassengruppe von K, dann gilt

N(x, K) =
∑

C∈H(K)

N(x, C).

Diese Summe ist endlich, da die Klassenzahl endlich ist und somit kann man
Grenzübergang und Summation vertauschen und erhält

lim
x→∞

N(x, K)

x
=

∑
C∈H(K)

lim
x→∞

N(x, C)

x
.

In Satz 3.2.13 wurde

lim
x→∞

N(x, C)

x
=

2π

w
√
|dK |

gezeigt, woraus unmittelbar (3.15) folgt.

�

Lemma 3.2.11 Sei K ein reell quadratischer Zahlkörper und bezeichne h
die Klassenzahl von K dann gilt

lim
x→∞

N(x, K)

x
=

2h log ε√
|dK |

(3.16)

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum letzten Lemma mit Satz 3.2.14.

�

Satz 3.2.15 (Dirichletsche Klassenzahlformel) Sei K ein quadratischer
Zahlkörper mit Diskriminante dK = d, ε(d) die Anzal der Einheitswurzeln im
Falle d < 0 beziehungsweise ε > 1 die Fundamentale Einheit in K im Falle
d > 0 und h(d) die Klassenzahl, dann gilt

h(d) =

{
ε(d)|d|1/2

2π
Ld(1) für d < 0

d1/2

2 log ε
Ld(1) für d > 0

(3.17)

bzw.

h(d) =

{
ε(d)
2d

∑|d|
n=1

(
d
n

)
n für d < 0

−1
logε

∑
0<n< d

2

(
d
n

)
log
(
sinπn

d

)
für d > 0

(3.18)
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Beweis: Zuerst soll (3.17) bewiesen werden. Nach Lemma 3.2.8 ist die Anzahl
der Ideale von OK mit Norm ≤ x gleich cx + O(

√
x) mit

c =
∞∑

n=1

(
d
n

)
n

.

Somit gilt

lim
x→∞

N(x, K)

x
=
∞∑

n=1

(
d
n

)
n

= Ld(1)

und es muss nur noch dieses Ergebnis in die Formeln (3.15) und (3.16) ein-
gesetzt werden.

�

Der Beweis von (3.18) soll in folgenden Lemmata erfolgen.

Lemma 3.2.12 Sei χ ein primitiver Charakter modm, dann gilt

L(1, χ) = −τ(χ)

|m|

m∑
j=1

χ(j)

{
log

(
2 sin

πj

m

)
+ πi

(
1

2
− j

|m|

)}
(3.19)

Beweis: Sei für x ∈ (−1, 1) die Funktion

f(x) =
∞∑

n=1

χ(n)

n
xn

definiert, dann gilt
lim
x→1

f(x) = L(1, χ).

Wie man leicht sieht, ist

f(x) =
m∑

r=1

χ(r)
∑

n≡r mod m

xn

n
=

m∑
r=1

χ(r)
∞∑

n=0

xr+nm

r + nm
,

leitet man nun f(x) ab und summiert die geometrische Reihe, so erhält man

f(x) = −
∫ x

0

m∑
r=1

χ(r)
tr−1

tm − 1
dt = −

∫ x

0

m∑
j=0

aj

t− ζj
m

dt
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wobei ζm = e2πi/m und die Koeffizienten a0, a1, . . . fogendermaßen bestimmt
werden: Da

m∑
r=1

χ(r)tr−1 =
m∑

j=0

aj
tm − 1

t− ζj
m

,

erhält man, lässt man auf beiden Seiten t gegen ζk
m streben,

m∑
r=1

χ(r)ζkr−k
m = makζ

−k
m

und somit ak = m−1τk(χ). Aus der Tatsach, dass∫ 1

0

dt

t− ζj
m

= log

(
2 sin

πj

m

)
+ πi

(
1

2
− j

m

)
gilt und mit Satz 3.2.8 folgt schließlich

L(1, χ) = −τ(χ)

|m|

m∑
j=1

χ(j)

{
log

(
2 sin

πj

m

)
+ πi

(
1

2
− j

|m|

)}
.

�

Lemma 3.2.13 Sei d = dK Diskriminante eines quadratischen Zahlkörpers
und (d/n) das Kroneckersymbol, dann gilt für d < 0

Ld(1) =
π

d|d|1/2

|d|∑
n=1

n

(
d

n

)
und für d > 0

Ld(1) = −d−1/2

d∑
n=1

(
d

n

)
log(sin(πn/d)).

Beweis: Wegen Lemma 3.2.7 ist (d/n) ein primitiver Charakter mod |d|. Aus
Satz 3.2.9 folgt

τ

(
d

n

)
=

{
d1/2 für d > 0

i|d|1/2 für d < 0
,

da Ld(1) reell ist und
d∑

j=1

(
d

j

)
= 0
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gilt (siehe dazu Beweis Lemma 3.2.6), folgt nun das gewünschte Ergebnis
direkt aus (3.19).

�

Setzt man nun diese Formeln für die L-Reihen in 3.17 ein, so erhält man
die zweite Version der Dirichletschen Klassenzahlformel.

3.3 Abelsche Zahlkörper

Quadratische Zahlkörper sind, wie zu Beginn dieses Kapitels bereits ge-
zeigt wurde, ein Spezialfall sogenannter Abelscher Zahlkörper. Wie in der
Einleitung bereits erwähnt, lässt sich die Klassenzahlformel auch für solche
Zahlkörper formulieren. Der Beweis ist allerdings etwas aufwendiger und soll
daher hier entfallen, man kann ihn, wie auch alle anderen Beweise dieses Ab-
schnittes in [6] nachlesen. Obwohl Abelsche Zahlkörper schon einmal definiert
wurden, soll das an dieser Stelle der besseren Lesbarkeit wegen wiederholt
werden.

Definition 3.3.1 Ein Erweiterungskörper L/K heißt Zerfällungskörper
eines Polynoms f(x) ∈ K[x], falls f(x) über L in Linearfaktoren zerfällt, das
heißt

f(x) = c(x− α1) · · · (x− αn),

und L = K(α1, . . . , αn) gilt. Die Körpererweiterung L/K heißt dann nor-
mal.

Definition 3.3.2 Sei L/K eine endliche Körpererweiterung, ein Element
α ∈ L heißt separabel, falls sein Minimalpolynom mα(x) keine mehrfachen
Nullstellen besitzt. Die Erweiterung heißt separabel, wenn jedes α ∈ L se-
parabel ist. Ein Polynom f(x) heißt separabel, wenn es keine mehrfachen
Nullstellen hat.

Definition 3.3.3 Eine endliche Erweiterung E/K heißt Galoisch, falls E
Zerfällungskörper eines separablen Polynoms ist.

Der folgende Satz liefert eine äquivalente Bedingung zu obiger Definition.
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Satz 3.3.1 Eine Körpererweiterung E/K ist genau dann Galoisch, wenn
es eine endliche Gruppe G von Automorphismen auf E gibt, sodass K der
Fixpunktkörper von G ist, das heißt K = {a ∈ E|σ(a) = a für alle σ ∈ G}.
Außerdem gilt [E : K] = |G|.

Definition 3.3.4 Die im vorangehenden Satz erwähnte Gruppe G heißt die
Galoisgruppe GalE/K der Galoiserweiterung E/K.

Definition 3.3.5 Eine Galoische Erweiterung K/Q heißt Abelsch, wenn
ihre Galoisgruppe abelsch ist.

Im Gegensatz zu der Klassenzahlformel für quadratische Zahlkörper, benötigt
man für die allgemeinere Formel für Abelsche Zahlkörper weitere Begriffe
und Definitionen, wie zum Beispiel Absolutbeträge oder den Regulator eines
algebraischen Zahlkörpers.

Definition 3.3.6 Sei K ein Körper, dann versteht man unter einem Abso-
lutbetrag ν(x) eine Abbildung von K in die positiven reellen Zahlen, für die
folgende Bedingungen erfüllt sein müssen:

(i) ν(x) ≥ 0, ∀x ∈ K und ν(x) = 0 dann und nur dann, wenn x = 0

(ii) ν(xy) = ν(x)ν(y), ∀x, y ∈ K

(iii) ν(x + y) ≤ ν(x) + ν(y), ∀x, y ∈ K.

Statt (iii) kann man auch folgende stärkere Bedingung formulieren:

(iv) ν(x + y) ≤ max(ν(x), ν(y)), ∀x, y ∈ K.

Alle Absolutbeträge, die (iv) erfüllen, werden nicht-archimedische, alle übri-
gen archimedische Absolutbeträge genannt.

Definition 3.3.7 Ein Absolutbetrag ν heißt diskret, wenn ν(K×) eine dis-
krete Untergruppe von R×+ ist.

Definition 3.3.8 Zwei Absolutbeträge heißen äquivalent, wenn sie die glei-
chen Topologien induzieren.
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Im folgenden soll die Menge aller archimedischer Absolutbeträge mit S∞
bezeichnet werden. Der nächste Satz charakterisiert alle Absolutbeträge eines
algebraischen Zahlkörpers.

Satz 3.3.2 Sei K ein algebraischer Zahlkörper, dann ist jeder Absolutbetrag
von K entweder diskret oder archimedisch. Ist ν archimedisch, so ist ν(x)
äquivalent zu |σ(x)|, wobei σ(x) eine Konjugierte von x darstellt, umgekehrt
definiert jeder konjugierte Körper von K einen archimedischen Absolutbe-
trag. Zwei Absolutbeträge, die von unterschiedlichen Konjugationen induziert
werden, sind genau dann äquivalent, wenn die zugehörigen Abbildungen kon-
jugiert komplex sind.

Definition 3.3.9 Sei K ein algebraischer Zahlkörper mit Signatur (s, t) und
u1, . . . , ur, r = s+ t−1 ein System von Einheiten von K, das keine Einheits-
wurzeln enthält, dann definiert man den Regulator R(u1, . . . , ur) mittels

R(u1, . . . , ur) = | det (log(νj(ui))) |
wobei νj über alle Absolutbeträge aus S∞ außer einem, der beliebig gewählt
werden kann, läuft.

Diese Definition des Regulators ist sinnvoll, da jeder algebraische Zahlkörper
nach Satz 3.3.2 genau s + t nicht äquivalente archimedische Absolutbeträge
besitzt und, wie der folgende Satz zeigt, die Determinante tatsächlich von
der Wahl des gestrichenen Absolutbetrages unabhängig ist.

Satz 3.3.3 (i) R(u1, . . . , ur) hängt nicht von der Wahl des gestrichenen
Absolutbetrages ab.

(ii) R(u1, . . . , ur) = 0 wenn die Einheiten u1, . . . , ur multiplikativ abhängig
sind, das heißt, wenn es (n1, . . . , nr) 6= (0, . . . , 0) gibt, sodass

r∏
i=1

uni
i = 1

gilt.

(iii) Sind u1, . . . , ur und u′1, . . . , u
′
r zwei fundamentale Systeme von Einhei-

ten, dann gilt
R(u1, . . . , ur) = R(u′1, . . . , u

′
r),
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das heißt man kann eine Konstante R(K) mittels R(K) = R(u1, . . . , ur)
definieren, wobei u1, . . . , ur ein fundamentales System von Einheiten
bilden.

Bemerkung: Nach dem Dirichletschen Einheitensatz 4.1 gibt es in jedem
algebraischen Zahlkörper r = s+ t− 1 Einheiten ε1, . . . , εr ∈ OK , sodass sich
alle Einheiten ε von OK mittels

ε = ζεn1
1 · · · εnr

r

darstellen lassen, wobei ζ eine Einheitswurzel ist und n1, . . . , nr ∈ Z. Jede
solche Menge von Einheiten nennt man fundamentales System von Einheiten.

Definition 3.3.10 Sei m ∈ N und ζm = e2πi/m dann heißt L = Q(ζm) m-
ter Kreisteilungskörper

Kreisteilungskörper besitzen viele interessante Eigenschaften, einige davon
werden in folgendem Satz genannt.

Satz 3.3.4 (i) Sei Km = Q(ζm) mit m ≥ 1 ein Kreisteilungskörper und
bezeichne ϕ(m) die Eulersche ϕ-Funktion, dann gilt [Km : Q] = ϕ(m),

dKm =
∏
pa|m

d
ϕ(mp−a)
Kpa

und 1, ζm, ζ2
m, . . . , ζ

ϕ(m)−1
m bilden eine Ganzheitsbasis, darüberhinaus ist

Km ein Abelscher Zahkörper, dessen Galoisgruppe isomorph zu der pri-
men Restklassengruppe mod m ist. Der Isomorphismus ist gegeben
durch

r 7→ gr, gr(ζm) = ζr
m.

(ii) Ist K ein beliebiger Abelscher Zahlkörper, dann gibt es einen Kreistei-
lungskörper Km, sodass K ⊆ Km. Der kleinste Index f = f(K) für
den das gilt, heißt der Anführer von K. Bezüglich des oben gegebenen
Isomorphismuses entspricht K einer Untergruppe H der primen Rest-
klassengruppe G(m).
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Sei X(K) die Gruppe aller Charaktere auf G(m) die auf H identisch eins
sind, dann kann man jeden dieser Charaktere zuerst zu einem Dirichletschen
Charakter mod m und anschließend zu einem primitiven Charakter erwei-
tern. Liegt χ in X(K) so bezeichnet man den zugehörigen primitiven Dirich-
letschen Charakter mit χ′. Sind X(K) beziehungsweise X ′(K) die Gruppen
von Charakteren, die zu den Einbettungen von K in Kf(K) beziehungswei-
se in Km, m > f(K) gehören, dann gibt es einen Isomorphismus zwischen
X(K) und X ′(K) der die induzierten primitven Charaktere erhält. Daher
kann man X(K) mit X ′(K) identifizieren.

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun möglich die Klassenzahlformel für
Abelsche Zahlkörper zu definieren.

Satz 3.3.5 Sei K ein Abelscher Zahlkörper mit Signatur (s, t) und ε(K) die
Anzahl der Einheitswurzel in K, dann gilt

h(K) =
ε(K)|dK |1/2

2s+tπtR(K)

∏
χ∈X(K)

χ6=1

L(1, χ′).

3.4 Quadratische Zahlkörper und quadratische Formen

Das erste Teilproblem des Klassenzahlenproblems, das gelöst wurde, war der
Fall, dass der zugrundeliegende Körper ein quadratischer Zahlkörper mit ne-
gativer Diskriminante, das heißt ein imaginär quadratischer Zahlkörper, ist.
Diese Tatsache ist vor allem darauf zurückzuführen, dass in dieser Situation
ein Zusammenhang zwischen solchen Zahlkörpern und quadratischen Formen
besteht. Ziel dieses Kapitels ist es diese Zusammenhänge näher zu betrachten.

Definition 3.4.1 Ein Polynom der Form f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 mit
a, b, c ∈ Z heißt quadratische Form und d(f) = b2 − 4ac ihre Diskrimi-
nante. Falls ggT (a, b, c) = 1 ist, nennt f(x, y) primitiv.

Definition 3.4.2 Eine quadratische Form heißt positiv definit, falls für alle
Paare (x, y) 6= (0, 0) f(x, y) > 0 gilt.

Bemerkung: Das ist genau dann der Fall, wenn a > 0 und d(f) < 0 ist.
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Mit Hilfe der folgenden Definition lässt sich auf der Menge der quadra-
tischen Formen eine Äquivalenzrelation erklären. Interessant ist, dass die
Determinante für alle Formen einer solchen Äquivalenzklasse gleich ist, wie
man leicht nachrechnen kann.

Definition 3.4.3 Zwei quadratische Formen f1(x, y) und f2(x, y) heißen ge-
nau dann äquivalent wenn es eine Matrix

A =

(
A B
C D

)
mit A, B, C,D ∈ Z und det(A) = ±1 gibt, sodass

f1(Ax + By,Cx + Dy) = f2(x, y)

gilt

Nun ist es möglich auch für quadratische Formen eine Klassenzahl zu de-
finieren, die nur von der Diskriminante abhängt.

Definition 3.4.4 Für d ∈ Z, d 6= 0 heißt die Anzahl von Äquivalenzklassen
von quadratischen Formen mit d(f) = d Klassenzahl h(d).

Die folgenden zwei Lemmata liefern einige wichtige Eigenschaften quadra-
tischer Formen.

Lemma 3.4.1 (i) Jede primitive positiv definite quadratische Form ist äqui-
valent zu einer Form g(x, y) = ax2 + bxy + cy2 mit

|b| ≤ a ≤ c

(ii) Jede primitive indefinite quadratische Form mit nicht quadratischer
Diskriminate ist äquivalent zu einer Form g(x, y) = ax2 + bxy + cy2

mit
|b| ≤ |a| , |b| ≤ |c|

(iii) Jede primitive indefinite quadratische Form mit einer quadratischen
Diskriminante d = D2 6= 0 ist äquivalent zu einer Form

g(x, y) = ax2 + Dxy mit 0 ≤ a ≤ D − 1
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Beweis:

(i) Sei a = f(x1, y1) der kleinste, positive von f angenommene Wert mit
ganzzahligen Koordinaten und c = f(x2, y2) der kleinste von f ange-
nommene Wert mit ganzzahligen Koordinaten, der

det

(
x1 x2

y1 y2

)
= 1

erfüllt. Setzt man

A =

(
x1 x2

y1 y2

)
,

so gilt
Af = ax2 + bxy + cy2 = g(x, y)

mit b ∈ Z. Aus dieser Konstruktion folgt unmittelbar a ≤ c und da

det

(
x1 x2 ± x1

y1 y2 ± y1

)
= 1

erhält man g(±1, 1) = f(±x1 +x2,±y1 +y2) ≥ c und somit a±b+c ≥ c
woraus unmittelbar |b| ≤ a folgt.

(ii) Angenommen die Form f(x, y) = dx2+exy+fy2 erfüllte die Bedingung
|e| ≤ |d| und |e| ≤ |f | nicht selbst, und es gilt |e| > |d|, dann ist es
möglich, da (d, f) 6= (0, 0) ein ganzzahliges t zu finden, sodass |2dt+e| ≤
|d| < |b| gilt. Somit hat die zu f äquivalente Form Af mit

A =

(
1 t
0 1

)
einen Mittelkoefizienten, dessen Betrag kleiner oder gleich dem ersten
Koeffizienten ist. Ist nun ber Betrag des letzten Koeffizienten kleiner als
der des mittleren, so kann man das gleiche Verfahren mit der Matrix

B =

(
1 0
t 1

)
anwenden. Diese Vorgehensweise muss ein Ende finden, da der Mittelko-
effizient der neuen Form immer echt kleiner als der der ursprünglichen
ist. In dem Fall, dass |e| > |f | gilt, kann man das gleiche Verfahren mit
vertauschten Matrizen anwenden.
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(iii) Ist f(x, y) = Ax2 + Bxy + Cy2 mit AC 6= 0, dann gilt

D −B

2A
=

−2C

D + B
=

β

δ
,

wobei β und δ relativ prim sind. Löst man nun die Gleichung αδ−βγ =
1 für α, γ ∈ Z und definiert

A =

(
α β
γ δ

)
,

so ist Af(x, y) = A1x
2 + Dxy mit A1 ∈ Z. Wendet man nun auf diese

Form die Matrix (
1 0
k 1

)
an, erhält man eine Form A2x

2 + Dxy, wobei A2 ≡ A1 mod D gilt.
Wählt man nun k so, dass 0 ≤ A2 < D gilt, ergibt sich das Gewünschte.

Ist C = 0 so gilt f(x, y) = Ax2 ±Dxy. Im Falle f(x, y) = Ax2 −Dxy
erhält man die äquivalente Form A1x

2 + Dxy indem man

A

D
=

δ

β

mit (δ, β) = 1 schreibt und die Gleichung αδ − βγ = 1 löst, die daraus
resultierende Matrix (

α β
γ δ

)
liefert das erwünschte Ergebnis. Falls erforderlich kann man nun noch
den letzten Schritt des vorherigen Falles anwenden.

Ist nun A = 0 so kann man das Problem auf letzteren Fall mittels
Anwendung der Matrix (

0 −1
1 0

)
zurückführen.

�

Definition 3.4.5 Die quadratischen Formen g in 3.4.1 (i)-(iii) werden re-
duzierte Formen genannt.
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Lemma 3.4.2 Sei f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 eine positv definite, primitive,
reduzierte quadratische Form, dann gilt

(i) der kleinste positive von f angenommene Wert mit ganzzahligen Koor-
dinaten ist a = f(1, 0)

(ii) der kleinste von f angenommene Wert mit ganzzahligen Koordinaten
(x, y) , y 6= 0 ist c = f(0, 1)

(iii) der kleinste von f angenommene Wert mit ganzzahligen Koordinaten
(x, y) 6= (0, 0) ist a− |b|+ c.

Beweis: Da f reduziert ist gilt

f(1, 0) = a ≤ f(0, 1) = c ≤ a− |b|+ c =

{
f(1, 1) falls b = 0
f(−sgn(b), 1) falls b 6= 0

,

daher genügt es zu zeigen, dass f(x, y) ≥ a− |b|+ c für xy 6= 0. Sei |x| ≥ |y|,
dann folgt

f(x, y) = |x|
(

a|x|+ b
x

|x|
y

)
+ cy2

≥ |x|(a|x| − |by|) + cy2

≥ |x|2(a− |b|) + cy2

≥ a− |b|+ c.

Ist |y| ≥ |x| so vertauscht man in obiger Umgleichung x mit y und a mit c
und erhält ebenfalls das Gewünschte.

�

Wie für die Klassenzahl algebraischer Zahlkörper, gilt auch für die Klas-
senzahl quadratischer Formen, dass sie immer endlich ist. Der folgende Satz
liefert darüberhinaus einige Abschätzungen für die Klassenzahl.

Satz 3.4.1 Die Klassenzahl h(d) ist endlich für alle d 6= 0 und es gilt:

h(d) ≤ 2|d|
3

, d < 0 (3.20)

h(d) ≤
(2

5
+ o(1)

)
d d > 0 , d kein Quadrat (3.21)

h(d) = D d = D2 6= 0 (3.22)
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Beweis: Zuerst soll (3.20) bewiesen werden. Nach Lemma 3.4.1 ist jede positiv
definite quadratische Form äquivalent zu einer Form f(x, y) = ax2+bxy+cy2

mit |b| ≤ a ≤ c, erfüllt nun ein Tripl 〈a, b, c〉 diese Bedingung und zusätzlich
b2 − 4ac = d, so folgt

3a2 ≤ 4ac− a2 ≤ 4ac− b2 = |d|.

Es gilt also

|b| ≤ a ≤ |d|1/2

31/2
,

Zählt man nun alle möglichen Tripel so erhält man maximal 2|d|/3, da sich
c aus a und b ergibt.

Ist d positiv und kein Quadrat und erfüllt das Tripel 〈a, b, c〉 die Bedin-
gungen |b| ≤ |a| und |b| ≤ |c|, dann muss ac negativ sein, somit gilt

5b2 ≤ b2 + 4|ac| = d

und man erhält |b| ≤ (d/5)1/2, außerdem gilt ac|(b2 − d)/4 und somit folgt

h(d) ≤ 2
∑

|b|≤(d/5)1/2

∑
a|(d−b2)/4

a≥1

1

≤ 4
∑

0≤b≤(d/5)1/2

∑
a|(d−b2)/4

1

≤ 4
∑

d/5≤a≤d/4

∑
1≤b≤(d/5)1/2

b2≡d (a)

1

≤ 4
∑

d/5≤a≤d/4

2(a−1(d/5)1/2 + 1)

≤ 2

5
d +

8√
5
d1/2

∑
a≤d

1/a

≤ (2/5 + o(1)) d

Um die letzte Behauptung zu beweisen genügt es zu zeigen, dass zwei Formen
f(x, y) = ax2 + Dxy und g(x, y) = Ax2 + Dxy mit 0 ≤ a < A ≤ D− 1 nicht
äquivalent sind. Angenommen sie wären äquivalent, gebe es eine Matrix

A =

(
α β
γ δ

)
mit detA = 1 sodass g = Af gilt. Vergleicht man in der daraus resultieren-
den Gleichung die Koeffizienten, so erhält man

β(aβ + Dδ) = 0

80



2aαβ + D(αδ + βγ) = D.

Daraus folgt

−Dβ = 2Dαβδ −Dαβδ −Dβ2γ

= Dβ(αδ − βγ) = Dβ.

Es muss also β = 0 gelten, was zu αδ = ±1 beziehungsweise α = δ = ±1
führt. Vergleicht man nun die Koeffizienten von x2 in g und f so erhält man

aα2 + Dαγ = A

Da α2 = 1 gilt, folgt daraus a ≡ A mod D, im Widerspruch zu der Annahme
0 ≤ a < A ≤ D − 1.

�

Bevor endgültig ein Zusammenhang zwischen quadratischen Zahlkörpern
und quadratischen Formen hergestellt werden kann, benötigt man den Begriff
der geometrischen Darstellung eines algebraischen Zahlkörpers. Es wird sich
zeigen, dass die geometrische Darstellung eines algebraischen Zahlkörpers ein
Gitter bildet

Definition 3.4.6 Seien a1, . . . , am ∈ Rn linear unabhängige Vektoren über
R, dann heißt die davon erzeugte freie abelsche Gruppe G = G(a1, . . . , am) =
{
∑m

i=1 kiai|ki ∈ Z} m-dimensionales Gitter des Rn. Ist m = n, so
spricht man von einem vollständigen Gitter.

Definition 3.4.7 Die Menge P = {
∑n

i=1 xiai|0 ≤ xi < 1} heißt Funda-
mentalparallelepiped der Gitterbasis a1, . . . , an und das Volumen von P
V olP = |det(a1, . . . , an)| = d(G) Gitterkonstante von G.

Die Gitterkonstante ist wohldefiniert, da es zu je zwei Basen {a1, . . . , am},
{b1, . . . , bm} eines Gitters eine ganzzahlige Matrix (cij) mit bj =

∑m
j=1 cijai

gibt, für die det(cij) = ±1 gilt und somit die Gitterkonstante von der Wahl
der Gitterbasis unabhängig ist.

Definition 3.4.8 Sei K ein algebraischer Zahlkörper mit Signatur [s, t] und
bezeichnen σ1, . . . , σs die reellen und σs+1, σs+1, . . . , σs+t, σs+t die komplexen
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Einbettungen von K in C, so kann jedem α ∈ K ein

x(α) = (σ1(α), . . . , σs(α), σs+1(α), . . . , σs+t(α)) ∈ Rs × Ct ∼= Rs+2t = Rn

(3.23)
zugeordnet werden. x(K) bezeichnet man als die geometrische Darstel-
lung des Körpers K in Rn.

Lemma 3.4.3 Die geometrische Darstellung von OK bildet ein vollständiges
Gitter mit Gitterkonstante 2−t

√
|dK |, wobei dK die Diskriminante von K

bezeichnet.

Beweis: Sei a1, . . . , an eine Ganzheitsbasis von OK , dann sind die Vektoren
x(ai), i = 1, . . . , n linear unabhängig und die geometrische Darstellung von
OK bildet somit ein vollständiges Gitter. Für die Gitterkonstante gilt mit
A = ((σ1(ai), . . . , σs(ai), σs+1(ai), σs+1(ai), . . . , σs+t(ai), σs+t(ai))i=1,...,n)

det A = det (σ1(ai), . . . , σs(ai), σs+1(ai), σs+1(ai), . . . , σs+t(ai), σs+t(ai))i=1,...,n

= (−2i)td

wobei |d| = d(G) gilt. Somit erhält man

d(G) = 2−t
√
|dK |

.

�

Das folgende Lemma liefert einen Zusammenhang zwischen der geometri-
schen Darstellung eines Ideals beziehungsweise des Ringes der ganzen Zahlen
und der Norm des Ideals.

Lemma 3.4.4 Sei K ein quadratischer Zahlkörper mit Diskriminante d < 0
und Signatur (s, t), I ein Ideal von OK und GI bzw. GOK

die von I respektive
OK induzierten geometrischen Darstellungen, dann ist die Norm von I der
Quotient der beiden zugehörigen Gitterkonstanten, das heißt

N(I) =
d(GI)

d(GOK
)
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Beweis: Nach Lemma 2.3.5 gilt d(GI) = 2−tN(I)
√
|dK | und nach Lemma

3.4.3 d(GOK
) = 2−t

√
|dK |, somit folgt

d(GI)

d(GOK
)

=
2−tN(I)

√
|dK |

2−t
√
|dK |

= N(I).

�

Lemma 3.4.5 Sei I ein Ideal von OK und seien a1, a2, b1, b2 ∈ OK, dann
gilt a1Z + a2Z = b1Z + b2Z genau dann wenn es eine Matrix A ∈ Z2×2 mit

det A = ±1 gibt, sodass

(
b1

b2

)
= A

(
a1

a2

)
.

Der Beweis des vorgehenden Lemmas folgt unmittelbar durch nachrechnen.
Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man zu jedem Ideal eines quadra-

tischen Zahlkörpers eine quadratische Form definieren. Darüber hinaus gilt,
dass zwei Ideale genau dann äquivalent sind, wenn die zugehörigen quadrati-
schen Formen äquivalent sind, man erhält somit eine Bijektion zwischen den
Idealklassen und den Klassen äquivalenter quadratischer Formen.

Satz 3.4.2 Sei d < 0 die Diskriminante eines imaginär quadratischen Körpers
K = Q(

√
m), für jedes Ideal I E OK, dargestellt in der From I = Za1 +Za2,

wobei man o.B.d.A annehmen kann, dass =(a1a2 − a1a2) > 0 ist, stelle man
eine quadratische Form

fa1a2(x, y) =
1

N(I)
NK/Q(a1x + a2y) (3.24)

auf. Für diese gilt:

(i) fa1a2(x, y) ist eine primitive, positiv definite quadratische Form mit
ganzzahligen Koeffizienten und Diskriminante d.

(ii) Zwei Ideale I = Za1 + Za2 und J = Zb1 + Zb2 sind genau dann in
derselben Idealklasse, wenn die quadratischen Formen fa1a2(x, y) und
fb1b2(x, y) äquivalent sind.

(iii) Die Zuordnung fa1a2 7→ (Klasse von I = Za1 + Za2) induziert eine
Bijektion zwischen der Menge aller Klassen primitiver, positiv definiter
quadratischer Formen mit Diskriminante d und der Idealklassengruppe
H(K).
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Beweis:

(i) Zunächst soll gezeigt werden, dass die quadratische Form in (3.24) ganz-
zahlige Koeffizienten hat: Mit NK/Q(a1x + a2y) = (a1x + a2y)(a1x +
a2y) = N(a1)x

2 + (a1a2 + a1a2)xy + N(a2)y
2 erhält man für die Qua-

dratische Form

fa1a2 =
N(a1)

N(I)
x2 +

(a1a2 + a1a2)

N(I)
xy +

N(a2)

N(I)
y2.

Zur Vereinfachung soll im folgenden N(a1)/N(I) = a, N(a2)/N(I) = c
und (a1a2 + a1a2)/N(I) = b gesetzt werden. Da a1 ∈ I folgt, dass das
von a1 erzeugte Ideal in I enthalten ist und somit, dass I|(a1). Es gibt
also ein Ideal J / OK , sodass IJ = (a1) und wegen Lemma 2.2.8(i) gilt
N(a1) = N(I)N(J). Das heißt N(I)|N(a1), also a ∈ Z. Analog zeigt
man c ∈ Z.

Um nun b ∈ Z zu zeigen betrachtet man zunächst einmal die Diskrimi-
nante d(fa1a2), für diese gilt:

d(fa1a2) = b2 − 4ac =
(a1a2 − a1a2)

2

N(I)2
=

∆(a1, a2)

N(I)2

Wegen Lemma 3.4.4 und Lemma 3.4.3 gilt für die Norm von I

N(I) =
d(GI)

d(GOK
)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2

∣∣∣∣a1 a1

a2 a2

∣∣∣∣
1
2

∣∣∣∣w1 w1

w2 w2

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

√
|∆(a1, a2)|√
|∆(w1, w2)|

.

Setzt man nun dieses Ergebnis in obige Formel für die Diskriminante
der quadratischen Form ein, so erhält man

d(fa1,a2) = ∆(w1, w2) = dK = d ∈ Z.

Somit gilt b2 − 4ac ∈ Z und da a, c ∈ Z und b ∈ Q folgt daraus b ∈ Z.

Die quadratische Form ist klarerweise positiv definit, da a > 0 und
d(fa1,a2) < 0, es bleibt also nun noch zu zeigen, dass sie auch primitiv
ist. Angenommen sie wäre es nicht, dann gebe es eine Primzahl p, sodass
p|a, p|b, p|c und somit auch p2|d = b2−4ac gilt. Da wegen Satz 3.1.1 d ≡
1 (4) und quadratfrei oder d = 4m mit m ≡ 2, 3 (4) und quadratfrei
sein muss, kann nur p = 2 gelten. Daraus würde

m =
d

4
= d

(
fa1,a2

2

)
=

(
b

2

)2

− 4
(a

2

c

2

)
≡ 0, 1 (4)

im Widerspruch zu m ≡ 2, 3 (4).
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(ii) Der Beweis der Aussage soll in zwei Schritten erfolgen. Zunächst einmal
wird gezeigt werden, dass die Tatsache, dass zwei Ideale in der selben
Klasse liegen, impliziert, dass die zugehörigen quadratischen Formen
äquivalent sind.

Hat ein Ideal I zwei unterschiedliche Darstellungen, sprich es gibt a1, a2 ∈
OK und b1, b2 ∈ OK , sodass I = Za1 + Za2 = Zb1 + Zb2 gilt, so gibt es

nach Lemma 3.4.5 eine Matrix A mit det A = ±1 und

(
b1

b2

)
= A

(
a1

a2

)
.

Hat A die Darstellung

A =

(
e f
g h

)
so gilt fa1a2(ex + gy, fx + hy) = fb1,b2(x, y), also dass die zugehörigen
quadratischen Formen äquivalent sind.

Wie sich leicht nachrechnen lässt gilt fca1ca2 = fa1a2 . Da aber zwei Ideale
I und J genau dann äquivalent sind, wenn es Elemente (c, d) 6= (0, 0)
aus OK gibt, sodass cI = dJ gilt, folgt daraus unmittelbar, dass auch
fI äquivalent zu fJ ist.

Ist nun fa1a2 äquivalent zu fb1b2 , so gibt es nach Definition eine Matrix
A ∈ Z2×2 mit det A = ±1, sodass fb1b2(x, y) = fa1a2(A11x+A12y, A21x+
A22y) gilt. Löst man nun die Gleichung fb1b2(1, Y ) = 0 so erhält man
auf der einen Seite −b1/b2 und −b1/b2 und auf der anderen

−a1A11 + a2A21

a1A12 + a2A22

und − a1A11 + a2A21

a1A12 + a2A22

.

Würde
b1

b2

=
a1A11 + a2A21

a1A12 + a2A22

=
A11(a1/a2) + A21

A12(a1/a2) + A22

gelten, würde b1/b2 in der oberen komplexen Halbebene liegen, im Wi-
derspruch zu der Ordnung von b1, b2. Also muss

b1

b2

=
a1A11 + a2A21

a1A12 + a2A22

sein und mit einem geeignet gewählten t ∈ K gilt dann

b1 = t(a1A11 + a2A21), b2 = t(a1A12 + a2A22).

Aus Lemma 3.4.5 folgt, dass c1 = a1A11 +a2A21 und c2 = a1A12 +a2A22

ebenfalls eine Basis, des zu a1, a2 gehörigen Ideals bilden. Schreibt man
nun t = U/V mit U, V ∈ OK , so gilt V bi = Uci (i = 1, 2) und daraus
folgt, dass die zu fa1a2 und fb1b2 gehörigen Ideale äquivalent sind.
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(iii) Um zu zeigen, dass es eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der
Klassen quadratischer Formen und der Idealklassengruppe gibt, reicht
es aus zu zeigen, dass jede quadratische Form mittels fa1a2 dargestellt
werden kann. Dazu betrachtet man eine beliebige quadratische Form
f(x, y) = Ax2 + Bxy + Cy2 mit A > 0, B > 0, B2 − 4AC = d und
A, B, C ∈ Z. Nun setzt man a1 := B −

√
d und a2 := 2C somit

sind a1 und a2 Elemente von OK und man kann ein Ideal I mittels I :=
a1Z+a2Z definieren. Zunächst soll gezeigt werden, dass die durch a1, a2

definierte Form fa1a2 mit der ursprünglichen übereinstimmt. Ähnlich
wie in (i) gilt mit Lemma 3.4.4 und Lemma 3.4.3 für die Norm von I

N(I) =

√
∆(a1, a2)√

d
=
|a1a2 − a1a2|√

d
=

∣∣∣∣∣(B −
√

d)2C − (B +
√

d)2C√
d

∣∣∣∣∣ = 4C

Hiermit kann man leicht N(a1)/N(I) berechnen:

N(a1)

N(I)
=

B2 − d

4C
=

4AC

4C
= A

B und C lassen sich analog überprüfen. Nun muss nur noch gezeigt
werden, dass das oben definierte I ein Ideal von OK ist. I ist klarerweise
ein Unterring, da a2

1 = B2 − 2B
√

d + d = 2Ba1 − 2Aa2, a2
2 = 2Ca2 und

a1a2 = 2Ca1 wieder in I liegen. Nun unterscheidet man zwei Fälle:
Zuerst soll d = 4m mit m ≡ 2, 3 (4) sein. Daraus folgt, dass B ≡ 0 (2)
und OK = Z + (

√
d/2)Z ist. Für ein beliebiges Element s = e + f

√
d/2

aus OK gilt nun sa1 = (e − fB/2)a1 + Afa2 ∈ I und sa2 = (e +
fB/2)a2 + fCa1 ∈ I. Analog behandelt man den Fall d ≡ 1 (4).

�

Satz 3.4.3 Sei d < 0 Diskriminante eines imaginär quadratischen Körpers,
dann gilt:

h(Q(
√

d)) = h(d) (3.25)

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 3.4.2.

�
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Der folgende Satz liefert einen weiteren Zusammenhang zwischen quadrati-
schen Formen und quadratischen Zahlkörpern, einen Beweis findet man zum
Beispiel in [7].

Satz 3.4.4 Sei I = Za1+Za2 und X die Idealklasse von H(K), die I enthält,
dann gilt

{fa1a2(x, y)|x, y ∈ Z} = {N(J)|J ∈ X−1}
und

|{J ∈ X−1|N(J) = m}| = 1

ε(d)

∑
{x,y|fa1a2 (x,y)=m}

1,

wobei

ε(d) =


6 für d = −3

4 für d = −4

2 sonst

ist. (ε(d) ist die Anzahl der Einheitswurzeln in K)

3.5 Imaginär quadratische Zahlkörper

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass es für imaginär quadratische Zahlkörper,
das heißt für solche mit negativer Diskriminante, nur neun Diskriminanten
gibt, für die die Klassenzahl eins ist. Der hier geführte Beweis geht auf ei-
ne von A. Baker 1966 gefundene Methode zurück, die es prinzipiell erlaubt
eine obere Schranke für den Betrag der möglichen zehnten Diskriminante
anzugeben. Konkret für das Klassenzahlenproblem umgesetzt wurde dieser
Ansatz 1969 von P. Bundschuh und P. Hock, sprich kurz nachdem Stark die
Nichtexistenz einer zehnten Diskriminante erstmals bewiesen hatte. Da diese
Methode nur eine obere Schranke liefert benötigt man für den vollständigen
Beweis noch die von Stark gefundene untere Schranke |d| ≥ 2.2 · 107, die hier
nicht gezeigt werden soll.

Satz 3.5.1 Sei dK = d < 0 Diskriminante eines imaginär quadratischen
Zahlkörpers, dann ist die Klassenzahl h(d) = 1 dann und nur dann, wenn
d ∈ {−3,−4,−7,−8,−11,−19,−43,−67,−163}.

Satz 3.5.2 Sei d < 0 Diskriminante eines imaginär quadratischen Zahlkörpers
und h(d) = 1, dann gilt |d| ≤ 102759.
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Beweis: Zunächst benötigt man die folgenden Lemmata.

Lemma 3.5.1 −d ist stets Potenz einer Primzahl.

Den Beweis dieses Lemmas findet man zum Beipiel in [7].

Lemma 3.5.2 Sei d < 0 wie oben und h(d) = 1, dann gilt entweder d =
−4,−7,−8 oder −d ist eine Primzahl kongruent zu 3 mod 8.

Beweis: Da −d stets Potenz einer Primzahl ist, kann −d nur 4, 8 oder eine
Primzahl sein. Nach Satz 3.1.1 muss d ≡ 1 (4) oder d = 4m, m ≡ 2, 3 (4) sein
und es bleiben nur noch die Fälle −d ≡ 7 (8) und −d ≡ 3 (8) zu betrachten.
Nun soll erstere Möglichkeit für −d 6= 7 ausgeschlossen werden.

Für den Fall −d ≡ 7 (8) , −d 6= 7, kann man −d durch 8k + 7 , k 6= 0
darstellen. Daraus folgt, dass (1 − d)/4 eine gerade ganze Zahl 6= 2 ist und
somit, dass es als Produkt ac geschrieben werden kann, mit a, c > 1. Um
nun zu einem Widerspruch zu gelangen, betrachtet man die Form f(x, y) =
ax2 + xy + cy2 deren Diskriminante d ist und zeigt, dass sie nicht äquivalent
zu g(x, y) = x2+((1−d)/4)y2 ist. Da bei äquivalenten Formen jeder Wert der
von g(x, y) angenommen wird, auch von f(x, y) angenommen werden muss,
reicht es aus zu bestätigen, dass es kein ganzzahliges Paar (x, y) gibt, sodass
f(x, y) = 1 = g(1, 0) ist.

Für ganzzahliges x 6= 0 gilt f(x, 0) = ax2 6= 1, da a 6= 1, analog für
x = 0, y 6= 0. Ist nun (x, y) 6= (0, 0), so erhält man wegen 8a ≤ 4ac = 1 − d
die Ungleichung

f(x, y) ≥ −dy2

4a
≥ −2d

1− d
> 1.

�

Definition 3.5.1 Die Gammafunktion Γ(x) wird definiert als

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt , x > 0.

Die Betafunktion B(x) wird definiert als

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt.
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Lemma 3.5.3 Sei d < 0, |d| > 163 Diskriminante eines quadratischen
Zahlkörpers, h(d) = 1 und p ≡ 1 mod 4 eine Primzahl, die kein Teiler
von d ist, weiters sollen Xp(m) = (m/p) das Legendre, X(n) = (d/n) das
Kroneckersymbol und Q(x, y) = x2 + xy + ((1 − d)/4)y2 eine quadratische
Form mit Diskriminante d bezeichnen, dann gilt für <(s) > 1

L(s, Xp)L(s, XXp)

= ζ(2s)(1− p−2s) +

(
|d|
4

)1/2−s

π1/2p−1 Γ(s− 1
2
)

Γ(s)
(p2−2s − 1)ζ(2s− 1) + Rp(s)

(3.26)

mit

Rp(s) =
1

p

(
|d|1/2

2

)1−2s p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y))
∑
k 6=0

e
2πik

p
(m+y/2)J2(ky, s)

und

J2(N, s) =

∫ ∞
−∞

e−
πiN|d|1/2u

p (1 + u2)−sdu.

Beweis: Für <(s) > 1 konvergiert L(s, χ) absolut und daher gilt

L(s, Xp)L(s, XXp) =
∞∑

n=1

∞∑
m=1

Xp(n)X(m)Xp(m)(mn)−s

=
∞∑

r=1

Xp(r)r
−s
∑
δ|r

X(δ).

Wegen h(d) = 1 erhält man aus Lemma 3.2.4 und Satz 3.4.4∑
δ|r

X(δ) =
NQ(r)

2
,

wobei NQ(r) die Anzahl der Darstellungen von r durch Q bezeichnet. Somit
ergibt sich

L(s, Xp)L(s, XXp) =
1

2

∞∑
r=1

NQ(r)
Xp(r)

rs

=
1

2

∑
x 6=0

Xp(Q(x, 0))

Q(x, 0)s
+

1

2

∑
y 6=0

∞∑
x=−∞

Xp(Q(x, y))

Q(x, y)s

= S1 + S2.
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Aus dem ersten Summanden erhält man nun den ersten Term in (3.19) mittels

1

2

∑
x 6=0

Xp(Q(x, 0))

Q(x, 0)s
=

1

2

∑
x 6=0

Xp(x
2)

x2s

=
∑
n≥1
p-n

1

n2s

= ζ(2s)(1− p−2s).

Betrachtet man jetzt S2 so erhält man

S2 =
∞∑

y=1

∞∑
x=−∞

Xp(Q(x, y))

Q(x, y)s
=
∞∑

y=1

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y))
∞∑

x=−∞

1

Q(px + m, y)s
,

mit der Poissonschen Summenformel, siehe etwa [3], ergibt sich

∞∑
x=−∞

Q(px + m, y)−s =
∞∑

k=−∞

∫ ∞
−∞

Q(pt + m, y)e−2πiktdt

und somit gilt insgesamt

S2 =
∞∑

y=1

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y))
∞∑

k=−∞

∫ ∞
−∞

Q(pt + m, y)e−2πiktdt.

Da Q(x, y) = (x + y/2)2 + |d|y2/4 erhält man, setzt man im Integral m +
pt + y/2 = |d|1/2yu/2∫ ∞
−∞

Q(pt + m, y)e−2πiktdt =

=
|d|1/2y

2p

(
|d|
4

y2

)−s ∫ ∞
−∞

(1 + u2)−se−
2πik

p ( 1
2
y(|d|1/2u−1)−m)du

=
(|d|1/2y/2)1−2s

p
e

2πik
p (m+ y

2 )
∫ ∞
−∞

e−
2πi
p

ky
|d|1/2

2
u(1 + u2)−sdu

.

Daher ergibt sich für S2

S2 =
(|d|1/2/2)1−2s

p

∞∑
y=1

y1−2s

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y))

∞∑
k=−∞

e
2πik

p (m+ y
2 )
∫ ∞
−∞

e−
2πi
p

ky
|d|1/2

2
u(1 + u2)−sdu

.
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Setzt man nun z = ky so folgt

S2 =
(|d|1/2/2)1−2s

p

∞∑
z=−∞

e
2πiz
2p

∫ ∞
−∞

e−
2πi
p

z
|d|1/2

2
u(1 + u2)−sdu

∑
y|z
y>0

y1−2s

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y))e
2πimz

py .
.

Betrachtet man in S2 den Term bei z = 0 erhält man

(|d|1/2/2)1−2s

p

∫
−∞

∞ du

(1 + u2)s

∞∑
y=1

y1−2s

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y))

und da aus den Eigenschaften der Gamma- und Betafunktion∫ ∞
−∞

du

(1 + u2)s
=

√
πΓ(s− 1

2
)

Γ(s)

folgt, gilt für diesen Term

(|d|1/2/2)1−2s

p

√
πΓ(s− 1

2
)

Γ(s)

∞∑
y=1

y1−2s

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y)).

Um nun (3.26) vollständig zu beweisen, genügt es

∞∑
y=1

y1−2s

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y)) = (p2−2s − 1)ζ(2s− 1)

zu zeigen, da Rp(s) sämtliche Terme aus S2 für k 6= 0 enthält. Aus Satz 3.2.8,
Satz 3.2.9 und den Rechenregeln für das Legendresymbol folgt

Xp(Q(m, y)) = p−1/2

p−1∑
j=1

Xp(j)e
2πijQ(m,y)

p

somit ist

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y)) = p−1/2

p−1∑
j=1

Xp(j)

p−1∑
m=0

e
2πij

p (m2+my+ 1−d
4

y2).

Setzt man nun M = (p + 1)/2 so gilt

Q(m, y) ≡ (m + My)2 + |d|M2y2 mod p,
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daraus erhält man folgende Gleichheit

p−1∑
m=0

e
2πij

p (m2+my+ 1−d
4

y2) = e
2πij|d|M2y2

p

p−1∑
n=0

e
2πijn2

p .

Mit Satz 3.2.8 und Satz 3.2.9 erhält man für p - j

p−1∑
n=0

e
2πijn2

p = 1 +

p−1∑
x=1

(
1 +

(
x

p

))
e

2πijx
p

=

p∑
x=1

(
x

p

)
e

2πijx
p

=

(
j

p

)
p1/2.

Da p ≡ 1 (4) gilt nach Satz 3.2.4

Xp(j) =

(
p

j

)
=

(
j

p

)
somit folgt

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y)) =

p−1∑
j=1

Xp(j)

(
j

p

)
e

2πi
p

(|d|M2y2)j

=

p−1∑
j=1

e
2πi
p

(|d|M2y2)j =

{
p− 1 falls p|y
−1 falls p - y

.

Schließlich erhält man

∞∑
y=1

y1−2s

p−1∑
m=0

Xp(Q(m, y)) =
∑
p|y
y>0

(p− 1)y1−2s −
∑
p-y
y>0

y1−2s

=
∞∑

n=1

p(pn)1−2s − ζ(2s− 1)

= (p2−2s − 1)ζ(2s− 1)

.

�

Lemma 3.5.4 Es gelten die Voraussetzungen des vorhergehenden Lemmas,
dann folgt für |d| ≥ 163 und p ≤ 13

|Rp(1)| ≤ 23|d|−1/2e−
π|d|1/2

p .
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Beweis: Aus der Definition von Rp(s) folgt

|Rp(1)| ≤ 2

p|d|1/2

∞∑
y=1

p−1∑
m=0

∣∣∣∣∣∑
k 6=0

e
2πik

p (m+ y
2 )J2(ky, 1)

∣∣∣∣∣ .
Integriert man die Funktion eiAz(1+z2)−1 über den oberen Rand des Kreises
|z| = R im Fall A > 0 und über den unteren im Fall A < 0, so erhält man
für J2(ky, 1)

J2(ky, 1) = πq|ky|,

wobei q als q = e−π|d|1/2p−1
< 1 definiert wird, hieraus ergibt sich

|Rp(1)| ≤ 4π

p|d|1/2

p−1∑
m=0

∞∑
y=1

∞∑
k=1

qky = 4π|d|−1/2

∞∑
y=1

qy(1− qy)−1

≤ 4π|d|−1/2q(1− q)−2.

Da die Ungleichung

(1− q)−2 ≤ (1 + pπ−1|d|−1/2)2

gilt und p ≤ 13 und |d|1/2 ≥ 12 sind, erhält man insgesamt

Rp(1) ≤ 4π|d|−1/2

(
1 +

13

12π

)2

q ≤ 23|d|−1/2e−
π|d|1/2

p .

�

Definition 3.5.2 Unter der Höhe H(a) einer algebraischen Zahl a versteht
man das Maximum der Absolutbeträge der Koeffizien des Minimalpolynoms
f(x) von a mit ganzzahligen Koeffizienten.

Satz 3.5.3 (Die Methode von Baker) Seien a1, . . . , an ∈ Q , ai > 0 , i =
1, . . . , n,

L(X1, . . . , Xn) = X1 log a1 + · · ·+ Xn log an

und A1, . . . , An Zahlen mit Aj ≥ 4 mit

H(aj) ≤ Aj für j = 1, 2, . . . , n

dann folgt für x1, . . . , xn, wenn |xi| ≤ M , i = 1, . . . , n für ein M ≥ 4 gilt,
dass entweder

L(x1, . . . , xn) = 0
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oder
|L(x1, . . . , xn)| ≥ e−CD(log D′)(log M),

wobei C eine Konstante ist, die nur von n abhängt, man könnte zum Beispiel
C = (16n)200n wählen, D = (log A1) · · · (log An) und D′ = D/ log An. Sind
außerdem die a1, . . . , an und die x1, . . . , xn algebraisch, dann folgt etweder

L(x1, . . . , xn) = 0

oder
|L(x1, . . . , xn)| ≥ e−C1D(log D)(log D′)(log M)

wobei D, D′ wie oben gewählt werden und C1 = (16dn)200n, wobei d der Grad
des von a1, . . . , an, x1, . . . , xn erzeugten Feldes ist.

Nun kann Satz 3.5.2 bewiesen werden. Lässt man zunächst in (3.26) s
gegen 1 konvergieren, so erhält man

L(1, Xp)L(1, XXp) =
π2

6
(1− p−2) + 2π|d|−1/2 log p

p
+ Rp(1).

Setzt man in dieser Gleichung p = 5 und mulitpliziert sie mit 1− 13−2 = 168
169

und anschließend p = 13 und multiplieziert mit 1− 5−2 = 24
25

, so erhält man
nach Subtraktion der beiden enstandenen Gleichungen

168

169
L(1, X5)L(1, XX5)−

24

25
L(1, X13)L(1, XX13)

+ 2π|d|−1/2

(
168

845
log 5− 24

325
log 13

)
=

168

169
R5(1)−

24

25
R13(1)

.

Unter der Verwendung von Lemma 3.2.13 erhält man nach kurzer Rechnung

L(1, X5) =
log α2

√
5

mit α =
1 +

√
5

2

und

L(1, X13) =
log β2

√
13

mit β =
3 +

√
13

2
.

Aus der Dirichletschen Klassenzahlformel folgt

L(1, XX5) =
h(5d)π√

5|d|
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und

L(1, XX13) =
h(13d)π√

13|d|
,

es resultiert also insgesamt

840h(5d) log α− 312h(13d) log β + 1680 log 5− 624 log 13

=

√
|d|
π

(4200R5(1)− 4056R13(1)).

Wegen Satz 3.4.1 gelten die Ungleichungen

h(5d) ≤ 10|d|
3

und

h(13d) ≤ 26|d|
3

und man kann die linke Seite der letzten Gleichung in der Form

L = x1 log α + x2 log β + log a

schreiben, wobei xi ≤ 2800|d| , i = 1, 2 und a = 5168013−624 gilt. Der Grad
des von α, β und a erzeugten Körpers beträgt 4, H(α) = 1, H(β) = 3 und
H(a) = max(51680, 13624) ≤ e2704. Außerdem ist L 6= 0, da sonst

αx1βx2a = 1

gelten würde, was jedoch unmöglich ist, da sonst βx2 in dem Körper Q(
√

2)
liegen müßte. Man kann also Satz 3.5.3 mit A1 = A2 = 4, A3 = e2704, C1 =
192600 ≤ e3155, M = 2800|d|, D = log2 4 · 2704 < 5197 und D′ = log2 4 < 2
anwenden und erhält für |d| > 102500

|L| ≥ e−e3167 log |d|.

Andererseits liefert Lemma 3.5.4 die Abschätzung

|L| ≤
√
|d|4225

π

(
23√
|d|

e
−π
√
|d|√

5 +
23√
|d|

e
−π
√
|d|√

13

)

≤ e
12−π

√
|d|√
13

und somit
e3167 log |d| ≥ π√

13

√
|d| − 12 ≥ 0.87

√
|d|

woraus |d| ≤ e6352 < 102759 folgt.

�
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4 Berechnung der Fundamentaleneinheit in

Quadratischen Zahlkörpern

Wie das letzte Kapitel gezeigt hat, ist das Klassenzahlproblem für quadrati-
sche Zahlkörper mit negativer Diskriminante gelöst. Besitzt der Zahlkörper
jedoch eine positive Diskriminante gestaltet sich die Lage schwieriger, da in
diesem Fall die Klassenzahl nicht von der Anzahl der Einheiten, sondern von
der fundamentalen Einheit abhängt. Ziel dieses Kapitels ist es daher einfache
Algorithmen zu entwickeln, die ihre Berechnung ermöglichen.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Einheitengruppe eines
algebraischen Zahlkörpers.

Satz 4.1 (Dirichletscher Einheitensatz) Sei UK die Einheitengruppe und
n = r1 + 2r2 der Erweiterungsgrad von K, wobei r1 beziehungsweise r2 die
Anzahl der reellen beziehungsweise komplexen Einbettungen von K in C sind,
dann existieren fundamentale Einheiten ε1, . . . , εr mit r = r1 + r2− 1, sodass
jedes ε ∈ UK mittels

ε = ζεn1
1 · · · εnr

r

dargestellt werden kann, wobei n1, . . . , nr ∈ Z und ζ eine Einheitswurzel in
OK ist, oder anders formuliert, ist WK die aus den Einheitswurzeln beste-
hende Untergruppe von UK, dann gilt

UK ' WK × Zr.

Folgerung 4.0.1 Sei K = Q(
√

d) ein reell quadratischer Zahlkörper, dann
gilt UK ' Z/2Z × Z, das heißt es gibt eine fundamentale Einheit ε ∈ UK,
sodass UK = {±εk : k ∈ Z}.

Beweis:Da K ⊆ R sind {±1} die einzigen Einheitswurzeln in K, das heißt
WK = {±1}. Da es r1 = 2 reelle und 2r2 = 0 complexe Einbettungen von
K in C gibt, folgt somit aus dem Dirichletschen Einheitensatz, dass UK '
WK × Z ' Z/2Z× Z.

Da mit ε auch −ε, ε−1 und −ε−1 fundamentale Einheiten sind, setzt man
ε > 1 fest und spricht fortan von der fundamentalen Einheit.
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Mit Hilfe dieser Darstellung der Einheitengruppe eines algebraischen Zahlkörpers
ist es leicht das folgende Lemma zu beweisen, das besagt, dass die sogenannte
Pellsche Gleichung unendlich viele Lösungen besitzt. Ein interessantes histo-
risches Detail zu dieser Gleichung ist, dass sie ihren Namen vielleicht zu
unrecht erhalten hat. Manche Historiker bezweifeln, dass Pell einen wesentli-
chen Beitrag zu ihrer Lösung lieferte. Fest steht jedenfalls, dass erst Lagrange
die vollständige Lösung des Problems gelang.

Lemma 4.1 Die Gleichung

x2 − dy2 = 1

[Pellsche Gleichung] hat für d ≡ 2, 3 mod 4 unendlich viele ganzzahlige
Lösungen und die Gleichung

x2 − dy2 = 4

hat für d ≡ 1 mod 4 unendlich viele ganzzahlige Lösungen.

Beweis:Sei d ≡ 2, 3 mod 4, dann gilt OK = Z+Z
√

d. Ist α = a+b
√

d ∈ U2
K ,

dann folgt
NK(α) = (a + b

√
d)(a− b

√
d) = a2 − db2 = 1,

das heißt jedes α = a + b
√

d ∈ U2
K lieferte eine Lösung (a, b) ∈ Z2 der

Gleichung x2 − dy2 = 1 und da U2
K ' Z gibt es unendlich viele solcher

Lösungen.
Ist nun d ≡ 1 mod 4, dann gilt

OK =

{
a + b

√
d

2
: a, b ∈ Z, a ≡ b mod 2

}
.

Da NK(α) = (a2 − db2)/4 für α = (a + b
√

d)/2 ∈ U2
K folgt a2 − db2 = 4 für

unendlich viele Paare (a, b) ∈ Z2.

Der folgende Satz liefert prinzipiell die Möglichkeit die fundamentale Ein-
heit eines algebraischen Zahlkörpers zu berechnen. Dieser Ansatz ist jedoch
nicht sehr praktikabel, da es das Problem auf das finden einer kleinsten posi-
tiven ganzen Zahl b, sodass db2 ± 1 beziehungsweise db2 ± 4 ein Quadrat ist,
zurückführt.
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Satz 4.2 (i) Sei d ≡ 2, 3 mod 4 und b die kleinste, positive ganze Zahl,
sodass db2±1 ein Quadrat ist, dann folgt, wenn db2±1 = a2 mit a > 0,
dass a + b

√
d die fundamentale Einheit von Q(

√
d) ist.

(ii) Sei d ≡ 1 mod 4 und b die kleinste, positive ganze Zahl, sodass db2± 4
ein Quadrat ist, dann folgt, wenn db2 ± 4 = a2 mit a > 0, dass (a +
b
√

d)/2 die fundamentale Einheit von Q(
√

d) ist.

Beweis:

(i) Da db2 ± 1 = a2 gilt NK(a + b
√

d) = ±1 und somit a + b
√

d ∈ UK .
Außerdem folgt aus a, b > 0, dass a + b

√
d > 1 und daher a + b

√
d = εk

mit k ≥ 1, wobei ε die fundamentale Einheit von Q(
√

d) darstellt. Ist
nun k > 1 so schreibt man ε = α + β

√
d mit α, β > 0 und erhält

a + b
√

d = (α + β
√

d)k, woraus α < a und β < b folgt. Es gilt aber
auch dβ2± 1 = α2, im Widerspruch zur Minimalität von b, daher muss
a + b

√
d die fundamentale Einheit sein.

(ii) Der Beweis erfolg analog zu (i)

Eine weit effizientere Methode zur Berechnung der fundamentalen Einheit
eines quadratischen Zahlkörpers K = Q(

√
d) lässt sich mittels Kettenbruch-

entwicklungen von
√

d ermitteln.

Definition 4.1 1. Unter einem endlichen Kettenbruch versteht man einen
Ausdruck der Form

a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·+
1

an−1 + 1
an

mit a0, . . . , an ∈ R und ai ≥ 0 für 1 ≤ i ≤ n. Zur Vereinfachung
wird im folgenden die Notation [a0, . . . , an] für den obigen Ausdruck
verwendet.

2. Liegen a0, . . . , an in Z so nennt man [a0, . . . , an] einen einfachen Ket-
tenbruch.

3. Der Kettenbruch Ck = [a0, . . . , ak], 0 ≤ k ≤ n wird als der k-te Nähe-
rungsbruch von [a0, . . . , an] bezeichnet.
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Offensichtlich representiert jeder einfache, endliche Kettenbruch eine ratio-
nale Zahl, umgekehrt kann man mittels des Euklidschen Algorithmus zeigen,
dass sich jede rationale Zahl als einfacher, endlicher Kettenbruch entwickeln
lässt.

Die folgenden Lemmata liefern einige Eigenschaften von Kettenbrüchen.

Lemma 4.2 Sei [a0, a1, . . . , an] ein Kettenbruch, definiert man p0, . . . , pn

und q0, . . . , qn folgendermaßen rekursiv

p0 = a0

p1 = a0a1 + 1

pk = akpk−1 + pk−2

und

q0 = 1

q1 = a1

qk = akqk−1 + qk−2,

dann ist Ck = pk/qk der k-te Näherungsbruch.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach k: Für k = 0 gilt

C0 = [a0] =
p0

q0

und für k = 1

C1 = [a0, a1] = a0 +
1

a1

=
a0a1 + 1

a1

=
p1

q1

.

Sei nun die Aussage für k = n bewiesen, dann folgt für k = n + 1

Cn+1 = [a0, . . . , an+1]

=

[
a0, . . . , an +

1

an+1

]

=

(
an + 1

an+1

)
pn−1 + pn−2(

an + 1
an+1

)
qn−1 + qn−2

=
an+1(anpn−1 + pn−2) + pn−1

an+1(anpn−1 + qn−2) + qn−1

=
an+1pn + pn−1

an+1qn + qn−1

=
pn+1

qn+1

.
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Lemma 4.3 Sei [a0, a1, . . . , an] ein Kettenbruch und Ck = pk/qk sein k-ter
Näherungsbruch, dann gelten folgende Eigenschaften.

(i)
pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k−1 für k ≥ 1

(ii)

Ck − Ck−1 =
(−1)k−1

qkqk−1

für 1 ≤ k ≤ n

(iii)

Ck − Ck−2 =
ak(−1)k

qkqk−2

für 2 ≤ k ≤ n

(iv)
C1 > C3 > C5 > · · ·

C0 < C2 < C4 < · · ·

(v) Jeder ungerade Näherungsbruch C2j+1, j ≥ 0 ist größer als jeder gerade
Näherungsbruch C2k, k ≥ 0.

Beweis:

(i) Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach k. Zunächst gilt für k = 1

p1q0 − p0q1 = a0a1 + 1− a0a1 = 1

sei nun die Aussage bereist für k = n bewiesen, dann folgt für k = n+1

pn+1qn − pnqn+1 = (an+1pn + pn−1)qn − pn(an+1qn + qn−1)

= pn−1qn − pnqn−1

= −(−1)n−1 = (−1)n

.

(ii) Nach (i) gilt
pkqk−1 − qkpk−1 = (−1)k−1,

dividiert man nun diese Gleichung durch qkqk−1 so erhält man das
gewünschte Ergebnis.
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(iii)

Ck − Ck−2 =
pk

qk

− pk−2

qk−2

=
pkqk−2 − pk−2qk

qkqk−2

Da aber

pkqk−2 − pk−2qk = (akpk−1 + pk−2)qk−2 − pk−2(akqk−1 + qk−2)

= ak(pk−1qk−2 − pk−2qk−1) = ak(−1)k−2

gilt, folgt das Gewünschte.

(iv) Wegen (iii) gilt

Ck − Ck−2 =
ak(−1)k

qkqk−2

,

somit ist Ck < Ck−2 für k ungerade und Ck > Ck−2 für k gerade.

(v) Wegen (ii) gilt

C2m − C2m−1 =
(−1)2m−1

q2mq2m−1

< 0,

daraus folgt
C2m−1 > C2m

und somit gilt mit (iv)

C2k < C2(j+k+1) < C2(j+k)+1 < C2j+1.

Lemma 4.4 Sei {ai}i≥0 eine Folge ganzer Zahlen mit ai ≥ 0 für i ≥ 1 und
sei Ck = [a0, . . . , ak], dann konvergiert die Folge {Ck}.

Beweis: Nach Lemma 4.3 (iv) gilt

C1 > C3 > C5 > · · ·

und außerdem ist C2j+1 > a0 somit ist die {C2j+1}j≥0 fallend und nach unten
beschränkt und somit konvergent gegen ein α1. Andererseits gilt

C0 < C2 < C4 < · · ·

und C2j < C2k+1 für jedes k ≥ 0 und jedes j ≥ 0, somit im speziellen
C2j < C1 für alle j. Es ist also die Folge {C2j}j ≥ 0 wachsend und nach oben
beschränkt und daher konvergent gegen ein α2.
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Nun muß nur noch α1 = α2 gezeigt werden. Da ai ≥ 1, q0, q1 ≥ 1 läßt
sich leicht mittels Induktion nach k zeigen, dass

qk = akqk−1 + qk−1 ≥ 2k − 3

gilt. Mit dieser Tatsach und Lemma 4.3 (ii) folgt

C2j+1 − C2j =
1

q2j+1q2j

≤ 1

(4j − 1)(4j − 3)
→ 0 für j →∞.

Daher konvergieren beide Folgen gegen den selben Grenzwert α = α1 = α2

und es gilt insgesamt
lim
j→∞

Cj = α.

Bisher wurde gezeigt, dass sich jede rationale Zahl als Kettenbruch ent-
wickeln lässt, das folgende Lemma zeigt, dass es auch für jede irrationale
Zahl eine Darstellung mittels Kettenbruch gibt.

Lemma 4.5 Sei α = α0 > 0 eine irrationale Zahl und definiert man die
Folge {ai}i≥0 folgendermaße rekursiv

ak = [αk], αk+1 =
1

αk − ak

,

dann ist [a0, a1, . . .] eine Darstellung von α als einfacher Kettenbruch.

Beweis: Wie man leicht mittels Induktion nachweisen kann, ist jedes αk irra-
tional, somit ist αk+1 > 1 und daher ak+1 ≥ 1, daraus folgt, dass [a0, a1, . . .]
ein einfacher Kettenbruch ist. Außerdem gilt

α = α0 = [α0] + (α0 − [α0]) = a0 +
1

α1

= [a0, α1] = [a0, a1, α2] = · · · = [a0, a1, . . . , ak, αk+1]

für alle k. Wegen Lemma 4.2 erhält man

α =
αk+1pk + pk−1

αk+1qk + qk−1
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sodass

|α− Ck| =
∣∣∣∣αk+1pk + pk−1

αk+1qk + qk−1

− pk

qk

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−(pkqk−1 − pk−1qk)

(αk+1qk + qk−1)qk

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

(αk+1qk + qk−1)qk

∣∣∣∣
<

1

q2
k

≤ 1

(2k − 3)2
→ 0

für k →∞ und somit folgt

α = lim
k→∞

Ck = [a0, a1, . . .].

Es besitzt also jede irrationale Zahl eine Darstellung als einfacher Ketten-
brch und, wie sich leicht zeigen lässt, ist diese auch eindeutig. Somit kann
jede reelle Zahl durch einen einfachen Kettenbruch ausgedrück werden, daher
wird im Folgenden das Wort einfach weggelassen werden und nur noch von
der Kettenbruchentwicklung beziehungsweise dem Kettenbruch einer reellen
Zahl gesprochen werden.

Der folgende Satz beschreibt einige Eigenschaften von Kettenbrüche irra-
tionaler Zahlen.

Satz 4.3 (i) Sei α eine irrationale Zahl und seien Cj = pj/qj, j ∈ N die
Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung von α, gibt es zwei ganze
Zahlen r und s mit s > 0 und eine positive ganze Zahl k sodass

|sα− r| < |qkα− pk|

gilt, dann folgt s ≥ qk+1.

(ii) Sei α eine irrationale Zahl und r/s mit (r, s) = 1, s > 0 eine rationale
Zahl, sodass

|α− r/s| < 1

2s2

gilt, dann ist r/s ein Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von
α.

Beweis:
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(i) Angenommen es gelte 1 ≤ s < qk+1:
Für jedes k ≥ 0 betrachtet man das lineare Gleichungssystem

pkx + pk+1y = r

qkx + qk+1y = s,

mittels Gaußelimination ergibt sich

(pk+1qk − pkqk+1)y = rqk − spk

(pkqk+1 − pk+1qk)x = rqk+1 − spk+1.

Nach Lemma 4.3 (i) gilt pk+1qk − pkqk+1 = (−1)k und somit ergibt sich
als einzige Lösung zu dem obigen Gleichungssystem

x = (−1)k(spk+1 − rqk+1)

y = (−1)k(rqk − spk).

Ziel ist es nun zu zeigen, dass x und y beide ungleich Null sind und
entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Angenommen x = 0, dann folgt

r

s
=

pk+1

qk+1

und da wegen Lemma 4.3 (i) (pk+1, qk+1) = 1 gilt, muß qk+1|s und somit
qk+1 ≤ s im Widerspruch zu der Annahme 1 ≤ s < qk+1.

Sei nun y = 0, dann ist r = pkx und s = qkx. Daraus folgt

|sα− r| = |x||qkα− pk| ≥ |qkα− pk|

im Widerspruch zur Annahme.

Ist nun y < 0, so folgt, da qkx = s − qk+1y und qj ≥ 0 für alle j ≥ 0,
x > 0, ist andererseits y > 0, dann gilt wegen qk+1y ≥ qk+1 > s,
qkx = s− qk+1y < 0 und somit x < 0.

Aus Lemma 4.3 folgt, dass für gerades k

pk

qk

< α <
pk+1

qk+1

und für ungerades k
pk+1

qk+1

< α <
pk

qk

104



gilt. In beiden Fällen haben qkα− pk und qk+1α− pk+1 unterschiedliche
Vorzeichen und somit ist das Vorzeichen von x(qkα−pk) und y(qk+1α−
pk+1) gleich. Insgesamt folgt

|sα− r| = |(qkx + qk+1y)α− (pkx + pk+1y)|
= |x(qkα− pk) + y(qk+1α− pk+1)|
≥ |x||qkα− pk|+ |y||qk+1α− pk+1|
≥ |x||qkα− pk| ≥ |qkα− pk|

wiederum im Widerspruch zur Annahme.

(ii) Angenommen r/s ist kein Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung
von α, das heißt es gibt kein n, sodass r/s = pn/qn gilt. Sei nun k die
größte nichtnegative ganze Zahl mit s ≥ qk, ein solches k muß es geben,
da s ≥ q0 = 1 und qk → ∞ für k → ∞, dann gilt qk ≤ s ≤ qk+1 und
wegen (i) folgt daraus

|qkα− pk| ≤ |sα− r| = s|α− r/s| < 1

2s

und somit ∣∣∣∣α− pk

qk

∣∣∣∣ < 1

2sqk

.

Da r/s 6= pk/qk, folgt |spk − rqk| ≥ 1. Daraus erhält man

1

sqk

≤ |spk − rqk|
sqk

=

∣∣∣∣pk

qk

− r

s

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣pk

qk

− r

s
+ α− α

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣α− pk

qk

∣∣∣∣+ ∣∣∣α− r

s

∣∣∣
<

1

2sqk

+
1

2s2

und das impliziert
1

2sqk

<
1

2s2

und somit qk > s im Widerspruch zur Annahme.
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Lemma 4.6 Sei d eine positive ganze Zahl, kein perfekts Quadrat, dann ist
x/y, x, y > 0 ∈ Z ein Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von

√
d,

wenn |x2 − dy2| <
√

d gilt.

Beweis: Angenommen 0 < x2 − dy2 <
√

d, dann folgt

(x + y
√

d)(x− y
√

d) > 0

und somit
x > y

√
d.

Insgesamt erhält man∣∣∣∣√d− x

y

∣∣∣∣ =
x

y
−
√

d =
x− y

√
d

y

=
x2 − dy2

y(x + y
√

d)
<

x2 − dy2

y(2y
√

d)
<

1

2y2
.

Daher kann Satz 4.3 (ii) angewendet werden und somit ist x/y ein Nähe-
rungsbruch der Kettenbruchentwicklung von

√
d.

Ist nun −
√

d < x2 − dy2 < 0, dann gilt

0 < y2 − 1

d
x2 <

1√
d

und daher
y >

x√
d
.

Hieraus ergibt sich∣∣∣∣ 1√
d
− y

x

∣∣∣∣ =
y

x
− 1√

d
=

y − x/
√

d

x

=
y2 − x2/d

x(y + x/
√

d)
<

y2 − x2/d

2x2/
√

d
<

1

2x2
.

Deswegen ist y/x ein Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von 1/
√

d.
Ist nun α eine irrationale Zahl mit Kettenbruchentwicklung [a0, a1, . . .],

dann folgt 1/α = [0, a0, a1, . . .], daher ist der k + 1-te Näherungsbruch von
1/α der Kehrwert des k-ten Näherungsbruches von α für alle k. Daraus folgt,
dass x/y ein Näherungsbruch von

√
d ist.
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Irrationale Zahlen haben immer unendliche Kettenbruchentwicklungen. Es
gibt allerdings unter ihnen solche, die eine periodische Entwicklung besitzen.
Ziel der nächsten beiden Lemmata ist es, zu zeigen, dass alle irrationalen Zah-
len mit quadratischem Minimalpolynom in solche Kettenbrüche entwickelt
werden können.

Definition 4.2 Ein Kettenbruch heißt periodisch mit Periode k, wenn es
einen Index N gibt, sodass an = an+k für alle n ≥ N gilt. Ein solcher Ket-
tenbruch wird in der Form [a0, . . . , aN−1, aN , aN+1, . . . , aN+k−1] geschrieben.

Lemma 4.7 Sei α eine irrationale Zahl mit Minimalpolynom vom Grad 2
über Q, dann gibt es ganze Zahlen P0, Q0 und d mit Q0|(d− P 2

0 ) sodass

α =
P0 +

√
d

Q0

.

Definiert man weiters

αk =
Pk +

√
d

Qk

,

ak = [αk],

Pk+1 = akQk − Pk,

Qk+1 =
d− P 2

k+1

Qk

,

dann ist [a0, a1, a2, . . .] die Kettenbruchentwicklung von α.

Beweis: Da α irrational mit quadratischem Minimalpolynom ist, gibt es ganze
Zahlen a, b, e, f , e, f > 0, e kein perfektes Quadrat, sodass

α =
a + b

√
e

f
=

af +
√

eb2f 2

f 2

gilt und klarerweise f 2|(a2f 2 − eb2f 2). Man kann also P0 = af , Q0 = f 2

und d = eb2f 2 setzen. Da d kein perfektes Quadrat ist, gilt Qk 6= 0 für
alle k und somit ist die Folge wohldefiniert. Um zu zeigen, dass [a0, a1, . . .]
die Kettenbruchentwicklung von α ist genügt es wegen Lemma 4.5 αk+1 =
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1/(αk − ak) nachzuweisen:

αk − ak =
Pk +

√
d

Qk

− ak

=

√
d− (akQk − Pk)

Qk

=

√
d− Pk+1

Qk

=
d− P 2

k+1

Qk(
√

d + Pk+1)

=
Qk+1√

d + Pk+1

=
1

αk+1

Lemma 4.8 Sei α eine irrationale Zahl mit quadratischem Minimalpoly-
nom, dann hat α eine periodische Kettenbruchentwicklung.

Beweis: Nach Lemma 4.7 kann man α in der Form

α =
P0 +

√
d

Q0

mit Q0|(P 2
0 − d) schreiben und mittels

αk =
Pk +

√
d

Qk

,

ak = [αk],

Pk+1 = akQk − Pk,

Qk+1 =
d− P 2

k+1

Qk

,

rekursiv die Kettenbruchzerlegung von α bestimmen.
Nach Lemma 4.2 gilt nun

α =
αkpk−1 + pk−2

αkqk−1 + qk−2

und wenn α′ die Konjungierte von α über Q bezeichnet, folgt

α′ =
α′kpk−1 + pk−2

α′kqk−1 + qk−2

.
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Hieraus erhält man durch Umformungen

α′k = −qk−2

qk−1

(
α′ − Ck−2

α′ − Ck−1

)
.

Da Ck−1, Ck−2 → α für k →∞ ergibt sich daraus

α′ − Ck−2

α′ − Ck−1

→ 1

und daher gilt α′k < 0 für genügend großes k. Es folgt, da αk > 0, dass
αk − α′k = 2

√
d/Qk > 0 ab einem Index. Nach Definition gilt QkQk+1 =

d− P 2
k+1 und somit erhält man aus dem bisherigen

Qk ≤ QkQk+1 = d− P 2
k+1 ≤ d

und
P 2

k+1 ≤ d−Qk ≤ d

für genügend großes k. Daher gibt es nur endlich viele mögliche Werte für
Pk und Qk und deswegen muß es zwei Indices i < j geben mit Pi = Pj und
Qi = Qj, dann gilt aber auch ai = aj und da die ai rekursiv definiert sind
folgt daraus

α = [a0, a1, . . . , ai−1, ai, . . . , aj−1].

Lemma 4.9 Sei d eine positive ganze Zahl, aber kein perfektes Quadrat und
α =

√
d dann gilt

p2
k−1 − dq2

k−1 = (−1)kQk für k ≥ 1

wobei pk/qk der k-te Näherungsbruch von α ist und Qk wie in Lemma 4.7
definiert wird.

Beweis: Laut Definition gilt

p2
0 − dq2

0 = [
√

d]2 − d = −Q1.

Angenommen k ≥ 2, dann folgt

√
d = α = [a0, a1, . . . , ak−1, αk] =

αkpk−1 + pk−2

αkqk−1 + qk−2

.
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Wegen αk = (Pk +
√

d)/Qk ergibt sich

√
d =

(Pk +
√

d)pk−1 + Qkpk−2

(Pk +
√

d)qk−1 + Qkqk−2

und daraus folgt

dqk−1 + (Pkqk−1 + Qkqk−2)
√

d = Pkpk−1 + Qkpk−2 + pk−1

√
d.

Vergleicht man nun die Koeffizienten über Q(
√

d) erhält man

dqk−1 = Pkpk−1Qkpk−2

und
pk−1 = Pkqk−1 + Qkqk−2.

Aus diesen beiden Gleichungen und Lemma 4.3 ergibt sich

p2
k−1 − dq2

k−1 = (pk−1qk−2 − pk−2qk−1)Qk = (−1)kQk.

Definition 4.3 Ein Kettenbruch der Form [a0, a1, . . . , an] heißt rein peri-
odisch mit Periode n.

Für den Beweis der folgenden beiden Lemmata siehe [4] und [8].

Lemma 4.10 Sei d kein perfektes Quadrat, dann besitzt
√

d eine Kettenbru-
chentwicklung der Form [a0, a1, . . . , an].

Lemma 4.11 Sei n die Periode der Kettenbruchentwicklung von
√

d, dann
ist n die kleinste, positive ganze Zahl mit Qn = 1, außerdem gilt Qk 6= −1
für alle k.

Folgerung 4.0.2 (−1)kQk = ±1 dann und nur dann, wenn n|k.

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun möglich eine Darstellung der fun-
damentalen Einheit mittels Kettenbrüchen für quadratische Zahlkörper K =
Q(
√

d) mit d ≡ 2, 3 mod 4 anzugeben.
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Satz 4.4 Sei n die Periode der Kettenbruchentwicklung von
√

d, dann folgt:

(i) Alle ganz zahligen Lösungen der Gleichung x2− dy2 = ±1 sind gegeben
durch

x + y
√

d = ±(pn−1 + qn−1

√
d)l : l ∈ Z,

wobei pn−1/qn−1 der (n− 1)-te Näherungsbruch von
√

d ist.

(ii) Ist d quadratfrei und gilt d ≡ 2, 3 mod 4, dann ist pn−1 + qn−1

√
d die

fundamentale Einheit von Q(
√

d).

Beweis:

(i) Ist (x, y) eine Lösung der Gleichung x2 − dy2 = ±1, dann

(x + y
√

d)−1 = ±(x− y
√

d),

außerdem gilt, ist eines der vier Paare ±(a,±b) eine Lösung der Glei-
chung x2− dy2 = ±1, dann sind alle vier Lösungen, daher genügt es zu
zeigen, dass alle positiven Lösungen durch

x + y
√

d = (pn−1 + qn−1

√
d)m : m > 0

gegeben sind. Wegen Lemma 4.6 folgt, aus x2 − dy2 = ±1, x = pk−1

und y = qk−1 für ein k. Weiters gilt mit Lemma 4.9

p2
k−1 − dq2

k−1 = (−1)kQk = ±1

und somit Qk = ±1. Hieraus folgt mit der Folgerung zu Lemma 4.11
n|k. Da

pn−1 < p2n−1 < · · · und qn−1 < q2n−1 < · · ·

ist x1 = pn−1, y1 = qn−1 die kleinste positive Lösung. Nun soll gezeigt
werden, dass alle positiven Lösungen (xm, ym) gegeben sind durch

xm + ym

√
d = (x1 + y1

√
d)m, m > 0.

Betrachtet man die Konjungierte xm−ym

√
d = (x1−y1

√
d)m, so erhält

man

(xm + ym

√
d)(xm − ym

√
d) = (x2

1 − dy2
1)

m = (±1)m = ±1

(xm, ym) ist also tatsächlich eine Lösung.

111



Angenommen es gäbe eine positive Lösung (X, Y ), die nicht von dieser
Form ist, dann existiert eine ganze Zahl κ ≥ 0, sodass

(x1 + y1

√
d)κ < X + Y

√
d < (x1 + y1

√
d)κ+1

oder auch

1 < (x1 + y1

√
d)−κ(X + Y

√
d) < x1 + y1

√
d.

Wegen x2
1 − y2

1d = ±1 erhält man (x1 + y1

√
d)−κ = [±(x1 − y1

√
d)]κ.

Definiert man zwei ganze Zahlen s und t mittels

s + t
√

d = (x1 + y1

√
d)−κ(X + Y

√
d) = ±(x1 − y1

√
d)κ(X + Y

√
d),

ergibt sich

s2 − dt2 = [±(x1 − y1

√
d)κ(X + Y

√
d)][±(x1 + y1

√
d)κ(X − Y

√
d)]

= X2 − dY 2 = ±1.

Daher ist (s, t) eine Lösung der Gleichung und es gilt

1 < s + t
√

d < x1 + y1

√
d

Hieraus erhält man

0 < (x1 + y1

√
d)−1 < (s + t

√
d)−1 < 1 < s + t

√
d

und somit folgt

2s = s + t
√

d± [±(s− t
√

d)] = s + t
√

d± (s + t
√

d)−1 > 0

2t
√

d = s + t
√

d∓ [±(s− t
√

d)] > 0.

Daher ist (s, t) eine positive Lösung und damit muß nach der Annahme
s ≥ x1, t ≥ y1 gelten, im Widerspruch zu s + t

√
d < x1 + y1

√
d.

(ii) Da pn−1 + qn−1

√
d > 1 folgt die Tatsache direkt aus (i).

Für quadratische Zahlkörper K = Q(
√

d) mit d 6≡ 2, 3 mod 4 gibt es
noch keine allgemeinen Resultate die Darstellung der fundamentalen Einheit
mittels Kettenbrüchen betreffend. Allerdings gibt es Ergebnisse für Spezi-
alfälle. Betrachtet man statt der Kettenbruchentwicklung von

√
d jene von

ωd = (1 +
√

d)/2 und hat diese Periode 3, 4 oder 5, so ist eine Darstllung
der fundamentalen Einheit möglich. Die folgenden drei Sätze liefern diese
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Darstellungen, ihre Beweise sollen hier enfallen, sie können in [9] und [10]
nachgelesen werden.

In den folgenden Sätzen sollen K = Q(
√

d) ein quadrtischer Zahlkörper
mit d ≡ 1 mod 4, d quadratfrei und εd = (Td +Ud

√
d)/2 seine fundamentale

Einheit sein, außerdem soll kd die Periode der Kettenbruchentwicklung von
ωd = (1 +

√
d)/2 bezeichnen.

Satz 4.5 Ist kd = 3, so gilt für ungerades a und positive ganze Zahlen l und
r

ωd = [(a + 1)/2, l, l, a],

(Td, Ud) = ((l2 + 1)2r + l(l2 + 3), l2 + 1)

mit a = (l2 + 1)r + l und darüberhinaus

d = (l2 + 1)2r2 + 2l(l2 + 3)r + l2 + 4.

Ist a gerade, so erhält man

ωd = [a/2, 1, 1, a− 1],

(Td, Ud) = (2a, 2)

und
d = a2 + 1.

Satz 4.6 Ist kd = 4, dann gilt für gerades a und ganzzahliges l ≥ 1, l unge-
rade

ωd = [a/2, 1, l, 1, a− 1],

(Td, Ud) = (A2r + B, A)

und
d = A2r2 + 2Br + C

wobei A = l + 2, B = A2 − 2, C = (A + 2)(A − 2) und r die eindeutig
bestimmte gerade ganze Zahl mit r > 0 ist, die a = Ar+A−1 erfüllt. Dieser
Fall kann nur für d ≡ 5 mod 8 auftreten. Ist hingegen a ungerade, so gilt
mit ganzzahligem l ≥ 1 und v ≥ 1

ωd = [(a + 1)/2, l, v, l, a],

(Td, Ud) = (l(A + 1)(Ar + sl) + 2A, l(A + 1))
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und
d = (A + 2)(A− 2)r2 + 2sl(A + 2)r + s(sl2 + 4)

mit A = vl + 1 und r und s sind die eindeutig durch die Gleichungen

v = −r + ls

a = Ar + ls

bestimmten positiven ganzen Zahlen.

Satz 4.7 Ist kd = 5, dann gilt für gerades a und ganzzahliges l ≥ 0

ωd = [a/2, 1, l, l, 1, a− 1],

(Td, Ud) = (A2r + B, A)

und
d = A2r2 + 2Br + C

wobei A = l2 + 2l + 2, B = (l2 + l)A + l2, C = (l2 + 3)l2 + 2(l2 − 1)l + 1 und
r die eindeutig bestimmte nicht negative ganze Zahl ist, die a = Ar + l2 + l
erfüllt. Ist hingegen a ungerade, so gilt mit ganzzahligem l ≥ 2 und v > 0

ωd = [(a + 1)/2, l, v, v, l, a],

(Td, Ud) = (a(A2 + l2) + 2(vA + l), A2 + l2)

und
d = A2r2 + 2Br + C

mit A = vl + 1, B = slA + 2v, C = s(sl2 + 4) und r und s sind die eindeutig
durch die Gleichungen

Ar + ls = a

lr − As = −v2 − 1

bestimmten positiven ganzen Zahlen.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse ist es möglich einige reell quadratische Zahlkörper
mit Klassenzahl 1 zu bestimmen.

Satz 4.8 1. Ist kd = 3, dann gibt es genau 11 reell quadratische Zahlkörper
mit Klassenzahl 1, nämlich jene mit

d ∈ {17, 37, 61, 101, 197, 317, 461, 557, 667, 773, 1877}
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2. Ist kd = 4 und a gerade, dann gibt es genau 5 reell quadratische Zahlkörper
mit Klassenzahl 1, nämlich jene mit

d ∈ {69, 213, 413, 717, 1077}

3. Ist kd = 5 und a gerade, dann gibt es genau fünf d’s mit einer mögli-
chen Ausnahme, sodass der reell quadratische Zahlkörper K = Q(

√
d)

Klassenzahl 1 besitzt, nämlich jene mit

d ∈ {41, 149, 157, 269, 941}

4. Ist kd = 5 und a ungerade, dann gibt es für d ≤ 50000 genau 7 reell
quadratische Zahlkörper mit Klassenzahl 1, nämlich jene mit

d ∈ {181, 397, 1013, 2477, 2693, 3533, 4253}
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